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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Operations Research

"Operations Research’ (OR) als Disziplin unter diesem Namen war ab Mitte der 1930er
Jahre als Methodologie militédrischer Strategien enstanden, vor allem in Grossbritannien
und den USA: Durch die Entwicklung der Radartechnik hatte man neue Moglichkeiten
erlangt, feindliche Flugverbdnde im Voraus zu erkennen und den Einsatz der eigenen
Luftstreitkréifte sowie den Schiffsverkehr optimal zu planen. Spéter hat sich die OR in vor
allem in der Okonomie verbreitet, z.B. unter dem Titel ’ Unternehmensforschung’.

Aus der Sicht der Mathematik kann man sicher sagen, dass OR schon damals ein-
fach eine Melange aus verschiedenen lange bekannten Techniken war (lineare Algebra,
Konvexitéitsprobleme, Kombinatorik, Lagrange-Mechanik, Transportprobleme, etc.), gut
abgestimmt auf die jeweilige Anwendung. Die Disziplin definiert sich also eher nicht durch
ganz bestimmte Methoden, sondern durch ihr Ziel. (Zum Beispiel ist es miissig zu diskutie-
ren, ob eine Methode zu OR gehort oder in die lineare Optimierung, oft ist beides richtig.)

Das Ziel der OR ist die Vorbereitung von moglichst guten Entscheidungen durch An-
wendung mathematischer Methoden (stark praxisorientiert).

Die Hauptaufgabe der OR ist die Ubersetzung eines realen Entscheidungsproblems in
ein Optimierungs- bzw. Simulationsmodell.

In der Praxis sind das eher feedback-loops (Erkennen des Problems - Bestimmung von
Zielen und Handlungsmoglichkeiten - mathematische Modellbildung - Datensammlung -
Losungsfindung - Bewertung der Losung - und letzlich Akzeptanz oder Verwerfen der
Losung, ggf. auch Uberarbeitung des Modells).

OR im engeren Sinne bezieht sich auf mathematische Modellierung von Entschei-
dungsproblemen und Entwicklung von Algorithmen zur Anwendung und Losung mathe-
matischer Modelle. OR in diesem engeren Sinne hat viele Teilgebiete, z.B.

e Lineare Optimierung (Maximierung unter linearen Nebenbedingungen)
e Nichtlineare Optimierung (z.B. quadratisch)

e Optimaler Transport
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Spieltheorie

Graphentheorie und Netzplantechnik

Diskrete und kombinatorische Optimierung

Dynamische Optimierung

Warteschlangentheorie

Simulation

Tabellenkalkulation.

Wir werden uns hier in der Vorlesung konzentrieren auf

e Lineare Optimierung

e Graphentheorie und Netzplantechnik

e Nichtlineare Optimierung, Dynamische Optimierung (sofern die Zeit reicht).

Das Skript, dem wir hier folgen, ist nicht von Threm Vorlesenden erdacht worden,
sondern iiber viele Jahre hinweg an der Fakultét gewachsen und durch viele Hénde (bzw.
Kopfe) gegangen.

1.2 Literatur

Man kann endlos viel Literatur zum Thema finden - praktische, theoretische, klassischere,
neuere. Hier einige Vorschlige:

e K.H. Borgwardt, Optimierung, Operations Research, Spieltheorie, Springer Basel
AG 2001

e W. Domschke, A. Drexl, R. Klein, A. Scholl, Einfiihrung in Operations Research,
Springer, 2015.

W. Hochstéttler, Lineare Optimierung, Springer, 2012.

D. Jungnickel, Graphs, Networks and Algorithms, Springer, 2013. (Engl. Version
von Graphen, Netzwerke und Algorithmen, Spektrum, 1994.)

D. Jungnickel, Optimierungsmethoden - Eine Einfiihrung, Springer, 2015.

H. Peters, Game Theory, A Multi-Leveled Approach, Springer 2015

I. Wegener, Operations Research, Universitdt Dortmund, Skript zur Vorlesung WS
1998/99



Kapitel 2

Lineare Optimierung

2.1 Problemstellung

Beispiele 2.1.1. Ein Landwirt hat 100 ha Land. Davon kann er z; ha fiir den Anbau
von Kartoffeln nutzen und x5 ha fiir den Anbau von Getreide.

Das Ziel ist es, 1 und x5 so zu wihlen, dass der Gewinn maximal ausfallt.

Nehmen wir mal an, Kosten, benétigte und verfiighare Ressourcen und moglicher
Gewinn sind wie folgt:

Kartoffeln/ha | Getreide/ha | insg. verfiigbar
Anbaukosten 100 200 11000
Arbeitstage 1 4 160
Gewinn 400 1200

(Das sind natiirlich wilkiirliche fiktive Zahlen, wie ein kurzer Blick in die Infos der
Landwirtschaftskammer zeigt, deshalb auch ohne Einheit. Das Modell ist auch viel zu
naiv. Aber vom grundlegenden Prinzip her sehen solche Kalkulationen tatséchlich so
aus.)

Man erhélt folgende Restriktionen:

x1,22 > 0 (Fliche immer nichtnegativ)
100 z1 4+ 200 5 < 11000 (wegen Anbaukosten)
1+ 41y <160 (wegen Arbeitstagen)

1+ 22 <100 (wegen max. verfiigbarer Fliche).
Der entsprechende Gewinn ist
f(l’l, l’g) =400 1+ 1200 xI9.

Wir formalisieren diesen Typ von Aufgabenstellung abstrakter. Zur Erinnerung: Eine
lineare Abbildung f : R" — R nennt man eine Linearform auf R". Zu jeder Linearform
f auf R™ gibt es aq, ..., a, € R, sodass

f(@) = s+ .+ @y, fir alle z = (21,...,2,) € R™.

Die Menge aller Linearformen auf R™ bildet einen n-dimensionalen Vektorraum (den Dual-
raum zu R™).
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Definition 2.1.2. Bei einem allgemeinen linearen Optimierungsproblem sind Zahlen
m,n € N sowie Linearformen fi,..., f,, und f auf R™ und Zahlen ¢y,...,¢c,, € R gege-
ben. Die Menge

P:={xeR": fi(x) <¢ firallei=1,...,m}

heisst zuldssiger Bereich, die Bedingungen f; < ¢;, i = 1, ..., m nennt man die Restriktio-
nen. Die Linearform f nennt man die Zielfunktion.

Ein Punkt y € P heisst Lisung des Problems, falls er eine Maximalstelle der Zielfunk-
tion f auf P ist, also falls

fly) > f(z) fir alle x € P.
Bemerkung 2.1.3.

(i) Mochte man statt einer Maximalstelle fiir f eine Minimalstelle finden, so kann man
einfach — f betrachten.

(ii) Restriktionen der Form f; = ¢; kann man ganz einfach umschreiben als f; < ¢; und
—fi < —a.

(iii) Umgekehrt kann man Restriktionen in Ungleichungsform durch Einfithrung einer
zusatzlichen reellen Variablen in Restriktionen mit Gleichheit umwandeln: Man hat

fi(r) < ¢ genau dann, wenn  fi(z) + 7 =¢; und T > 0.
Das ist trivial, aber in der Praxis oft sinnvoll, z.B. kann man anstelle der Restriktion
"Arbeitszeit < verfiigbare Zeit’

die Restriktion
"Arbeitszeit + Freizeit = verfiigbare Zeit’

in das Modell aufnehmen.

2.2 Polyeder

Wir schauen uns einige Grundbegriffe zu Konvexitét an.

Definition 2.2.1. Eine Teilmenge A C R" heisst konvez, falls fiir alle x,y € A die
Verbindungsstrecke

[z, y ={ e+ (1—=Ny: 0<A<1}

in A enthalten ist.

Wir nutzen auch die Schreibweisen

Jz,yl:= [z, y] \{z, v}, o, y] = [z,y] \ {=}, wnd [z,y[=[r,y]\ {y}.
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‘ NchtKonh

Abbildung 2.1: Konvexe und nicht konvexe Mengen

Beispiel 2.2.2. Sei f eine Linearform auf R", f # 0 und sei ¢ € R. Dann ist die Menge
{f<c}={zeR": f(zx)<c}

konvex:
Sind z,y € {f < ¢} und 0 < XA < 1, so hat man f(z) < ¢ und f(y) < ¢ und damit,
wegen der Linearitdt von f,

fOz+ (1 =Ny) =Af(2) + (1 =Nf(y) <Ac+ (1= Ne=g

also Az + (1 = Ny € {f < c}.
Geometrisch ist die Situation wie folgt: Die Menge

{f=c}={zeR": f(z)=0)

ist eine Hyperebene im Raum R"™, welche letzteren in zwei Halbraume ’teilt’, ndmlich in
{f < ¢} und {f > ¢} (mit offensichtlicher Bedeutung).

Wir formalisieren das.

Definition 2.2.3. Ein abgeschlossener Halbraum in R™ ist eine Teilmenge, die sich in der
Form {f < ¢} darstellen ldsst mit einer Linearform f auf R” und einer Konstanten ¢ € R.

Definition 2.2.4. Ein endlicher Durchschnitt abgeschlossener Halbraume in R™ heisst
ein Polyeder.

Lemma 2.2.5. Sei [ # () und {A;}ier eine Familie konvexer Mengen A; C R™. Dann ist

auch
(4
iel
konvex.
Beweis. Falls x,y € (),c; Ai, so hat man z,y € A; fiir alle ¢ € I, und weil die A; alle
konvex sind, [z,y] C A;, i € I. Damit folgt aber [z,y] C [;c; Ai. O

Korollar 2.2.6. Jedes Polyeder ist konvex und abgeschlossen.

Beispiel 2.2.7. In der Situation von Beispiel 2.1.1 (i) sind die Hyperebenen Geraden,
und geméss den Restriktionen (und der Vernunft) muss der zuldssige Bereich das farbige

Polyeder sein, dass 'unterhalb’ aller drei Geraden liegt und zudem von unten und von
links durch die Achsen begrenzt wird, Abbildung 2.2.7
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Abbildung 2.2: Der zuldssige Bereich aus Beispiel 2.1.1 (i) als Polyeder.

Jetzt erinnern wir uns an folgendes: Ist A C R™ kompakt, so nimmt eine stetige
Funktion f : A — R auf A ihr Maximum an, d.h. es existiert ein Punkt y € A sodass
f(y) > f(x) fir alle x € A. (Ein solches y nennt man dann eine Maximalstelle fiir f auf
A)

Da ein beschrinktes Polyeder P # () im R™ kompakt ist und eine Linearform f auf
R™ stetig, so nimmt f|p auf P ihr Maximum an, genauer:

Es gibt einen Punkt y € P sodass f(y) > f(x) fiir alle z € P.

Man kann nun fragen, wo in P man so eine Maximalstelle y finden kann.

Proposition 2.2.8. Ist P ein beschrdnktes Polyeder im R™ und nimmt eine Linearform
f # 0 thr Mazimum auf P in einem Punkty € P an, so kann y kein innerer Punkt von
P sein.

Beweis. Nehmen wir an, y sei ein innerer Punkt von P, dann gibt es also eine kleine
offene Kugel B, mit Mittelpunkt y, sodass B, € P. Mit geeigneten a4, ...,a, € R" gilt
f(z) = ayz1 + ... + apz, fur alle z € R”, insbesondere ist also f in y stetig partiell
differenzierbar. Wenn f in y ihr Maximum auf P annimmt, so hat f in y ein lokales

Maximum. Dann hat man aber a; = %(y) = 0 fiir alle 4, was f = 0 implizieren wiirde,
Widerspruch. O

Diese Beobachtung motiviert uns, den Rand 0P eines Polyeders P genauer anzuschau-
en. Man kann sogar ziemlich abstrakt arbeiten, mit der Intuition "Polyeder’ als Leitmotiv.

Definition 2.2.9. Sei A C R" konvex.

(i) Eine Teilmenge S von A ist eine Seite von A, falls S konvex ist und fiir zwei beliebige
Punkte x,y € A folgendes gilt: Gibt es ein 0 < A < 1, sodass Az + (1 — \)y € S,
dann hat man z,y € S.

(ii) Ein Punkt z € A heisst extremal, falls {z} eine Seite von A ist.
Wir schreiben A, fiir die Menge der Extremalpunkte von A.

Wie iiblich schreiben wir B(z,r) = {y € R" : |z — y| < r} fiir die offene Kugel
mit Radius 7 > 0 und Mittelpunkt x. Wir schreiben B(z,r) oder cl(B(z,r)) fir ihren
Abschluss, d.h. die abgeschlossene Kugel mit Radius > 0 und Mittelpunkt x. Die Sphére
OB(z,r) mit Radius » > 0 und Mittelpunkt  bezeichnen wir auch mit S(z, ).
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A.={P.Q.R,S}

(cl B(x,r))o=5(x,r)

Abbildung 2.3: Seiten und Extremalpunkte

Beispiele 2.2.10. Die Verbindungsgerade zwischen zwei Eckpunkten eines abgeschlos-
senen Dreiecks ist eine Seite. Jeder Eckpunkt eines Polyeders ist ein Extremalpunkt. Die
Sphére S(x,r) ist die Menge der Extremalpunkte der abgeschlossenen Kugel B(x,r).

Bemerkung 2.2.11.
(i) Fiir jede konvexe Menge A sind () und A (triviale) Seiten.

(ii) Ist S eine Seite von A, so ist auch A\ S konvex: Sind z,y € A\ S so muss man
Ar + (1 — ANy € A\ S haben fiir alle A € [0, 1], sonst ergébe sich ein Widerspruch
zur Definition einer Seite.

Lemma 2.2.12. Sei A C R" konvex. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) x ist ein Extremalpunkt von A.

(i) x ist nur trivial konvexr kombinierbar aus Punkten von A, d.h. falls x = A\y+(1—\)z
st mity,z € Aund 0 < A< 1, so muss y =z = x sein.

(iii) A\ {x} konvex.

Beweis. Die Aquivalenz of (i) und (ii) folgt direkt aus der Definition, ebenso, dass Aussage
(ii) Aussage (iil) impliziert. Aus (iii) folgt aber auch (ii): Seien y,z € A, X\ € [0,1] mit
Ay+ (1 =Xz =xz. Da A\ {z} konvex ist, muss y = x sein oder z = z. Sagen wir 0.B.d.A.

dass y = x. Falls auch z = z, dann muss man nichts mehr zeigen. Falls nicht, so ist A < 1
und (1 — A)z = (1 — \)z, also auch in diesem Falle z = x. O

Fiir Linearformen beobachten wir nun folgenden Effekt.

Satz 2.2.13. Sei A C R" konvez, f eine Linearform auf R™ und oo € R mit f < a auf
A. Dann ist
S:=An{f=a}

eine Seite von A. Ist A ein Polyeder, so ist auch S ein Polyeder.
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Beweis. Da A C {f < a} gilt, hat man
S=An{f>a}=An{-f < —a},

und da der abgeschlossene Halbraum {—f < —a} konvex ist, ist mit Lemma 2.2.5 auch
S konvex. Falls A ein Polyeder ist, folgt mit Definition 2.2.4, dass auch S ein Polyeder
1st.

Um zu zeigen, dass S eine Seite von A ist, nehmen wir an, dassy,2 € Aund 0 < A < 1
sind und z := Ay + (1 — A)z ein Element von S ist. Dann folgt, dass

a=f(z)=fQAy+ (1 =A)z2) =Af(y) + (1= Nf(2)

Es ist klar, dass f(y) < « und f(z) < « gilt. Ware nun z.B. f(y) < «, konnte die
vorangegangene Gleichheit nicht mehr gelten. Ebenso, falls f(z) < a. Also hat man
f(y) = f(z) = a und damit y, z € S. O

Korollar 2.2.14. Ist P der zuldssige Bereich eines allgemeinen linearen Optimierungs-
problems und f seine Zielfunktion, dann nimmt f|p ihr Maximum auf einer Seite von P
an.

Wir betrachten als néchstes die Extremalpunkte von Seiten.

Satz 2.2.15. Sei S die Seite einer konvexen Menge A C R™. Dann gilt
Se=A.NS.

Beweis. Man hat A.NS C S,: Ist z € A.N S, so ist nach Lemma 2.2.12 die Menge A\ {z}
konvex. Also ist auch

S\{z} = (A\{z})nS

konvex, und somit ist z € S, wegen Lemma 2.2.12.

Man hat S, C A.NS:Seiz € S.. Sindy,z € Aund 0 < A < 1o, dass z = Ay+(1—)\)z,
dann folgt, da S eine Seite von A ist, y, 2z € S. Weil aber x ein Extremalpunkt von S ist,
muss dann y = z = x gelten. Daraus folgt, dass x € A, ist. O]

Wir betrachten einen Mechanismus, der Konvexitét erzeugt.

Definition 2.2.16. Fiir A C R" heisst

kA):= ()| B

ACB, B konvex
die konvexe Hiille von A.
Bemerkung 2.2.17.

(i) k(A) ist wohldefiniert fiir alle A C R™ Mit B = R" existiert stets eine konvexe
Menge mit A C B.

(ii) Nach Lemma 2.2.5 ist k(A) konvex, und nach Konstruktion ist k(A) die kleinste
konvexe Menge, die A enthélt.

(iii) A ist genau dann konvex, wenn k(A) = A: Ein konvexes A ist dann die kleinste
konvexe Obermenge von sich selbst. Falls k(A) = A, so ist A konvex wegen (ii).
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(iv) k(A) ist genau dann beschriankt, wenn A beschrénkt ist: Dass die Beschranktheit
von k(A) die von A impliziert ist klar wegen k(A) D A. Ist A beschrénkt, dann
existiert > 0 sodass A C B(0,r), und da die Kugel B(0,r) konvex ist, kommt sie
als eine der Mengen B im Durchschnitt vor, und somit folgt k(A) C B(0,r).

Man kann k(A) explizit ausdriicken.

Satz 2.2.18. Sei A C R". Dann gilt

i=1

k(A) = {Z)‘ia" :meN, a,...,am €A, M,...; A\ >0, Z)‘i = 1}.
i=1

Fiir endlich viele Punkte ai, ...,a, C R™ und Ay,..., A, > 0 mit Y ", A; = 1 nennt

man
m
E it
i=1

eine Konverkombination der Punkte aq, ..., a,,. Satz 2.2.18 sagt also, dass die konvexe
Hiille k(A) die Menge aller Konvexkombinationen von endlich vielen Punkten aus A ist.

Beweis. Sei

B = {Z)\ialﬁ meN, ay,...,a, €A, A, ..., A >0, Z)\izl}.
i=1

=1

Der Satz behauptet, dass k(A) = B. Wir zeigen zunéchst, dass A C B gilt und B konvex
ist. Aus diesen beiden Fakten zusammen folgt, dass k(A) C B, denn k(A) ist ja die
kleinste Menge mit diesen beiden Eigenschaften. Die Inklusion A C B ist trivial, denn
jedes a € A selbst ist ja Konvexkombi von endlich vielen Punkten (ndmlich einem) aus
A. Um die Konvexitéat von B zu sehen, seien

m l
xr = Z Aa; und oy = Z,ujbj
i=1 j=1

zwei beliebige Punkte aus B. Hier sind a;,b; € A und die \; und p; sind alle nichtnegativ
und summieren sich jeweils zu eins. O.B.d.A. diirfen wir annehmen, dass [ = m (sonst
filllen wir mit Nullen auf’) und b; = a; fir ¢ = 1,...,m (denn {ay, ..., an,b1,...,b;} ist
endliche Menge von Punkten aus A, und man konnte die einfach relabeln mit {c, ..., ¢},
wobei k < m + [ wire). Ist 0 < XA < 1, so hat man

m

A+ (1= Ny = AZ Aia; + (1 —X) Zﬂiai = Z()‘/\i + (1 = N)pi)a,;,
i=1 i=1

i=1
und es gilt

m m m

Z(/\)\i+(1_)‘>ﬂi):/\Z/\i+(1_/\)2ﬁ‘i:/\+<1_)‘):1,

=1 i=1 i=1

also ist auch Az + (1 — A\)y Konvexkombi von endlich vielen Punkten aus A. Also ist B
konvex.

Um die gewiinschte Gleichheit k(A) = B zu zeigen, miissen wir nun noch B C k(A)
beweisen, also, dass ein beliebiges Element x = ", \;ja; aus B auch ein Element von
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k(A) ist. Das machen wir induktiv: Fiir m = 1ist Ay = 1 und z = a; € A C k(A).
Nehmen wir an, jede Konvexkombi > " A\;a; € B ist in k(A). Fiir den Induktionsschritt
miissen wir zeigen dann, dass auch jede Konvexkombi 327" \a; € B in k(A) ist. O.E.

hat man \,,41 <1 (denn sonst miissten \; = ... = A, = 0 sein, dieser Fall ist schon klar).
Nun ist

m—+1 m )\

Z Nit; = (1 — A\pya) (Z 1_—)jm+1 ai) + At 1@,
und weil 5 ->0und 37 T =1 (Frage: Warum ?), folgt

—Zi k(A
;1_)\m+1a © ()

nach Induktionsvoraussetzung. Weil a,,,11 € A C k(A) bedeutet das aber, dass Z:'jl Aia;

Konvexkombi zweier Elemente aus k(A) ist, und wegen Konvexitiat von k(A) somit in
k(A). O

Wir wissen bereits, dass k(A) genau dann beschriankt ist, wenn A beschrénkt ist. Inso-
fern ist in der folgenden Beobachtung der Aspekt der Abgeschlossenheit der interessante
Teil.

Korollar 2.2.19. Fir jede endliche Menge A C R™ ist k(A) kompakt.

Natiirlich ist eine endliche Menge insbesondere beschrankt. (Frage: Wie zeigt man das
?) Die Kompaktheit (also insbesondere die Abgeschlossenheit) der konvexen Hiille einer
beschriankten Menge ist nicht selbstverstéandlich.

Beispiel 2.2.20. Man hat £(B(0,1)) = B(0, 1), eine offene Menge.
Beweis. Sei A ={ay,...,an,}. Dann ist k(A) das Bild der kompakten Menge

{1, An) €RT Y N =13}
=1

unter der stetigen Abbildung p((Ar, ..., An)) == > it Mia;. Wie iiblich ist hier R =
{(x1, ;) ER™ 12, >0, i =1,...,m}. O

Der folgende Satz ist eine Babyversion eines der wichtigsten Sétze zu konvexen Men-
gen. Er sagt, dass man ein beschrinktes Polyeder stets aus seinen Extremalpunkten re-
konstruieren kann durch Bildung der konvexen Hiille.

Satz 2.2.21 (Satz von Krein-Milman fiir Polyeder). Sei P C R™ ein beschrinktes Poly-
eder. Dann gilt
P =k(P.).

Beweis. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass P # (). Da P. C P ist und P konvex, hat
man sofort k(P.) C P. Die umgekehrte Inklusion P C k(FP,) zeigen wir induktiv. Fiir
n =11ist P ein Intervall [z, y], somit P, = {x,y} und daher

k(P) = k({a,y}) = Ao+ (1= Ny: 0SA< 1} = [a,] = P

Nehmen wir an, die Behauptung gilt fiir n. Sei P ein beschrinktes Polyeder in R"*!, sei
z € P und sei v € R"!\ {0}. Da P beschrénkt ist, ist

ty:=sup{t >0: z+tv e P}
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endlich, und da P abgeschlossen ist, hat man
r:=x+tiveP
(Frage: Warum genau ist das so 7). Ganz analog sieht man, dass
to:=sup{t >0: =z —tve P}
endlich ist und
To:=x —tv € P.
Umstellen nach v ergibt .

—(r—z)=v=—(r—2
S a)=v= (- m)

und Auflésen nach z zeigt, dass x eine Konvexkombination aus x; und z ist,
t t
T = 2 T+ ! T
b1 + 1o t1+ 1t

o € Ek({xy,z2}).

Da P ein Polyeder ist, gibt es Linearformen fi, ..., f,, # 0 auf R**! und Zahlen ¢y, .., ¢, €
R sodass

P={fi<a}

Somit ist z+tv € P genau dann, wenn f;(x)+tfi(v) = fi(z+tv) < ¢ firallei = 1,...,m.
Wegen der Definition von ¢; gibt es dann aber ein i € {1,...,m} sodass

filz1) = ¢

(sonst Widerspruch), d.h. z; ist Element der Seite P, :== PN {f; = ¢} von P, und P,
ist selbst ein Polyeder wegen Satz 2.2.13. Weil die Mengen { f; = ¢;} eine Hyperebene im
R™ ! ist, ist P; ein Polyeder im R (Reduktion auf n Koordinaten, siehe Ubung). Daher
gilt nach Induktionsvoraussetzung, dass

vy € By = k((P)e) = k(PN B) C k(F),
hier haben wir Satz 2.2.15 benutzt. Analog sieht man, dass x5 € k(F,). Nun folgt
v € k({z1, 22}) C k(k(F)) = k(Fe).
Da x € P beliebig war, zeigt das P C k(P,), die Behauptung fiir n + 1. ]

Man kann diese Beobachtung noch verbessern und die Anzahl der Extremalpunkte in
den Konvexkombinationen in P = k(P,) dimensionsabhéngig beschrianken.

Satz 2.2.22 (Satz von Carathéodory). Sei P C R" ein beschrinktes Polyeder. Dann ist
jeder Punkt x € P Konvexkombination von héchstens n + 1 Punkten aus P,.

Beweis. Fiir n = 1 ist das klar. Nehmen wir an, die Behauptung gilt fiir n. Sei P ¢ R**!
ein beschrianktes Polyeder und o.E. x € P\ P,. Wihle beliebiges 2’ € P, und setze im
vorangegangenen Beweis v = 2/ — x. Dann ist

r1=a €P, dh t;=1,
denn: Fir 0 < ¢ < 1 hiatte man

r+tv=z+tlx —z)=td + (1 —t)z € P,
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deshalb muss t; > 1 sein (mit ¢; definiert wie im vorangegangenen Beweis), und falls
x +tv € P wére fiir ein t > 1, dann ergédbe sich

,_t—1 1

x ; :L‘—I—Z(qutv),

d.h. 2/ wire Konvexkombi zweier Punkte aus P und koénnte nicht extremal sein, des-
halb muss auch ¢; < 1 gelten. Der Punkt xo = o — to(2’ — ) (mit to definiert wie im
vorangegangenen Beweis), liegt, wie wir (dort) gesehen hatten, auf einer Seite

von P, diese ist ein Polyeder im R". Nach Induktionsvoraussetzung ist z, also Konvex-
kombi von hochstens n + 1 Punkten aus S, = P.N S C P.. Somit ist

o, 1
xr = xr X
1+ 1, 1+ts

2

Konvexkombi von hochstens n + 2 Punkten aus P.. O

Bemerkung 2.2.23. Satz 2.2.21 und Satz 2.2.22 gelten fiir beliebige kompakte konvexe
Mengen in R™.

Praktisch relevant ist folgende Konsequenz.

Korollar 2.2.24. Sei P C R" ein nichtleeres beschrinktes Polyeder und f eine Linear-
form auf R™. Dann gibt es ein xg € P, mit

f(x) < f(xo) fir alle x € P.

Das heisst, mindestens ein Extremalpunkt von P muss eine Maximalstelle fiir f|p sein.

Beweis, erste Version. Sei o := sup,cp f(z) und yo € P so, dass f(yy) = «. Dann gibt
€s X1, ...,Tpr1 € P, und A\; > 0 mit Z?jll A; = 1, sodass

n+1

Yo = Z i
i=1

und daher
n+1
o= fyo) =D Aif(wi).
i=1
Das geht aber nur, wenn f(z;) = a gilt fiir mindestens ein 1. ]
Beweis, zweite Version. Sei a wie oben. Dann ist P’ := PN {f = a} (eine Seite von P)

ein nichtleeres beschrinktes Polyeder und somit (P'), # 0. Fiir zy € (P'). = P'NP, C P,
hat man
zg € (P C P'=Pn{f=a},

also f(zg) = a. O
Wir kommen zu folgendem Fazit.

Bemerkung 2.2.25. Die Menge aller Punkte in P, in denen f ihr Maximum auf P
annimmt, ist eine Seite P’ von P und (da P’ = k((P').) = k(P. N P’)) die konvexe Hiille
derjenigen Extremalpunkte von P, in denen das Maximum angenommen wird.
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2.3 Bestimmung von Extremalpunkten

Die vorangegange Diskussion motiviert die Frage, wie man Extremalpunkte bestimmen
kann.
Im Folgenden seien fi, ..., f,, nichttriviale Linearformen auf R", ¢4, ...,¢,, € R und

P:n{fi < ¢}

Die folgende Beobachtung reduziert das Auffinden von Extremalpunkten auf die Losung
linearer Gleichungssysteme.

Satz 2.3.1.

(i) Jeder Extremalpunkt x von P ist Losung eines linearen Gleichungssystems
fio(x)=¢,, 1<k<mn, (2.1)

mit n Gleichungen und n Unbekannten, wobei 1 < 1, < m und f;,..., fi, linear
unabhdngige Linearformen sind. Insbesondere hat man P, = 0 falls m < n und

#P. < (™) falls m > n.

(i1) Sind f;,, 1 < k < n linear unabhdingig und ist die Losung x von (2.1) in P enthalten,
so ist x auch ein Extremalpunkt von P, d.h. x € P,.

Die zweite Aussage in (i) kann man sich gut geometrisch vorstellen: Fiir n = 1 braucht
man mindestens eine Restriktion, also m = 1, um einen Extremalpunkt zu haben; hat
man zwei Restriktionen, kann man bestenfalls zwei Extremalpunkte bekommen. Fiir n = 2
sind m = 1 Restriktionen zu wenig, um einen Extremalpunkt zu bekommen (denn dann
ist das Polyeder ein Halbraum); fiir m = 2 ist (bei guter Konstellation) bereits einen
Extremalpunkt moglich.

Ist n = 2 und P ein Dreieck, das als Schnitt dreier abgeschlossener Halbraume entsteht,
also m = 3, so 16st jeder Eckpunkt von P ein System (2.1) bestehend aus zwei Gleichungen
(denn er ist Schnittpunkt von genau zwei der drei Geraden.)

Beweis. Wir zeigen (i). Nehmen wir an, dass # € P, ist und schreiben wir I := {i €
{1,...,m}: fi(x) = ¢;}. Es muss gelten, dass I # (), denn sonst wire ja f;(z) < ¢; fur alle
i =1,....,m und damit z ein innerer Punkt, also z ¢ P,. Somit muss x eine Losung des
Gleichungssystems

fZ(Z> = Gy, 1€ I, (22)

sein. Der Punkt x ist sogar die einzige Losung von (2.2):

Wire dem nicht so, dann wére der Losungsraum mindestens eindimensional, also
wiirde es ein v € R"™ \ {0} geben sodass die Gerade G = {z +tv : ¢ € R} in der
Losungsmenge enthalten ist. Falls I = {1,...,m} dann ist G offensichtlich in P enthalten.
Ansonsten sind zumindest fiir hinreichend kleines ¢ > 0 die Punkte z &+ tv in P: Man hat
fi(z) < ¢ furalled € {1,...,m}\ I, und wegen der Stetigkeit der f; gibt es ein (hinreichend
kleines) t > 0 sodass auch f;(x +tv) < ¢; fir alle i € {1,...,m} \ I, und zusammen mit
(2.2) folgt = £ tv in P. Weil aber

1 1
T = §(x+tv)+§(w—tv)

ist, kann dann x kein Extremalpunkt von P sein.
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Da nun also x die eindeutige Losung von (2.2) sein muss, so muss der Rang des
Gleichungssystems (2.2) maximal sein, also gleich n. Somit gibt es unter den f;, i € I,
auf jeden Fall n linear unabhéngige Linearformen f;,, ..., f; , und x ist auch die eindeutige
Losung von (2.1).

Schliesslich beobachtet man noch die naive Abschétzung

#Extremalpunkte < # eindeutig losbare Gleichungssyteme vom Typ (2.1)

< # Moglichkeiten, n Linearformen aus m auszuwéhlen

-(0)

Wir zeigen (ii). Seien f;,, ..., f;, linear unabhingig und sei x € P die eindeutige Losung
von (2.1). Angenommen y,z € P und 0 < A < 1 sind so, dass z = Ay + (1 — A\)z. Dann
gilt

cip, = fi.(x) = M (y) + (1 = N) fi,. (2),
und das geht nur, wenn f; (y) = fi.(2) = ¢, fir alle 1 < k < n (wenn f;, (y) oder
fi. (z) streng kleiner als ¢;_ sind, kann die Gleicheit nicht gelten). Das bedeutet aber, dass
auch y und z das Gleichungssystem (2.1) 16sen, und wegen Eindeutigkeit muss man dann
x =y = z haben. Das zeigt, dass x ein Extremalpunkt ist. O

Bemerkung 2.3.2. Satz 2.3.1 zeigt, wie man Extremalpunkte eines Polyeders P finden
kann: Wir wéhlen 1 <4y < iy < ... < i, < m und losen das Gleichungssystem

Ist z die eindeutige Losung dieses Systems und gehort x zu P, so muss z ein Extremal-
punkt von P sein, also z € P,. Auf diese Weise kann man alle Extremalpunkte von P
finden.

Das folgende Korollar zeigt, dass man fiir lineares Optimierungsproblem a priori keinen
der Extremalpunkte ausschliessen kann.

Korollar 2.3.3. Sei z € P,. Dann gibt es eine Linearform f auf R™ mit

fly) < f(z) firalley € P\ {z}.

Beweis. Sei x € P, und seien f;,, ..., f;, linear unabhéngig und so, dass x die eindeutige
Losung von

Wir behaupten, dass dann mit f := f;, +...+ f; die Behauptung folgt. Um das zu sehen,
bemerken wir, dass jedes y € P\ {z} die Ungleichungen

fin(y) < ey, 1<k<n,

erfiillt, und dass es dabei wegen der Eindeutigkeit der Losung von (2.3) mindestens ein
k€ {1,...,n} geben muss mit

fi(y) < ciy.
Dann folgt aber, dass
fW)=rfui)+ ..+ fi.ly) <c,+..+a, = ful@)+ ..+ fi,(x) = f(2),

wie gewiinscht. O
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Bemerkung 2.3.4. Geometrisch bedeutet Korollar 2.3.3, dass es zu € P, einen offenen
Halbraum H gibt (némlich H = {f < ¢;; +...+¢;, } in der Notation des Beweises), sodass
P\{z} C Hund z € 0H.

Man kann mit linearen Gleichungen auch die Lage von Extremalpunkten relativ zu-
einander beschreiben.

Definition 2.3.5. Zwei verschiedene Extremalpunkte x und y eines Polyeders P heissen
benachbart, falls [x,y| eine Seite von P ist.

Satz 2.3.6. Ser x € P, und seten 1 < i) < iy < ... < i, < m So, dass f;,,..., fi, linear
unabhdngig sind und

Isty € P\ {z} und gilt
fi.(y) = ¢, firn—1 der mdéglichen Werte von k,
so sind x und y benachbart.

Wenn wir uns wieder den Fall eines Dreiecks P in der Ebene (n = 2) vorstellen,
wird die Grundidee plausibel: Zwei verschiedene Eckpunkte sind (in Fall des Dreiecks)
benachbart, es gibt also genau eine Gerade (hier in der Rolle einer Hyperebene), auf
der beide liegen. Also muss genau eine der jeweils zwei Gleichungen, die diese Punkte
beschreiben, von beiden Punkten gelost werden (némlich jene, die die Gerade beschreibt).
Satz 2.3.6 schliesst nun von den Gleichungen auf die geometrische Lage.

Beweis. O.B.d.A. nehmen wir an, dass i, = k (sonst relabeln) und fi(y) = ¢; fir 1 <
i <n—1und f,(y) < ¢,. Da y Extremalpunkt ist, gibt es nach Satz 2.3.1 n linear
unabhéngige Linearformen f; ..., f;, mit

fjk(y):cjk7 ]-Sk’STL

Davon muss mindestens ein f;, linear unabhéngig von den fi, ..., f,—1 sein, d.h. es gibt
ein j > n sodass fi,..., fn—1, f; linear unabhéngig sind und

fiy)=c, oy foay) =, fily) = ¢

Da die Losung y dieses Systems eindeutig ist und = # y, so folgt

fi(x) < ¢y
Um zu zeigen, dass [z, y| eine Seite von P ist, seien 27,20 € P und 0 < A < 1 und
z=MAz1+ (1 — N)zg € [, y]. (2.4)
Wir behaupten, dass
21,29 € |2, Y] (2.5)

Da fi(z) = fi(y) = ¢, i = 1,...,n — 1, so folgt, dass f; = ¢; auf [z,y] gilt und
insbesondere f;(z) =¢;, i = 1,..,n — 1. Da f; < ¢; gilt auf ganz P, so folgt wegen (2.4),
dass

fi(z1) = fi(z2) = ¢; sein muss fiir alle 1 <i <n— 1.
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Die Punkte z; und z gehoren also zu der Menge

n—1
G = ({fi=a},
=1

und da die fi, ..., f,—1 linear unabhéngig sind, ist G eine Gerade. Sie enthélt aber auch x
und y, also
G={ar+(1—-a)y: a€R}.

Um (2.5) zu sehen, geniigt es nun zu zeigen, dass jeder Punkt zZ € PN G eine Darstellung
Z=arx+(l—a)y mitd<a<l
hat. In der Tat muss a < 1 gelten, denn

o 2> fu(2) = afulz) + (1 = a) fuly) = acy + (1 = a) fu(y),

also

(1 =a)e, = (1= a)fuly),
d.h.

(1 —a)(en = fuly)) =0,

und da ¢, — f,(y) > 0 ist, geht das nur mit 1 —a > 0. Ganz analog sieht man, dass o > 0
sein muss, denn

cj > fi(2) = afj(z) + (1 —a)fi(y) = af;j(z) + (1 - a)e,

also am Ende
a(c; — fi(z)) =0,
wobel ¢; — f;(x) > 0 ist. O

Umgekehrt gilt nun folgender Schluss von der geometrischen Lage auf die Gleichungen.

Satz 2.3.7. Seien x und y benachbarte Extremalpunkte eines Polyeders P. Dann gibt es
n linear unabhdngige Linearformen f;,, ..., f;, mit

fis(x) =c,, 1<k<n,

und
fi.(y) = ¢, firn —1 der maoglichen Werte von k.

Beweis. Seien I, = {i : fi(z) = ¢;} und I, := {i: fi(y) = ¢;} und sei [ := I, N 1,. Wir
nehmen an, dass der Rang von (f;);e; strikt kleiner ist als n — 1 und behaupten, dass
dann [z,y] keine Seite sein kann.

Die Annahme impliziert, dass (),c;{fi = ¢;} die Punkte x und y enthélt und mindes-
tens zweidimensional ist, also insbesondere eine affine Ebene E enthilt, deren Elemente
2 und y sind.

Sei nun z = $(z + y). In der affinen Ebene E kénnen wir nun eine Gerade G durch z
wiéhlen, die weder x noch y enthélt. Nun gilt fiir ¢ # I, dass

() = 5 (i) + fiy) < ci
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und weil die f; stetig sind, existieren z1, 22 € G \ {z} mit z = (21 + 22) und so, dass
filz1) <e¢; und  fi(z2) < ¢ firallei ¢ I.
Wie frither konnen wir aber andererseits auch schliessen, dass
filz1) = fi(z) = ¢ firallei € I.

Aus diesen beiden Fakten folgt, dass 21,20 € P. Da 21,20 € G\ {2}, hat man auch
21,29 & |x,y]. Weil aber z € [z,y] ist, kann [z, y| dann keine Seite sein.

Also muss der Rang von (f;);er grosser gleich n — 1 sein. Es geniigt nun, n — 1 linear
unabhéngige dieser f; zu wéhlen und durch eine dazu linear unabhéngige Linearform
f; mit f;(z) = ¢; zu ergénzen. Ein solches f; existiert, da der Rang von (f;);cs, gleich
n ist (denn z ist ein Extremalpunkt). Der Punkt x ist dann die eindeutige Losung des
zugehorigen Gleichungssystems, und fir y gilt f;(y) < ¢;. ]

Bemerkung 2.3.8. Im Allgemeinen kann man nicht hoffen, mithilfe nur einer festen
Familie { f;, }1<k<n alle zu einem gegebenen Punkt = € P, benachbarten Extremalpunkte
zu finden.

Im Folgenden wollen wir den Begriff ’benachbart’ fiir Extremalpunkte benutzen, um
leichter entscheiden zu konnen, ob ein Extremalpunkt tatsichlich eine Maximalstelle fiir
eine gegebene Linearform auf dem gesamten Polyeder ist.

Eine konvexe Menge C' C R"™ die fiir alle A > 0 die Menge

AC :={\x:x € C}
enthélt, nennt man einen konveren Kegel. Fiir eine gegebene konvexe Menge K C R" ist
RiK:={X:A>0, z € K}

eine konvexer Kegel, tatsdchlich der kleinste konvexe Kegel, der K enthélt. (Idee: 'Un-
endliche Schultiite’, die K fest umschliesst.)

Wir machen folgende Beobachtung. Mit 0 bezeichnen wir den Koordinatenursprung,
d.h. den Nullvektor in R".

Lemma 2.3.9. Sei P ein beschrinktes Polyeder mit 0 € P,, aber P # {0}, und bezeichne
PY die Menge aller zu 0 benachbarten Extremalpunkte von P. Dann hat man

P C R k(PY).

In Worten: Das Polyeder P ist eine Teilmenge des kleinsten konvexen Kegels R k(P?),
welcher die konvexe Hiille k(P?) der Menge P? der zu 0 benachbarten Extremalpunkte
enthélt.

Bemerkung 2.3.10. Man hat

R, k(P ={\x: A>0, v € k(P)}
:{Z)\lyl mEN, )\ZZO, yZEPeo}
i=1

Bevor wir Lemma 2.3.9 beweisen, schauen wir uns folgende praktisch relevante Kon-
sequenz an.
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Abbildung 2.4: Polyeder als Teilmenge des Kegels

Korollar 2.3.11. Sei P ein beschrinktes Polyeder und f eine Linearform auf R™. Ist
x € P, und gilt f(y) < f(x) fir alle y € P., die zu x benachbart sind, so folgt, dass

f(z) = max f(P)
15t.

Das bedeutet, um zu entscheiden, ob ein Extremalpunkt 2 eine Maximalstelle von f|p
ist, missen wir lediglich f(z) mit den Werten f(y) in benachbarten Extremalpunkten y
vergleichen. In der Praxis hat man es oft mit sehr vielen Restriktionen zu tun und daher
mit sehr vielen Extremalpunkten. Das Korollar kommt uns entgegen und reduziert die
Komplexitét der Frage, ob x Maximalstelle von f|p ist oder nicht.

Beweis. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass « = 0 ist (ansonsten betrachte Translation
P := P —x). Da f linear ist, hat man f(z) = 0. Sei nun z € P. Nach Lemma 2.3.9 gibt
eS Y1, - Ym € PO und Ay, ..., Ay > 0 mit

=1

Also ergibt sich

Wir beweisen Lemma 2.3.9.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass P C R, k(P?). Die Idee ist, ein Polyeder P zu konstruie-
ren, welches P enthilt, und fiir welches man "bequem’ zeigen kann, dass P, C R, P? gilt.
(Dann hat man den ’kritischen Schritt” auf den konvexen Kegel geschafft.)
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Seien fi, ..., f;, Linearformen und ¢4, ..., ¢,, € R Zahlen sodass
P={fi <el.
i=1

Wegen 0 € P muss ¢; > 0 gelten fiir alle : = 1,...,m (denn f;(0) = 0). Sei
I={ie{l,...,m}: ¢ =0}

Da 0 € P., so gibt es nach Satz 2.3.1 (i) Indizes i1, ...,7, € I und linear unabhéngige
Linearformen f;,, ..., f;, sodass 0 die eindeutige Losung des Systems

fi,(z2)=0, k=1,...n,

ist. Also existiert zu jedem y € P\ {0} ein ¢ € I mit f;(y) < 0. Wir definieren eine
Linearform ¢ durch
9:==2 f
iel
und offensichtlich gilt g > 0 auf P\ {0}. Weil P kompakt ist, existiert

b= maxg.

Wir definieren ein Polyeder
P=({fi<0}n{g <5}
el
Offensichtlich P C P. Wir zeigen nun, dass P beschrénkt ist:
Sei x € P. Dann ist

0 fallsielund A > 0 und

fi(Az) filz) {Ci falls ¢ ¢ I und A > 0 hinreichend klein,

und somit ist Az € P fiir hinreichend kleine A > 0. Das impliziert aber, dass x € R, P,
und kombiniert mit Satz 2.2.21 zeigt das, dass x sich darstellen lésst in der Form

T = Z N = Z A;x;  mit passenden \; > 0.
z;€P, z;€P.\{0}

Nun ist
o :=min {g(z;) : 2; € P.\ {0}} >0,

da g > 0 auf P\ {0}. Also

Z A < Z Ai@Zég Z il Zég(x)ﬁg

iz €P\{0} iz €P\{0} iz €P\{0}

und daher

B
z|| < Al <0 max ||ag]| A< —  max ||x;|| < +oo,
bl 32 MllelS me e 30 N g me el
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Abbildung 2.5: Polyeder P und P

und weil weder a noch 3 von = abhéingen, folgt damit die Beschrénktheit von P.
Sei nun y € P, y # 0. Setzen ty := sup{t > 0 : ty € P} und yy := toy. Dann ist
to<1,da P C Pundty >0, weil fiir i = 1, ..., m gilt, dass

0 fallsiel, daye P und
¢; fallsi ¢ I und ¢t > 0 hinreichend klein,

filty) =tfi(y) < {

also ty € P fiir hinreichend kleines ¢ > 0.
Weil y € P., y # 0, so ist y die eindeutige Losung eines linearen Gleichungssystems
aus n linear unabhéngigen Gleichungen des Typs

fily) =0, wobeii€ I, bzw. g(y) =5,

und weil y # 0 ist, muss eine der Gleichungen tatséchlich g(y) = [ sein. Dann ist aber
nach Satz 2.3.6 der Punkt y ein in P zu 0 benachbarter Extremalpunkt, und [0, y] ist eine
Seite von P. Wir behaupten nun, dass dann [0, yo] eine Seite von P ist:

Sei Az1+(1—X)z2 € [0, yo| fiir zwei Punkte 21,20 € Pund 0 < A < 1. Da [0, yo] C [0, 9],
21,22 € Pund [0, y] Seite von P ist, hat man 21, zo € [0, y]. Also ist klar, dass z1, 23 € [0, y],
mit anderen Worten, z; = tyy und 2z, = oy fiir gewisse 0 < t1,t5, < 1. Wegen der Definition
von tq folgt aber t1,ty < to, was 21,22 € [0,yo] forciert und somit zeigt, dass [0, yo] eine
Seite von P ist.

Somit gilt also yg € [0, yole C P., ferner yo # 0 wegen ty > 0, und [0, yo] ist Seite von
P. Das heisst aber, dass yo € P ist.

Wir haben damit gezeigt, dass jeder Punkt y € P.\ {0} ein Punkt von R, P? ist. Weil
das offensichtlich auch fiir 0 stimmt, wissen wir nun, dass

P, CR.P°.

Der ’'showdown’ ist nun sehr bequem: Mit Satz 2.2.21 und der Monotonie der konvexen
Hiille folgt nun B B
PCP=FkQP)CkR, P =R, k(P.
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2.4 Auflésen linearer Gleichungssysteme

Wir kommen zuriick zu uns wohlbekannten linearen Gleichungssystemen und zu Strate-
gien, sie zu losen. Der Aspekt, den wir hier kurz diskutieren wollen, ist der prozedurale
(algorithmische), und die Methode, die wir kurz anschauen, ist das klassische Gaussver-
fahren (Austauschverfahren), eines der Basics in der numerischen Mathematik.

(Mathematisch ist hier nichts neu fiir Sie, es geht einfach um eine clevere ‘Buchhal-
tung’, die man auch einfach als Code implementieren kann.)

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

a1 1+ -+ a1 Ty = C;

Ao1 1+ + Aoy Ty = Co

Am1 1+ + Qmp Ty = Cipy

mit gegebenen a;;,c; € R.
Fiir ¢ = (21,...,2,) € R" und 1 < i < m setzen wir

yi(x) = —ap x1 — - — Qi Ty + ¢ (2.6)

Das definiert jeweils eine affine Abbildung y; : R" — R, und im Falle ¢; = 0 eine Linear-
form. Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist dann

{z eR": yi(z) = =yn(z) =0}.

Die Grundidee fiir einen Losungsalgorithmus ist nun, die xy, ..., z, durch dquivalente
Umformungen als Funktionen der v, ..., y,, auszudriicken und dann y, ..., y,, gleich null
zu setzen. Man verwendet dabei die Darstellung der Relationen (2.6) durch folgendes
Schema:

_l’l .. —xn
i | a0 Qi | O
(2.7)
Ym Am1 T Qmn Cm

Ein Gauss-Eliminationsschritt besteht in folgendem:
1. Wabhle ein (k,1) mit ay # 0. Ein solches aj; nennt man ein Pivotelement.

2. Eliminiere x; durch Auflésen der k-ten Gleichung nach z;:

Yp = —Qg Tp — E Qkj Tj + Ck
il

genau dann, wenn
1 Qe c
J k

j .
a a a
kl £ kl kl
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3. Eliminiere x; aus den anderen Gleichungen durch Einsetzen dieses Ausdrucks fiir

x;. Fiir ¢ # k ergibt sich

Yi = —ay xp — E Aij Tj + ¢

= — Yk —

J#

> (-
i#k

A5 A4

7]

Dies fiithrt zu folgendem, zu (2.7) dquivalenten Schema:

)xj—l—ci—

—T1 —Yk —Tp
n
x (51 1 @hn L
ag ag ag ag (2 8)
) L ag1ag _ay . _ Gknag _ Cckag
Yi | aa agy agy Gin ap; ak
Ym

Die k-te Zeile (die Pivotzeile) ist die Zeile, die mit x; beginnt. Die [-te Spalte (die Pivot-
spalte) ist jene, die oben —y;. stehen hat.

Das neue Schema (2.8) wird dabei nach folgenden Pivotregeln fiir den Austausch von
K-ter Zeile und [-ter Spalte gebildet:

(i) Das Pivotelement wird durch seinen Kehrwert ersetzt.
(ii) Die iibrigen Elemente der Pivotzeile werden durch das Pivotelement geteilt.

(iii) Die tibrigen Elemente der Pivotspalte werden durch das Pivotelement dividiert, und
das Vorzeichen wird geéndert.

(iv) Alle tibrigen Elemente werden nach der folgenden Rechteckregel verandert: Ersetze

in
x ... a
b ... Pivot
den Eintrag % durch
ab . 4 —a
Pivot Pivot

Man kann das nun wie folgt "optisch vereinfachen’ Der Quotient 5~ ist derjenige
Eintrag, der im neuen Schema (2.8) in der [-ten Spalte (der Pivotspalte) auf der Hohe
von * steht. Es empfiehlt sich daher, als Zwischenschritt zunéchst die neue Pivotspalte

(ausser dem Kehrwert des Pivotelements) neben das alte Schema zu schreiben:
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_1’1 o e —a’:n
e __ a1
Y1 | a1 ain | 1 ani
Gml
YUm am1 e Qmn Cm - aZLl

Dann dndert sich die Rechteckregel (iv) zur Berechnung der Elemente ausserhalb von
Pivotzeile und -spalte zur folgenden Dreiecksregel: Ersetze in

* ... d: —<

~ Pivot

den Eintrag * durch
* -+ db.

(Hier ist die letzte Spalte die neue, wie oben hinzugefiigte Pivotspalte, und b ist das Ele-
ment aus der Pivotzeile, das in derselben Spalte wie  steht.)

Die neue Pivotspalte kann natiirlich auch gleich an ihren Platz im neuen Schema
geschrieben werden.

Beispiel 2.4.1. Das lineare Gleichungssystem
2.’131+4132—|—LU3I —4

3$1—|-5332—|-ZU3:3
CL’1+ZL’2+CL’3:O

fithrt auf das (erweiterte) Schema

—T1T —T2 —T3
wl 2 4 1] -4
| 111

Als Pivot haben wir hier das Element a3, = 1 ausgewéhlt. Die
haben wir rechts hinzugefiigt. Zum Beispiel ergibt sich

a12 4

a3 1

Wir tauschen nun die Bezeichnungen der 3. Zeile und der 2. Spalte (abgesehen vom
Vorzeichen) aus und berechnen die
mit der Dreiecksregel. Zum Beispiel wird aus

*:CL11:2

mit b = az; = 1 und der Eintrag
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Wir erhalten das neue Schema

—T1 —Ys —T3
Y1
Y2
To 1

Die Elemente der Pivotspalte werden nun nicht weiter benutzt, da fiir die Losung am

Ende y; = yo = y3 = 0 gesetzt wird. Fiir den néchsten Gauss-Eliminationsschritt geniigt
daher das (erweiterte) Schema

—Tr Y3 —I3
v | —2 # -3 -4
v2 | =2 # A4
To 1 # 1

Hier haben wir als neues Pivot —2 gewahlt. Wir folgen nun wie zuvor den Pivotregeln
und erhalten als néchstes Schema

—Yy —Ys —I3
Y2 #
T2 #
Fiir den folgenden Eliminationsschritt geniigt das (erweiterte) Schema
—Yy —Ys —I3
Yo # # -1 7
T # # —05| -2

Als neues Pivot haben wir —1 gewahlt. Mit den Pivotregeln ergibt sich nun das Schema

Y1 —Ys Y2
I # i
T3 # # —1
T2 # #
Jetzt hat man also
—Yir Yz —Y2
n| # O # #| P
T3 | # O H# H#| T
v | ## #| -5
und damit die Losung x; = %, Ty = —% und x3 = —7 des Gleichungssystems.

Das Gauss-Eliminationsverfahren kann man auch zur Rangbestimmung fiir (m x n)-
Matrizen benutzen oder zum Invertieren regulérer (n x n)-Matrizen.
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Beispiel 2.4.2. Wir bestimmen den Rang der (n x m)-Matrix mit n =4 und m =5 im
Schema

—T] —Ty —T3 —@4
wl 4 3 2 1
Y2 3 -1 2
Y3 5 0
Ya 7 3
Ys 5 —6 =2 5)

(Hier gibt es keine Spalte fiir Zahlen ¢;, denn die sind ja nicht Teil dieser Aufgabenstel-
lung.) Als Pivot ist hier 1 ausgewihlt.
Austausch von y; und —z4 nach den Pivotregeln ergibt das neue Schema

x4 4 3 2 1
Yo | —0 =7 —4 =2
Y3 ) 7 4 0
Ya -5 -7 -4 =3
ys | =15 —21 —12 =5

Wie wir Pivotzeile und -spalte bekommen, ist sofort sichtbar. Die anderen Eintriage folgen
wieder aus der Dreiecksregel, z.B. ergibt sich fiir den Eintrag as; der neue Wert 3+4(—2) =
—5 und fiir den Eintrag a4s der neue Wert 2 4+ 2(—3) = —4. Als neues Pivot wéhlen wir
nun —o.

Austausch von ys und x; nach den Pivotregeln ergibt nun das neue Schema

—Yo —To2 —Tz —Y
A N
U R
Y3 1 0 0 -2
ys | —1 0 0 -1
ys | —3 0 0 1

Nun bricht das Verfahren aber ab: An allen Positionen, an denen neue Pivotelemente
stehen konnten (d.h. fiir welche ein Tausch der Zeilen- und Spaltenbezeichnung strategisch
Sinn machen wiirden), stehen Nullen.

Die Linearformen ys3, y4 und ys sind Linearkombinationen von y; und y,: Man hat,
wie sich ablesen lésst,

Ys=2y1 — Yo
Yo = Y1 + Yo
Ys = —y1 + 3ya.

Wir sehen, dass

Rang der Matrix = dimlin{y,...,ys} = dimlin{y;, yo} <2
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gilt.

Andererseits bilden die Linearformen im header der Tabelle (hier im Beispiel also z,
x3, Yo und 7o) stets eine Basis des Dualraumes, sind also insbesondere linear unabhéngig,
denn es sind n Elemente (hier n = 4), und sie spannen den Dualraum auf: auch die links
stehenden x; (hier im Beispiel 27 und z4) sind Linearkombinationen dieser Elemente. Also
hat man

dimlin{yy, y2} + dimlin{zy, x3} > dim lin{yy, yo, 2, x3} = 4,

und weil natiirlich dim lin{xs, 23} = 2 ist, folgt daraus dimlin{y,y.} > 2, also
Rang der Matrix = 2.
Dieses Beispiel ldsst sich unmittelbar verallgemeinern:
Satz 2.4.3. Fiir eine reelle (m x n)-Matriz A sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Man hat Rang(A) = k.
(i1) Das Gaussverfahren (Austauschverfahren) bricht nach k Schritten ab.

Bemerkung 2.4.4. Ahnlich kann man mit dem Gaussverfahren die zu einer gegebenen
(n x m)-Matrix inverse finden, falls sie existiert:

Die Matrix ist genau dann invertierbar, wenn das Verfahren erst nach n Schritten
abbricht. In diesem Falle stehen dann am Ende alle x; oben und alle y; links. Sortiert
man nun das Schema nach der natiirlichen Ordnung der Indizes, so ergibt sich genau die
inverse Matrix.

(Wir schauen uns das in den Ubungsaufgaben an.)

2.5 Erster Simplexalgorithmus

Wir betrachten folgendes Optimierungsproblem:
Gegeben sind Linearformen fi, ..., f,, und f auf R” und Zahlen cq, ..., ¢,, € R. Gesucht
ist das Maximum von f unter den Nebenbedingungen (Restriktionen)

wlZOa x2207 73:1120
und

fi<ea, fa<cy -, fon < cm.

Die Linearformen besitzen Darstellungen
filx)=apnx1+ - +amz, 1<i<m,
und
fl@)=bixi+ -+ by,

mit Qjj, bj € R.
Fir 1 <4 < m setzen wir nun

n

yi(r) == —fi(x) + ¢ = — Zaij Tj+ G,

Jj=1
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man nennt die y; auch Schlupfvariablen. Der zuldssige Bereich (= Menge der zuldssigen
Punkte, d.h. derjenigen Punkte, die alle Nebenbedingungen erfiillen) ist das Polyeder

Pi= () {2 0} 0 () {us = 0}

In diesem Abschnitt nehmen wir stets an, dass 0 € P ist. Aquivalent dazu ist die
Forderung, dass

c; >0 fiirallel <i<m gilt.

Ahnlich wie im vorigen Abschnitt beschreiben wir das lineare Optimierungsproblem
durch ein Ausgangsschema der Gestalt

T
hn ap ain | Q1

(:So)
Ym | Qm1 -+ Gmp | C;m
fl-=-bt -+ =b,] 0

Definition 2.5.1. Ein Schema der Gestalt (Sp) heisst ein zum linearen Optimierungs-
problem zugehoriges Simplez- Tableau.

Formen im Folgenden dieses Tableau durch Zeilen- und Spaltentausch in dquivalente
Tableaus um der Gestalt

—Uy —Up,
vy | on Qin | M
: (5)
Um | Om1 ®mn | Tm
[l b Bn| 0

Hier sind dann a;j, 3;,7:,0 € R geeignete Koeffizienten und &hnlich wie zuvor gilt:

(i) U1, ..., Uy, V1, ..., Uy sind die (affin linearen Funktionen) x4, ..., x,, y1, ..., Y in verinderter
Reihenfolge,

(11) V; = — Z?:l CY,L'jUj + ’)/j, 1 S ) S m,
(111) f = — Z?:l ﬂ]’u]' + 0.

Bemerkung 2.5.2. Fiir ein gegebenes Tableau (S) nennt man vy, ..., v, auch die Basis-
variablen, uy, ..., u, die Nichtbasisvariablen und f die Zielfunktion. Das Schema (S) selbst
nennt man auch eine Basisform. Bei gegebener Basisform werden also die Basisvariablen
und die Zielfunktion durch die Nichtbasisvariablen ausgedriickt.

Wegen (i) oben gilt fiir jede Basisform: Der zulissige Bereich ist

P={uy>0}n---Nn{u, >0}N{vy >0} N---N{v, >0}
Definition 2.5.3. Eine Basisform (S) heisst zuldssig, falls

v >0 firallel <¢<m.
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Die Voraussetzung 0 € P garantiert also, dass (Sp) eine zuldssige Basisform ist.

Proposition 2.5.4. Sei (S) eine Basisform. Dann gibt es genau eine Lisung rg =
()1, -y (5)n) € R™ des linearen Gleichungssystems

u;(zg) =0, 1<j<mn,

und diese Lisung xg ist gegeben durch

(25)1 = {0 falls (zs); € {uy, ..., u,} und )

i falls (zg); = v;.

Ist (S) eine zuldssige Basisform, so ist xg ein Extremalpunkt von P. Ferner ist der Wert
der Zielfunktion f in xg gegeben durch

Bemerkung 2.5.5. Die Gleichungen u;(x) = 0 sind entweder von der Form
=0 (falls u; = ;)

oder
fi = ¢ (falls U; =Y; = _fz + Ci)-

In jedem Fall definieren die Gleichungen

ein lineares Gleichungssystem im Sinne von Satz 2.3.1 mit linear unabhéngigen Gleichun-
gen. Fiir die eindeutige Losung xg gilt:

rg € P (und damit xg € P.) < (S) zuléssig.
Speziell fiir das Ausgangsschema (.Sy) gilt

u; =x;, alsozg=0und f(zg) =0.

Man kann nun verschiedene Fille unterscheiden.
Proposition 2.5.6. Sei (S) ein zulissiges Schema.

(i) Ist
B; >0 firallel <j<n,

so gilt
f(xzs) = 0 = max f(P),

d.h. xg ist Losung des linearen Optimierungsproblems.
(i) Gibt es ein 1 <1 <mn, sodass B, < 0 und
ag <0 firallel <i<m,

so ist f auf P nicht nach oben beschrinkt, d.h. sup f(P) = +o0.
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(117) Gibt es ein 1 <1 <mn, sodass 5; <0 und

existiert eimn 1 <1 < m mit ay > 0,

so qilt folgendes: Bildet man fiir alle solche oy > 0 die Quotienten Oj—ll und wdhlt
man den Index k so, dass der Quotient minimal wird, also

-~ — min {—Z ) S0, dass oy > 0} R (29)

dann liefert ein Austauschschritt mit Pivotelement oy, ein neues zuldssiges Schema
(S’). Fiir den nach Proposition 2.5.4 dadurch bestimmten Extremalpunkt xg gilt

flrs) > f(xs).

Die Quotienten (;’—'l nennt man auch charakteristische Quotienten.
K2

Durch Iteration erhélt man folgenden Simplexalgorithmus fiir den Spezialfall, dass

Ty ...

1.

2.

D.

6.

, T, > 0und 0 € P (wie vorausgesetzt):

Stelle zuléssiges Ausgangstableau auf

Falls 5; > 0 fir alle 1 < j <n (Maximum erreicht), dann setze Nichtbasisvariablen
u;j = 0. Die Werte der z; liefern eine Maximalstelle, und § ist der Wert von f an
dieser Maximalstelle. STOPP.

. Falls fiir ein ; < 0 gilt, dass a;; < 0 fiir alle 1 < ¢ < m, so ist das Problem

unbeschrankt, sup f(P) = +o00. STOPP.

. Wahle 5, < 0 und wiahle Zeile k, fiir die a4; > 0 ist und der charakteristische

Quotient 2= minimal ist wie in (2.9).
kl
Fiithre Austauschschritt aus mit Pivotelement oy;.

Gehe zu 2.

Bevor wir zu den Beweisen kommen, schauen wir uns das im Kontext des ersten
Beispiels an.

Beispiel 2.5.7. Wir erinnern uns an Beispiel 2.1.1 (i), in dem es um die Frage ging,
wieviel z; ha Kartoffeln und wieviel x5 ha Getreide angebaut werden miissten, um die
Zielfunktion

f(l’l, 1‘2) = 400 T+ 1200 i)

unter den Restriktionen (Nebenbedingungen)

x1,22 > 0 (Fliche immer nichtnegativ)
100 z1 + 200 25 < 11000 (wegen Anbaukosten)
x1+ 4129 <160 (wegen Arbeitstagen)

1+ 29 < 100 (wegen max. verfiigbarer Fliche)

7ZU maximieren.
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r1+ x9 = 100

y3 =0

x1 + 49 = 160
y2=0

T T T T T
160 200 220 240

x1 + 229 = 110

Abbildung 2.6: Simplexalgorithmus: Sukzessives Testen der Extremalpunkte.

Wir starten mit dem Ausgangsschema (der Ausgangs-Basisform)

—x —T9
yi | 100 200 | 11000
Yo 1 4] 160
Ys 1 1| 100
f1—400 —1200| 0

Hier sind also n = 2 und m = 3. Man hat u;(z) = z; und uz(x) = x4, nach Proposition
2.54ist xg = (0,0) = Py die eindeutige Losung von u;(zs) =0, j = 1, 2. Weil 77 = 11000,
o = 160 und 73 = 100 alle nichtnegativ sind, ist das Schema zuléssig, und daher P, ein
Extremalpunkt von P.

Nun hat man z.B. f; = —by = —1200 < 0, also §; < 0 fiir [ = 2, somit ist nach
Proposition 2.5.6 der Punkt P, moglicherweise noch keine Maximalstelle von f|p. Da
Qg =4 > 0, ist man im Fall wie in Proposition 2.5.6 (iii) beschrieben.

Der charakteristische Quotient (3—222 = % = 40 ist kleiner als die anderen beiden,
namlich 07—112 = % = 55 und a'y—; = 1—(1)0 = 100. Daher machen wir einen Austauschschritt

mit Pivotelement aqy = 4.
Wir tauschen also die Bezeichnungen x5 und y, aus, folgen den Pivotregeln und er-
halten folgendes neues Schema:

—T1 Y2
Y1 50  —50 | 3000
To }1 % 40
Y3 % —i 60
f | —100 300 | 48000
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Hier sind 4 (2) = 21 und uy(x) = y2, also ist die Losung von uj(zg) = 0, j = 1,2, diesmal
zg = (0,40) = Py, denn x5 = —}L T, — % Yo + 40 = 40. Wiederum ist das Schema zuléssig,
also P, extremal. Wir 'testen’, ob Py, Maximalstelle ist.

Da f; = —100 < 0, ist auch P, moglicherweise keine Maximalstelle. Es gibt fiir [ = 1
Elemente oy, die grosser Null sind (sogar alle in der ersten Spalte), und die characteris-

tischen Quotienten fiir [ = 1 sind 2= = 390 — g, 22 — 40 — 160 ynd B = 52 — g0

. . .au %0 N U . s 3/ )
davon ist der erste minimal. Wir machen wieder einen Austauschschritt, diesmal mit Pivot
1] — 50.

Tausch der Bezeichnungen x; und y; liefert nach Pivotregeln das neue Schema

—Yr Y2
T | # #| 60
T2 # i 25

Y3 #  #| 15
1 2 200 | 54000

Jetzt sind u;(x) = y;, j = 1,2, und die eindeutige Losung von u;(xg) = 0 kann man able-
sen, ndmlich xg = (60,25) = P;. Da das Schema zuléssig ist, ist P3 extremal. Wir haben
hier nun zuerst die letzte Zeile berechnet, und sehen schon, dass f; = 2 und fy = 200
beide nichtnegativ sind. Nach Proposition 2.5.6 (i) ist dann P3 garantiert eine Maximal-
stelle fiir f|p, und f(P3) = f(xzs) = 0 = 54000. Die Stellen ay; im neuen Schema miissen
nun gar nicht mehr berechnet werden.

Der Landwirt kann also seinen Gewinn maximieren, wenn er auf r; = 60 ha Kartoffeln
anbaut und auf x, = 25 ha Getreide. Er erreicht dann den Gewinn 54000.

Ubrigens hiitten wir im ersten Schritt auch die erste Spalte favorisieren konnen (I = 1),
das hétte auf den Austausch z; < y3 gefithrt, was geometrisch den Schritt Py — P; bedeu-
tet hitte. Es hétten sich dann noch zwei weitere Schritte angeschlossen, ndmlich xo <> y1,
also P — P, und y3 <> 4o, also P, — P3. (Aufgabe fiir die Willigen: Nachchecken.)

Man lduft also, beginnend mit dem Nullpunkt, die Extremalpunkte von P ab und tes-
tet, ob sie sicher Maximalstellen sind. Kann man das garantieren fiir den Extremalpunkt,
den man gerade betrachtet (mittels Proposition 2.5.6 (i)), so hélt der Algorithmus an.

Wir beweisen zunéchst Proposition 2.5.4.

Beweis. Die xq,..., x, sind offensichtlich n linear unabhéngige Linearformen. Fiir jedes z;
gilt entweder
r=uj =u; — u;(0) fireinje{l,..,n}
~—
=z;(0)=0
(’x; steht oben’, d.h. x; ist Nichtbasisvariable), oder es gilt

n
T =0; = _ZaijUj +; fiireini e {1,..,m}
j=1

("x; steht links’, d.h. z; ist Basisvariable), und setzt man z = 0 ein, so folgt

Y=Y aiu;(0)
j=1
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und daher .
m=— Y ai(u; —uy(0)).
j=1
In jedem Fall ist x;, 1 < < n, eine Linearkombination der Linearformen
uy — u1(0), ..., up — un(0),

und das impliziert, dass die u; — u1(0), ..., u, — u,(0) linear unabhéngig sein miissen,
denn sie spannen ja einen Raum der Dimension > n auf.
Dann folgt aber, dass genau ein xg € R" existiert mit

(uj — u;(0))(zs) = —u;(0), 1<j<mn, (2.10)
also genau ein zg € R™ mit
uj(zg) =0, 1<j<n.

Fiir die Koordinaten von zg gilt: Falls 2; = u; (also z; eine Nichtbasisvariable ist), dann
hat man

(zs)1 = u;(zs) = 0.

Falls z; = v; (also x; eine Basisvariable ist), dann ist
(ws)i = vi(ws) = = Y ayu(xs) + 7 = Y
j=1
Ist (S) zuléssig, so folgt
uj(rg) =0, 1<j<n nach Konstruktion

und
vi(rs) =7 >0, 1<i<m.

Somit ist xg € P, und weil zg das lineare Gleichungssystem (2.10) eindeutig lost, ist
rs € P. nach Satz 2.3.1. Letztlich gilt

flzg) = — Biui(zs) + 0 =24.

O

Bemerkung 2.5.8. Proposition 2.5.4 sagt also, dass in jedem Simplextableau (S) die
Nichtbasisvariablen ein System von n linear unabhéngigen Linearformen u; — u;(0), 1 <
J < n, definieren, die ein lineares Gleichungssystem u;(z) —u;(0) = u;(0), 1 < j <n, wie
in Satz 2.3.1 (i) bilden.

Wir beweisen nun Proposition 2.5.6, aus welcher wir den Simplexalgorithmus abgelei-
tet hatten.

Beweis. Aussage (i) folgt leicht: Ist x € P, so gilt uy(x) > 0,..., u,(z) > 0, und damit

uj(x) +6 <= f(zg).
~ N~
>0 >0

f(sc>=—Z B; u;(z)
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Wir zeigen (ii). Da uy —u1(0), ..., u, — u,(0) linear unabhéngig sind, gibt es zu jedem
N € N genau eine Losung xy € R™ von

uj(xy) =0 firje{l,..,n}\{l} und w(zy)=N.

Wegen
N
vi(rN) = — iU i =— oy N i >0
(zn) Z@JUJ(IN)-F’Y i N+
J=1 <0 >0

folgt zy € P fiir alle N und

flan) == Bujan) +9=— i N+,

J=1 <0

Wegen limy_,o f(xy) = 400 muss sup f(P) = +oo gelten.
Wir beweisen nun (iii). Wahlt man oy, > 0 als Pivot, so erhélt man das neue Schema

—Up | =V | ... —Up
U1
u k.
! [£33)
()
Vel
; Vi T Tan
Um
f 5 — Bi
Qg

Nun soll das Schema (S’) wieder zuléssig sein (vorerst ein Wunsch). Da das urspriingliche
Schema zuldssig war, ist 7, > 0 und somit g—]’:l > 0. Fiir alle i # k kann man wie folgt

sehen, dass
a.
’YZ{::’Yi—fYk il ZO
097)

ist: Fiir Zeilen mit oy < 0 ist dies stets erfiillt, denn

Vel
(877}

>0 impliziert, dass ~; > ; > 0.

Fiir Zeilen mit «; > 0 muss gelten, dass

a. .
¥ — Lol >0, und das ist dquivalent zu i3 < l,
873 873 8%7)
d.h. die Pivotzeile (also die k-te Zeile) ist so zu wihlen, dass fiir sie unter allen Zeilen mit
oy > 0 der charakteristische Quotient c% minimal ist. Geht man so vor, dann sind alle

~i >0, also ist dann (S’) tatsédchlich zuldssig. Ausserdem gilt

f(:L‘g) =6 :=0— M > 0= f(l‘s)

Ol

<0
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Bemerkung 2.5.9. Bei der Wahl des Pivotelementes in Schritt 4. des Simplexalgorith-
mus und dem anschliessenden Austauschschritt sind nun zwei Félle (a) und (b) zu unter-
scheiden:

()

In allen Zeilen mit ay; > 0 gilt 7; > 0. Dann gilt

flas) =0 — Brve s = F(zs),

gl

<0

d.h. das neue Schema (S’) beschreibt einen neuen Extremalpukt ¢ # zg. Der Wert
der Zielfunktion nimmt dabei echt zu. Da die Gleichungssysteme, die xg und zg
beschreiben, sich nur in einer Gleichung unterscheiden (denn n—1 der Nichtbasisva-
riablen sind gleich), sind xg und xg benachbart. Also entspricht in diesem Falle ein
Austauschschritt geometrisch einem Schritt zu einem benachbarten Extremalpunkt,
fiir welchen dann der Wert der Zielfunktion echt grosser ist.

Unter allen Zeilen mit ay;; > 0 gibt es eine mit 7; = 0. Eine solche Zeile mit 7; = 0
ist dann als Pivotzeile zu wéahlen, weil dann der charakteristische Quotient

Yi
Q)

=0

ist und somit minimal sein muss. Es gilt dann also ag; > 0 und v, = 0. Das bedeutet
aber, dass die letzte Spalte beim Austausch unverdandert bleibt, d.h.

=% 1<i<m,und f(zg)=0=0d= f(zs)
Es gilt sogar xgr = xg, denn weil der Austauschschritt dann der Gestalt

— U — Vg

Vg 0 (] 0

ist, fithren beide Schemata bei Nullsetzen der Nichtbasisvariablen wuy, ..., u, (im ur-
spriinglichen Schema) bzw. w1, ..., Ug_1, Vg, Ukt1, .-, Up (im neuen Schema) auf die
Gleichungen

uj(zg) =uj(rs) =0, 1<j<n und wv(xs)=1vi(rs)=0.

Dieses lineare Gleichungssystem ist eindeutig losbar (denn man kann n linear un-
abhéngige Gleichungen auswéahlen) mit Losung g = xg.

Definition 2.5.10. Ein Austausch mit Pivotelement ay,, fiir welches v, = 0 ist, heisst
stationdrer Austausch.

Bemerkung 2.5.11.

(1)

(i)

Ein stationérer Austausch beschreibt also den Ubergang zwischen zwei Gleichungs-
systemen, die im Sinne von Satz 2.3.1 denselben Extremalpunkt beschreiben.

Es konnen dabei zwei Situationen auftreten:
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(b.1) Der Punkt zg besitzt einen benachbarten Extremalpunkt Z mit

fxs) < f(2).

Dann gibt es nach Satz 2.3.7 eine endliche Folge stationédrer Austauschschrit-
te, nach welchen wieder der Fall (a) eintritt. (Denn es gibt nur endlich viele
Moéglichkeiten fiir Gleichungssysteme mit eindeutiger Losung xg, und sobald
man einen Austausch macht, der zu einer Gleichung fiihrt, die g selbst nicht
mehr erfiillt, ist dann nach Satz 2.3.7 die eindeutige Losung des neuen Systems
ein zu xg benachbarter Extremalpunkt.)

(b.2) Der Punkt zg besitzt keinen benachbarten Extremalpunkt Z mit

flzs) < f(2).

In diesem Falle ist xg bereits ein Extremalpunkt, an welchem die Zielfunktion
f maximal wird, oder f ist unbeschréankt auf P.

(iii) Eine Folge stationédrer Austauschschritte kann einen Zyklus (loop) bilden. (Dann
wiirde sich der Algorithmus aufhéngen.) Um das zu vermeiden, gibt es geeignete
Auswahlregeln, z.B. Bland’s Antizyklenregel:

Ordne die Variablen in einer Reihenfolge, z.B.
21 = T1y -y Zn = Tpy, Zn+l = Y1y - 5 Zndm = Ym-

Wenn bei einem Austausch mehrere Spalten oder Zeilen wéhlbar sind, so wéhle
stets die Variable z; mit dem kleinsten Index i. (Der Index der basisverlassenden
Variablen soll moglichst klein gewéhlt sein.)

Wir ergénzen Schritt 4. im Simplexalgorithmus durch folgende Auswahlregel:

(i) Versuche stationdre Austauschschritte zu vermeiden: Gibt es mehrere §; < 0 (meh-
rere mogliche Pivotspalten), so wéhle wenn moglich eine solche, fiir welche der Fall
(a) eintritt. Falls nicht moglich, wende Blands Antizyklenregel an.

(ii) (Regel von Dantzig) Sind mehrere Pivotspalten fiir einen nicht stationdren Aus-
tausch moglich, so wihle die Spalte mit dem betragsmissig grossten f; (Faustregel,
Grundidee ist maximale Kostenreduktion; aber nicht unbedingt optimal).

Mit dieser Auswahlregel ist im Simplexalgorithmus jeder Schritt bestimmt (anders
als zuvor, und eigentlich kann man deshalb erst jetzt von einem Algorithmus sprechen).
Zuséatzlich ist ein Aufthédngen ausgeschlossen:

Korollar 2.5.12. Mit der zusdtzlichen Auswahlregel terminiert der Simplex-Algorithmus
nach endlich vielen Austauschschritten.

Beweis. Der Algorithmus verharrt hochstens endlich viele (stationére) Schritte in einem
Extremalpunkt, in solchen Schritten (Fall (b)) bleibt der Wert der Zielfunktion gleich.
In jedem nicht stationdren Schritt (Fall (a)) erfolgt ein Wechsel zu einem benachbarten
Extremalpunkt, wahrenddessen der Wert der Zielfunktion echt grosser wird. Jeder Extre-
malpunkt wird also héchstens einmal durchlaufen. Da es nur endlich viele Extremalpunkte
gibt, tritt nach endlich vielen Schritten eine der Abbruchbedingungen 2. (Maximum von
f|p erreicht) oder 3. (Problem stellt sich als unbeschrénkt heraus) ein. O
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Bemerkung 2.5.13. Selbst wenn der zuléssige Bereich ein unbeschrénktes Polyeder P
ist, gilt: Ist die Zielfunktion f auf P beschrénkt, so nimmt f|p sein Maximum in einem
Extremalpunkt von P an.

Bemerkung 2.5.14. Man kann die Effekte der Auswahlregel auch noch stérker forma-
lisiert beschreiben, allerdings ist das eher notationsintensiv. Wir beschrinken uns daher
auf diese eher knappe und konzeptionelle Diskussion.

2.6 Simplexverfahren in allgemeineren Situationen

Bisher hatten wir stets unter der Bedingung gearbeitet, dass alle Variablen nichtnegativ
sein sollen, und dass 0 ein Element des zuldssigen Bereiches ist. Wir schauen uns nun an,
wie man diese Voraussetzungen fallen lassen kann.

2.6.1 Variablen nicht nach unten beschrankt

Wir méchten f(x) = by 21 + ... + b, x, maximieren unter den Nebenbedingungen

n

fz(I> = Zaijxj S C;, 1 S 1 S m,

J=1

wobei wie zuvor ¢; > 0 gelten soll fiir alle 7. (Also soll 0 wieder ein Punkt des zuléssigen
Bereiches sein.) Wir verlangen aber nun nicht mehr, dass z; > 0 gelten soll fiir alle
1<j<n

Fiir jedes j, fiir das ; > 0 keine vorgegebene Restriktion mehr ist, kann man nun wie
folgt vorgehen: Man ersetzt x; einfach durch die Differenz zweier neuer Variablen z; und
7, also

und stellt die neuen Nebenbedingungen

25 >0 und  zf >0.

(Geometrisch erhtht man also kiinstlich die Dimension.)

Beispiel 2.6.1. Nehmen wir an, f(x) = x; — 3, z = (21, 72) € R?, soll maximiert werden
unter den Nebenbedingungen

3x1— 19 <6
T — 219 <4
To <1
z1 > 0.

Wir setzen x5 := x), — 24. Das fiithrt auf das modifizierte Problem,
o / " . ' 3
flx)=a1 —a5+ 25, = (r1,25 25) € R’

zu maximieren unter

3xy—ah+ay <6
T —2xh+2ah <4

ry— 1y <1
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sowie x1 > 0, 4, > 0 und 2z > 0. Das fiihrt auf das Ausgangsschema

—ry —xhy —xl

Y1 3 -1 1
Yo 1 =2 2
Ys 0 1 -1
fl -1 1 -1

S| = = O

Man kann nun wie im letzten Abschnitt mit dem Simplexverfahren l6sen, und am Ende
erhélt man xy aus xq = ), — 2:
Der erste Austauschschritt mit Pivot 2 ergibt das Schema

/

—T1 Ty Y2
n % 0 —% 4
xy ! 112
Y3 : 0 113
fl -3 0 112

Der zweite, mit Pivot g, ergibt

—Y1 —Ty —Ys
I
5 _% -1 160 g
vs| =5 0 5|3
fl 5 0 w%|%

Nun ist man aber schon in der Situation von Proposition 2.5.6 (i), denn die Eintrége 3;
in der letzten Zeile sind alle nichtnegativ. Die eindeutige Losung des Gleichungssytems,
welches aus diesem Schema durch Nullsetzen der Nichtbasisvariablen entsteht, ist

8 6
(Ilv 13/2, IIZ/) = (_7 0, _)7

) )

und f hat in diesem Punkt den Wert 134. Riickiibersetzen ergibt

6

x2:x’2—x'2’:—g,

also nimmt die Zielfunktion f|p ihr Maximum in
8 6

(z1, 22) = (37 —g)

an,
14 8 6
P)=—= (2, -2
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2.6.2 Ausgangsschema nicht zulissig

Nehmen an, dass es ein i € {1,...,m} gibt mit ¢; < 0. Dann ist also 0 ¢ P. Das Simplex-
verfahren in der besprochenen Form benétigt aber ein zuldssiges Ausgangsschema. Wir
ermitteln daher ein solches.

Nehmen wir an, die gegebenen Restriktionen lauten

n
Z(lzj%‘ <g¢, 1<i1<m,
j=1

und xq, ..., x, > 0. Der zuléssige Bereich ist dann das Polyeder

n
P = {x = (21,...,z,) € R : Zaijxj <g¢, 1=1, ,m} .

J=1

Wir betrachten nun ein Hilfsproblem mit n + 1 Variablen x4, ..., z,,t und Zielfunktion

f<x7t) =—t

unter den Nebenbedingungen

n
Z@z‘j%‘—tﬁcu I <1< m,
=1

und x4, ..., x,,t > 0. Der zugehorige zuléssige Bereich ist das Polyeder

ﬁ:{(m,t)GRﬁH Za”:cj—tgc“ Z:l,’m}

j=1
Dann gilt:

(i) Fiir ¢ := —min{¢; : i = 1,...,m} ist (0,...,0,¢) € P, dh. P # () und, da f nach
oben beschrankt ist durch 0, ist das Hilfsproblem losbar.

(ii) Man hat z € P genau dann, wenn (z,0) € P.

(iii) Man hat P # () genau dann, wenn max ]?(13) = 0, denn:

Wenn z € P, dann (20,0) € P, also max f(P) > f(xo,()) = 0 und somit (wegen
f <0) max f(P) = 0.

Umgekehrt gilt folgt aus max f(P) = 0, dass es (xg,tg) € P geben muss mit
f(zo,tg) = 0; da aber f(zg,ty) = —to ist, muss dann t, = 0 sein, also (zg,%y) =
(x9,0) € P, also wegen (ii) o € P.

In Tableauschreibweise liefert das den folgenden Algorithmus: Das Ausgangsschema
ist von der Form

_1'1 .. _xn
Y1 ayp - Ain | C1
Ym Am1 e Amn Cm
f _bl . _bn 0
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und fiir mindestens ein ¢ ist ¢; < 0. Fiir das Hilfsproblem haben wir das Schema

—I -z, —t
Y1 a11 a, —1| ¢
Yk —1
ym aml amn _1 Cm
f 0 - 0 10

und das ist ebenfalls nicht zuldssig. Wéhlen nun k € {1,...,m} so, dass
cp =min{¢; - i =1,...,m}

und tauschen y; und ¢, das ergibt ein Schema der Gestalt

—a —Tn —Yk
Y1 # # —1|m
t —1
Ym i # 1|7
f i i I

mit v, = —c¢x > 0, und fiir j # £ gilt
vi=¢j+cp- (1) =c¢j—cp > 0.

Also ist dieses Schema zuléssig. B B s

Wir suchen nun nach dem Maximum von f(z,t) = —t auf P. Falls max f(P) < 0
folgt P = ), und man kann also auch kein Maximum fiir das urspriingliche Problem
finden. Falls max f(P) = 0, so folgt P # () (wie oben diskutiert). In diesem Fall wird

das Maximum von f|z in einem Punkt (z9,0) € R}"" angenommen, und dann muss auch
xg € P gelten.

Nun konnen wir erreichen, dass t eine Nichbasisvariable ist, denn: Ist ¢ Basisvariable,
SO muss in

—Uu —Unp+1
i # | m
U] ap Qkm | Yk
_ # # | Im
I # # |0

Y = 0 gelten, weil die Maximalstelle (also die Losung des Gleichungssystems) (x,t) =
(20, 0) ist. Nun muss es auch mindestens ein j € {1,...,n + 1} geben mit ay; # 0, denn
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sonst wére ¢t konstant null als Funktion der wy, ..., u,41, und das wére ein Widerspruch
dazu, dass t auf P unbeschrankt ist. Wir wéhlen nun ein solches ay; # 0 als Pivot-
element. Ein Austauschschritt mit diesem Pivot ergibt ein zuldssiges Schema mit ¢ als
Nichtbasisvariable.

Wegen ~;, = 0 ist dieser Austauschschritt ist stationér, er &ndert also nicht den be-
trachteten Extremalpunkt von P. Deshalb kann man nun ¢ = 0 setzen, d.h. die ¢-Spalte
streichen. Was man erhélt, ist ein zuldssiges Schema, das die Restriktionen von P be-
schreibt.

Was wir jetzt noch machen miissen, ist, die letzte Zeile durch die korrekte Zeile fiir
die urspriingliche Zielfunktion f zu ersetzen, aber dargestellt als Funktion der aktuellen
Nichtbasisvariablen. Dazu kann man einfach jedes xj, dass eine Basisvariable ist, durch
die Nichtbasisvariablen ausdriicken,

n
Ty = Z a;ju; + v, falls 24 in der i-ten Zeile steht.
j=1

Nun haben wir ein zuldssiges Ausgangsschema.

Bemerkung 2.6.2. Man 16st also zuerst das Hilfsproblem und nutzt die Losung, um ein
zuléssiges Ausgangsschema fiir das urspriingliche Problem zu konstruieren. Danach 16st
man das urspriingliche Problem wie gewohnt.

Beispiel 2.6.3. Wir wollen f(z) =2z, — x5 + 2 23 maximieren unter den Restriktionen
1,29, x3 > 0 und

£1+ZE2+I3§6

—x1 + 29 < —1
—x9 + w3 < —1.
Das liefert ein nicht zuléssiges Ausgangsschema. Wir maximieren deshalb ]7(1', t) = —t

unter den Restriktionen xy, zo, x3,t > 0 und
rT1+ 2o +ax3—1t<6
—X1 + X2 —t< —1
—x9+x3—t < —1.

Das zugehorige Schema ist

—xr1 —Ty —x3 —t
n 1 1 1 1| 6
ys | —1 1 0 —1]-1
ys | 0 —1 1 —1]-1
flo o o 1| 0

Der minimale Wert in der letzten Spalte ist —1, er wird in der 2. und der 3. Zeile ange-
nommen. Wir tauschen ¢ mit y,, (Pivot ist —1) und erhalten

—ry —T2 —X3 —Y2
wl 2 0 1 -—-1| 7
tl1 -1 0 -1
| 1 =2 1 —1| 0
fl =1 1 0 1]-1
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Dieses Schema ist nun zulédssig. Die charakteristischen Quotienten fiir [ = 1 sind %, 1 und
0 (stationdrer Austausch). Mit Pivot 1 ergibt sich nun

—Ys —Ty —T3 —Y2
Y1 | —2 4 -1 1 7

t] —1 1 -1 0
T 1 =2 1 -1 0

fl1 -1 1 o0]-1

und die charakteristischen Quotienten zu [ = 2 sind ?Z und 1, letzterer minimal. Mit Pivot
1 erhalten wir

—Ys —t —x3 —Yo
wl 2 -4 3 13
To | —1 1 -1 01
x| —1 2 -1 —-1|2

0

Flo 1 0 0

Dieses Schema ist optimal im dem Sinne, dass fihren maximalen Wert 0 annimmt, also
ist insbesondere P # ().

Wir diirfen die ¢-Spalte 'vergessen’ und ¢ = 0 setzen. Stellen nun f als Funktion von
ys, 3 und y, dar: Hatten f(z) =2z — 29 + 2 x3. Aus 2. und 3. Zeile folgt, dass (wegen
t=0)

Ty =ys+x3+1
1 =yYs+ a3+ Y2+ 2,
also

flx)=ys+3z3+2y2+ 3.

Wir haben nun folgendes zuléssiges Schema fiir das urspriingliche Problem gefunden:

—Ys —T3 Y2
Y1 2 3 113
o | —1 -1 0|1
x| -1 -1 =112
fl-1r -3 =23

Folgen nun wie frither dem Simplexalgorithmus. Fiir [ = 3 hat man nur den charakteris-
tischen Quotienten 3, wihlen also Pivot 1 und erhalten

—Y3 —T3 —Uh
Yo 2 3 113
ro | —1 -1 01
1 1 2 115
f 3 3 219

Da alle f3; nichtnegativ sind, ist das Schema optimal, und Nullsetzen der Nichtbasisva-
riablen ergibt die Maximalstelle (5, 1,0) fiir f|p, und der Wert von f an dieser Stelle ist
9.
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2.7 Alternativsatze

Wir schauen und ein hilfreiches Werkzeug an, das man benutzen kann, um die Giiltigkeit
linearer Ungleichungen zu charakterisieren.

2.7.1 Notation und Wiederholung

Wir fassen Vektoren als Spaltenvektoren auf,

x

Wir schreiben
x>0 falls x>0, 29>0, ..., z, >0

(wie in der Ubung), und z > y oder y < z, falls £ — y > 0. Fiir eine Matrix

aiy o Qin a1; - Qml
A= : : bezeichnet AT =

Qm1 = Qmp Q1p  * Gmn

ihre transponierte, insbesondere

Ty

Man hat (A - B)T = BT - AT. Mit

9) = 3
=1

bezeichnen wir das Euklidische Skalarprodukt auf R™. Wir bemerken, dass 27 -y = (z, ).
Ist L C R™ ein Untervektorraum von R", dann heisst

Lt ={yeR":(2,y) =0 firallexc L}
das orthogonale Komplement von L. Man hat

L® L+ =R" (orthogonale Summe) und (L*)* = L.

2.7.2 Formulierung der Sitze und Beweise

Die folgende Beobachtung nennt man das Lemma von Farkas.

Satz 2.7.1. Sei L C R"™ ein Untervektorraum. Dann gilt genau eine der beiden Alterna-
tiven:

(i) Es gibt ein x € L mit x > 0 und x; > 0.
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L L
LL
P
T 2 T ]N
Abbildung 2.7: Fall (i) Abbildung 2.8: Fall (ii)

(ii) Es gibt einy € L+ mity > 0 und y, > 0.
Zum Beweis nutzen wir folgende Aussage.

Lemma 2.7.2. Sein > 2, L C R" ein Untervektorraum und L* sein orthogonales

Komplement. Seien B
L:={zeR"": (z,0)€ L}

(’Schnitt von L mit der Hyperebene H := {x,, = 0}’) und
Lt = {g e R es gibt einy, € R mit (§,y,) € L}

(’Bild der Projektion von L+ auf H’). Dann sind L und L+ zueinander orthogonal kom-
plementire Unterrdume des R"™1,

(L)t = L.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass Lt c (Z)L: Sei g € L*. Dann gibt es also ein y, € R
sodass (7,y,) € L*. Fiir alle ¥ = (21,...,7,_1) € L hat man dann

n—1 n—1
; ; < €L eLt >

Also ist j € (L)*. Daraus folgt, dass L* und L orthogonal zueinander sind (d.h. dass ihre
Elemente paarweise orthogonal sind).
Nun geniigt es zu zeigen, dass

dim L+ dim L* = dim H = n — 1.
(Wir nutzen also ein Dimensionsargument, um den Beweis zu vervollstandigen.) Man hat
L C H genau dann gilt, wenn e, := (0,...,0,1)T € L*.

Sei nun P : L+ — H die orthogonale Projektion auf H. Dann ist y € ker P genau dann,
wenn y von der Form y = (0,...,0,y,)7 ist, also genau dann, wenn y € Lt N lin{e,};
insbesondere

1 wenne, € L+

dimker P =
e {0 wenn e, ¢ Lt

Mit der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen erhélt man

dim L' = dim P(L") = dim L* — dim ker P.
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Die Dimensionsformel fiir Summen von Unterrdumen liefert
dimL =dimL N H
=dim L + dim H — dim(L + H)

—1) fallsLC H
:dimL—i—n—l—{(n ) falls Lc

n falls L ¢ H
1 falls L
—dimL -1+ alls L A
0 fallsLg H

=dim L — 1 4 dim ker P
(denn, wie oben bemerkt, gilt e,, € L+ genau dann, wenn L C H). Summation ergibt

dim L + dim L+ = dim L — 1 + dim ker P + dim L* — dim ker P
=dimL+dimLt -1

=n-—1.

Wir beweisen Satz 2.7.1.

Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) schliessen einander aus, denn wiren beide giiltig, so
folgte

O:$Ty:in'yi2xl'yl>oa
=135

was offensichtlich Quatsch ist. Es geniigt daher zu zeigen, dass einer der beiden Fiélle (i)
oder (ii) eintritt. Das kann man mit Induktion beziiglich n sehen:

Ist n =1, so gilt L =R, L+ = {0} oder L = {0} und L+ = R. In jedem Fall ist (i)
oder (ii) richtig.

Wir nehmen an, dass fiir n — 1 (i) oder (ii) gilt und zeigen selbiges fiir n. Sei L C R"
ein Unterraum. Betrachte in R"™! die Unterrdume

L= {teR"": (z,0)€ L},
L= {# e R"": esgibt x, € R mit (&,2,) € L},

L= {geR"": (7,00 € L}

und )
Lt ={jeR"": esgibt y, € R mit (§,y.) € L}

Nach Lemma 2.7.2 sind L und Lt sowie L+ und (Ll)L — L zueinander orthogonal
komplementire Unterrdume des R" !,

Nach Induktionsvoraussetzung fiir das Paar L und Lt gilt: Es gibt einen Vektor der
Gestalt

(la) (+,9,...,8,0) € L oder

(1b) (4,8, ...,®,*) € L+,
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hiernei bezeichnet + eine strikt positive Koordinate, ¢ eine nichtnegative Koordinate und
x eine beliebige Koordinate.

Nach Induktionsvoraussetzung fiir das Paar Lt und L folgt: Es gibt einen Vektor der
Gestalt

(2a) (+,®,...,®, %) € L oder
(2b) (+,8,...,®,0) € L.

Im Fall (1a) ist Alternative (i) erfiillt und im Fall (2b) Alternative (ii). Um den Beweis
fortzusetzen diirfen wir also annehmen, dass (1b) und (2a) erfiillt sind, d.h. es gibt

r=(Z,2,) € Lund y = (9, yn) e Lt mit z,,,y, €R, &,9 >0, z1,y1 > 0.

Dann ist aber

n n—1
0= <l‘, y> = Z«szz =Ty + szyz +TnYn > T1Y1 + TnYn,
i=1 i=2
——
>0
also
—TnlYn 2 T1yr > 0.

Daraus folgt, dass x,, > 0, wonach (i) gilt, oder y, > 0, wonach (ii) gilt. O

V09
Die folgende Beobachtung macht Satz 2.7.1 'praktisch leicht nutzbar’.

Bemerkung 2.7.3. Sei A eine reelle (m x n)-Matrix. Dann gilt ja
(y. Az) = y' (Az) = (y' Az = (Ay)'z = (ATy,z).

Daher gilt fiir Kern
ker(A) = {z e R": Az =0}

und Bild
Bild(A") = {A"y: y e R™}

der zugehorigen linearen Abbildungen (welche wir hier pragmatisch ebenfalls mit A be-
zeichnen), dass ker(A) und Bild(AT) orthogonale Komplemente im R™ sind, denn fiir
beliebiges x € R" gilt:

z € ker(A) & Ax =0 < (y, Azx) = 0 fiir alle y € R™
& (ATy,z) =0 fir alle y € R™ & z € (Bild(A”))".

Bemerkung 2.7.4. Bemerkung 2.7.3 besagt: A ist nicht injektiv, genau dann wenn A7
nicht surjektiv ist. Also ist AT surjektiv die Alternative zu A nicht injektiv.

Durch geeignete Wahl von A lassen sich nun verschiedene Alternativsitze beweisen.
Wir betrachten zunéchst den Satz von Minkowski-Farkas fiir lineare Gleichungen.

Satz 2.7.5. Sei A eine reelle (m x n)-Matriz und b € R™. Dann sind dquivalent:
(i) Die Gleichung Ax = b besitzt eine Losung x > 0.

(1) Fiir alle u € R™ mit u" A <0 gilt uTb < 0.
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Beweis. Wir bemerken, dass die Verneinung der Aussage (ii) wie folgt lautet: Es gibt
u € R™ mit v A < 0 und w’b > 0. Wir miissen also zeigen, dass entweder (i) oder nicht
(i) gilt. Nun ist es aber nicht mdoglich, dass gleichzeitig (i) und nicht (ii) gelten, denn
ergibe den Widerspruch

Ty _ T _ T
wb=u (Az)=(u"A)_z <0

<0 =20

zu ulb > 0. Also geniigt es nun zu zeigen, dass (i) oder nicht (ii) gilt.
Wir betrachten die reelle (m x (n + 1))-Matrix M := (—b, A). Nach Satz 2.7.1 und
Bemerkung 2.7.3 mit L = ker(M) und L+ = Bild(M7T) gilt nun entweder

(1) es gibt ( xg ,_z )T € ker(M) mit zy > 0 und = > 0 oder
cR €Rn

(2) es gibt w € R™ mit —b"% > 0und A’ >0, denn
—— ~~

——aTh =@l A)T

MTh = bl .
ATY

In Fall (1) gilt (i) mit 2 := = >0, denn

1 1
0= — M(zo,z)" = —(—20b+ Ax) = —b+ AT,

i i
also Az = b. Im Fall (2) gilt nicht (ii) mit u := —u, denn

wW'b>0 und uwTA<O.

Der Satz von Minkowski-Farkas gilt auch fir lineare Ungleichungen.
Satz 2.7.6. Sei A eine reelle (m x n)-Matriz und b € R™. Dann sind dquivalent:
(i) Die Ungleichung Ax > b besitzt eine Losung x > 0.
(ii) Fiir alle u € R™ mit u> 0 und u? A <0 gilt u'b < 0.

Beweis. Nun lautet nicht (i) wie folgt: Es existiert ein u € R™ mit u > 0, v’ A < 0,
so dass u'b > 0. Wie zuvor schliessen sich (i) und nicht (ii) aus, denn fiir u wie eben
formuliert und x wie in (i) ergébe sich der Widerspruch

Wl b<u'A 2z <0.
~— S~
>0 <0 >0
Mit der reellen (m x (m + n + 1))-Matrix M = (b,—A, E,,), wobei E,, die (m x m)-

Einheitsmatrix bezeichnet, folgt nach Satz 2.7.1 und Bemerkung 2.7.3, dass entweder
gilt

(1) es gibt (29 , 2 ,_ 2z )T €ker(M) mit zp > 0, x > 0 und z > 0 oder
cR €R™ €eR™
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(2) es gibt u € R™ mit b'u = u?'b > 0, ATu < 0 und u > 0, also gilt nicht (ii); bemerke,
dass
bl
MTu=1| —ATy

u

In Fall (1) setzen wir wieder = := = > 0 und beobachten, dass

1 1
0= —M(zg,z,2)" = —(vob— Ax +2) = b— AT + i,
o Zo Zo
also ;
Az =b+ — >0,
Zo
~—
>0
und somit (i) gilt. O

2.8 Dualitatssatz

Wir entwickeln eine Theorie ’"dualer’ Probleme und studieren sie dann aus der Perspektive
des Simplexalgorithmus.

2.8.1 Formulierung und Beweis des Dualitatssatzes

Gegeben sei ein lineares Optimierungsproblem wie zuvor, in dem eine lineare Zielfunktion
f(z) =bixy + ... + by,
zu maximieren ist unter den Restriktionen z; > 0, ..., x,, > 0 und
filr) =apnz1 + ..+ apmr, <c¢, 1<i<m,

in Kurzschreibweise:

Maximiere b’z unter den Bedingungen z > 0 und Az < ¢, (2.11)
wobel
by aiy Qg 1
b= , A= , c=
bn Am1 - Amn Cm

gegeben sind und z = (21, ...,2,)" € R". Im Kontext von Dualitétsdiskussionen nennen
wir (2.11) auch das primale Problem.

Definition 2.8.1. Das zu (2.11) duale Problem lautet:
Minimiere ¢’y unter den Bedingungen y > 0 und ATy > b, y € R™.

Bemerkung 2.8.2.
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(i) Durch Ubergang zu —c, —A, —b kann man auch das duale Problem wieder wie
gewohnt schreiben, ndmlich:

Maximiere (—c)”y unter den Bedingungen y > 0 und (—A4)%y < —b.

(ii) Das zum dualen Problem duale Problem ist wieder das primale Problem.

Im Folgenden schreiben wir
P={xeR": >0, Az <}

und B
P::{yERm: y >0, ATyzb}

fiir die zuléssigen Bereiche des primalen und des dualen Problems. Wir beobachten fol-
genden schwachen Dualititssatz:

Lemma 2.8.3. Fir allex € P und y € P qilt
vz < cly. (2.12)
Beweis. Man hat, da x > 0 und y > 0 sind,

be < (ATy) 'z = T (Ax) < yle=cy.

Bemerkung 2.8.4.

(i) Ist also P +# 0, so ist die Zielfunktion b7z des primalen Problems nach oben be-
schriinkt. Analog: Ist P # (), so ist die Zielfunktion ¢’y des dualen Problems nach
unten beschrénkt.

(ii) Gibt es 2o € P und gy, € P mit
Tz > My,
so folgt mit (2.12), dass
b g > cTyg >b"x, z€P

und _
Tyo <b'xo <y, ye P,

dass heisst, xg ist Losung des primalen Problems und vy is Losung des dualen, und
wegen (2.12) gilt
bl o = .

Die optimalen Losungen des primalen und des dualen Problems fiihren also auf
denselben Wert (der jeweiligen Zielfunktion).

Wir haben also folgende Aussage gezeigt:

Satz 2.8.5. Gibt es z9 € P und yo € P mit b7y > ¢Typ, so folgt

bT 2y = max b’z = mincly = L y,.
zeP yeP
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Wir beweisen nun folgenden Dualititssatz iiber die Aquivalenz der Losbarkeiten.
Satz 2.8.6. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Das primale Problem besitzt eine Lisung xy € P,

bl zy = max b’ z.
zeP

(ii) Das duale Problem besitzt eine Lisung yo € P,

clyy = min cy.
yeP

(iii) Es gilt P # 0 und P 0.
Falls eine (und damit alle) dieser Aussagen gelten, so folgt, dass
v zo = Ly (2.13)
Beweis. Wir zeigen (i) = (iii). Gilt (i), so ist P # (). Setzen
={u>0: Au<0}.
Sind x € Pund u € S, dann ist x +u € P, denn x + v > 0 und

Az +u) = Az + Au, < c.
<c <0

Man kann nun schliessen, dass
b'u <0 fiir allew € S.

Wiire ndmlich b7u > 0 fiir ein u € S, so wire nu € S fiir beliebiges n € N und somit
xo + nu € P, das aber wiirde bedeuten, dass

b" (2o + nu) = b xo + nb’u

unendlich gross wiirde fiir n — 0o, das Problem also unbeschriankt wére und somit nicht
l16sbar. Somit gilt also:

Fiir alle v € R™ mit « > 0 und v” AT <0 ist v < 0.

Nach Satz 2.7.6 (Minkowski-Farkas) ist das aber dquivalent dazu, dass ein y > 0 existiert
mit ATy > b. Somit muss also E # () sein.

Wir zeigen (iii) = (i). Gilt P # (), so folgt nach Bemerkung 2.8.4 (i), dass die Zielfunk-
tion b7z nach oben beschriinkt ist auf P. Dann muss sie aber ihr Maximum auf P # ()
annchmen (wie frither bereits argumentiert), und somit folgt (i).

Ganz analog sieht man, dass auch die Aquivalenz (i) < (iii) gilt.

Es bleibt zu zeigen, dass (2.13) folgt. Nach Satz 2.8.5 geniigt es zu zeigen, dass es
xg € R" und yy € R™ gibt mit

Azg <c¢, 3 >0 (alsozg € P),

Alyo >b, yo>0 (alsoyo € ﬁ);



20 KAPITEL 2. LINEARE OPTIMIERUNG

und
by > cTyo.

Gesucht ist also eine Losung (o, y0)? der linearen Ungleichung

—A 0 —c
0 AT (x>z b | (w)zo,
b T Y 0 Y

VvV
=D

hier ist (x,y)" € R™™™ und D ist eine ((m +n+ 1) X (m + n))-Matrix. Nach Satz 2.7.6
(Minkowski-Farkas) existiert genau dann eine solche Losung, wenn fiir alle u € R™ "+
mit « > 0 und DTu < 0 die Ungleichung

T
—c
b u<0

0

gilt. Genau das weisen wir jetzt nach. Sei
U u
' . —AT 0 b '

u= 1 us >0 und Du= N T <0,
0 A —c

Us Usg

hierbei ist u; € R™, us € R"” und uz € R. Dann folgt
—ATu; +usb <0 und  Auy — uze <0, (2.14)
und nach Multiplikation von links mit uZ > 0 bzw. ul > 0 folgt
—ud ATup +uzuib <0 und  ul Auy — uzulc <0

und somit
usui b < ui ATuy = (ud ATuy)" = ul Auy < usul c.
——
€R

Falls nun uz > 0 ist, dann folgt ulb < uf'c, also

T

b cu=—cluy + bl uy <0,

wie gewiinscht.
Ist hingegen ug = 0, so folgt wegen (2.14), dass

ATy <0 und  Au, <0,

gleichzeitig hat man nach Voraussetzung u; > 0 und us > 0. Da gemaéss (iii) P # 0 ist,
gibt es x > 0 mit Ax < ¢, also —Ax > —c, und mit Satz 2.7.6 folgt

ul - (—c) <0.
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Da (iii) auch P # (0 garantiert, gibt es y > 0 mit A7y > b, und Satz 2.7.6 liefert
uj -b<0.
Addition ergibt nun
T
—c
b cu=—cluy + bTuy <0.
0
[

Bemerkung 2.8.7. Nach Satz 2.8.6 kénnen also vier Fille auftreten:

1) Man hat P = () und P = .

)
2) Man hat P # ) und P = . Dann ist das primére Problem unbeschréinkt.
)

(
(
(3) Man hat P = () und P # (). Dann ist das duale Problem unbeschrinkt.
(

4) Man hat P # ) und P # . Dann sind beide Probleme lésbar (wie im Satz).

Insbesondere gilt also:

Ist P # (), so ist das primale Problem genau dann losbar, wenn P # (.

und analog

Ist P # (), so ist das duale Problem genau dann lésbar, wenn P # ().

2.8.2 TUbertragung auf den Simplexalgorithmus

Gegeben ist das primale Problem, bz zu maximieren unter den Bedingungen z > 0 und
Az < c. Das ist (wie wir wissen) beschrieben durch das Ausgangstableau

—T —Tp
Y1 an in | €1
(S0)
Ym | Om1 Umn | Cm
f | —b —b, | 0

Das duale Problem, ¢’y zu minimieren unter den Bedingungen y > 0 und ATy > b
kann man durch eine modifizierte Interpretation des Ausgangstableaus beschreiben,

Die duale Interpretation ist wie folgt:

1 Tn | 4
an Ain | 1 | Y1
: (So0)
A1 Amn | Cm | YUm
—by —b, | O
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Wir fassen yi, ..., Y, als Linearformen auf R™ auf, y; : R™ — R, y;(y) = v;, (genauso
wie vormals die x;) und definieren affin lineare Funktionen

m

z;(y) = Z%‘?Ji —bj, 1<j<n,
i=1

und
g(y) = Z CiYi-
i=1

Fiir den zuléssigen Bereich gilt dann

P={2>0,.,2,>0} N{y1>0,...,yn > 0}.

={ATy>b}

Fithrt man nun einen Austausschritt (oder mehrere Austausschritte) nach Pivotregeln
durch, so erhélt man ein neues Tableau

TTREE Up | g
Qi1 0 Qi | M1 | U1
(S)
Qm1 * Qmn | Ym | Um
By - Bo | 6

Proposition 2.8.8. Die Gleichungen
u; = Z@ijvi+5j7 lL<j<n,
i=1

und
9= Z Yivi + 0
i=1
des Schemas (S) sind dquivalent zu den Gleichungen des Schemas (So). Insbesondere gilt
P= {ug > 0,...,u, >0} N {vy >0,...,0, >0}
Beweis. Wir miissen zeigen, dass nach einem Austauschschritt (geméss Pivotregeln) auch

fiir das neue Schema die duale Interpretation giiltig bleibt. Nehmen wir also an, u; und
v, werden getauscht. Dann wird v, im neuen Schema durch die Variablen v;, 7 # k, und

m
u = E ;v + B
=1

(Darstellung von w; im alten Schema) ausgedriickt. Man hat

1 o Bi
v = —uy — E v; — —

Y
[0 (@ (6]
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wobei die Koeffizienten c%kz’ _S_Z und —f—;l die Elemente der neuen Pivotspalte sind. Fiir
J # 1 gilt

m
Uj = E aijvi -+ 53‘
=1

= QiU + Z Vi + B
i#k

Qg Qi1 Biou;
:_]ul+2(aij_ . ]>Ui+ (53‘——]),
(7% iZh Okl Okl
hierbei sind die Koeffizienten
O Qg5 510%3'
—, Qi — —— |, B —
7% 73] 7%}
nun die Eintridge der neuen j-ten Spalte. Analog ergibt sich
m
g=> vvi+0
i=1

= Yok + Y v+ 0

itk
Vi il Bivk
——Uz+z<%— %)UH-( ——);
Qg ik Qg Qg
wobei die Koeffizienten nun die Eintrdge der neuen letzten Spalte sind. O]

Korollar 2.8.9. Startet man mit einem zuldssigen Ausgangsschema fiir das primale Pro-
blem und findet man mittels Simplexalgorithmus das dafir optimale Schema (S), dann
qilt:

(i) Man hat v >0, ..., Y > 0, denn (S) ist ein zuldssiges Schema.
(i) Man hat 1 >0, ..., B, >0, denn das Schema ist optimal.
(111) Auch fir (S) gilt die duale Interpretation.
Nach Aussage (iii) in diesem Korollar kann man nun feststellen:

(a) Der Fakt, dass f; > 0, ..., 8, > 0 gilt impliziert, dass, wenn man die Variablen vy,
.oy Uy alle gleich Null setzt, man

ulzﬁle, ceey um:ﬁmZO

erhélt. Somit beschreibt das Schema (S) einen Punkt yy € P. Wir konnen das auch
dadurch ausdriicken, dass wir sagen, (S) ist zuldssig fir das duale Problem.

(b) Der Fakt dass v; > 0, ..., v, > 0 gilt bedeutet, dass (S) optimal ist fir das duale
Problem, d.h. die Funktion g|5 nimmt ihr Minimum § in y, an, denn:

g= M Vit ..t Ym Upt+0
~—~ N~
>0 >0

wird minimal fiir v; = ... = v,, = 0.
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Wir fassen das in folgendem Satz zusammen. Er besagt, dass wir mit dem Simplexal-
gorithmus tatsdchlich zwei Probleme gleichzeitig 16sen.

Satz 2.8.10. Findet man mit dem Simplexalgorithmus ein optimales zuldssiges Tableau,
so bestimmt dies simultan Losungen des primalen und des dualen Problems. Fiir das duale
Problem gilt: Der minimale Wert der Zielfunktion ist 0, und dieser wird angenommen im
Punkt yo € R™ mit

0  falls y, = v; fiir ein @
(Yo)k = L
B  falls yp = u; fiir ein j.

Beispiel 2.8.11. Betrachten wir das Problem, y; + y2, ¥ = (y1,y2) € R?, zu minimieren
unter den Bedingungen y; > 0, y» > 0 und
dy1 +ya > 2
3y +2y, >4
y1+8y2 > 10

oder, in Normalform: Wir suchen das Maximum von —y; — y, unter den Bedingungen
y1 >0, yo > 0 und

4y —y2 < -2
=31 — 2y < —4
—y1 — 8y2 < —10.
Das zugehorige Ausgangsschema
Yy —Y
—4 -1 =2
-3 —-2| —4
-1 =8| —10
f 1 1 0

ist nicht zuléssig. Aber: Dieses Problem ist das duale Problem dazu, die Funktion 2 z; +
4y + 10 x5, x = (11, T2, x3) € R? zu minimieren unter den Bedingungen z; > 0, 25 > 0,
r3 > 0 und

41 +3xs+123<1
T+ 229+ 823 < 1.
Dieses liefert das zuléssige Ausgangsschema
-] —Ty —X3
Y1 4 3 111
Yo 1 2 811

und Austausch mit Pivot 8 liefert

—T1 —T2 —Y2
3 2 _1]| 71
N 8 8 5| B
1 1 1] 1
3 8 1 8 | B
6 12 1010
8 8 8 | 8
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22

Ein weiterer Austausch mit Pivot < ergibt das optimale Schema

—Z1 —Y1 Y2
x| # O H# H#|5
x3 | # O # #H| %
30 12 26 | 38
22 22 22 | 22
Hier ist der maximale Wert also % = %, und er ergibt sich in zq = (0, 2—72, %) Die duale
Interpretation
1 Y1 Y2
# # H| g5 | T
# # H#|5 |
30 12 26 | 38
2 22 22| 22
dazu liefert nun die Losung des urspriinglichen Problems, ndmlich den minimalen Wert
% fiir y; + y2 auf dem zuléssigen Bereich im Punkt 1y = (%, %)

2.9 Interpretation des dualen Problems

Die besprochene Dualitét besitzt eine 6konomische bzw. strategische Interpretation.

Beispiel 2.9.1. Wir erinnern uns an Beispiel 2.1.1. Fiir den Landwirt gibt es zwei
mogliche Aktivitdten, ndmlich den Anbau von Kartoffeln auf x; ha und den Anbau von
Getreide auf zy ha. Offensichtlich sind also z; > 0 und z2 > 0. Er kann iiber drei be-
schriankte Ressourcen verfiigen, ndmlich

Kapital: 100 z; + 200 z5 < 11000
Arbeitszeit: z1 +4 29 <160
Land: T1 + T2 < 100.

Der Gewinn ergibt sich als
f(zq,x9) = 400 x1 + 1200 z5.

Wir hatten gesehen, dass sich der maximale Gewinn 54000 im Punkt (60, 25) ergibt.

Man kann sich nun fragen: Inwiefern ist es sinnvoll, die Beschrankungen fiir die Res-
sourcen zu lockern, d.h. die Schranken 11000, 160 und 100 zu vergrossern? Welcher Preis
ware ft den zukauf von Ressourcen gerechtfertigt?

An der Maximalstelle gilt in unserem Beispiel: die Restriktionen fiir Kapital und Ar-
beitszeit sind straff, d.h. mit Gleichheit erfiillt,

100 - 60 + 200 - 25 = 11000
60 4+ 4 - 25 = 160.

Die Restriktion fiir Land ist nicht straff, man hat

60 + 25 < 100.
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120

k

80

X;+X,=100

1 x;+2x,=110

X, +4X,=160

Abbildung 2.9: Beschrénkte Ressourcen Kapital, Arbeitszeit und Land.

Es wiirde also nichts bringen, Land dazuzukaufen.

Welcher Preis je Einheit wére fiir zuséatzliches Kapital und zusétzliche Arbeitszeit
gerechtfertigt 7 Wir suchen eine Preisvektor

U1

Y3

hier stehen 3, yo und y3 jeweils fiir die Preise fiir eine Einheit Kapital, Arbeitszeit und
Land.

Die Kosten am Markt fiir den Zukauf zur Produktion von Kartoffeln pro ha sind
100 y1 + y2 + ys,
die Kosten fiir die Produktion von Getreide pro ha sind
200 y1 + 4 yo + ys.

Falls diese Kosten den Gewinn, den der Landwirt je ha erwirtschaften kann, iibersteigen,
wird er nicht kaufen. Das also ist der Fall wenn
100 y1 + y2 + y3 = 400
200 y; +4 y2 + y3 > 1200.
gilt. Dies sind die Restriktionen des dualen Problems. Der Landwirt wird unter diesen

Umstidnden aber eventeuell seine Ressourcen verkaufen. Kdufer*innen werden interessiert
sein, den Gesamtpreis der Ressourcen

11000 y; + 160 y2 + 100 y3



2.9. INTERPRETATION DES DUALEN PROBLEMS 57

zu minimieren. Dieser definiert die Zielfunktion des dualen Problems. Der Preisvektor y
ist also die Losung des dualen Problems sein.

Das Ausgangsschema des primalen Problems war

- —T2
U1 100 200 | 11000
Y 1 4| 160
Y3 1 1] 100
—400 —1200 0

gewesen, und das daraus folgende optimale Schema

Sy (Hye
T = i 60
T2 # #| 25
Ys # # 15
2 200 | 54000

Daraus kann man nun ablesen, dass sich das Minimum fiir das duale Problem in y =

<y17y27y3)T mit
Y1 = 2a Y2 = 2007 Ys = 0

ergibt. Dass y3 = 0 ist korrespondiert zu der nicht straffen Restriktion fiir Land: braches
Land steht zur Verfiigung, Kaufer*innen sind nicht bereit, Geld fiir Land auszugeben.

Der Preisvektor y beschreibt keinen realen Preis, sondern die Preise, die zu bezahlen
sinnvoll wére, um die jeweiligen Ressourcen zu vergréssern. Man nennt solche fiktiven
Preise auch Schattenpreise.

Bemerkung 2.9.2. Ist eine Restriktion fiir das primale Problem nicht straff an der Maxi-
malstelle, so gilt fiir die zugehorige Variable y; des dualen Problems an der Minimalstelle
y; = 0 (Satz vom schwachen komplementéren Schlupf).

Allgemein kann man folgende Aktivitdtsanalyse formulieren:

Gegeben sind n Aktivititen, durch welche sich eine Ware (z.B. Geld) erzeugen lisst,
und dazu stehen m Ressourcen zur Verfiigung. Die Koeffizienten des Problems kann man
wie folgt interpretieren:

c; ist der Vorrat, der von der i-ten Ressource zu Verfiigung steht.

a;; st die Menge der ¢-ten Ressource, welche

bei der j-ten Aktivitat verbraucht wird.

b; ist die Menge der Ware, die mit der j-ten Aktivitét produziert wird.
Hierbei sind 1 <i:<mund 1 <5 <n.
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Gesucht sind die Aktivitdtsniveaus x; > 0,1 < j < n, mit

Zazj%‘ <g¢, 1<i<m,
=1

d.h. derart, dass nicht mehr verbraucht wird, als von der jeweiligen Ressource zur Vefiigung
steht, und fiir welche die Menge der produzierten Ware maximal wird,

n

!
g bjr; = max.
j=1

Beim dazu dualen Problem sucht man Schattenpreise y; pro Einheit der i-ten Res-
source (und damit also einen Preisvektor y), sodass der Gesamtpreis aller Materialien

minimiert wird,
m
L.
> " ciyi = min,
i=1

und die Nebenbedingungen

m

Zaijyz‘ >b;, 1<j<n,
i=1

erfiillt sind; letztere besagen, dass die Gesamtkosten der j-ten Aktivitét mindestens b;
sein sollen.

Primales und duales Problem konnen Rollen tauschen, d.h. statt 'Gewinnmaximie-
rung ohne Erschipfung der Ressourcen’ dann ’Aufwandsminimierung unter Einhaltung
manimaler Standards’.

Beispiel 2.9.3. Die Lebensmittel A und B enthalten die Néhrstofte I, I1, I11 und IV
geméss fogender Tabelle (in Nahrstoffeinheiten pro Mengeneinheit des Lebensmittels):

\ I Il III IV
Al25 20 15 1.0
B|l05 1.0 15 3.0

Ausserdem wissen wir, dass Lebensmittel A den Preis 20 (pro Mengeneinheit) hat und
Lebensmittel B den Preis 10. Man sucht eine preisgiinstigste Kombination der beiden
Lebensmittel, welche aber insgesamt mindestens 140 Einheiten von 7, 300 Einheiten von
11, 270 Einheiten von /11 und 300 Einheiten von IV enthélt.

Bezeichnen z; und x5 die Einheiten von A bzw. B in der Kombination, so fithrt das auf
das lineare Optimierungsproblem, 20x;+10x5 zu minimieren unter den Nebenbedingungen
r1 >0, 29 > 0 und

2521+ 0.5 25 > 140
2.0z +1.029 > 300
1.5x1 +1.5x9 > 270
1.0z + 3.0 x5 > 300.
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Das dazu duale Problem kann man nun wie folgt interpretieren:

Man sucht die Preise, zu welchen es sich lohnt, Néhrstoffe I, I1, I1] und IV zuzu-
kaufen, oder, anders gesagt, die Preise y;, y;7, yrrr und yry, welche ein Pharma-Hersteller
fiir Praparate mit jeweils einer Einheit I, I1, 111 bzw. IV verlangen kann.

Die Préparate diirfen als Néahrstoffquellen insgesamt nicht teurer sein als A und B
(sonst kaufen wir sie nicht), das ergibt die Restriktionen

2.5 Yyr + 2.0 yrr + 1.5 Yrrr + 1.0 Yrv <20
0.5 Yr + 1.0 Yrr + 1.5 Yrir + 3.0 Yrv S 10.

Der Verkaufserlos
140 y; 4+ 300 yrr + 270 yrr1 + 300 yrv

soll dabei maximiert werden.

Nun kann man den Simplexalgorithmus ansetzen. Das erste Problem fiihrt nach Trans-
formation auf Normalform auf ein nicht zuléssiges Ausgangsschema. Wir betrachten des-
halb lieber das Ausgangsschema fiir das zweite Problem:

—Yr  —Yir —Yir —Yiv
1 2.5 2.0 1.5 1.0 | 20
To 0.5 1.0 1.5 3.0 |10
—140 -300 —-270 —-300| O

Ein Austauschschritt mit Pivot 1.0 liefert das Schema

—Yr —T2 —Yir —Yiv
r1| 1.5 =20 —1.5 -5 0
yrr | 0.5 1.0 1.5 3.0 10
10 300 180 600 | 3000

Die duale Interpretation dieses Schemas erlaubt es nun, die Losung fiir das erste Problem
abzulesen, ndamlich
z1=0 wund x9 = 300.

Als Schattenpreise fiir die Préaparate ergeben sich

yr=yn=yrv=0 und y;r=10.

Wir geben eine weitere Interpretation der Schattenpreise. Ist ein primales Problem ge-
geben, in welchem b? x maximiert werden soll unter den Bedingungen z > 0 und Az < ¢,
dann kann man fragen:

Wie verdndert sich der Wert der Zielfunktion an der Maximalstelle, wenn man die
Schranken c fiir die Ressourcen durch ¢ + § ersetzt, § € R™ klein 7 B
Angenommen, das duale Problem besitzt die eindeutige Losung yo € P., fiir die dann
gilt, dass B
yo <y, ye P\ {p}
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Durch Variation von ¢ verdndert sich der zuldssige Bereich
P={y>0, ATy >0t}
des dualen Problems nicht. Also gilt fiir ¢ hinreichend klein, dass

(c+0)Tyo < (c+0)Ty, ye P\ {yo}

Das bedeutet aber, dass gy auch noch optimal ist nach dem Ubergang von ¢ zu ¢ + 6.

Mit dem Dualitéitssatz sehen wir aber, dass die Anderung des optimalen Wertes der
primalen Zielfunktion gleich der Anderung des optimalen Wertes der dualen Zielfunktion
ist, und das ist gerade

(c+68)Tyo—cTyo = 6Ty = Z 0;(Y0)s-
i1

Der Schattenpreis (yg); gibt also an, welchen Beitrag eine Vergrisserung der i-ten Res-
source zum Gesamterlds ergibt.

2.10 Beschreibung allgemeiner Polyeder

Wir schauen uns die Struktur von Polyedern etwas genauer an, insbesondere mit dem
Ziel, sie fiir unbeschrankte Polyeder noch besser zu verstehen.

2.10.1 Notation und Wiederholung

Zur Erinnerung:

Eine Linearkombination » ;" A\;a; von Elementen ay, ..., a,, € R™ heisst Affinkombi-
nation, falls > 7" A\ = 1.

Die Menge aller Affinkombinationen von Elementen einer Menge S C R™ heisst die
affine Hiille von S, wir schreiben dafiir aff S.

Eine Teilmenge M C R™ heisst affiner Unterraum von R™, falls sie ihre eigene affine
Hiille ist, M = aff M.
Es gilt:

(i) M ist genau dann ein affiner Unterraum von R™, wenn M = a + U gilt fiir ein
a € R™ und einen linearen Unterraum U von R”. Der lineare Unterraum U ist dabei

eindeutig bestimmt als U = M — M. Die Dimension von M ist definiert als

dim M :=dimU.

(ii) Der Schnitt affiner Unterrdume ist wieder ein affiner Unterraum.

(iii) Die affine Hiille einer Menge S C R™ ist der kleinste affine Unterraum von R”, der
S enthalt.
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2.10.2 Darstellungssatz fiir Polyeder

Wir beobachten nun folgendes.

Lemma 2.10.1. Fir jede Seite S einer konvexen Menge A C R™ gilt
S=AnNnaff S.

(Geht man von der trivialen Identitit S = AN S aus, macht also der Ubergang von
S zu aff S auf der rechten Seite die Gleichheit nicht kaputt.)

Beweis. Offensichtlich ist S € AN aff S. Um auch die umgekehrte Inklusion zu zeigen,
sei nun x € AN aff S. Dann ist x von der Form
m m
:c:z,uiyi mit u; € R sodass Zuizlund y; €5.
i=1 =1

Falls u; > 0 gilt fiir alle 4, so ist « € k(S5), und da S konvex ist, folgt © € S = k(S5). Falls
es ein ¢ gibt mit p; < 0, dann ist

und die Punkte

2 = H;a >y und oz = —é > iy

2:y; >0 i:; <0
sind Elemente der konvexen Hiille von ¥y, ..., ¥, also
21,22 € k<{y17 7ym}> CS.

Nun gilt aber

1 1 o
1T A <x_ 2 “y> “Tra T 1raz € lwEl

i:<0

Weil z; € S ist und andererseits x, zo € A, so folgt daraus x € S, denn S ist eine Seite
von A. O

Sei nun -
P:=({fi <}
i=1
ein gegebenes Polyeder.
Definition 2.10.2. Fiir jedes ¢ nennen wir
H;:={fi=c}
eine Restriktionshyperebene (RHE) von P.

Man kann nun eine Beschreibung der affinen Hiille einer (nichtleeren) Seite von P als
Schnitt ’guter’ RHE erhalten.
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Satz 2.10.3. Sei S # () eine Seite von P und I :=={i € {1,...,m}: S C H;}. Dann ist

ﬁS:ﬂm.

el

Beweis. Sei M :=(,.; H;. Da S C M ist, folgt aff S C aff M = M.

Sei daher umgekehrt x € M. Wir schreiben J := {1,...,m} \ I und zeigen nun, dass
es ein y € S gibt mit f;(y) < ¢; fiir alle j € J.

(Mit diesem y basteln wir uns dann eine Darstellung von z, die den gewiinschten
Schluss erlaubt.)

Fiir jedes j € J gibt es ein y; € S mit f;(y;) < ¢;. Wir setzen

1 . .
y::EZyj €S, wobei k = #/J ist.

jet
Dann gilt in der Tat fiir jedes j, € J, dass

fjo(y):%<fjo(yjo)+ > f&(’zﬁ)’><%<%+ > Cj0>:Cj0'

<¢j g€} <¢) 7€J\{jo}
Wir betrachten nun die Punkte
z1:=y+ely—x) und z:=y—e(y—x) (2.15)
mit 0 < € < 1 so klein, dass
fi(z1), fi(z2) < ¢; fiir alle j € J. (2.16)
Da

filx) =¢; firallei € I wegen x € M

und
fily) =¢ firallei e I wegen y € S C H; (nach Definition von I),

hat man auch

fi(z1) = fi(z2) = ¢; fur alle i € 1. (2.17)

Zusammen erlauben (2.16) und (2.17) zu schliessen, dass z1, 2o € P gilt. Somit hat man

(wegen (2.15))
1 1

y:§z1+§2'2€5,

und weil S eine Seite ist, folgt 21, 29 € S. Das zeigt aber, dass

1
rT=y+ 2_5(22 —z) € aff{y,z1, 2} Caff S.

Hier haben wir wieder (2.15) benutzt, und 1 + 2_15 — % =1. [

Mit Lemma 2.10.1 und Satz 2.10.3 folgt nun eine elegante Beschreibung einer (nicht-
leeren) Seite von P als Schnitt von P selbst und 'guten’” RHE.

Korollar 2.10.4. Fiir jede Seite S # () von P gilt
iZSCHi

wobet die H; die RHE von P bezeichnen.
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Bemerkung 2.10.5.

(i) Speziell fur S = P folgt aus Satz 2.10.3, dass

aff P = ﬂ H;.

i:PCH;
Die RHE, in denen P génzlich enthalten ist (d.h. P C H;), heissen singulire RHE.
(ii) Wir definieren die Dimension von P als
dim P := dim aff P.

Wegen (i) kann dim P kleiner sein als n = dim R™. Falls dim P < n hétte P, als Teil-
menge von R™ gesehen, dann allerdings nie innere Punkte. Fiir topologische Fragen
ist es daher giinstiger, eine Einschriankung auf den Unterraum aff P vorzunehmen.
Wir definieren das relative Innere von P als

int, P:={x € P: Bs(z)Nnaff P C P fir ein § > 0}
und den relativen Rand von P als
0,P := P\ int, P.

Da aff P C R™ abgeschlossen ist, stimmen Abschluss und relativer Abschluss einer
Menge in aff P {iberein. Inshesondere ist also

0.P =P\ int, P = P\ int, P.
(iii) Fir P =", {fi < ¢} ist

i:PZ H;

Hierbei wird der Schnitt also iiber alle nichtsinguldren RHE genommen.

(iv) Jeder Punkt x € 0, P ist Element einer echten Seite S von P, d.h. einer Seite S # P
von P, denn:

Aus z € 0, P folgt, dass x € P, aber auch z ¢ int, P. Wegen (iii) gibt es also eine
nichtsinguldre RHE mit {f; = ¢;} mit fi(z) = ¢;. Dann ist aber S := PN {f; = ¢}
eine Seite von P und z € S. Da {f; = ¢;} nichtsingulér ist, muss S ein echte Seite
sein.

(v) Umgekehrt gilt fiir jede echte Seite S von P, dass

S Co,P.

Korollar 2.10.6. Ist S eine echte Seite von P, so gilt

dim S < dim P.



64 KAPITEL 2. LINEARE OPTIMIERUNG

Beweis. Nach Satz 2.10.3 ist

(| Hi=aff SCaff P= () H,,

SCHi PCHZ‘

und nach Korollar 2.10.4 gilt

Pn () H=5S¢cP= () H.

SCH»; PCH;

Daraus folgt, dass aff S C aff P ist, und das impliziert dim S < dim P.

Wir koénnen nun iiberlegen, wie man ein Polyeder aus seinen Seiten reproduzieren
kann. Da die Definition des Begriffs "Polyeder’ eher weit ist, funktioniert das nicht immer.
Es gibt Polyeder, die man nicht im Sinne der folgenden Diskussion ’aus kleineren Teilen
zusammensetzen kann’, die also nicht reduzierbar sind. Andererseits eignen sich solche
Teile vielleicht besonders gut als 'Einzelbausteine’. Die Situation ist ideell also &hnlich
wie bei Primzahlen und Primfaktorzerlegung.

Definition 2.10.7. Ein nichtleeres Polyeder heisst primitiv, wenn es nicht die konvexe
Hiille seiner echten Seiten ist.

Beispiel 2.10.8.
(i) Affine Unterrdume (z.B. Punkte, Geraden, Ebenen) sind primitive Polyeder.

(ii) Affine Halbraume, d.h. nichtleere Schnitte eines affinen Unterraums M mit einem
Halbraum {f < ¢} mit M ¢ {f < ¢} (z.B. Halbgeraden, Halbebenen), sind primi-
tive Polyeder.

Wir hatten ndmlich gesehen, dass echte Seiten im relativen Rand enthalten sind. Dieser
ist im Fall (i) leer und im Fall (ii) in {f = ¢} enthalten.

Bemerkung 2.10.9. Jeder affine Halbraum ist die Summe einer Halbgeraden und eines
Untervektorraumes, d.h. von der Gestalt

~T0+R+'U+U,

hier ist z ein fixierter Punkt, R, - v eine Halbgerade (definiert durch einen gegebenen
Vektor v), und U ist ein linearer Unterraum. (Ubung)

Satz 2.10.10. Jedes Polyeder P # () ist die konveze Hiille seiner primitiven Seiten.

Beweis. Ist P selbst primitiv, so ist nichts zu zeigen. Wir diirfen also annehmen, dass P
nicht primitiv ist und somit die konvexe Hiille seiner echten Seiten S. Weil dim S < dim P,
so folgt mit Induktion nach dim P: Jede echte Seite von S ist die konvexe Hiille der
primitiven Seiten von S. Seiten von S sind aber auch Seiten von P. Daraus folgt die
Behauptung. (Ist dim .S = 0, so ist S ein Punkt, also primitiv.) m

Man kann nun sogar zeigen, dass mehr als die o.g. Beispiele fiir primitive Polyeder gar
nicht vorkommen:

Satz 2.10.11. Ein primitives Polyeder P ist entweder ein affiner Unterraum oder ein
affiner Halbraum.
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Beweis. Falls 9,P = () dann ist P = int,.P. Da int, P offen ist in aff P und P abgeschlossen
in aff P, folgt daraus, dass diese Menge ) sein muss oder aff P (denn das sind die einzigen
Teilmengen von aff P, die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind). Da nach Definition

P nichtleer ist, muss also
P=int, P =aff P

gelten, wie gewiinscht.

Falls 0,P # 0, so gibt es einen Punkt x € 0,P, insbesondere also x ¢ int,P. Nach
Bemerkung 2.10.5 (iii) gibt es dann eine nichtsingulire RHE H mit z € H.

Wir beweisen nun zunéchst folgende Behauptung: Es gibt genau eine nichtsingulére
RHE, die ganz 0, P umfasst.

Das kann man wie folgt sehen: Angenommen, es gibt nichtsinguldre RHE H; = {f; =
c1}und Hy = {fo = ¢} und vy, vy € 0, P mit vy € Hy \ Hy und ve € Hy \ H;. Dann folgt

filvr))=c1 und  fo(vy) < e
sowie
fl (UQ) < C und fz(’Ug) = Co.
Somit also fi(v; — ve) > 0 und fo(vy — v2) < 0. Sei nun u € P beliebig. Dann gibt es

aq, g > 0 sodass

filu+ai(vr —v2)) > ¢ und fz(y + (v — UQ) > Ca.

J

~ -~

=1 =12

Das bedeutet, wir haben v € P und 4,y ¢ P, und u € [y1, y»]. Dann miissen aber
U1 € [u,yn]  und Yo € [u, yo]

existieren mit 7,y € 9, P. Nach Bemerkung 2.10.5 (iv) liegen 7, 72 also in echten Seiten
von P. Andererseits hat man aber u € [y, 72|, somit ist u also Konvexkombi von Punkten
echter Seiten von P. Da aber u € P beliebig war, folgt, dass P nicht primitiv sein kann,
Widerspruch. Also ist obige Behauptung wahr.

Sei nun also H =: {f = ¢} die nichtsingulire RHE mit 0,P C H. Wir schreiben
H :={f <c} und M := aff P. Offensichtlich ist P C H.

Wir stellen nun eine weitere Behauptung auf, ndmlich, dass P = M M H ist. Aus dieser
Behauptung folgt offensichtlich der Satz. B

Um sie zu zeigen, bemerken wir zunéchst, dass P C M N H gilt. Wir miissen die
umgekehrte Inklusion zeigen. Angenommen, es gibt einen Punkt y € (M N H) \ P. Da H
nichtsinguldr ist, muss es ein u € P\ H geben. Also hat man u € P, y € M \ P, und
damit existiert zwangslaufig ein = € [u,y] C M mit z € 9, P, somit x € M N H. Nun gilt

r#u(daueP\H)undz #y (daz€d.PC Pundy¢ P).
Nach Satz 2.2.13 ist M N H eine Seite von M N Ig', denn

MNH=MnH n{f=c}
—_—
c{f<ce}
Also muss wegen x € M N H und u,y € M N H dann gelten, dass u € M N H ist. Das

aber widerspricht u ¢ H.
Somit muss M N H C P gelten und damit die letzte Behauptung. O
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Aus den Sédtzen 2.10.10 und 2.10.11 erhalten wir nun einen ersten Darstellungssatz fiir
Polyeder:

Korollar 2.10.12. Jedes Polyeder ist die konveze Hiille endlich vieler affiner Unterrdume
und affiner Halbrdaume.

Wir kommen nochmal zuriick zum Begriff des konvexen Kegels und formalisieren ihn
nun nochmal richtig.

Definition 2.10.13.

(i) Eine Linearkombination ;" A;a; von Vektoren a; € R™ heisst konisch, falls \; > 0
fir alle 7.

(ii) Eine konvexe Menge K C R"™ ist ein konvezer Kegel, falls fiir jedes x € K und A > 0
auch Az € K gilt.

(iii) Fiir S C R™ heisst

cone(S) := {Z/\Z-ai: meN, q, €5 N\ >0, 1= 1,...,m}
i=1

der von S erzeugte konvere Kegel.
Bemerkung 2.10.14.
(i) cone(S) ist der kleinste konvexe Kegel, der S enthélt.
(ii) Man hat 0 € K fiir jeden konvexen Kegel K.

(iii) Fiir eine reelle (mxn)-Matrix ist { Az < 0} ein polyedrischer Kegel, d.h. ein konvexer
Kegel, der auch ein Polyeder ist.

Lemma 2.10.15. Jeder affine Unterraum und jeder affine Halbraum ist von der Form
u + cone(Y)

mit w € R" und Y = {y1, ..., ym} C R"™ endlich.

Beweis. Sei M = x¢+U ein affiner Unterraum, wobei xq € M und U ein Untervektorraum
ist. Ist {by, ..., by} eine Basis von U, so ist

U = cone({by, ..., by, —by, ..., —bp}).

Daraus folgt die Behauptung mit v = o und Y = {by, ..., bg, —b1, ..., —bg }.
Ist H ein affiner Halbraum, dann ist er nach Bemerkung 2.10.9 von der Gestalt

ﬁ[:xO‘i‘RJr‘U‘i‘U

mit g, v € R” und einem Untervektorraum U. Ist nun {by, ..., by} eine Basis von U, dann
folgt

H = g+ cone({v, by, ..., bk, —b1, ..., —bi})
und damit die Behauptung. O

Wir erhalten folgenden Darstellungssatz fiir Polyeder:
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Satz 2.10.16. Fir jedes Polyeder P gibt es endliche Mengen X C R™ und Y C R",
sodass
P = k(X) + cone(Y).

Beweis. Sei 0.E. P # () (sonst wihle X =Y = ()). Nach Korollar 2.10.12 gibt es affine
Unter- oder Halbrdume Ay, ..., A,, deren konvexe Hiille P ist. Fiir jedes i = 1,...,p gilt
nach Lemma 2.10.15

A; = u; + cone(Y;)

mit geeigneten u; € P und Y; = {ygi), s yﬁé)(i)} C R™

Sei nun = € P beliebig. Dann gilt
p p
ZL’:Z)\ZGI mltazeAz,)\IZO,Z)\zzl
=1 =1

Weiter findet man fiir jedes ¢ = 1, ..., p Koeffizienten ,ug.i) > 0 sodass

m(1)
j=1
Also folgt
P p m(i) o
T = Z Aiw; + Z Z )\i/ucg»z)y;z) € k({uy,...,up}) + cone(Y1 U...UY,).
i=1

i=1 j=1

Das bedeutet, wir haben P C k(X)) + cone(Y) mit X = {uy,...,u,} und Y =Y, U...UY,,.
Wir zeigen nun, dass auch k(X) + cone(Y) C P gilt. Sei x € k(X) + cone(Y), also
r=u-+ Z )\jyj

J
mit u € k(uq,...,up), y; € Y1U...UY,, A; > 0. Setze X := Zj A

Falls A = 0, so ist = u € k({uy,...,u,}) C P, denn wy,...,u, € P. Ist A > 0, so
betrachten wir p; := ATJ Dann gilt p; > 0 fiir alle j und Zj t; = 1, und ausserdem ist
r = Zuj(u + Ay;).
J
Falls wir nun zeigen kénnen, dass u + A\y; € P ist fiir alle j, dann impliziert das z € P.
(40)

Seien 4o und jo so, dass y; =y, ist. Dann hat man A;, = u;, + cone(Y;;) und daher

w;, + Ay; € P fiir alle A > 0. Sei fiir 0 < o < 1 nun
Lo 1= Ujy + )‘yj + (1 - a)(u - uio)a

fiir o — 0 konvergiert das gegen u+Ay;. Da P abgeschlossen ist, hat man also u+\y; € P,
sobald man zeigen kann, dass xa € P ist fiir alle hinreichend kleinen «. Nun ist aber

A
To = a(u;, +Eyj) +(1—a)u € P

denn es ist Konvexkombination von u;, + g y; € P und u € P. Also folgt insgesamt, dass
x e P. O
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Korollar 2.10.17. Ist S ein polyedrischer Kegel, so gibt es eine endliche Menge Y =

{y1, s Ym} CR™ mait
S = cone(Y).

Ubung 2.10.18. Man beweise dieses Korollar.

2.10.3 Losbarkeit von Optimierungsproblemen

Satz 2.10.16 erlaubt uns nun, eine frithere Behauptung zur Losbarkeit linearer Optimie-
rungsprobleme zu beweisen:

Satz 2.10.19. Sei P # () ein Polyeder und f eine Linearform, die auf P nach oben
beschrankt ist. Dann nimmt f|p auf P ihr Maximum an.

Beweis. Sei f(x) = bx. Nach Satz 2.10.16 besitzt x € P die Darstellung

P l
T = Z)‘iui + Zujvj
i=1 j=1

mit A;, p; > 0 und Y 7 A\; = 1. Daraus folgt

l

fz) = Z Nif (ui) + ) i f(vy).

j=1

Da f nach oben beschrénkt ist und p; beliebig gross wéhlbar, folgt daraus f(v;) < 0 fir
alle j = 1,...,1, denn: Gébe es ein j, mit f(v;) > 0, so kénnte man \; = 0 wéhlen fiir
j # jo, und man miisste trotzdem

P
+00 > Sl;pf >3 Nif (i) + N f(g,)
i=1
haben fiir beliebig grosse A;, > 0, was unmdéglich ist. Daher folgt

f(x) < Aif(w) £ max flu) =: f(uz)

777777

fiir ein geeignetes ip € {1, ...,p}. Also nimmt f|p ihr Maximum in w;, an. O

2.10.4 Darstellungssatz von Weyl

Satz 2.10.16 kann man sogar umkehren in der folgenden Form, man nennt diese Aussage
den Darstellungssatz von Weyl.
Wir zeigen zunéchst einen Spezialfall:

Satz 2.10.20. Se:
P := cone(Y)

firY ={y1,...,yr} € R"™ endlich. Dann gibt es eine reelle (m x n)-Matriz A mit
P={zxeR": Az <0},

d.h. P st ein polyedrischer Kegel.
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Satz 2.10.21. Seien X und Y endliche Teilmengen des R™. Dann ist
k(X) 4 cone(Y)
ewn Polyeder.

Beweis. Sei P° := {z € R" : yTz < 0 fiir alle y € P}. Dann gilt z € P° genau dann,
wenn

k
Z)\iyiTz <0 fiir alle A\; >0,
i=1

d.h. genau dann, wenn y!z < 0 fiir i = 1, ..., k, und das kann man auch schreiben als
Bz <0,

wobei B die reelle (k x n)-Matrix

ist. Also gilt
P’={z€R": Bz <0},

und das ist ein polyedrischer Kegel. Nach Korollar 2.10.17 gibt es also eine Menge Z =
{z1, ., 2m} C R™ mit
P° = cone(Z).

Sei nun P := (P%)° = {z € R": 272 < 0 fiir alle z € P°}. Dann folgt ganz analog
wie eben, dass
P% ={z eR": Ar <0}

mit der reellen (m x n)-Matrix

A:

T

“m

Wir zeigen nun P = P, und daraus folgt dann die Behauptung des Satzes.

Nach Voraussetzung ist b € P genau dann, wenn b € cone({y1, ..., yx}), und das ist
genau dann der Fall, wenn es ein z > 0 gibt mit BYz = b. Nach Satz 2.7.5 (Minkowski-
Farkas fiir lineare Gleichungen) ist das dquivalent dazu, dass fiir alle u € R™ mit Bu < 0
die Ungleichung b"u < 0 gilt. Das wiederum ist genau dann der Fall, wenn fiir alle v € P°
gilt, dass b'u < 0, also genau dann, wenn b € P,

[

Der allgemeine Satz 2.10.21 folgt nun so:

Beweis. Seien X = {xy,...,xx} und Y = {y1, ..., i} endliche Teilmengen des R" wie im
Satz. Wir betrachten den Kegel

(0] () )
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in R"™. Sei H := {2,,; = 1} C R""'. Dann gilt

z
eC
Zn+1
genau dann, wenn

z F ZT; !
(2 )Za(7) e

Daher ist also

Vv
(=]
N
o &
N—
I

( Sy i Dy s )
. .
Zi:l Ai

genau dann, wenn
Z)‘i =1 und z€k(X)+cone(Y)=P.

Nach Satz 2.10.20 ist C' also die Losungsmenge eines Ungleichungssystems der Form
a1 1+ ... + Qi xn—l—am+1 Tn+1 S 0, 1= 1,...,m.
Das bedeutet aber insbesondere, dass P die Losungsmenge ist von

Qi1 T1 + ... + Qi T, < —Qijn+1 =" G4, 1 = 1,...,m.

O

Das folgende Charakterisierung beschrénkter Polyeder ist eine einfache Konsequenz

des Umstandes, dass cone(Y') unbeschrinkt ist fiir alle Y™ # (.
Korollar 2.10.22. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) P ist ein beschrinktes Polyeder.

(ii) P ist die konvexe Hiille endlich vieler Punkte.

Die Darstellung eines Polyeders wie in Satz 2.10.16 und Satz 2.10.21 ist eindeutig in

folgendem Sinne:
Lemma 2.10.23. Sei P ein Polyeder. In der Zerlegung

P=K+S5

mit K = k({zy,...,zx}) und S = cone({yi,...,yi}) ist S eindeutig bestimmt. Fir jedes

xo € P gilt
S={yeR": zo+ Ay € P firalle A\ > 0}.

Ist P =N {fi <c}, s0gilt S= 2 {fi <0}
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Beweis. Sei
Sy:={yeR":z+\y e P furalle A >0}.

Wie am Ende des Beweises von Satz 2.10.16 kann man sehen, dass fiir jedes z € P die
Gleichheit S, = S, gilt. (Ubungsaufgabe.)

Wir behaupten nun, dass S = S, sein muss. Fiir y € S gilt nach Voraussetzung, dass
xo + Ay € P ist fiir alle A > 0. Somit ist S C S, klar.

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, sei nun yy € S,,. Angenommen, yo ¢ S. Dann
hat

Ax =vyy, x>0

keine Losung x; hier ist A die reelle (n x [)-Matrix A := (yi,...,y). Nach Satz 2.7.5
(Minkowski-Farkas) gibt es dann u € R™ mit u’yy > 0 und w7 A < 0, und die letzte
Bedingung ist dquivalent zu u”y; <0, j = 1,...,1. Folglich gilt fiir alle x € P, also fiir alle

k

k l
i=1 j=1

i=1

dass

k l k

Wy = E AiuTxi + E i uTyj < E )\iuTx@- < max uT:ci < +00.
, - ~—~— - 1<i<k

i=1 7=1 <0 =1

Wegen yo € S, = S, ist aber z + A\yp € P fiir alle A\ > 0, und wegen u’y, > 0 wiirde
damit folgen, dass
u® (z + Ayo) = +oo  fiir A = 400,

offensichtlich ein Widerspruch. Also muss gelten, dass yo € S, und somit S,, C S, was
die obige Behauptung zeigt.

Sei schliesslich P = (" {f; < ¢;}. Man hat y € S genau dann, wenn o + Ay € P fiir
alle A > 0, und dass ist genau dann der Fall, wenn

filzo) +Afi(y) = filxo + Ay) < ¢  fiir alle ¢ und alle A > 0.
——
<c;
Das ist aber dquivalent zu f;(y) <0,i=1,...,m. O

Wir schauen als néchstes, unter welchen Umsténden ein allgemeines Polyeder P iiberhaupt
Extremalpunkte ("Ecken’) hat.

Lemma 2.10.24. Sei S ein polyedrischer Kegel. Dann ist
L:=5nNn(-9)
der grosste in S enthaltene Untervektorraum.

Beweis. Tatséchlich ist L ein Untervektorraum: Sind z,y € L = SN (=S), so folgt
r+y e SN(=S) =L (Ist S Kegel, so ist auch —5 ein Kegel). Fiir A > 0 and x € L folgt
sofort, dass Az € SN (=S5) = L. Fiir A < 0 und € L hat man \x € (—S5),daz € S,
und Az € S, da x € (—S5). Also Az € L.

Der Untervektorraum ist maximal: Ist W C S ein weiterer Untervektorraum, so gilt
WcSn(=S)=L. O

Definition 2.10.25. Sei P = K + S ein Polyeder, wobei K ein beschrinktes Polyeder
ist und S der gemiss Lemma 2.10.23 eindeutig bestimmte polyedrische Kegel.
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(i) Der Vektorraum L = S N (—S) heisst der Linienraum von P.
(ii) Das Polyeder P heisst spitz, falls P, # (.
Satz 2.10.26. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Das Polyeder P ist spitz.
(ii) Der Linienraum von P ist trivial, L = {0}.
(i1i) Ist P ={x € R": Ax < ¢}, so ist der Rang von A gleich n.

Bemerkung 2.10.27. Die zusétzlichen Nebenbedingungen = > 0 in (iii) fiir ein lineares
Optimierungsproblem stellen also sicher, dass der zulédssige Bereich spitz ist.

Wir beweisen Satz 2.10.26.

Beweis. Wir beweisen zuniichst die Aquivalenz von (i) und (ii). Sei L # {0} und 0 # w €
L. Dann sind w, —w € S. Fiir beliebiges xq € P folgt: xo + w € P und xo — W € P, also

1 1
x0:§(x0+w)+§(xo—w)¢Pe

Das geht aber nur, wenn P, = (). Sei nun L = {0}. Nach Satz 2.10.10 ist P die konvexe
Hiille seiner primitiven Seiten S. Da nach Satz 2.10.11 eine primitive Seite nur ein affiner
Unterraum oder affiner Halbraum sein kann, andererseits aber L = {0} ist, kénnen nur
Punkte oder Halbgeraden als primitive Seiten S von P vorkommen. (Denn: ist W ein
Untervektorraum und zo + W C S C P, so folgt nach Lemma 2.10.23 insbesondere
W C S,also W C L, somit W = {0}.) Da eine Halbgerade einen Extremalpunkt hat und
das Polyeder nichtleer ist, hat P nach Satz 2.2.15 auch Extremalpunkte, also P, # ().
Um die Aquivalenz von (ii) und (iii) zu sehen, bemerken wir, dass

L=SNn(=8)={zeR": Az <0}n{zxeR": —Az <0}
={x eR": Az =0} = ker A.

Also ist L = {0} genau dann, wenn ker A = {0}, also genau dann, wenn der Rang von A
gleich n ist. O]

2.10.5 Anwendungen auf lineare Optimierungsprobleme

Wir schauen uns Anwendungen auf lineare Optimierungsprobleme an. Angenommen, f
soll maximiert werden unter den Bedingungen

filz)<c, i=1,..,m.

Dann ist der zulédssige Bereich P = (" {f; < ¢;}, und er nimmt die eindeutige Zerlegung
P =K + S an (wie in Lemma 2.10.23). Der Linienraum ist L = SN (=95).

Satz 2.10.28.

(i) Wir haben supp f < +oo genau dann, wenn f|s < 0. In diesem Falle nimmt die
Funktion f|p thr Mazimum an.

(i) Ist f|p # 0, so ist supp f = +o0.
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(111) Ist P spitz und supp f < 400, so mimmt f|p ihr Mazimum in einem Ezxtremalpunkt
von P an.

Beweis. Um (i) zu sehen, sei ¢ = k+smit k € K und s € S. Dann gilt f(z) = f(k)+f(s).
Da K kompakt ist, gilt supy | f| < +00, also ist supp f < +00 genau dann, wenn supg f <
+o00. Dies ist dquivalent zu f|g < 0, denn: Falls f(s) > 0 fiir ein s € S, so kann man
f(As) = Af(s) beliebig gross machen, indem man A\ > 0 gross wahlt, und das erzwingt
supg f = +oo.

Um (ii) zu sehen nehmen wir an, dass f(x) # 0 fiir ein € L. In diesem Falle ist auch
—x € L. Also folgt, dass o.E. f(z) > 0 fiir ein z € L C S. Dann folgt aber supp f = +00
aus (i).

Wir zeigen (iii). Ist o := supp f < 400, dann nimmt f dieses Maximum « an nach
Satz 2.10.19, und nach Satz 2.2.13 ist

M:=Pn{f=a}

eine Seite von P und selbst ein Polyeder. Dann ist aber der Linienraum von M in jenem
von P enthalten, und weil P spitz ist, muss auch M spitz sein. Also gilt M, # @), und
somit gibt es ein x € M, sodass f(z) = a. Wegen M, C P, folgt nun (iii). O

Bemerkung 2.10.29. Wenn P nicht spitz ist, dann kann man zeigen, dass PN L+ spitz
sein muss. Ein nach oben beschriankte Zielfunktion f nimmt dann ihr Maximum auf P in
(PN LY), an und ist konstant lings der Richtungen von L.



Kapitel 3

Netzplantechnik und
Netzwerkoptimierung

Wir betrachten Optimierungsprobleme auf Graphen und Netzwerken.

3.1 Flussprobleme
Wir beginnen mit einem Beispiel.

Beispiel 3.1.1. Eine Airline muss zusétzlich zur bereits bestehenden Auslastung méglichst
viele Mitglieder einer Reisegruppe von Frankfurt nach New York fliegen, Direktfliige sind
bereits ausgebucht, aber Verbindungen mit Umsteigen sind méglich. Die vorhandenen
Kapazitéiten an Sitzplatzen sind wie folgt:

f

Diisseldor

180

90 S0

Paris

Die Fragen, die sich nun stellen, sind:
(a) Wieviele Passagiere konnen mit diesen Kapazititen insgesamt befordert werden ?
(b) Wie ist die Beforderung zu organisieren 7
Ganz dhnliche Probleme kann man z.B. auch studieren fiir:
e andere Verkehrsmittel (Strassen, Bahnen, Schiffsverbindungen)
o Netze (Strom-, Wasser-, Telekommunikationsnetze)
e betriebliche Ablaufplanung (workflow, Produktionsplan)

Wir benotigen einige Grundbegriffe der Graphentheorie.

74
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Definition 3.1.2. Ein gerichteter Graph ist ein Paar G = (X, I'), bestehend aus einer
Menge X und einer Teilmenge

Fc (X xX)\{(z,z): z € X},

sodass (y,x) ¢ T falls (z,y) € I'. Die Elemente x € X heissen Knoten oder Punkte des
Graphen, die Elemente v € I' heissen (gerichtete) Kanten.

Ein gerichteter Graph ist also zunédchst nur ein rein kombinatorisches Objekt. Fiir die
angesprochenen Probleme verlangt man nun noch eine spezielle Struktur des Graphen
und weist den Kanten noch eine quantitative Bewertung zu.

Definition 3.1.3. Ein Netzwerk (endliches Transportnetzwerk) ist ein Quadrupel (G, a, b, ¢),
wobei

(i) G = (X,TI') ein gerichteter Graph ist mit einer endlichen Menge X,
(i) a,b € X mit (b,a) € T'; a heisst Quelle, b Senke, (b,a) Kontrollkante,

(iii) ¢ : I' = NU {400} ist eine Funktion mit ¢(y) € N fiir alle v € I' \ {(b,a)} und
c((b,a)) = +o0; ¢(v) heisst die Kapazitit der Kante .

Bemerkung 3.1.4. Diese Definition ist etwas restriktiver als andere, die man in der
Literatur zur Graphentheorie findet, sie ist unserem Zweck angepasst. Die Terminologien
zu Graphen unterscheiden sich in verschiedenen Texten zum Teil erheblich, man muss
jeweils genau schauen, wie die Begriffe dort definiert sind.

Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir auch als Abkiirzung auch
c(z,y) = c((x,y))

fiir den Wert einer Funktion ¢ auf I' an der Stelle (z,y) € I'; wir nutzen diese Abkiirzung
mit dieser Interpretation auch stillschweigend im Folgenden.

Definition 3.1.5.
(i) Ein Fluss in einem Netzwerk ((X,I'),a,b,c) ist eine Abbildung
p:I'—= N,

welche die Kirchhoffsche Regel erfiillt,

Y o)=Y e(y) firallezeX.

YET YET+

hier ist
i ={(z,y) € (X x X): (z,y) €T}

die Menge aller von = ausgehenden Kanten und
L = {(yvx) S (X X X) : (y,l’) S F}
die Menge aller zu z hinfithrenden Kanten.

(ii) Ein Fluss ¢ heisst zuldssig, falls

o(7) <c(y) firalleyel.
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(iii)
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Ist ¢ ein Fluss, so heisst ¢(b, a) der Wert von ¢. Ein zulédssiger Fluss mit maximalem
Wert heisst Mazimalfluss.

Bemerkung 3.1.6.

(i)

(i)

(i)

Ein Fluss beschreibt einen Transport von Masse (Material, Personen, Daten, etc.)
von der Quelle a zur Senke b, bei dem an keiner Stelle Masse verloren geht. Letzteres
ist codiert in der Kirchhoffsche Regel, die sagt, dass an jedem Knoten die eingehende
Gesamtmasse gleich der ausgehenden sein muss.

Ein zuléssiger Fluss iiberschreitet also auf keiner Kante die Kapazitit. Die Kapa-
zitdt kann man als das Durchleitungsvermogen der Kante (den 'Rohrquerschnitt’)
interpretieren.

Die Kontrollkante ist quasi formal (kommt nicht aus dem praktischen Problem) und
wird zusétzlich eingefiihrt, damit die Kirchhoffsche Regel auch in der Quelle a und
der Senke b gelten.

Der Gesamtfluss drch das Netzwerk von der Quelle a zu der Senke b fliesst iiber
die Kontrollkante zuriick, ist also gleich dem Wert ¢(b, a) des Flusses ¢. Weil dieser
Riickfluss durch die Kontrollkante nicht beschriankt sein soll, setzt man ¢(b,a) =
+00.

Fiir eine gegebene Menge A C X von Knoten definieren wir nun ganz allgemein die
Menge

A, ={(z,y) el z€Ay¢ A}

der aus A herausfithrenden Kanten und die Menge

A ={(z,y)el': v ¢ A,y e A}

der nach A hineinfithrenden Kanten.
Man kann nun eine kleine Verallgemeinerung der Kirchhoffschen Regel bekommen.

Lemma 3.1.7. Sei ¢ ein Fluss und A C X. Dann hat man
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Beweis. Summation iiber alle x € A und Anwendung der Kirchhoffschen Regel fiir jedes

solche x ergibt
DD e =D vl

TEA YET TEA YET

Die linke Seite ist gleich

S )= ey +> > elay),

T€EA yeX €A yeA TEA y¢gA
(z,y)er (z,y)er (w,y)el
N - J/
=>ea_, ()

die rechte Seite

Do wlya)=> > elya)+> > elyx).

T€EA yeX r€EA yeA TEA y¢A
(y,z)el’ (y,x)er (y,x)eT
=2 ea. (V)

WEeil auch die ersten Summanden auf den rechten Seiten dieser beiden Identitdten gleich
sind, folgt damit die Behauptung. O

Korollar 3.1.8. Sei ¢ ein zuldssiger Fluss und sei A C X so, dass a € A, aber b ¢ A.
Dann st
p(b,a) < ) (7).
YEAS

Beweis. Da (b,a) € A, hat man

p(b,a) < > p(1) =D () < D ()

YEAL yEA_ YEA,

V16
3.2 Der Algorithmus von Ford-Fulkerson

Wir betrachten ein rekursives Verfahren zur Vergrosserung des Wertes von zulédssigen
Fliissen. Im Folgenden sei ((X,I),a,b, c) ein Netzwerk.

3.2.1 Vorbetrachtungen

Angenommen, ein Netzwerk der folgenden Form ist gegeben, dessen Kanten alle die Ka-
pazitit 100 haben, und auf diesem Netzwerk ein Fluss mit Werten

80 80
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Einen zuldssigen Fluss mit maximalem Wert

100 100

100 100

erhélt man durch Vergrédssern des Flusses durch geeignete Kanten. Manchmal ist aber
auch ein Verkleinern des Flusses durch einzelne Kanten nétig: Ist z.B. ein zuldssiger
Ausgangsfluss der Form

100 0
a 100 @b

100

/

y

gegeben, so muss der Fluss durch (z,y) auf Null reduziert werden. Im Allgemeinen
bendtigt man beide Mechanismen, Vergrosserung entlang einer Kante und Verkleinerung
entlang einer Kante, um zu einem zuléssigen Fluss mit maximalem Wert zu kommen.

3.2.2 Algorithmus von Ford-Fulkerson

Wir formulieren zunéchst den Algorithmus und sehen uns dann ein einfaches Beispiel an.
Danach machen wir einige theoretische Beobachtungen und betrachten noch ein weiteres
(in gewissem Sinne 'weniger einfaches’) Beispiel.

(1) Wéhle den zuldssigen Ausgangsfluss ¢ = 0.

(2) Zu einem gegebenen Fluss ¢ markiere Punkte des Graphen durch Anwenden der
folgenden Regeln, solange méglich:

Regel 0: Markiere Quelle a.
Regel 1: Ist v = (x,y) € I', x markiert, y nicht markiert und ¢(v) < ¢(7), so markiere

y.
Regel 2: Ist v = (z,y) € I', v # (b,a), x nicht markiert, y markiert und ¢(y) > 0, so
markiere x.

(3) Wenn b nicht markiert ist, dann Stopp (haben optimalen Fluss gefunden). Wenn b
markiert, dann gibt es nach Konstruktion einen Weg von a nach b ldngs gewisser
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Kanten aus I' \ {(b,a)} (ohne Beachtung der Richtung) durch markierte Punkte,
d.h. durch Punkte

a=ay, a, ..., G, =D,

sodass fir 2 <1 < n gilt: Entweder

(@) (ai-1,a;) € T'und @(a;1,a;) < c(a;—1,a;) oder
(8) (ai,a;—1) € I' und p(a;,a;—1) > 0.

Setze
504 = min{c(ai_l, (Ii) — go(ai_l, ai) : (ai_l, CLi) c F},

dp = min{p(a;, a;—1) : (a;,a;—1) € T'},

wobei das min () := +oo gesetzt wird, und
d :=min(d,, dg) >0
Definiere einen neuen Fluss ¢ durch
olai_1,a;) == plai_1,a;) + 0 falls (a;_1,a;) €T

und
@(ai, ai_l) = cp(ai, ai_1> — (5 falls (ai, ai_l) € T

fiir 1 <17 <mn, wobei aq¢ := b, und
o(y) = (y) fur alle iibrigen v € T.
(4) Gehe zu (2).

Beispiel 3.2.1. Wir erinnern uns an Beispiel 3.1.1. In abstrakter Form sieht das zu-

gehorige Netzwerk so aus:
b .4}

Die Punkte a und b stehen fiir Frankfurt und New York. Fiir den Ausgangsfluss ¢y = 0
kann man hier alle Knoten (rot) markieren, und wir kénnen einen (blauen) Weg von a
nach b wihlen:

0/50 0/100\0/180

0/110
b @<€¢—

0/90
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Man hat § = min(20,90) = 20 und erhélt damit einen neuen Fluss ¢; mit

Hier konnten wir wieder alle Knoten (rot) markieren und einen (blauen) Weg wéhlen.
Diesmal ergibt sich § = min(180,50) = 50. Der neue Fluss ¢y ergibt sich nun als

Wieder konnen alle Knoten markiert werden, und wir finden einen (blauen) Weg von a
nach b. Diesmal folgt § = min(50,110) = 50, und wir bekommen einen neuen Fluss o3

mit
50/50 0/100\50,/180
50/110 50/50
-

b @e-—@

20/90 0/80

Wieder kénnen alle Knoten markiert werden, und wir kénnen immer noch einen (blauen)
Weg von a nach b finden. Nun ist 6 = min(130,100,60) = 60. Fiir den neuen Fluss ¢4
konnen ausser a nur noch zwei weitere Punkte markiert werden:

60/100,110/180

20/90 0/80
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Der Fluss ¢4 ist also ein Maximalfluss. Sein Wert ist

pb.a) =Y o(y)= > @(y) =110+ 50 + 20 = 180.

yEa— YEb

In diesem Beispiel hat sich immer nur der Fall («), ergeben, wir haben nirgends einen
Fluss entlang einer Kante verkleinert. Dieses Beispiel ist also besonders ’einfach’ in dem
Sinne, dass wir nur einen der beiden Mechanismen benutzt haben. (Wir betrachten in
Kiirze ein Beispiel, in dem beide Mechanismen benutzt werden.)

Wir kommen zur Formulierung des Algorithmus zuriick und benutzen dieselbe Notati-
on wie dort. Wir weisen nun auch formal nach, dass mit jedem Update vom urspriinglichen
Fluss ¢ zum neuen Fluss ¢ Flusseigenschaft und Zuléssigkeit erhalten bleiben und der
Wert sich erhéht. Sei dazu

a=:ai, g, ..., G, :=0b

ein Weg von a nach b durch markierte Punkte wie in Schritt 3 des Algorithmus, und sei
ag := b, wie ebenfalls dort vereinbart.

Proposition 3.2.2. Fir ¢ gilt:
(i) ¢ ist ein Fluss (erfillt Kirchhoffsche Regel).
(ii) @ ist zuldssig.

(i1i) ¢ hat einen grosseren Wert als ¢, d.h.

p(b,a) > (b, a).

Beweis. Wir zeigen (i): Fir z € X \ {ay,...,a,} ist ¢ = ¢ auf . and z_,, in solchen
Knoten bleibt also die Kirchhoff-Bedingung stets erfiillt. Fiir x = a;, 1 <7 < n, ergibt
sich stets einer der folgenden Félle:

+6 +0 +0 -5
o———>0— >0 o >0<«— 0
ai—1 a; Qit1 aj—1 a; iyl
-4 +4 -5 -4
o+—0—>0 ot+——0O0<«—0
ai—1 a; Qit1 aj—1 a; Qit1

In allen Féllen bleibt bei dem Update die Kirchhoff-Bedingung in = a; erfiillt, im ersten
Fall hat man

D) =D e +o=> e +i=> 3",

YET YET VET+ YET

die anderen Fille funktionieren analog. Aussage (ii) ist klar nach der Definition von §.
Aussage (iii) folgt wegen

o(b,a) = ¢(ag,a1) = p(ag,a1) + 6 = @(b,a) +§ > (b, a).
Il

Satz 3.2.3. Der Ford-Fulkerson-Algorithmus bricht nach endlich vielen Schritten ab und
liefert dabei einen zuldssigen Fluss mit maximalem Wert.
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Beweis. Da der Wert des Flusses stets ganzzahlig ist, wird er wegen Proposition 3.2.2 um
mindestens 1 grosser. Nach Korollar 3.1.8 gilt

also ist der maximal mogliche Wert beschrankt, und somit muss der Algorithmus zwangslaufig
nach endlich vielen Schritten abbrechen. Fiir den am Ende erhaltenen Fluss ¢ wird in
Schritt 2 der Punkt b nicht mehr markiert. Sei A die Menge aller markierten Punkte.
Dann ist a € A, b ¢ A, ferner () = ¢(v) fiir alle v € A, und ¢(vy) = 0 fir alle

v € A\ {(b,a)}. Also hat man wegen Lemma 3.1.7

pba)= > o) = > o)=Y c).

YEAL yEA_ YEA_

Nach Korollar 3.1.8 ist aber 3,  ¢(7) eine obere Schranke fiir den Wert eines Flusses,
somit besitzt ¢ den maximalen Wert. O

Definition 3.2.4. Sei ((X,I"),a,b,¢) ein Netzwerk und I" := I" \ {(b,a)}. Wir nennen
eine endliche Folge von Knoten

a = X9, T1, e, Ty =b
einen Weg von a nach b, falls fiir jedes i = 1, ..., m entweder (z;_1,z;) € IV oder (z;,z;,_1) €
IV gilt.

Definition 3.2.5. Sei ¢ ein zuldssiger Fluss auf einen Netzwerk ((X,I"),a,b,¢) und IV :=
'\ {(b,a)}. Ein Weg

a = 2xg, T1, .., Ty =>

heisst vergrossernder Weg beziiglich o, falls fiir jedes ¢ = 1,..,m gilt: Entweder
(@) (zi—1,2;) € IV und @(x;_1, ;) < (w1, x;) oder
(B) (xi,zi—1) € IV und @(x;, x;—1) > 0.

Im Fall (o) nennt man (z;_1, z;) eine Vorwdrtskante, im Fall () nennt man (x;, x;—1) eine
Riickwdartskante.

Korollar 3.2.6. Ein zulissiger Fluss ¢ auf einem Netzwerk ist genau dann ein Maximal-
fluss, wenn es keinen vergrissernden Weg bzgl. o gibt.

Beweis. Gibt es einen vergrossernden Weg, so gibt es nach Schritt 3 im Algorithmus von
Ford-Fulkerson und Proposition 3.2.2 einen Fluss mit grosserem Wert. Gibt es keinen
vergrossernden Weg, so kann man die Senke b nicht markieren, und daher folgt wie im
Beweis von Satz 3.2.3, dass ¢ bereits den maximalen Wert hat. ]

Definition 3.2.7. Sei ((X,I'),a,b,c) ein Netzwerk und A C X eine Menge von Knoten
mit a € A und b ¢ A. Dann heisst
> ()

YEA

die Schnittkapazitit von A. Als Schnitt bezeichnet man die Zerlegung von X in die dis-
junkten Knotenmengen A und A°.
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Die Knotenmenge X wird also disjunkt zerlegt in A und A°, wobei a € A ist und
b € A°. Die Schnittkapazitit ist die Summe der Kapazitéten (also die 'Gesamtkapazitét’)
aller Kanten v €

a @ o

Erlaubt man A zu variieren, erhélt man folgende Aussage, bekannt als das Mazx flow-
man cut-Theorem.

Korollar 3.2.8. Der Wert eines Mazimalflusses in einem Netzwerk ist gleich der mini-
malen Schnittkapazitit.

Beweis. Nach Korollar 3.1.8 ist der Wert eines beliebigen zuléssigen Flusses stets von oben
beschrankt durch jede mogliche Schnittkapazitit, also insbesondere durch die minimal
mogliche. Ist nun ¢ ein Maximalfluss, so gibt es nach Definition keinen vergrossernden
Weg bzgl. ¢. Sei nun A die Menge aller markierten Punkte (bzgl. ¢) wie in Schritt 2 des
Algorithmus von Ford-Fulkerson. Dann ergibt sich wie im Beweis von Satz 3.2.3, dass
(b, a) gleich der Schnittkapazitdt >,  c(v) von A ist. O

Bemerkung 3.2.9. Der Algorithmus von Ford-Fulkerson liefert damit also auch ein
konstruktives Verfahren zur Bestimmung des Schnittes mit minimaler Kapazitat.

Beispiel 3.2.10. Wir betrachten als weiteres Beispiel folgendes Netzwerk mit dem Aus-
gangsfluss ¢y = 0:

0/100
0/100 Nﬁ
a 0/100 @b
0/100 0/100
L ——
0/80

Alle Knoten kénnen markiert werden, und wir finden einen (blauen) Weg von a nach b
entlang markierter Kanten. Fiir diesen Weg ist = 100, das ergibt einen neuen Fluss ¢
mit

0/100
100,100 0/100
a 100/100 ®b
0/100 100,/100
o———»

0/80
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Wieder kénnen alle Knoten markiert werden, und wir kénnen den eingezeichneten (blau-
en) Weg wihlen, nun mit einer Riickwértskante, fiir diese tritt Fall () ein. Diesmal ist
0 = 80, und wir bekommen einen neuen Fluss ¢, mit

80/100

80,100

80/80

Der Knoten b kann nicht mehr markiert werden, also ist ¢ ein Maximalfluss. Sein Wert
ist 180.

In diesem Beispiel haben wir nicht nur entlang geeigneter Kanten vergrossert, sondern
den Fluss auf der Riickwértskante auch verkleinert, um seinen Wert zu vergréssern. Dieses
Beispiel nutzt also beide Mechanismen.

3.2.3 Zyklenzerlegung fiir Fliisse

Wir schauen uns die mégliche Struktur von Netzwerken und Fliissen noch genauer an. Das
erlaubt unter anderem eine alternative Formulierung des Max flow-min cut-Theorems.

Definition 3.2.11.
(i) Ein Graph G; = (X3,T"1) heisst ein Teilgraph eines Graphen G' = (X, T'), falls
XiCcX und Ty cCT.
(ii) Sei G = (X,I') ein Graph. Ein Teilgraph K = (X', I”) von G heisst Zyklus (oder
Kreis), falls es Punkte ay, ..., ay € X gibt mit
X' ={ay,...,ax}

und
F/ = {(ala a?)a (a'27 a3)7 cey (ak‘—la ak)? (alﬁ al)}-

(iii) Ist N = ((X,I'),a,b,c) ein Netzwerk und ¢ ein zuldssiger Fluss auf N, so heisst ¢
Fluss entlang eines Zyklus K = (X', "), falls K = (X’,I") ein Zyklus ist und

o(y) =0 firalleyeD\I"

N

Hier ist ein Beispiel fiir einen
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Aus der Kirchhoff-Regel folgt, dass ein Fluss ¢ entlang eines Zyklus K = (X', ") konstant
sein muss auf dem Zyklus, d.h. es gibt eine Zahl ¢ € N mit

p(v)=cr, yel”
Man kann nun folgende strukturelle Beobachtung machen:

Satz 3.2.12. Fiir jeden zuldssigen Fluss in einem Netzwerk N existieren zuldssige Fliisse
D1y -ees Pm ldngs Zyklen, sodass gilt

=1+t ..+ Pn.
Diesen Satz nennt man auch Zyklenzerlequng fiir Flisse.

Beweis. Sei N = ((X,T'),a,b,c). Wir nutzen vollstindige Induktion iiber die Anzahl der
Kanten v € T, fiir welche ¢(y) > 0 gilt. Da fiir n < 3 kein zuléissiger Fluss ¢ # 0 auf einem
gerichteten Graphen moglich ist (Frage: Warum ?), betrachten wir als Induktionsanfang
den Fall n = 3, und fiir diesen ist die Aussage klar, denn nach den Kirchhoff-Regel muss
dann ¢ selbst ein Fluss entlang eines einzelnen Zyklus sein.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, die Behauptung sei richtig fiir alle i < n.
Sei nun ¢ ein zulissiger Fluss auf N mit ¢(vy) > 0 auf n + 1 Kanten ~.

Sei

v =:(a1,a2) €T

eine Kante mit ¢(y;) > 0. Nach der Kirchhoffschen Regel gibt es v, € (az)_, mit
Yo =: (ag,az) € I' mit p(y,) > 0.
Wieder nach der Kirchhoffschen Regel gibt es
v3 =: (az,aq) €T mit p(y3) >0,
und rekursiv erhalten wir daraus eine Folge von Punkten
a1, 0, A3, Ay, ...

Da X endlich ist, miissen sich manche dieser Punkte wiederholen. Wie beim Induktions-
anfang muss der ’Abstand’ zwischen sich wiederholenden Punkten mindestens drei sein,
genauer: es gibt £ > 3 minimal mit

ay € {a1,aq9,...,a5_3}.
Sei nun [ < k — 3 so gewahlt, dass a; = a;. Setze
Xl = {alaal—‘rl? "‘7ak—1}

und
Iy = {(a, @), (@41, area), oo (an—1, ax )}
Dann ist Ky = (X1,T"1) ein Zyklus in (X, I'), und nach Konstruktion ist ¢(y) > 0 fiir alle
v e Pl.
Setze ay 1= minyer, p(y) > 0 und

(1) = oy falls v € T'y
Y0 fallsy e\

V17
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Dann ist ¢ ein zuléssiger Fluss entlang K; und
¢ i=p -
ist ein zulédssiger Fluss in V. Da ein 7 € I'; existiert mit

Wﬂzgﬁﬂw:ah

ist ¢'(7) = 0. Also ist die Anzahl der Kanten v € I" mit ¢'(y) > 0 kleiner gleich n.
Nach Induktionsvoraussetzung existieren also zulédssige Fliisse o, ..., ¢,, entlang Zy-
klen in N mit

O = Qo+ ... + O,
und somit folgt
© = Q1+ P2+ Oy

Bemerkung 3.2.13.

(i) Es folgt insbesondere: Gibt es in einem Netzwerk einen zuléssigen Fluss ¢ # 0, so
gibt es einen Zyklus.

(ii) Der Induktionsschritt liefert ein konstruktives Verfahren zur Zerlegung eines Flusses
in Fliisse entlang Zyklen.

(iii) Ist ¢ = @1 + ... + @, so folgt
o(b,a) = p1(b,a) + ... + om(b, a),

d.h. der Wert von ¢ ist die Summe der Werte der Fliisse ¢; entlang derjenigen
Zyklen, die die Kontrollkante (b, a) enthalten.

Insbesondere kann man folgende Aussage ber Maximalfliisse festhalten:

Korollar 3.2.14. Sei N = (G, a, b, ¢) ein Netzwerk. Dann existieren Zyklen K; = (X;,T;)
in G mit (b,a) € I'; und zuldssige Flisse @; entlang K;, 1 <1i <n, sodass

p=p1+ ...+
ein Mazimalfluss ist.

Beweis. Nach Satz 3.2.3 gibt es einen Maximalfluss ¢, und o.E. diirfen wir annehmen,
dass ¢ # 0. Dann gilt nach Satz 3.2.12; dass

Yo =@1+ ...+ Pnm
mit zuldssigen Fliissen ; entlang Zyklen K;, 1 < i < m. Seien nun ¢y, ..., o,, n < m, die
Fliisse entlang derjenigen Zyklen, die (b, a) enthalten. Dann ist auch

pi=@1+ ...+ vn <o

ein zuléssiger Fluss, und sein Wert ist

o(b,a) = p1(b,a) + ... + vn(b, a)
= p1(b,a) + ... + pu(b,a) —i—éonﬂ(b, a) + ... + pm(b, al = @o(b,a).

-~

=0

Das bedeutet aber, ¢ ist ein Maximalfluss. O]
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Definition 3.2.15. Sei ((X,I'),a,b, c) ein Netzwerk. Wir nennen einen Weg
a=xg, T1, ..., Ty =>

von a nach b gerichtet, falls fiir alle i = 1,...,m gilt, dass (z;_1,2;) € I = T'\ {(b,a)}
(falls er also mit den Richtungen aller darin vorkommenden Kanten kompatibel ist).

Man kann nun das Max flow-min cut-Theorem (Korollar 3.2.8) wie folgt reformulieren.

Satz 3.2.16. Sei N = ((X,I'),a,b,c) ein Netzwerk und T die Familie aller Teilmengen
T C T derart, dass jeder gerichtete Weg von a nach b mindestens eine Kante von T
enthdlt. Dann gilt fiir den Wert o eines Mazimalflusses die Gleichheit

a = min c(7).
~eT

Beweis. Ist A C X mit a € A und b ¢ A, dann enthélt jeder gerichtete Weg von a nach
b eine Kante in A_,. Also ist A_, € T und daher

.
> () Zmind e(y).
yEA_, yeT

Weil das aber fiir alle A C X mit a € A und b ¢ A gilt und nach Korollar 3.2.8

a:min{z c(y): ACcX,a€ Ab¢ A}

vEA

gilt (a ist maximale Schnittkapazitét), so erhalten wir

>
a > min c(y).
YyeT

Umgekehrt gibt es nach Korollar 3.2.14 zuléssige Fliisse ¢; entlang Zyklen K; = (X;, ;)
mit (b,a) € T;, 1 <1 < m, sodass ¢ = p1+ ... + ¢, ein Maximalfluss ist, also ¢(b,a) = a.
Sei nun T =: {71, ..., 7, } ein Element von 7. Da wegen (b,a) € T'; jeder Zyklus K; auch
einen gerichteten (denn es gibt einen zuldssigen Fluss darauf) Weg von a nach b enthalten
muss, enthélt er also auch eine Kante aus 7', d.h. zu jedem ¢ € {1,...,m} existiert ein
v;, € T mit «y;, € I';. Da Fliisse entlang Zyklen konstant auf deren Kanten sind, ist

m

= Sp(b’ CL) = Z Z 7]1
=1 =1

ZZ wi(75) Z ©(75)

j=1 i=

Da T € T beliebig war, folgt

< mi
@ < min c().
YyeT
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3.3 *Algorithmus von Edmond-Karp

Unser néchstes Ziel ist es nun, eine Abschétzung fiir die Anzahl der benétigten Schritte
im Algorithmus von Ford-Fulkerson zu finden. Im Zuge dessen legen wir (dhnlich wie
frither beim Simplexalgorithmus) weitere Regeln fest, die eine giinstige Wahl von Wegen
garantieren.

Sei ((X,TI'),a,b,c) ein Netzwerk und IV :=T"\ {(b,a)}.

Bemerkung 3.3.1. Der Algorithmus von Ford-Fulkerson vergréssert den Wert eines
Flusses durch Abédndern entlang eines vergrossernden Weges a = xg, x1, ..., T,, = b von a
nach b, und zwar durch Vergrosserung auf Vorwérts- und Reduktion auf Riickwartskanten.

(i) Wahlt man die vergrossernden Wege ungiinstig, so ist die Anzahl der notwendigen
Flussvergrosserungen nicht nur von dem Graphen (X,I'), sondern auch von den
Kapazititen ¢(y) abhéngig. Zum Beispiel kann fiir das Netzwerk

mit ¢ > 1 der Maximalfluss mit Wert 2¢ mit 2 Flussvergrosserungen erreicht werden.
Es ist aber auch moglich, als vergrossernde Wege abwechselnd

a, r, y, b und a, y, x, b

zu wahlen, in diesem Falle wichst der Wert in jedem Schritt um 1, und man braucht
2c¢ Schritte, um den Maximalfluss zu erhalten.

(ii) Diese Kapazitéitsabhéngigkeit wird vermieden, wenn man stets vergrossernde Wege
kiirzester Lange wahlt. Die kiirzeste Weglénge wird dabei erreicht, wenn man im
Markierungsverfahren (Schritt 2 im Algorithmus)

e im ersten Teilschritt alle Punkte markiert, die von a aus markiert werden
konnen und

e im jeweils (k + 1)-ten Teilschritt alle Punkte markiert, die ausgehend von
allen im k-ten Teilschritt markierten den Regeln nach erreicht werden kénnen
('Breitensuche’).

Nach dem ersten Erreichen von b (falls iberhaupt erreichbar) liefert Riickverfolgung
tiber einzelne ’Generationen’ (aka Teilschritte) einen kiirzesten vergrossernden Weg.

Implementiert man diese upgrades, erhélt man den Algorithmus von Edmond-Karp.
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Wir nehmen nun an, dass immer vergrossernde Wege kiirzester Linge gewéhlt werden.
(Das kann man anhand der obigen Instruktionen einfach implementieren, mathematisch
passiert da nicht viel.) Fiir diese Situation berechnen wir mit 'worst-case’-Abschétzungen
eine Laufzeitschranke fiir den Algorithmus, und das mathematische tool, welches wir dafiir
massgeblich nutzen, ist die Lange von vergrossernden Wegen.

Sei im folgenden ¢y ein zulédssiger Fluss (z.B. ¢ = 0) und sei ¢y, ..., ¢, eine endliche
Folge von zuldssigen Fliissen, bei denen g1 aus ¢y durch Abénderung (nach Schritt 3 im
Ford-Fulkerson-Algorithmus) ldngs eines vergrossernden Weges bzgl. ¢y, kiirzester Liange
gewonnen ist.

Definition 3.3.2. Sei 0 < k < n,y,z € X, y # z. Ein vergriossernder Weg von y nach z
bzgl. py ist eine endliche Folge von Knoten

Y =To, T1, .-y T = 2,

sodass fiir 1 <7 < [lentweder (z;,_1,7;) € I und g (x;_1,x;) < c(x;_1,x;) oder (x;, ;1) €
I und ¢ (x;, z;-1) > 0. Die Zahl [ nennen wir die Léinge des Weges.

Wir schreiben Ui (y, z) fiir die kiirzeste Léange eines vergrossernden Weges von y nach
z bzgl. @k, mit der Vereinbarung, dass lx(y, z) := 400, falls kein solcher vergriossernder
Weg existiert, und wir setzen [ (z,z) := 0 fiir alle z € X.

Durch "Zwischenstopps’ konnen keine Teilwege entstehen, die kiirzer sind als die ent-
sprechenden Teile eines kiirzesten vergrossernden Weges:

Lemma 3.3.3. Sei 0 < k <n, m:=l(a,b) und sei
a = Xg, T1, ooy Ty =>

ein kiirzester vergréssernder Weg von a nach b bzgl. . Dann gilt fir jedes x = x;,
0<j5<m, dass
l(a,z) =7 und lp(x,b) =m — j.

Beweis. Klar ist, dass my := ly(a,z) < j und mg := l(x,b) < m — j sein miissen, also
auch my + mo < m.

Seien nun a = Yo, Y1, -y Ym, =  Und x = 29, 21, ..., Zm, = b vergrossernde Wege
kiirzester Lange bzgl. ¢x. Dann ist a = yo, Y1, ooy Ymy = T = 20, 21, -y Zm, = b €in
vergrossernder Weg von a nach b. Setzen

po=min{l <i<m: y; € {20, ..., Zmy } }-

Die Menge auf der rechten Seite ist immer nichtleer, denn y,,, = 2. Sei nun v € {0, ..., mo}
so gewdhlt, dass y,, = z,. Dann ist

@ =Yo5 -y Yu = 2> Zut1s o Zmy = b

ein vergrossernder Weg bzgl. ¢, von a nach b. Fiir seine Lénge L gilt natiirlich L >
li(a,b) = m. Andererseits haben wir wegen my < j und my < m — j auch

L<my+my<j+(m—j)=m,
also m1 + mo = m, und das geht dann aber nur mit m; = 5 und ms = m — j. O

Korollar 3.3.4. Sei 0 <k <n und v = (z,y) € I".
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(i) Ist v beim Ubergang von gy 2u pryy eine Vorwdirtskante, so gilt
lk(“a $> +1= lk’<a7 y)
(i4) Ist v beim Ubergang von @y, 2u pryq eine Rickwdirtskante, so gilt

l(a,y) + 1 = lg(a, x).

Beweis. Sei a = xg, ..., m = b der beim Ubergang von ¢, zu ¢y, verwendete ver-
grossernde Weg von a nach b bzgl. ;. Ist v eine Vorwértskante, so gilt + = z; und
y = xj41 fiir ein geeignetes j und somit nach Lemma 3.3.3 lx(a,y) = j + 1 = lx(a, z) + 1.
Ist v eine Riickwértskante, so gilt * = z;41 und y = x; fiir ein geeignetes j und somit
lp(a,x) =5+ 1=1I(a,y)+ 1. O

Ein upgrade von ¢ zu i1 kann Teilwege hochstens verlangern:

Lemma 3.3.5. Seix € X und 0 < k < n. Dann gilt
ler1(a, ) > lp(a,x)  und  lppi(x,0) > lp(x,b).

Beweis. Wir beweisen die erste Ungleichung, die zweite folgt analog.
Sei m := lg11(a, z) und
a = Tg, L1y eeey Ty =T

ein vergrossernder Weg kiirzester Léange bzgl. ppy1.
Wir behaupten: Fiir 1 <17 < m gilt
le(a,z;) < lg(a,z;—1) + 1.

Das impliziert dann

lp(a,x) = lk(a, zm) < l(a,zpmq) +1 < .0 < lk(a,x0) +m =m = lpy1(a, ).
(a,a)=0
=li(a,a)=

Um die Behauptung zu zeigen, sei nun 1 < i < m. Ist v Vorwirtskante beim Ubergang
VON Qg1 ZU Prio, dh. v = (z;29,7;) € TV und @r1(y) < c(y), dann gibt es zwei
Moglichkeiten fiir ¢y

(1a) Es konnte sein, dass ¢x(y) < ¢(7). In diesem Falle sei

/ /
a=xy .., Ty = Ti

ein vergrossernder Weg kiirzester Lénge bzgl. ¢ von a nach z; ;. Dann ist
— r_
=Ty, -y T = Tj—1, T4

ein vergrossernder Weg kiirzester Lénge bzgl. ¢, von a nach z;, und somit wegen
Korollar 3.3.4
l(a,z;) <1+ 1=1l(a,z;—1) + 1.

(1b) Andernfalls muss ¢x(y) = c(y) sein. Dann muss 7 eine Rickwirtskante beim
Ubergang von ¢, nach ¢, gewesen sein, und nach Korollar 3.3.4 Iy(a, z;) + 1 =
lp(a, x;—1), also

l(a, ;) = lg(a,xi—1) — 1 < lp(a,z;—1) + 1.
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Ist v Riickwirtskante beim Ubergang von @1 zu prye, dh. v = (z5,2,_1) € TV und
wr+1(7) > 0, dann hat man wieder zwei Moglichkeiten:

(2a) Es konnte sein, dass () > 0. In diesem Falle kann man wie in (1a) argumentieren.

(2b) Andernfalls muss ¢;(y) = 0 sein. Dann muss v beim Ubergang von ¢ to @p4y
eine Vorwirtskante gewesen sein, und es folgt, dass lx(a,x;) + 1 = lx(a, z;,_1), also
insbesondere lx(a, z;) < lx(a,z;—1) + 1.

]

Eine spezifische Kante kann in einem vergrossernden Weg eine derjenigen Kanten
sein, die festlegen, wie sehr der Wert des Flusses erhoht werden kann. Das ist dann
der Fall, wenn im betreffenden Vergrosserungsschritt der Fluss auf dieser Kante 'voll
aufgedreht’ oder ’ganz ausgetrocknet’ wird. Diesen Umstand formalisiert man mit dem
Begriff des 'Flaschenhalses’” (bottleneck), die Intuition dabei ist, dass so eine Kante dann
‘eine besonders diinne Stelle’ ist, die die mogliche Flussvergrosserung limitiert.

Definition 3.3.6. Eine Kante v € I heisst Flaschenhals beim Ubergang von ¢y zu @1,
falls

ep(7) <c(y) und () = c(v)

oder
or(v) >0 und  @pia(y) = 0.

Diese Definition ist ein gutes tool, denn sie erlaubt ein Abzdhlargument. Wir kléiren
dazu, wie sich vergrossernde Wege mindestens verlangern miissen, wenn eine Kante in
verschiedenen Vergrosserungsschritten als Flaschenhals auftacht.

Satz 3.3.7. Sei 0 < k < m < n und v € " ein Flaschenhals, sowohl fir den Ubergang
von @ nach i1, als auch fir den von @, nach @u,+1. Dann gilt

lm(a’v b) Z lk(a7 b) + 2.

Beweis. Sei vy = (z,y).

Der erste Fall, der eintreten kann, ist, dass v beim Ubergang von ¢, nach ¢y, eine
Vorwiértskante ist, also pr(v) < ¢(v) und @ri1(y) = ¢(v). Da 7 ein Flaschenhals beim
Ubergang von ¢, zu ¢,,1 ist, kann es nicht passieren, dass

op(7) =c(y) firallek+2<p<m+1.
Sei also p gegeben mit £+ 1 < p < m und
pp(7) =c(y)  wnd  @pa(7) <c(v),
~ ist dann Riickwértskante beim Ubergang von ©p zu ppy1. Nach Korollar 3.3.4 dann also
l(a,z) +1=1Ul(a,y) und Il(a,y)+1=1(a,x).

Mit Lemma 3.3.5 und Lemma 3.3.3 folgt dann

Im(a,b) > ly(a,b) = lp(a,x) + ly(x,b) = lp(a,y) + 1 + (. p)
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Der zweite Fall, der eintreten kann, ist, dass v beim Ubergang von ¢ nach ¢,y
eine Riickwartskante ist, also () > 0 und ¢g41(y) = 0. Dann kann man wie oben
schlussfolgern, dass es ein k + 1 < p < m gibt mit

op(7) =0 und  @,(y) >0,

d.h. 7 ist Vorwirtskante beim Ubergang von ¢, zu ¢,.1. Die gleiche Rechnung wie im
ersten Fall, nur mit # und y vertauscht, liefert wieder

Im(a,b) < li(a,b) + 2.

Wir erhalten den folgenden Satz von Edmond-Karp.

Satz 3.3.8. Fiihrt man den Algorithmus von Ford-Fulkerson in einem Netzwerk N =
((X,T),a,b,c) mit kiirzesten vergrissernden Wegen durch, so wird nach hichstens

1

L HX - HT

2
Flussvergrosserungen ein Maximalfluss erreicht.

Dieser Satz liefert also eine Laufzeitschranke, die nur von der Anzahl der Knoten und
der Anzahl der Kanten in G = (X, I") abhéngt.

Beweis. Sei li,(a, b) wie oben definiert durch eine Folge von Fliissen ¢y, 1, ..., on, wobei ¢,
ein Maximalfluss ist und ¢y aus ¢y ermittelt wird ldngs eines kiirzesten vergrossernden
Weges, und sei v € I''. Nach Satz 3.3.7 erhoht sich li(a, b), k = 0,...,n—1 zwischen je zwei
Schritten, in denen v Flaschenhals ist, um mindestens 2. Andererseits ist trivialerweise

fiir alle k. Also ist die Anzahl der Flussvergrosserungen mit v als Flaschenhals beschrankt
durch % #X. Da es #I” Kanten verschieden von (b,a) gibt, und bei jeder Flussver-
grosserung mindestens eine davon Flaschenhals ist, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 3.3.9.

(i) In Beispiel 3.1.1ist #X = 5, #I” = 8, also ergibt sich die obere Schranke %-5~8 =20
fiir die Laufzeit. Tatsdchlich hatten wir nur 4 Schritte benotigt.

(ii) Sieht man die Vergrosserung des Flusses auf einer Kante auch als einen Rechen-
schritt an, so ist der Aufwand fiir eine einzelne Flussvergrosserung proportional zur
Anzahl der Kanten in dem vergrossernden Weg, und man erhélt einen Gesamtauf-
wand der Grossenordnung

O(F#X - (#1")%).

Bemerkung 3.3.10. Ein weiterer Algorithmus zur Auffindung eines Maximalflusses ist
der von Goldberg-Tarjan (push-relabel-Algorithmus), er ist der effizienteste bekannte Al-
gorithmus fiir das Flussproblem. Schreiben wir n = #X und m = #I”, so hat man
Schranken der Ordnung O(n-m?) fiir Ford-Fulkerson (bzw. Edmond-Karp) und O(n?-m)
fir Goldberg-Tarjan. In vielen Anwendungen ist m ~ n? (ansonsten wire der Graph
'sparse’), und es ergibt sich O(n%) fiir Ford-Fulkerson und O(n?) fiir Goldberg-Tarjan.
Man kann durch weitere Verbesserungen mit Goldberg-Tarjan sogar O(n?) erreichen.



Kapitel 4

Spieltheorie

4.1 Einleitung
Was wollen wir im Allgemeinen unter einem Spiel verstehen?

e Ein Spiel ist ein mathematisches Modell fiir eine Konfliktsituation zwischen mehre-
ren Beteiligten.

e Die Beteiligten haben Auswahlmoglichkeiten fiir Handlungen. Diese erbringen einen
gewissen Nutzen.

e Wir befassen uns mit strategischen Spielen, bei denen der Ausgang vom Verhalten
der Beteiligten abhéngt (im Gegensatz zu Gliicksspielen).

e Eine Strategie eines Spielers ist eine vollstiandige Voraus-Festlegung seiner Hand-
lungen fiir alle denkbaren Spielkonstellationen.

e Ziel der Spieltheorie ist es zum Beipiel Vorhersagen, Erklarungen, Untersuchungen
und Anweisungen fiir Spiele zu liefern

Was fiir Arten von Spielen gibt es?
e Zahl der Spieler: 2-PS (Zweipersonenspiele) n-PS (n-Personenspiele)
e kooperative und nicht kooperative Spiele
e Spiele mit und ohne Seitenzahlungen (Bestechung)

e Nullsummen- und Nichtnullsummenspiele

4.2 Minimax-Stratgien

Definition 4.2.1. Ein Zweipersonen-Nullsummenspiel (2-PNSS) liegt in Matrixform vor.
Die Zeilen stehen fiir die Strategien des Spielers I, die Spalten fiir die Strategien des
Spielers II. Ein Eintrag a;; der Matrix gibt den Gewinn von I und den Verlust von II an
fiir den Fall, dass I die Strategie der Zeile ¢ und II die Strategie der Spalte j spielt.

Die Auswahl von Strategien also Auswahl einer Zeile ¢ und einer Spalte j nennen wir
Strategiepaar (i, 7).

93
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Definition 4.2.2. Eine Strategiepaar (i, j) ist im Gleichgewicht, falls kein Spieler durch
Anderung seiner Strategie einen Auszahlungsvorteil erhalten kann. Die Auszahlung a;;
heifit dann Sattelpunkt.

Korollar 4.2.3. Eine Strategiepaar (i, j) einer m x n-Auszahlungsmatriz A = (a;;) ist
im Gleichgewicht, genau dann wenn

a;; = min{a;, |1 <k <n}

und
a;; = max{a; |1 <1 <m}

qgilt.

Beispiel 4.2.4. In der folgenden Matrix ist ass = 2 ein Sattelpunkt.

5 1 3
3 2 4
-3 0 4

Proposition 4.2.5. Sind (i,j) und (i, j") Sattelpunkte in A, dann sind auch (i,7") und
(i',7) Sattelpunkte in A und es gilt a;; = a;jy = ay; = aj.

Beweis. Aus den Sattelpunktseigenschaften folgen
aij < Qi < Qg
und
Q1 5 S Q5 S Qjj.

Also a;; = a;y = ayj = ayy. Wegen dieser Gleichheiten gilt: mit a;j» auch a;; Minimum
seiner Zeile. Genauso ist mit a;; auch a;; Maximum seiner Spalte. Also ist auch (7, j) ein
Sattelpunkt. Analog zeigt man, dass (7, ;') ein Sattelpunkt ist. H

Beispiel 4.2.6. In der folgenden Matrix gibt es keinen Sattelpunkt.

()

Spieler II kann hochstens 3 = min; max; a;; verlieren, Spieler I kann mindestens 2 =
max; min; a;; gewinnen.

Definition 4.2.7. Bei einem 2-PNSS besiztz Spieler I den Gewinnsockel
vy = max mjin{aij}

uns Spieler II den Verlustdeckel
vjy 1= minmas{a; )

Lemma 4.2.8. Es qgilt stets

* *

v < Vg
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. . o . . . . . .
Beweis. Sei ap, = v] und ag = vj;. Dann ist ap, ein Minimum in der p-ten Zeile und ay
ein Maximium in der t-ten Spalte. Daher gilt

* _ *
Ui = Qst = Apt 2 Apg = V.

Lemma 4.2.9. Genau dann ist a;; ein Sattelpunkt von A, wenn vi = vi; = a;; gilt.

Beweis. Es sei a;; ein Sattelpunkt. Die Minima der Zeilen seien z, := min,{a,,}. Also gilt
a;; = %. Angenommen es gibt ein z, mit z; > z;. Dann folgt aus z; = min {a,,} > 2z; auch
as; > z; = a;j. Daher ist a;; nicht das Maximum seiner Spalte, also kein Sattelpunkt. Die
Annahme ist demnach falsch, es gilt also z, < z; fiir alle s und man berechnet

* —_— 3 .. — e . ..
v = miaxmjln{aw} = maxz, = 2 = aij.

Fiir vj; argumentiert man analog.

Nun gelte v; = a,y = as = vj;. Da ap, das Maximum von Zeilenminima ist, ist a,,
selbst das Minimum seiner Zeile, also gilt a,, < a,. Da ag das Minimum von Spaltenma-
xima ist, gilt analog as > a,. Insgesamt folgt

Qpg = Qpt = At

also ist a,; das Maximum seiner Spalte und das Minimum seiner Zeile. O

Beispiel 4.2.10. Wir betrachten die Auszahlungsmatrix fiir das Spiel Stein-Schere-Papier:

0 1 -1
-1 0 1
1 -1 0

Es gibt keinen Sattelpunkt, es gilt v; = —1 und vj; = 1.

4.3 Gemischte Strategien

Definition 4.3.1. In einem 2-PNSS habe ein Spieler m € N Strategien zur Wahl. Eine
gemischte Strategie ist ein Vektor x € R™ mit

z > 0 und ixizl.

i=1
Die z; benennen also die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Spieler Strategie i spielt.

Lemma 4.3.2. Bei einem 2-PNSS mit Auszahlungsmatriz A = (a;j) seien x € R™ und
y € R™ gemischte Strategien fiir Spieler I bzw. II. Wihlen die Spieler die Strategien
unabhdngig voneinander, so betrdgt die erwartete Auszahlung

Z Z TiQiY; = Q}TAy .

Beweis. Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit hat man die Multiplikativitét:
P( I spielt ¢ und II spielt j) = P( I spielt ¢) - P( II spielt j) = z; - z;.
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Alles weitere ist Gewichtung der Spielausgénge. O

Spielt Spieler I die Strategie x und Spieler IT weify das, so wird Spieler II seine Strategie
y so wihlen, dass die erwartete Auszahlung z7 Ay minimal ist. Dann ist

vr(z) := min{a’ Ay | y Strategie fiir 1T}

die Auszahlung fiir I. Fiir festes z liegt also ein lineares Optimierungsproblem in y mit
Nebenbedingungen y > 0 und ) y; = 1 vor. Diese liefern eine kompakte Teilmenge des
R"™, daher wird das Minimum angenommen. Betrachten wir als zuldssigen Bereich das
Polyeder

P={yeR"|y>0, ) y <1}.

j=1
Das Minimum wird in einer Ecke von P angenommen. Nun ist P aber das Einheitssimplex
mit den Einheitsvektoren e;, 1 < 7 < n als Ecken. Also gilt

v7(z) := min{a’ Aey, ..., 2" Ae, }.
Mit gemischten Strategien kann sich Spieler I demnach
vr := max{vs(x) |z Strategie fiir I} (4.1)
= max{min{z” Ae,, ..., 27 Ae,} | z Strategie fiir I}
sichern. Umgekehrt kann sich Spieler II gegen einen hoheren Verlust als
vyr = min{max{e] Ay, ..., el Ay} |y Strategie fiir II}

absichern. Betrachten wir nun die Menge

P = {(x,/\) ER™ xR|z>0,v/(x) 2/\,2%: 1}
i=1

und die lineare Funktion
fPR"XR—=R, f(z,\):=A\
Dann ist
v = max{f(x,\) | (x,\) € Pr} = f(z",vp),

denn wir wissen bereits dass v; als Maximum in (4.1) auftritt. Nun 148t sich P; auch
schreiben als

P = {(x,)\) ER" xRz >0,Vje{l,...,n}: 2" Ae; > )\,in = 1}
i=1
und man erhélt ein lineares Optimierungsproblem fiir Spieler I:
f(z,A) := X = max, (z,\) € Pj.
Das dazu duale Problem lautet

g(ynu) =R min, (yau’) € P
wobei
P = {(y,u) ER"xR|y>0,Vie {1,...,m}:eiTAy§u,Zyj = 1}
j=1

gilt und es gilt
vrr = min{g(y, ) | (y, ) € Prr} = g(y™, vir).
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Satz 4.3.3. Fiir 2-PNSS qilt v; = vrr. Diese Werte und Strategien fiir Spieler I und I1
konnen mit einem linearen Optimierungsprobelem ermittelt werden.

Beweis. Die zueinander dualen Optimierungsprobleme haben wir schon hergeleitet. Da
A, i € R frei wihlbar sind, ist sowohl P; als auch Py nichtleer. Aus dem Dualitétssatz
folgt nun die Behauptung. O]

4.4 Bimatrixspiele

Fiir ein Spiel mit zwei Spielern habe Spieler ¢ genau k; € N Strategien zur Verfiigung.
Die Auszahlungsfunktion fiir Spieler ¢ konnen wir als eine k; x ko Matrix A; definieren.
Spielt Spieler j die Strategie [;, so erhélt Spieler i die Auszahlung (A;), 1,)-

Das Tupel (A;, Ay) nennen wir Bimatrizspiel.

Definition 4.4.1. Ein Paar (z*,y*) von gemischten Strategien fiir ein Bimatrixspiel
(A1, Az) nennt man im Gleichgewicht, falls fiir alle anderen gemischten Strategien (z,y)
gilt:

e" Ayt < ()T Ay und (29T Ayy < (2)T Ayt

Bemerkung 4.4.2. Sind (2*,y") im Gleichgewicht, so kann keiner der Spieler seine er-
wartete Auszahung durch eine Anderung seiner Strategie verbessern.

Satz 4.4.3. (Fizpunktsatz von Brouwer) Sei f eine stetige Abbildung von einer nichtlee-
ren, kompakten, konvexen Teilmenge eines endlichdimensionalen Banachraumes in sich
selbst. Dann hat f einen Fixpunkt.

Satz 4.4.4. Jedes Bimatrizspiel besitzt ein Strategiepaar im Gleichgewicht.

Beweis. Es seien A; und A, die Matrizen des Spiels. Es seien

Slz{JTZ(Il,...,JTn)ERn' szzl}
i=1

So={y= .- ym) ER™| Y y; =1}
j=1

die Mengen der gemischten Strategien. Zu (z,y) € Sy x Sy definieren wir firi € {1,...,n}
und j € {1,...,m}

ci(z,y) := max{0,el Ajy — 27 Ay},
d;(x,y) == max{0,z" Age; — 27 Agy}.

Jedes z € 9 laBit sich als Konvexkombination der Ecken des Simplex S; dartstellen, also

n
Z = E Zi€;.
i=1

Angenommen fiir alle i € {1,...,n} gilt ¢;(x,y) = 0. Dann folgt fiir jede Strategie z € Si:

n n
ZTAly = Z zieiTAly < Z ZixTAly = ;CTAly_

i=1 i=1
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Falls d;(z,y) = 0 fur alle j € {1,...,m} gilt erhalten wir fiir jede Strategie z € Sy:
2t Ay = Z zjxt Age; < Z zixt Agy = 27 Agy.
i=1 i=1

Das bedeutet, dass (x,y) in diesem Fall ein Gleichgewichtspunkt ist.
Wir definieren nun eine Abbildung

T:S; xSy — S xS, T(x,y)::( x+c(z,y) y+d(z,y) )

1+>70 alxy) 1+ Z;nzl di(x,y)

Damit ist T" wohldefiniert und stetig. Wir wollen nun zeigen, dass folgendes gilt:
T(x,y)=(zr,y) < Vi:cg(r,y)=0AVj:d;j(z,y)=0.

Die Richtung <« ist trivial. Fiir die andere Richtung sei nun (x,y) ein Fixpunkt von 7.
Angenommen es sind alle ¢;(z,y) > 0. Da sich z als Konvexkombination darstellen 1a83t
ergibt sich daraus der Widerspruch 7 A,y > 27 Ay aus der Definition von ¢;(x,y). Also
gibt es einen Index [ mit ¢;(x,y) = 0. Fiir die [-te Koordinate des Fixpunktes ergibt sich

daraus
T+ ¢ ]

1 +Z?:1 ci(x,y) N 1+Z?:1 Ci(lﬂay).

Daher muss > | ¢;(z,y) = 0 und somit ¢;(z,y) = 0 fiir alle ¢ gelten. Analog sieht man
das fiir d und die Richtung = ist gezeigt.

x

Es ergibt aich also:
T(z,y) =(z,y) < (x,y)ist im Gleichgewicht.

Da f eine stetige Selbstabbildung auf der konvexen und kompakten Menge S; x S5 ist,
liefert der Fixpunktsatz von Brouwer den gewiinschten Fixpunkt von 7. O

Beispiel 4.4.5 (Battle).

4 0 1 0
Al - AQ -
-1 1 -1 4
Gleichgewichtspaare fiir Spieler 1 und 2 sind:
e (1,0) und (1,0) mit Auszahlung (4,1).

e (0,1) und (0,1) mit Auszahlung (1,4).

Wegen der unterschiedlichen Auszahlungen sind diese Paare nicht besonders attraktiv,
denn wer sich zuerst festlegt zwingt den anderen in das Gleichgewichtspaar. Keine Gleich-
gewichtspaare sind hingegen:

e (1,0) und (0, 1) mit Auszahlung (0, 0).

e (0,1) und (1,0) mit Auszahlung (—1,—1).
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Wir betrachten die gemischten Strategien. Spieler 1 spiele mit (p, 1 —p) und Spieler 2 mit
(¢,1 — q). Die erwarteten Auszahlungen fiir Spieler 1 bzw. 2 sind

fip.q) =p(6g —1)+1—2q, falp,q) = q(6p —5) +4(1 — p). (4.2)

Fiir ¢ = % kann Spieler 1 seine Auszahlung nicht mehr beeinflussen. Fiir p = % trifft das
auf Spieler 2 zu. Daher ist

(p1=p)= (%), (¢1-q) =(52)

ein Gleichgewichtspaar. Die erwartete Auszahlung betrégt dann fur jeden.

Also ergibt sich bei der radikalen Losung jeweils etwas besseres als bei dem Kompro-
miss.

Spielt aber Spieler 2 mit ¢ > %, so ist 6¢ — 1 > 0 und Spieler 2 kann fiir p = 1 seine
Auszahlung maximieren. Er wéhlt also die reine Strategie von oben. Spielt Spieler 2 mit
q< %, so ist 6g — 1 < 0 und Spieler 1 whlt p = 0.

Zum Vergleich berechnen wir nun die Minimax-Strategien fiir beide Spieler. Fiir Spieler
1 verwenden wir (4.1) mit Auszahlungsmatrix A; und die Strategie z = (p,1 — p):

vi(z) = min{z" Aje;, 27 Ajes} = min{5p — 1,1 — p}

also
v; = max{v(z) | p € [0,1]} =
Analog erhalten wir fiir Spieler 2 mit Strategie y = (g, 1 — q) und Matrix A,:

vy = max {min{ef Aoy, e5 Aoy} | ¢ € [0,1]}} = 2 =t go.

Die Auszahlungen geméfl (4.2) berechnen sich zu

filpo,1=po) = 2 = fo(go, 1 — qo)-

Man erreicht also genauso viel wie beim obigen Gleichgewichtspunkt. Allerdings handelt
es sich hier nicht um einen solchen.

Bemerkung 4.4.6.
e Gleichgewichtspunkte sind nicht automatisch Minimax-Strategien und umgekehrt.
e Verschiedene Gleichgewichtspunkte konnen verschiedene Auszahlungen haben.

Bemerkung 4.4.7. Die Methode im Beweis von (4.4.4) kann man zum Berechnen von
Gleichgewichtspunkten verwenden.

4.5 Kooperative Spiele

Wir betrachten ein Bimatrixspiel. Ein Auszahlungspaar (z1,z) € R? nennen wir Garan-
tiepunkt, falls sich Spieler ¢ mindestens x; sichern kann. Mit gemischten Strategien konnen
sich die beiden Spieler mit ihrer Maxmin-Strategie (4.1) jeweils mindestens v; bzw. ve an
Auszahlung sichern. Daher ist (v1,v2) ein Garantiepunkt.

Definition 4.5.1. Die Menge

A = {(z,A) |z € R, A C R’ konvex und kompakt,
Vace A:x<a,dd € A:x<d}
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Bemerkung 4.5.2.

e Die Menge A ist die Menge der Auszahlungskombinationen, die die Spieler fiir
realitisch halten. Ein Element (z, A) € A nennen wir Verhandlungssituation. Die
Menge A selbst Verhandlungsmenge.

e Dabei ist x ein Garantiepunkt. Aber es gibt fiir beide eine echte Verbesserung a’ € A.

e Gesucht ist nun eine Verhandlungslosung zu jedem (x, A) € A. Der Garantiepunkt
(v1,v9) ist eine solche und kann als Konfliktlésung betrachtet werden

e Die Konvexitdt von A ergibt sich aus der Annahme, dass die Spieler aus einer
Verhandlungsmenge durch eine Lotterie neue Verhandlungsmengen erzeugen kénnen
bzw. wollen.

Definition 4.5.3. Eine Verhandlungslisung auf A ist eine Abbildung
0: A— AcCR?

die jedem (z, A) eine Auszahlungspunkt p(z, A) € A zuordnet.

Man versucht nun verniinfitge Anforderungan an ¢ zu stellen, so dass eine Losung
eindeutig festgelegt ist. Die folgenden hat Nash 1950 formuliert.

Axiome 4.5.4.

R1 ,Individuelle Rationalitét®

V(z,A)e A : p(z,A) > x.

P1 , Pareto-Optimalitat”
o(x,A) € Py(A):={ac A| Aye A : y>a}.
S1 ,Symmetrie®
Fiir eine symmetrische Verhandlungssituation (z, A), das bedeutet
r1=x9 und (ai,a2) € A& (az,a1) € A

gilt
(p(z,a)); = (p(z,a)),.

T2 ,, Unabhéngigkeit von positiven lineraen Transformationen*
Sind oy, s > 0 und B, 82 € R und T : R? — R? definiert durch

T(a1,as) := (aqay + P, azas + Po)

dann gilt
V(r,A)e A ¢(T(x), T(A) = T(p(x, A)).

U ,,Unabhégigkeit von irrelvanten Alternativen*
Sind (x, A), (z, B) € A mit ¢(z, A) € B C A, dann gilt

gp(.il?, B) = gD(:L’,A).
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Bemerkung 4.5.5.

R1 Niemand wird sich mit weniger begniigen, als man ohne Verhandlung erreichen
kann.

P1 Es soll keine gleichzeitige echte Verbesserung geben.
S1 Symmetrische Verhandlungssituationen ergeben symmetrische Konsequenzen.

T2 Ersetzt ein Spieler seine Verhandlungssituation durch eine Aquivalente, so gewinnt
oder verliert er dadurch nichts in der Verhandlungslosung.

U Eine anerkannte Losung soll sich nicht &ndern, wenn man einige Verhandlungssi-
tuationen, die man vorher nicht betrachtet hat weglédsst. Dazu ein Beispiel. Es sei

A= {(a1,a2) €R?|ar +ap <1}, x=(0,0).

11

Nach Axiom S1 und P1 muss die Losung (3, 5) sein. Schrénkt man nun A wie folgt

ein
B:=An{a <31}

so bleibt (3,3) nach Axiom U die Lésung. Spieler I erhilt sein Maximum aber

Spieler IT kénnte mehr bekommen.

Wir wollen im folgenden zeigen, dass es nur eine Verhandlungslosung gibt, die den
Axiomen geniigt.

Lemma 4.5.6. Sei (v, A) € A, A # () eine Verhandlungssituation. Dann gibt es genau
emn

a* = (af,a3)" € A,
das die Funktion
JiA=R, f ((a1,a2)T) = f(a1,a2) := (ay — x1)(ag — x2)

maximaiert.
Beweis. Die Abbildung f ist stetig auf der kompakten Menge A, dager ist

M :=max{f(a)|a A} € R.
Da es definitionsgeméf ein a’ € A mit «' > x gibt, gilt M > 0. Angenommen es gibt
verschiedene (a/, ay)? und (af,ay)? aus A mit

M = f(ay, a3) = f(af, a3).

Falls a] = af gilt, so folgt a} = aj aus M > 0. Daher muss oBdA a} < af gelten. Da
beide Tupel auf M abgebildet werden, ergibt sich daraus a), > aj. Nun betrachten wir die
Konvexkombination

b:=1(d+a") € A
Damit ergibt sich

f0) = (501 +ai) — z1)) (5(a + a3) — 22))

(@) = z1)(ay — x2) + 5(af — x1)(aj — x2) + §(d} — af) (a5 — a))
fla') +5f(a") + 3(ay — af)(as — ay)

= M+ 1(d} — af)(a5 — a))

> M

I
N[ N—=

Also ist die Annahme falsch und die Maximalstelle somit eindeutig. O
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Lemma 4.5.7. Vorgelegt sei die Situation aus Lemma (4.5.6) und die Abbildung
h(ay,az) == (a] — x1)as + (a5 — x2)a;.
Dann gilt fir alle (a1,a2) € A :
h(ai,as) < h(aj,al).
Beweis. Es sei € € (0,1] und a € A. Dann ist auch die Konvexkombination
a*+ela—a*)=(1—¢€)a"+ea

in A. Nach Lemma (4.5.6) maximiert a*, also

(a) —z1)(ay —x2) > (ay + €(a1 — aj)(a; + (G2 — a3)) (4.3)
= (a} — x1)(a5 — x3) + (a1 — af)(az — a3) (4.4)
+e(ay — x1)(ae — a3) + €(ay — x2)(a1 — aj) (4.5)

Umstellen ergibt
e(ar — aj)(az — a3) = (ay — 21)(a2 — a3) + (a3 — x2)(a1 — aj)
Nun liefert ¢ — 0 und ausrechnen die Behauptung
h(ai,as) < h(aj,as).

]

Satz 4.5.8. FEs gibt nur eine Verhandlungslisung, die die Aziome 1 bis & erfillt. Diese
Lésung ist der Punkt a* aus Lemma (4.5.6) und wird Nash-Losung genannt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass ¢((z, A)) := a* die Axiome erfiillt.
Fiir Axiom R1 folgt dies direkt aus der Definition.

Gébe es y € A mit y > a* wiirde dies der Maximalitét von f(a) widersprechen. Also gilt
Axiom P1.

Fiir die Maximierung gilt die Unabhéngigkeit von irrelevanten Alternativen offensichtlich,
denn maximiert man iiber die Menge A und findet die Maximalstelle in B C A, so ist die
Stelle auch fiir B maximale Stelle.

Fiir eine Transformation T'(a1,as) := (aja; + f1, aeas + (o) berechnet man fiir die Ver-
handlungssituation (7'(x),T'(A)):

f(T(ar,a2)) = (a1a1+ B — a1z — fr)(eas + P2 — agwa — o)
= 061042<a1 — xl)(ag — LITQ).

Wegen aq, ap > 0 maximiert a* auch f o T, daher gilt
p(T(2), T(A)) = (ana] + Br, aza; + B2) = T(p(z, A)).

Zur Symmetrie: es sei x; = xo. Falls (a},a}) die Funktion f maximiert, so maximiert
damit auch (a3, a}). Aus der Eindeutigkeit folgt a} = a3.

Es bleibt zu zeigen, dass kein anderer Vektor aus A die Axiome erfiillen kann. Sei also a*
die Losung zu (x, A). Wir betrachten die Menge

U = {(ur, ug) | h(ur, ug) < haj, as)} .
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Aus Lemma (4.5.7) wissen wir, dass A C U gilt. Wir betrachten die positive lineare
Transformation

Uy —T1 Uz — T2 I,
T:U—-=TU) =V, T = =: .
O)=Ve Tl = (B2 220 )
Es gilt
(Ul,’LLQ) GU@U&"‘U&SQ,
daher ist
Vo= {(u}, up) |uy +uy < 2}

Offenbar gilt T'(x1, x2) = (0,0). Die Losung geméf der Axiome der Verhandlungssituation
(V,0,0) bekommen wir so: wegen der Symmetrie muss diese die Form (v,v) € V' haben.
Aber nur (1,1) ist in V' pareto-optimal. Durch Riicktransformation erhalten wir daher
eine eindeutige Losung (u},u}) fur (z,U) durch

(17 1) = T(UT, US)

Einsetzen in T liefert dann u; = af,us = a5. Wegen a* € A C U folgt aus der Un-
abhéngigkeit von irrelevanten Alternativen, dass a* auch die einzige Losung fiir (z, A)
ist. [

Beispiel 4.5.9. Wir betrachten Verhandlungen zwischen einem Unternehmen und Ar-
beitskriften. Das Unternehmen ist durch eine Produktionsfunktion f charakterisiert. Die
Produktion f hénge nur von der Anazahl a der Arbeitskrifte ab. Sie sei monoton wach-
send und konkav. Es sei w die Lohnhohe einer Arbeitskraft. Das Verhandlungsziel ist eine
Lohnhohe und ein Beschéftigungsniveau (w,a) zu bestimmen. Bei einer anderen Firma
wird mit Lohn wy vergiitet. Der Gewinn der Firma ist f(a) — wa. Der Gesamtlohn der
Arbeiskrifte betrigt wa+ (A —a)wy. Dabei ist A die Anzahl der insgesamt zur Verfiigung
stehenden Arbeitskrifte fiir die Firma. Die Menge

V' = {(f(a) —wa,wa+ (A — a)wy) | f(a) > wa,0 <a < Aw>w} CR?

enthélt demnach Elemente der Verhandlungsmenge. Fiihren die Verhandlungen zu keinem
Ergebnis, so werden die Arbeitskréfte abwandern. Die Konfliktlosung ist daher (0,wyA).
Fir v = (vy,v9) € V' gilt

V1 + Uy = f(a) + U)()(A - CL).

Wegen der Stetigkeit nimmt der Ausdruck auf der rechten Seite in einem a* € [0, A] ein
Maximum an. Die Menge der Verhandlungslosungen kénnen wir nun so darstellen:

Vo= {(v,v2) o1 +v2 < f(a”) + (A —a")wo,v1 > 0,05 > woA}.

Diese Menge zusammen mit der Konfliktlosung geniigt der Definiton einer Verhandlungs-
situation.

Wir wollen das Verhandlungsergebnis berechnen. Wegen der Pareto-Optimalitdt muss
fiir ein Verhandlungsergebnis in V' Gleichheit v, + vy = f(a*) + (A — a*)wy eintreten.
Daher muss das Beschéftigungsniveau a* sein, denn fiir ein anderes a wird ja v1 + vy =
f(a) + wo(A — a) nicht maximal. Nun miissen wir die Funktion

f(v1,v9) := (v1 — 0)(ve — woA)

maximieren. Wegen
vy = f(a*) + (A —a")wy — vy
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missen wir
max (f(a*) + (A — a")wy — v2)(va — woA)

v2

berechnen. Die Ableitung nach vy verschwindet fiir
vy = 3(f(a*) 4+ 2weA — a*wy).
Um die Losung fiir den Lohn w zu erhalten 16sen wir

5(f(a*) + 2weA — a*wy) = wa* + (A — a*)wy

w=z (£ w).

Beispiel 4.5.10 (Drohungen). Wir betrachten ein Bimatrixspiel gegeben durch

4 8 8 4
A= und B = .
0 6 —g -2

Die Verhandlungsmenge sei damit

k({(4,8)",(8,4)",(0,-2)T,(6,-2)"}).

Ein Gleichgewichtspunkt reiner Strategien ist (4,8)7. Mit der Minimax-Strategie kann
sich Spieler A geméf} seiner Auszahlungsmatrix mindestens 4 sichern, Spieler B hingegen
nur -2. Vereinbart man (4, —2)7 als Garantiepunkt muss man fiir die Nash-Losung auf
y =12 — 2 und 4 < x < 8 die Funktion

(r=4)(y+2) = (r - 4)(14 —2) = [(z)

maximieren. Das lokale Maximum von f liegt bei z = 9. Maximieren von f auf [4,8§]
liefert daher die Nashlésung (8,4)7. Das ist fiir Spieler A besser als vorher.

nach w auf und erhalten

Wenn sich Spieler B auf —2 als Verhandlungsbasis einlésst, dann fahrt er aber mit seiner
anderen Strategie ¥, in der er —g bekommt, nicht viel schlechter. Das wiirde aber Spieler
A dazu bringen seine erste Strategie x; zu spielen, um 4 statt 0 zu erhalten. Daher droht
Spieler B mit Strategie ;.

Die Drohstrategie fiir A ist dagegen x5, denn dort verringert sich die Auszahlung von B.
Spielen beide nun diese gemischte Variante xo und y; so ergibt sich (0, —g)T als Garan-
tiepunkt. Fiir die Nashlosung muss also die Funktion

(z—0)(y + 2) = 2(14.5 — z) := g(x)

maximiert werden. Das ergibt (7.25,4.75)7 als Nash-Losung.
Fiir B hat sich das Drohen gelohnt, fiir A nicht.

4.6 n-Personenspiele

4.6.1 Kooperative n-Personenspiele

Falls bei einem Spiel mit n Spielern Koalitionen erlaubt sind, wird jeder Einzelspieler
versuchen, einer fiir ihn bestmdoglichen Koalition beizutreten.
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Natiirlich sollte die Teilnahme an einer Koalition mindestens so viel Auszahlung ergeben,
wie man sich alleine sichern kénnte.

Mit hilfe von Seitenzahlungen kénnen Koalitionére aus ihrer Koalition herausgelockt wer-
den. Daher ergibt sich die Frage nach einer gewissen ,,Stabilitdt“von Koalitionen.

Beispiel 4.6.1. Drei Spieler sollen Koalitionen bilden, bei denen jeweils zwei ein Biindniss
eingehen. Dies wied fiir beide jeweils mit Auszahlung 1 belohnt, der Auflenseiter hingegen
muss 2 zahlen. Es sind also folgende Auszahlungen méoglich:

(-2,1,0)%, (1,-2,0)", (1,1,-2)".

Falls keine Koalition zustande kommt, erhilt jeder nichts also wird (0,0,0)7 ausgezahlt.
Es seien nun 2 und 3 verbiindet. Jetzt zahlt 1 an 2 einen Betrag von 0.1 gegen das
Versprechen mit ihm zu koalieren. Das ergiibe als Auszahlung (0.9, 1.1, —2)7 . Beide haben
sich verbessert, 3 hat sich verschlechtert. Nun konnte Speiler 3 dem Spieler 2 mehr bieten,
zum Beispiel 0.2, das ergibe (—2,1.2,0.8)T als Auszahlung.

Die Koalitionen sind ,,instabil“.

Definition 4.6.2. Sei N = {1,...,n} die Menge der Spieler. Jede nicht-leere Teilmenge
K C N heifit eine Koalition.

Wir sind an den Auszahlungen fiir Koalitionen interessiert. Dazu abstrahieren wir von
den Spielregeln.

Definition 4.6.3. Die charakteristische Funktion v : 2V — R eines n-Personenspiels mit
Spielermenge N = {1,...,n} ist eine Abbildung, die die Bedingungen v(@)) = 0 und

v(S) + v(T) < v(SUT) firalle SSTCNmit SNT =10
erfiillt.

Bemerkung 4.6.4. Die Subadditivitéit in Definition 4.6.3 besagt, dass sich eine Koalition
mindestens so viel sichern kann, wie sie sich einzeln sichern kénnen.

Wir wollen eine charakteristische Funktion angeben. Dazu verallgemeinern wir die Termi-
nologie der Bimatrixspiele. Es seien Sy, ...,95, Strategiemengen der n Spieler. Die Aus-
zahlungsfunktionen seien fiir k € {1,...,n} gegeben durch

ap: S X -x S, = R.

Die Strategiemengen sollen jeweils endlich (nur reine Strategien) oder gemischt (also Sim-
plizes) sein.

Proposition 4.6.5. Fir n € N sei N = {1,...,n} die Spielermenge und Sy deren
Strategiemengen. Fir K C N sei Sk die Menge der Strategien der Koalitiondre aus K,
also Sg = X e Sp. Wir definieren v : 2 — R durch

v(K):= sup inf ag(z,y).
weSK YEIN-K =

Dann ist v eine charakteristische Funktion.
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Beweis. Zunichst ist v wohldefiniert, denn auf endlichen beziehungsweise kompakten
Mengen werden Maximum und Minimum angenommen. Weiter gilt definitionsgeméfl
v(0) = 0. Zu zeigen bleibt die Subadditivitit. Zur Abkiirzung sei

fr(z,y) := inf ar(z,y)

also ist
V(K) = sup fx(z,y).

Sei e > 0. Zu K C N gibt es v € Sk mit

fx(rr,y) > v(K) —e (4.6)

Betrachte nun eine disjunkte Zerlegung K = K1 U Ky , K1 N Ky = 0 und zg, € Sk,
Tr, € Sk,, fir die jeweils (4.6) gilt. Fir 2k := (2k,, Tk,) ergibt sich

v(K) > flzk,y)
> inf Zak(xK,y) + inf Zak(xK7y)

eSn_ eSn_
YESN KkGKl YESN Kk€K2

Vv

I (Tr, y) + fi (T, y)
> v(Ky) —e+rv(K,) —e
Fiir e — 0 folgt nun die Behauptung. O
Definition 4.6.6.
(i) Ein kooperatives n-PS nennt man Nullsummenspiel falls
a) ¥(N)=0
b) VO#AKCN : v(K)+v(N—-K)=0.
(ii) Ein kooperatives n-PS nennt man Konstantsummenspiel falls
VO#KCN : v(K)+v(N—-K)=v(N)
gilt.
Wir definieren zwei Klassen von kooperativen n-Personenspielen (N, v).
Definition 4.6.7.
1. Ein Spiel (N, v) heiit wesentlich, falls
> v(i) < v(N)
iEN
gilt.
2. Ein Spiel (N, v) heifit unwesentlich, falls

gilt.

Bemerkung 4.6.8. Unwesentliche Spiele sind aus Sicht von Koalitionen nicht inter-
essant, denn schlielen sich zwei Spieler zusammen, ist die Subadditivitiat von v fiir sie
eine Gleichheit.
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4.6.2 Imputationen

Es stellt sich die Frage, wie die Koalitionédre die Auszahlung aufteilen sollten. Jeder sollte
mindestens so viel bekommen, wie er ohne Koalition erhalten kann und eine grofie Koali-
tion sollte den maximalen Gewinn des realisieren. Das fiihrt zum Begriff der Imputation:

Definition 4.6.9. Ein Vektor (z1,...,2,)T € R™ heiit Imputation oder Zubilligungsvek-
tor zu einem n-Personenspiel (N, v)), falls gilt:

1. ,Individuelle Rationalitat

2. ,Kollektive Rationalitat®

Z z = v(N).

Die Menge aller Imputationen heifit Imputationsraum (IR).
Definition 4.6.10. Eine Imputation z dominiert eine Imputation w beziiglich einer Ko-
alition K, K #0, K # N, K C N, |K| > 1, falls gilt:

1. , Uberlegenheit
Vie K @ z > w;.

2. ,,Zuléssigkeit

Dz < v(K).

€K

Wir schreiben z — w und nennen K eine effektive Koalition fiir z.

Bemerkung 4.6.11. In Definition 4.6.10 ergébe |K| = 1 keinen Sinn, denn dann wéire
v(1) > 2z > w; > v(1). Der Fall K = N kann wegen Definition 4.6.9.2 nicht eintreten.

Definition 4.6.12. Eine Imputation z ist dominationsfihig gegeniiber w, falls es eine
effektive Koalition K gibt mit z K w. Wir schreiben dann z 2% w.

Definition 4.6.13. Der Kern eines kooperativen n-Personenspiels ist
{ZGIR| EwEIRmitwi%z}.

Lemma 4.6.14. FEs sei (N,v) ein n-Personenspiel und w eine Imputation. Dann gilt fir
alle K C N:
Z wg <Vv(K) <= Jze€lIR mitz 5 w. (4.7)

Beweis. Wir zeigen zunéchst <. Es gelte z X w. Da 2 eine Imputation ist, folgt sofort

v(K)> sz > Zwk

keK keK

aus Zuléssigkeit und Uberlegenheit. Nun zu =. Dazu gelte

> we < v(K).
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Daraus definieren wir

d:=v(K) =) w; > 0.
Weiter sei

wy + % : ke K
v(k) + it (V(N) — () = Y y(j)) . ke N\K

Fiir £ € K gilt dann 2z, > wy > v(k), weil w eine Imputation ist. Die Superadditivitét
des Spiels liefert

v(K)+ Y v(j) S v(N).

JEN\K

Damit erhalten wir z, > v(k) fiir k € N\ K. Das zeigt die individuelle Rationalitit und
Uberlegenheit von z. Wegen

sz:Z(wk+%) =Y wp +d=v(K)

keK keK keK

ist z zuléssig und

sz = sz + Z 2L
k=1

keK keEN\K
= )+ > vk) +r(N) —u(K) — Y ()
kEN\K JEN\K

= v(N)

zeigt die kollektive Rationalitiat. Also ist K effektiv fiir z. O
Satz 4.6.15. Fiir jedes kooperative n-Personenspiel (N,v) gilt

Kern((NV,v)) = {ZGR” |VK C N : sz >v(K), sz:V(N)}.

keK k=1

Beweis. Zunéchst zeigen wir D. Es sei z ein Element der rechten Seite. Dann gilt z; >
v(k), denn man kann die einelementigen Teilmenegen von N wihlen. Zusammen mit der
zweiten Bedingung erhélt man z € I(vv). Angenommen es gibt eine Imputation w und

eine Koalition K mit w = z. Es folgt

Zwk> sz > v(K).

keK keK

Also ist w unzulédssig im Widerspruch zu w X 2. Daher gibt es so eine Imputation w
nicht und es folgt z € I(v).

Nun zeigen wir C. Nun zeigen wir C. Dazu sei z € I(v) nicht dominierbar. Angenommen
z ist nicht in der rechten Seite. Da z Imputation ist, kann

>z < v(N)
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nicht gelten. Wir nehmen also an es gibt K C N mit
Z 2z < V(K).
keK

Dann ist aber z nach Lemma 4.6.14 dominierbar im Widerspruch zu z € Kern((N,v)). O

Beweis. (ohne das Lemma). Zunéchst zeigen wir D. Es sei z ein Element der rechten Seite.
Dann gilt z; > v(k), denn man kann die einelementigen Teilmenegen von N wiéhlen.
Zusammen mit der zweiten Bedingung erhélt man z €IR. Angenommen es gibt eine

Imputation w und eine Koalition K mit w X . Es folgt

Zwk > sz > v(K).

keK keK

Also ist w unzuldssig im Widerspruch zu w % 2. Daher gibt es so eine Imputation w
nicht und es folgt z € I(v).

Nun zeigen wir C. Dazu sei z € IR nicht dominierbar. Angenommen z ist nicht in der
rechten Seite. Da z Imputation ist, kann

Dz < v(N)
k=1
nicht gelten. Wir nehmen also an es gibt K C N mit

sz < v(K).

keK

Wir definieren

und gemafl Subadditivitét

d:=v(N)—v(K)— Y wv(k) > 0.

kEN\K

Weiter definieren wir

Wy ‘=

{ Zk—i-ﬁ : ke K
V() + it - kKEN\K

Daraus ergibt sich wy > zp > v(k) fir alle £ € K und wy > v(k) fiir alle k € N\ K.
AuBerdem gilt

Zwk = Zwar Z Wi
k=1

keK KEN\K
= v(K)+ Y w(k)+d
kEN\K
= v(N).
Also ist w € IR und w 2 z uns somit z ¢ Kern((N,v)). Widerspruch! O

Der Kern kann leer sein. Wir betrachten folgendes
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Beispiel 4.6.16. Drei Spieler wéhlen eine Zahl aus {0,1}. Die Spielermenge sei N :=
{1,2,3}. Die Auszahlungen a;(z,y, z) werden in folgender Tabelle festgelegt:

(x,y,2) | a1 ag a3 | a;+as
000 |0 0 o] o
001 |1 1 2| 2
01,0 |1 -2 1| -1
1,00 |2 1 1] -1
11,0 [1 1 2| 2
011 |2 1 1] -1
101 |1 2 1] -1
1,0 /0 0 0] o0

Die Summe der Auszahlungen bei jeder Wahl ist jeweils Null. Koalieren Spieler 1 und
2, so erhalten sie die Auszahlung a; + as. Es sei K = {1,2}. Dann wird diese Koalition
K die Strategien 0,0 oder 1,1 spielen. Dies ergibt ein 2-PNSS zwischen der Koalition K
und Spieler 3 mit Auszahlungsmatrix

K[3]0 1
00 [0 2.
1112 0

Die charakteristische Funktion v wollen wir als den zu erwartenden Gewinn festlegen.
Spielt die Koaltion K mit (p, 1 —p) und Spieler 3 mit (¢, 1 — q) so ergibt sich als erwartete
Auszahlung fiir K:

f(p,q) = (p,l—p)<(2) 3) < iq) = 2q(1 —p) +2p(1 — q).

Der Gradient von f verschwindet beip = g = % Dort ergibt sich die maximale Auszahlung
f5.9) =1

fiir K unabhéngig von der Wahl von ¢g. Wir legen daher v(K) := 1 fest. Da die Auszah-
lungen a; sich zu Null summieren, definieren wir v als Nullsummenspiel, also

Y(N):=0 und VSCN:v(S)+v(N\S)=0.
Wegen der Symmetrie in den Auszahlungen erhalten wir
v({2,3}) =v({1,3}) = 1.
Aus der Nullsummeneigenschaft ergibt sich
v({1}) = v({2}) = v({3}) = —L

Damit ist  ein wohldefiniertes kooperatives 2 Personennullsummenspiel. Nun wenden wir
uns dem Kern dieses Spiels zu. Nach Satz 4.6.15 miissen fiir ein Element (21, x2, z3) im
Kern gelten:

1 +x2+23=0
T > —1 To > —1 r3 > —1

Tty >1 T t+wy > 1 r3t+we 21
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Addition der Ungleichungen ergibt
X1+ To + X3 > %

im Widerspruch zu x1 4+ x5 + 3 = 0. Also ist der Kern leer.

Leider ist der Kern fiir eine ganze Klasse von Spielen leer.

Satz 4.6.17. Fir wesentliche Konstantsummenspiele ist der Kern leer.

Beweis. Es sei z eine Imputation aus dem Kern. Dann gilt fiir jedes ¢« € N:

> a2 u(N\{i}) = v(N) - v(i).

keN\{i}
Angenommen es gilt gilt z; > v(i). Dann folgt
v(N) =Yz >vii)+ > z=v(N)
k=1 keN\{i}

Daher gilt v(k) = z fiir jedes k. Damit berechnen wir

sz = Zl/(k) < v(N).

keN keN

Da das Spiel wesentlich ist, gilt die letzte Ungleichung. Dies ist aber ein Widerspruch,
also ist der Kern leer. O

4.7 Der Shapley-Wert

4.7.1 Shapley’s Funktion iiber Axiome

Es sei (N,v) ein n-Personenspiel und o € S, eine Permutation. Zu einem Spieler i € N
ist die Menge der Vorgdnger definiert durch

P,(i):={reNJo7'(r) <o '(2)}.
Den Anteil der Auszahlung von Spieler ¢ bezeichnen wir mit

m? = v (P, (i) U {i}) — v (P, (3)).

(2

Den entsprechenden Auszahungsvektor schreiben wir als
me = (my,...,m?).

n

Beispiel 4.7.1. Es sei N :={1,2,3,4,5} und o € S5 gegeben durch

1 2 3 45
o= .
4 21 3 5

Dann hat man F,(3) = {4,2,1}.
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Definition 4.7.2. Der Shapley- Wert eines n-Personenspiels (N, v) ist definiert durch

Beispiel 4.7.3.

1. Fir N = {1,2} ergibt sich

B((N,v)) = % S my = L +my)

Bemerkung 4.7.4. Fiir jede Komponente des Shapley-Wertes gilt definitionsgeméaf3

1 _ . .
O;((N,v) = = > v (Po(i) U{i}) — v (P, (1) (4.8)
n!
UESn
Wir erhalten daraus den folgenden
Satz 4.7.5. Fiir die Komponenten des Shapley-Wertes eines n-Personenspiels (N, v) gilt
5]t (n — 1 —|5])!

n!

Oi(N,v) = > (v(SU{i}) —v(S)), 1 <i<n.

SCN,i¢S

Beweis. Wir betrachten in (4.8) eine Permutation

1 2 3 -« o7i) - n
0-:: . . . . . °
Ji oo gz e 4 e n

Einerseits liefert jede Permutation ein geordnetes Tupel

(jl;'"7jk7i7jk+27"'7jn)7 nggn_l

andererseits kommt jedes Tupel dieser Art mit paarweise verschiedenen Komponenten
als Bild einer Permutation vor. Umordnungen der Komponenten vor ¢ beziehnungsweise
nach i ergeben unter v denselben Wert, da die Vorgingermenge P,(i) = {j1,...,Jx}
und N \ (P,(i) U {i}) ungeordnet sind. Fiir jede Menge S C N, die als Vorgingermenge
auftaucht, gibt es daher [S|!(n — 1 — |S|)! Permutationen, die denselben Wert unter v
liefern. O]

Bemerkung 4.7.6. Mit Hilfe von (4.8) konnen wir eine stochastische Interpretation
des Shapley-Wertes formulieren. Betrachte die Permutationen .S,, als eine Urne, aus der
eine Kugel gezogen wird. Die Spieler treten in der Reihenfolge (o(1),...,0(n)) in einen
Raum ein. Jedem Spieler wird bei Eintritt sein Anteil an seiner Koalition mit den bereits
Eingetretenen ausgezahlt. Damit ist ®; die erwartete Auszahlung an Spieler i.

Definition 4.7.7. Es seien (N,v) und (N, p1) jeweils n-Personenspiele.
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(i) Eine Spieler ¢ heifit Nullspieler, falls
v(SU{i}) =v(9)
fiir alle S C N gilt.

(ii) Zwei verschiedene Spieler i, j € N heilen symmetrisch, falls

v(SU{i}) =v(SU{j})
fir alle S € N\ {4, 7} gilt.
(iii) Die Summe (N,v + p) der Spiele (N,v) und (N, p) ist definiert durch

(v + 1)(S) == () + u(S).
(iv) Fiir A > 0 ist das n-Personenspiel (N, Av) definiert durch

(A)(S) :== Av(9).

Zu N = {1,...,n} sei Py die Menge aller n-Personenspiele. Ein Element dieser Menge
schreiben wir als v € Py.

Definition 4.7.8. Eine Abbildung ® : Py — R" heifit Shapley-Funktion, wenn sie die
folgenden Axiome 4.7.9 erfiillt. Der Shapley-Wert eines Spiels ist das Bild eines Spiels
unter ®. Der (Shapley-)Wert eines Spielers i ist die i-te Komponente des Shapley-Wertes
des Spiels.

Axiome 4.7.9.

1. ,Effizienz*

2. ,Nullspieler-Eigenschaft*
Fiir jeden Nullspieler i € N gilt:

Vv e Py @ @;(v) =0.

3. ,Symmetrie*

Fiir je zwei symmetrische Spieler i, j gilt:
Yv € PN : (I)l(V) = @j(l/).

4. Additivitit*
Vv, € Py o @(v+p) = P(v) + O(p).

Bemerkung 4.7.10. Ein Nullspieler tragt zu keiner Koalition etwas bei, daher wird ihm
der Wert Null zugeordnet. Symmetrische Spieler tragen zu jeder Koalition dasselbe bei,
daher sollen sie denselben Wert erhalten. Werden zwei Spiele hintereinander gespielt, so
werden Spieler i die Werte ®;(v) und ®;(u) zugeordnet. Betrachtet man beide Spiele als
nur ein Spiel, ergibt sich das Axiom zur Additivitat.
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Satz 4.7.11. Der Shapley-Wert aus Definition 4.7.2 erfillt die Shapley-Aziome 4.7.9.

Beweis. Zunichst zur Effizienz. Es sei
1 2 ... n
o= . € Sy
J1s J2 0 In

Ps(je) = {j1, - Jr—1} = Po(jr—1) U {jr—1}

eine Permutation. Wegen
gilt

denn die zweite Summe ist eine Teleskopsumme. Damit rechnen wir

n 1 n
;‘Dz‘(’/) = EZ > mg

" i=1 0€Sy

1 n
= S>> m

oeS, =1

:%Xpwpwm

O’ESn

Zur Nullspielereigenschaft sei ¢ € N ein solcher. Aus Satz 4.7.5 folgt sofort ®;(v) = 0.
Zur Symmetrie: es seien ¢, 7 symmetrische Spiler. Wir betrachten eine Menge S C N mit
i¢ Sund j € S. Dann gilt

v(8) =v((S\{7H) U{iH) =v((S\{7H) U{i}) =v(SULiH\{7}).  (49)
Wir definieren nun Mengen

M;j = {MCN|ieM,je M}

und Abbildungen

r : Sij—>./\/lij, SHSU{Z}
A Sji—>Mz‘j, SHSU{]}

Aus der Definition ergibt sich sofort, dass I' und A bijektiv sind. Zur Abkiirzung sei
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f(S]) :==[S|'(n — 1 —|S]|)!. Wir rechnen mit Satz 4.7.5:

o) =S FUSHWS U (Y — v(S)) +

i¢S,j¢S
ST AISH(S UL} — v((SU LD\ {5})
i¢S,jes
= 3 FISH(S Uiy — v(9)) +
i¢S5,5¢S
ST FUSHWIT(S)) = v(T(S)\ {7})
SESi;
P ST 1SS U i) - w(S)) +
1¢S,5¢S
ST AT (M) — v(M O\ {5}))
MEM,;
SN RIS (S Ui} - v(S)) +
i¢S,7¢S
ST AIDTIAMD)W(T U {5}) - v(T))
TES;;
= )

Es bleibt noch die Additivitéit zu zeigen. Aus Satz 4.7.5 und der Definition der Summe
zweier Spiele folgt fiir jede Komponente sofort ®;(v + p) = @;(v) + @;(p). O

Jedes Spiel 148t sich als Linearkombination von Spielen ausdriicken, die eine gewisse Ein-
stimmigkeit beschreiben. Dazu definieren wir zu 7' C N das Spiel up € Py durch

0 : T¢g5~8S
uT(S)::{l : Tis'

Lemma 4.7.12. Zu jedem v € Py g¢ibt es Zahlen cp € R, derart dass

vV = E crur

TCN,T#)
gilt.

Beweis. Im folgenden sei stets t = |T|, s = |S| und u = |U|. Wir definieren

cr = Z (—1)"*v(9)

ScT

und werden zeigen, dass fiir jedes U C N
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gilt. Wir rechnen

> crur(U) = Y crup(U) (4.10)

= > > (=D)"u(s) (4.11)
TCcU SCT
= Z( > (—1)t—8) v(S) (4.12)

Die erste Gleichung (4.10) gilt nach Definition von ur, in (4.12) tauschen wir die Sum-
mationsreihenfolge, denn beide Seiten summieren iiber alle Paare (S,7) mit S C T C U.
Die innnere Summe in (4.12) lauft iber Mengen 7" mit jeweils ¢ = |T'| Elementen. Wegen

S CT CU gibt es
u—s
t—s

Méglichkeiten solche Mengen T mit 7'\ S C U \ S auszuwéahlen. Daher gilt

Syt =Y Y

ScTCU t=s T:SCTCU,t=|T|
u
DI D D
t=s T:SCTCU,t=|T|

- (i)

t=s

— f(_nq“—s—f(”;s) = (1—-1)"* (4.13)

t=0

Nun ist (4.13) nur fiir u = s nicht Null. Einsetzen in (4.12) ergibt dann die Behauptung.
[l

Lemma 4.7.13. Es seien v € Py, cr € R die Zahlen aus Lemma 4.7.12 und ¥ eine
Shapley-Funktion. Dann gilt

U(v) =Y Ulerur) — Y U(ler|ur). (4.14)

Beweis. Wir betrachten Spiele py, o € Py, fiir die p; — ps € Py gilt. Aus der Additivitat
von W ergibt sich

() = Wlpe + o — p2) = W(pz) + V(1 — p2).

Also folgt
(pa) — W(p2) = V(1 — pa). (4.15)
Mit Lemma 4.7.12 schreiben wir
V= Z crur = Z crur — Z ler|ur.
TCN, T#) cr>0 cr<0

Hier sind cpur und |cr|ur jeweils Spiele und somit auch deren Summen. Die Behauptung
folgt damit aus (4.15). O
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Satz 4.7.14. Der Shapley- Wert aus Definition 4.7.2 ist die einzige Funktion auf Py, die
die Shapley-Axiome 4.7.9 erfiillt.

Beweis. Es sei U eine weitere Shapley-Funktion. Wegen Lemma 4.7.13 reicht es zu zeigen:
Ve>0, T C NT#0 : V(cur) = O(cuy). (4.16)
Es seien also ¢ > 0,7 C N,T # 0. Seinuni € N\ T und S C N. Dann gilt fiir T C S:
ur(SU{i}) =1 =up(5).

Fiir t ¢ S hingegen gilt
up(SU{i}) = 0= ur(S).

Daher erhélt man fiir jedes S C N:
up(SU{i}) —urp(S) =0
also ist Spieler ¢ ein Nullspieler in cur. Aus der Nullspielereigenschaft ergibt sich daher
VigT : U;(cur) = P;(cur) = 0. (4.17)

Seiennun ¢ # j, 4,7 € Tund S C N\{i,j}. Damitist 7' ¢ S, T ¢ SU{i} und T" ¢ SU{j}.
Also cup(S U {i}) = 0 = cur(S U {j}), das heiit die Spieler sind symmetrisch und das
Symmetrie-Axiom ergibt

Vi#jeT : Vi(cur) =Y (cur), ®;(cur) = ®;(cur). (4.18)
Aus (4.17), (4.18) und der Effizienz folgt
¢ = (cur)(N) = ®i(cur) =Y _ P;(cur). (4.19)
i=1 i€T
Die Gleichung (4.19) gilt auch fiir ¥. Aus T' # () und (4.18) erhalten wir
VieT : ®;(cur) = % = U;(cur) (4.20)
Insgesamt folgt nun die Behauptung (4.16) aus (4.20) und (4.17). O

Beispiel 4.7.15. Wir betrachten vier Parteien N = {1, 2, 3,4} mit jeweils 5, 20, 25 und
50 Sitzen im Parlament. Es sei v(S5) € {0,1} und v(S) = 1 fiir alle Koalitionen, die mehr
als 50% der Mandate haben. Unter den Gewinnkoalitionen, tragen fiir die Spieler 1,2 und
3 jeweils {3,4},{2,4} und {1,4} etwas zum Shapley-Wert bei. Daher gilt

NE-1 1

ilv) = = = 15~ 0.083, i € {1,2,3}.

Die Gewinnkoalitionen fiir Spieler 4 sind

{17 4}7 {27 3}7 {37 4}7 {17 27 4}7 {27 37 4}7 {17 37 4}7 {17 27 37 4}7 (421)
also 6+-6+6 9
D)= 20 7

Damit haben Spieler 1 und 4 mehr Macht als Mandate, bei den Spielern 2 und 3 ist es
umgekehrt.
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4.7.2 Shapley’s Funktion iiber die Betafunktion

Zu jedem Spieler i € N eines Spiels (N, v) sei x; € [0, 1] die generelle Bereitschaft (die
Wahrscheinlichkeit) an Koalitionen mitzuwirken. Fiir S C N ist dann

€S 1EN\S

die Wahrscheinlichkeit P(S), dass die Koalition S zustande kommt. Die Zahl

Ewv)=Y v(S)-PS) =Y (]]=: J] Q=) v(S)

SCN SCN \i€eS  ieN\S

konnen wir daher als Erwartungswert des Spiels interpretieren. Uns interessiert hier die
Abhéngigkeit von den x;, also definieren wir

f(xl,...,xn):zz sz H(l—xi) v(9).

SCN \ieS 1EN\S
Die partiellen Ableitungen von f wollen wir J; f nennen. Wir erhalten folgenden

Satz 4.7.16. Fiir jedes k € n gilt

q)’“(”):/o Of)(t, ... t) dt.

Beweis. Zunéchst berechnen wir die partiellen Ableitungen von f. Dazu schreiben wir fiir
ke N

flan. ) => [ [[= ] @-=)] v (4.22)

SCN \ieS 1EN\S

= > (IT= ITa-=))vs+ > | TTe IT - ) w(sp23)

SCN.,keS \i€eS  ieN\S SCN,k¢S \i€S  ieN\S

= Z T, H x; H (1 —z;) | v(S) (4.24)

SCN,keS 1€S\{k} 1EN\S
+ > a=a)[[= I a-z)] s (4.25)
SCN, k¢S €S ieN\(SU{k})
(4.26)
Differenzieren nach k ergibt
Of(xy, ..., x,)
= > I = [Ja-=))vs)— > Tl= ] @-=)|v)
SCNkeS \ieS\{k}  ieN\S SCNkg¢S \i€S  ieN\(SU{k})

= Y II= I (-=)| @(SUkh) —u(s)

SCNk¢S |i€S 1€N\(SU{k})
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und

Ocf(t,....t) =Y 51—t 5 (u(SU{k}) - v(9))

SCN,k¢S

also
18 ft,... t)dt = 115'5‘(1 — )" ) (u(SU{EY) — v(9)).
o 2 )

Die Formel fiir das Beta-Integral

/1t5(1 . t)nf|5|71 _ [S[!(n — 1 —|S]!
0

n!

liefert durch Einsetzen den Shapley-Wert des k-ten Spielers . O

Beispiel 4.7.17. Wir betrachten noch einmal das Beispiel 4.7.15. Die Gewinnkoalitionen
sind diejenigen in (4.21), daher berechnen wir

f(x1, 29,3, 24) = x124(1 — 22)(1 — 23) + woxs(1 — 23)(1 — 29)
—|—J]3ZL‘4(1 — IQ)(l — ZEI) + I1[E2$4(1 — 1173)

+212304(1 — 22) + xowswa(l — 29)
Differenzieren nach x; und einsetzen von (t, ..., t) ergibt
Of(t,...,t) =t(1—1)%

Daher gilt
1
Dy(v) = / (1 —t)2dt = 12 — 263 4 11| = L.
0



Kapitel 5

Nichtlineare Optimierung

5.1 Nichtlineare Optimierungsprobleme

Betrachten allgemeine Minimierungsprobleme, bei welchen eine Funktion f : S — R auf
einer Menge S C R" gegeben ist, und wir ihr Minimum auf S suchen. Dabei nehmen wir
an, S sei durch Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen beschrieben.

Definition 5.1.1. Sei X C R" offen und seien f, g1, ..., gm, b1, ..., hp : X — R gegebene
Funktionen. Das Problem, f zu minimieren unter den Restriktionen

g1§0, 1= 1,...,771,

und
hj:(), jzl,...,p,

nennen wir (allgemeines) nichtlineares Optimierungsproblem (MP). Die Menge
S:={reX: g(x) <0, h(z) =0}

heisst zuldssiger Bereich, hierbei ist

g1 hy

g = : und h:=

Im hy
Soll f nur unter den Restriktionen

<0, i=1,..m,
minimiert werden, sagen wir, dass (MP) sei vom Ungleichungstyp (MP<), in diesem Fall
. S={reX: g(z) <0}
der zuldssige Bereich.
Bemerkung 5.1.2. Sind in (MP<) alle g; affin-linear, dann ist .S ein Polyeder.

Wir verwenden fiir (MP) auch die Kurznotation

f;min,
9=<0,
h =0.

120
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Beispiel 5.1.3. Sei n = 2 und X = R?. Wir suchen das Minimum von

flzy) = (x =37+ (y—2)°

unter den Restriktionen

xQ—y—BSO
y—1<0
—x < 0.

Hier sind also ¢;(z,y) = 2® —y — 3, go(z,y) =y — 1 und g3(x) = —x, demnach also
S={(z,y) €R*: 2> -3<y, y<1, x>0}

Die Funktion f ist das Quadrat des Abstandes zum Punkt (3,2).

193 =0
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Bemerkung 5.1.4. Wir machen ein paar heuristische Voriiberlegungen, dazu nehmen
wir an, die betreffenden Funktionen seien in den betrachteten Punkten differenzierbar.

(i) Wie bei linearen Optimierungsproblemen ist V f(z) = 0 nur fiir innere Punkte x
von S eine notwendige Bedingung dafiir, dass sie Minimalstellen sind. Minimalstellen
sind aber oft Punkte des Randes 05 von S.

(ii) Die Richtung des maximalen Abfallens von f ist gegeben durch —V f. Ist z € 9S
eine Minimalstelle fiir f auf S, so muss —V f(z) 'nach aussen zeigen’, denn hitte
—V f(x) einen positiven Anteil in eine Richtung 'in S hinein’ oder ’entlang 05’, so
kénnte man in diese Richtung gehen und einen kleineren Wert von f finden, was
der Minimalitat widerspricht.

(iii) Sei Randpunkt z gegeben durch eine straffe Nebenbedingung g;,(x) = 0. Ist z
Minimalstelle, dann zeigen Vg;,(z) und —V f(z) in dieselbe Richtung, denn: Der
Gradient Vg, () einer Funktion g;, steht senkrecht auf ihrer Niveaumenge, welche
x enthélt. Dass Vg;,(x) dann nur nach aussen zeigen kann, folgt aus der Definition
von S. Normalisieren wir Vg, (), ergibt sich gerade die dussere Normale in x an S.
Wegen (ii) muss dann auch —V f(z) in Richtung dieser dusseren Normalen zeigen.
Sei nun z ein Randpunkt, der zwei straffe Nebenbedingungen ¢;, (x) = g;,(z) = 0

erfiillt. Ist £ Minimalstelle, dann muss —V f(x) in dem konvexen Kegel liegen, der
von Vg, (z) und Vg;,(x) aufgespannt wird (dem sogenannten 'Normalenkegel” in
x), und die Begriindungen sind analog wie zuvor.

V25, 13.1.25 |

Definition 5.1.5. Sei ) # S C R" und = € S. Ein Vektor d € R™ heisst zuldssige
Richtung (bzgl. S) in z, falls es ein § > 0 gibt, sodass

[z, z +dd] C S.

Die Menge
Dg(x) :={d: d zuléssige Richtung bzgl. S in x}

heisst der Kegel der zulissigen Richtungen in x.

Bemerkung 5.1.6.
(i) Offensichtlich ist Dg(z) ein Kegel: Ist d € Dg(z) und A > 0, dann ist Ad € Dg(x).
(ii) Ist 2 € S ein innerer Punkt von S, so gilt Dg(x) = R™.

Definition 5.1.7. Sei X € R” offen, x € X und f : X — R differenzierbar in z. Ein
Vektor d € R™ heisst Abstiegrichtung fir f in x, falls es ein § > 0 gibt mit

flx+ M) < f(x) fiir alle A € (0,0).

Lemma 5.1.8. Set X C R” offen, z € X und f : X — R differenzierbar in x. Erfillt
d € R™ die Ungleichung
Vi(x)-d<O0,

so ist d eine Abstiegsrichtung fir f in x.
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Beweis. Die Aussage folgt aus der Definition der Richtungsableitung von f in z in Rich-
tung d: Man hat

1
0>Vf(z) d=1lim—(f(z+ M) — f(z)),
A—=0 A
also fiir hinreichend kleine A notwendigerweise f(z + Ad) — f(z) < 0. O

Definition 5.1.9. Ist X C R" offen und f : X — R differenzierbar in x € X, so
bezeichnen wir mit

Fe(x) :={deR": Vf(z)-d<0}
den Kegel der Abstiegsrichtungen von f in x.

Bemerkung 5.1.10. Strenggenommen ist Fy(z) selbst noch kein Kegel, sondern Fy(z)U
{0}

Ist € S C X und besitzt f in x ein lokales Minimum in S, und ist d € Dg(x) eine
zuléssige Richtung in x, so folgt x + Ad € S fiir kleine A > 0, und man hat

flz+Xd) > f(x).

Somit kann d keine Abstiegsrichtung fiir f in « sein, also (nach Lemma 5.1.8) V f(x)-d > 0,
also d ¢ Fy(x). Wir haben somit gezeigt, dass in einem lokalen Minimum (in S) keine
zuldssige Richtung eine Abstiegsrichtung sein kann:

Proposition 5.1.11. Sei X C R" offen, S C X und f: X — R. Besitzt f inx € S ein
lokales Minimum in S und ist f in x differenzierbar, so gilt

Ds(x) N Fy(x) = 0.

Bemerkung 5.1.12. Proposition 5.1.11 macht insbesondere Bemerkung 5.1.4 (ii) prézise.
Wir betrachten nun (MP<),

f;min,
<0, i=1,..m.

Dann ist Dg(z) selbst schlecht handhabbar, man erhélt aber Aussagen zu Dg(z) mittels
der Restriktionsfunktionen g;. Fiir x € S = (", {g; < 0} sei

I(z):={ie{l,...,m}: gi(x) =0}
die Menge der Indizes der in = straffen Restriktionen.

Bemerkung 5.1.13. Im Spezialfall, dass alle g; affin-linear sind, sammelt man hier die
Indizes der Restriktionshyperebenen, in welchen x liegt.

Lemma 5.1.14. Sei (MP<) gegeben und x € S. Weiter sei

. differenzierbar, falls i € I(x)
g stetig, falls i ¢ I(x).

Dann gilt fir
Gs(z):={d e R": Vg(z)-d <0 fir allei € I(x)}

die Inklusion

Gs(ﬂ?) C Ds(x)
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Beweis. Seid € Gg(z). Da X offen ist, gibt es ein § > 0 mit z+\d € X fiir alle A € (0,0).

Fir ¢ ¢ I(z) ist g;(x) < 0, und da g; stetig ist in z, gibt es ein ¢’ > 0 sodass
gi(z + Ad) < 0 fiir alle A € (0,¢").

Fir ¢ € I(x) ist Vg(z) - d < 0, also gibt es ein §” > 0 sodass g;(x + A\d) < ¢;(z) =0
fiir alle A € (0,0”).

Alsoist z + Ad € S =2, {g; <0} fiir alle 0 < A < min{4,¢’,0"}, und das bedeutet,
dass d € Dg(x) ist. O

Zusammen mit Proposition 5.1.11 ergibt sich sofort folgendes Resultat:
Satz 5.1.15. Gegeben sei (MP<) und x € S. Ferner sei

, differenzierbar, falls i € I1(x)
9 stetig, falls i ¢ I(x).

Fulls f in x ein lokales Minimum in S hat, so ist
Gs(x) N Fr(z) = 0.

Diese Bedingung ldsst sich in eine algebraische Aussage umformen, man nennt sie die
Fritz-John- Bedingung:

Satz 5.1.16. Seien in (MP<) mit x € S die Funktionen g; wie in Satz 5.1.15. Sei f
differenzierbar in x und sei x eine lokale Minimalstelle fir f in S. Dann gibt es Kon-
stanten poy > 0 und p; > 0, i € I(x), die nicht simtlich null sind, sodass die folgende
Fritz-John-Bedingung gilt:

oV f(z) + Z wiVgi(x) = 0. (FJB)
i€l(x)

Bemerkung 5.1.17. Ist py > 0, so sagt die (FJB), dass —V f(z) in dem konvexen
Kegel liegt, der von den Gradienten Vg;(z) mit i € I(x) aufgespannt wird. Das macht
insbesondere Bemerkung 5.1.4 (iii) prézise.

Fiir den Beweis des Satzes nutzen wir folgenden Alternativsatz von Gordan:

Satz 5.1.18. Sei A eine reelle (m x n)-Matriz. Dann gilt genau eine der folgenden Al-
ternativen:

(i) Es gibt ein x € R™ mit Ax > 0.
(ii) Es gibt ein y € R™ mit ATy =0,y >0 undy # 0.
Beweis. (i) ist dquivalent dazu, dass es ein 0 > 0 gibt mit

1
Ax > 6
1
=:jeR™

Betrachten nun die (m x n + 1)-Matrix und die Vektoren
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Dann ist (i) dquivalent dazu, dass es ein T € R"*! gibt mit A7 < 0 und 5% > 0. Nach
Satz 2.7.5 (Minkowski-Farkas) ist das die Alternative dazu, dass es ein y € R™ gibt mit

ﬁTy = bund y > 0. Nun ist

_r — AT —ATy —ATy
Ay= o = o = ,
j ity yi+ .+ ym

also, wegen der Gestalt von b,
Aly=0, y>0,

und da y; + ... + y,, = 1 ist, folgt auch y # 0. Das ist aber gerade (ii). O
Wir beweisen Satz 5.1.16.
Beweis. Nach Satz 5.1.15 ist Gg(x) N Fy(x) = (). Dann gibt es also kein d € R™ sodass

Vfxz)-d<0 wund Vg(x)-d<0, iel(z).

Sei A die Matrix mit den Zeilen V f(x) und Vg;(x), i € I(x). Dann kann es keine Losung
d € R" geben zu
Ad <0 (& —Ad > 0),

also folgt mit Satz 5.1.18, dass ein

z = < ( )ZO ) existiert mit A7z =0, 2 > 0 und z # 0.
Zi

i€l(x)

Also erfiillen pg := 2o, p; := 2;, 1 € I(x), die Bedingung

oV f(@) + Y miVgi(x) =0,
)

i€l(z
wobei g, p; > 0 sind und nicht alle null. O

Sind alle ¢;, i = 1,...,m in z differenzierbar (also nicht nur jene mit i € I(z) und die
anderen nur stetig), so kann man FJB auch wie folgt umformulieren:

Korollar 5.1.19. Sei (MP<) gegeben und x € S eine lokale Minimalstelle fir f in S.
Sind f und alle g;, v = 1, ..., m, differenzierbar in x, so gibt es pg, f1, ..., by, > 0, die nicht
alle gleich null sind, mat

1oV f(z) + Z,uini(x) =0 wnd  pgi(z) =0, i=1,..m
i=1

Beweis. Fiir i ¢ I(z) setzen wir pu; = 0. (Da fiir solche ¢ nach Definition g;(x) # 0 ist,
ist das sogar die einzige Moglichkeit, die zweite Bedingung nicht zu verletzen.) Diese
Summanden entfallen also in der ersten Bedingung. Dass die zweite Bedingung fiir alle
i € I(x) gilt, ist klar nach Definition. O
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Bemerkung 5.1.20.

(i) Die Fritz-John-Bedinung (FJB) ist also eine notwendige Bedingung dafiir, dass in
x ein lokales Minimum fiir f auf S vorliegt, und somit insbesondere dafiir, dass ein
globales Minimum fiir f auf S vorliegt. Fiir bestimmte (genauer: 'pseudokonvexe’)
f schauen wir uns spéter auch hinreichende Bedingungen dafiir an, dass sich in x
ein globales Minimum fiir f auf S ergibt.

(ii) Die skalaren Faktoren p; heissen auch Lagrange-Multiplikatoren, die Gleichungen
wigi(z) = 0 Bedingungen des komplementiren Schlupfes.

(iii) Ist in Satz 5.1.16 in der lokalen Minimalstelle = keine der Bedingungen straff (gilt

also g;(x) < 0,4 =1,...,m und somit I(z) = (}), so liegt « im Inneren von S, und
(FJB) reduziert sich wie zu erwarten auf

Vf(x)=0.
In diesem Fall ist x sogar lokale Minimalstelle fiir f auf einer Umgebung von S.

Oft kann man schon allein mit (FJB) eine Minimalstelle identifizieren.

Beispiel 5.1.21. Sein =2, X = R?. Wir wollen (z,y) — (z — 3)*+ (y — 2)? minimieren
unter

x2+y2§5
r+y<3
z,y > 0.

Also haben wir wieder f(z,y) = (z — 3)* + (y — 2)?, nun mit
g2=10 195 =0

K h .

gi(x,y) = 2> +y* =5,
g2(r,y) =z +y—3,
g3(z,y) = —m,
9a(z,y) = —y.

Wie zuvor ist S = (,_,{g: < 0}. Wir bemerken, dass in diesem Beispiel maximal zwei
der g; gleichzeitig straff sind in einem Punkt (z,y) € S, und somit muss I(z,y) eine der
folgenden Mengen sein:

0, £33, {4},{3,4}, {1, 3}, {1, 4}, {2}, {1}, {1, 2}.



5.1. NICHTLINEARE OPTIMIERUNGSPROBLEME 127

Die Gradienten sind

Vf(z,y) =2z —3),2(y — 2)),
Vi (z,y) = (2z,2y),

Vga(z,y) = (1,1),

Vgs(z,y) = (-1,0),

Voa(z,y) = (0,1).

Wir checken die verschiedenen Moglichkeiten:

e Fall I(z,y) = 0: Dann wiirde (FJB) V f(z,y) = 0 erzwingen, also (x,y) = (3,2).
Dieser Punkt liegt aber nicht in S, kann also keine Minimalstelle in .S sein.

e Fall I(x,y) = {3}, also g3 straff in (z,y), also = 0: Dann wird die Gleichung in

(FJB) zu
6\, () _ (0
Ho 2y —2) H3 0 0]
und das liefert —6p9 — 3us = 0, daher g = uz = 0, und (FJB) nicht erfiillt.

e Fall I(x,y) = {4} ist analog.

e Fall I(x,y) = {3,4}, also g3 and g4 straff in (x,y): Dann z = y = 0, die Gleichung

in (FJB) ergibt
—6 N —1 N 0 B 0
Ho 4 s 0 Hq _1 = 0/

das impliziert pp = s = pg = 0, also (FJB) nicht erfiillt.

e Fall I(x,y) = {1,3}, also g; and g5 straff in (z,%): Dann (z,y) = (0,+/5), und

(i) ()

fithrt auf o = pg = 0 und folglich auch auf p; = 0, (FJB) also nicht erfiillt.
e Fall I(z,y) = {1,4} ist analog,.

e Fall I(z,y) = {1,2}: Dann insbesondere g straff in (z,y) und somit y =3 — x. Es
folgt, dass ¢g;(z,y) < 0 genau dann gilt, wenn g¢;(x,3 — z) < 0. Das ist dquivalent
zur’+ (3—xz)2—5=222—6r+4=2(x—1)(x—2) <0, und das impliziert, dass
z € [1,2] sein muss (um (x,y) € S zu garantieren) und dass ¢; ebenfalls straff ist
in (z,y) falls z = 1 oder x = 2 gilt.

(a) Ist (z,y) = (2,1), dann Vf(z,y) = (=2,-2), Vai(z,y) = (4,2), Vga(z,y) =
(1,1), und daraus folgt insbesondere, dass

Vf(z,y)+2Vge(x,y) =0.

Somit ist hier (FJB) erfillt mit po = 1, py = 0, pg = 2.
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(b) Ist (x,y) = (1,2), dann Vf(z,y) = (=4,0), Vgi(z,y) = (2,4), Vga(z,y) =
(1,1). Die Gleichung in (FJB) ergibt gy = pe = 0 und —4pug + 4pq + p2 = 0,
somit auch pp = 0, (FJB) ist also nicht erfiillt.

e Fall I = {2}, also nur g, straff in (z,y): Dann ist y = 3 — 2 und x € (1,2), und

Gleichung ergibt
2(z — 3) N 1y (0
P\ oa—ay )7\ ) " Lo )

Man kann offensichtlich nicht po = 0 haben. Wegen x # 2 ist 2(z — 3) # 2(1 — x),
und somit funktioniert po > 0 auch nicht. Also (FJB) nicht erfillt.

e Fall I = {1}, also nur g, straff in (z,y): Dann 22 + y> = 5, wobei 0 < = < /5,
x # 1,2. Das ergibt

und wegen (x,y) # (0,0) ist o # 0, also 0.E. py = 1. Dann also
r—3+mr=0 und y—2+4umy=0,

d.h.
3
1+ = - und (14 )y =1+ p)Vd —a?=2.

Einsetzen ergibt

3
—V5—22=2, und nach Quadrieren 45 — 9z° = 422,
x

also 13x? = 45. Das ergibt (wegen x > 0)

45 45 120
T 3 , 86  un Y 5 3 3 ,

Dann ist aber « +y > 3, also (z,y) ¢ S, also kann (x,y) keine Minimalstelle in S
sein.

Insgesamt erfiillt also nur (z,y) = (2,1) die Bedingung (FJB). Da es offensichtlich in jeder
kleinen Umgebung von (2,1) Punkte in S gibt, in denen f grosser ist, folgt, dass (2,1)
eine lokale Minimalstelle fiir f auf S sein muss. (Wie wir sehen, ist es im vorliegenden
Beispiel sogar die einzige.) Das lokale Minimum, das sich ergibt, ist 2.

Beispiel 5.1.22. Sei n = 2, X = R?. Wir wollen (z,y) + —x minimieren unter den
Bedingungen

y—(l—x)3§0

Also f(x,y) = —z und
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g=0

g2=10

Hier ist offensichtlich w = (1,0) eine Minimalstelle von f auf S, und man hat f(w) = —1.
In w sind sowohl g; als auch gy straff. Des Weiteren hat man

Vf(xay> - (_170>7
Vgl(x,y) = (3(1 - :L‘)Q, 1)7
VgQ(Iay) = (07 _1)7

und insbesondere Vg;(w) = (0,1) und Vga(w) = (0, —1). Somit ist die Gleichung

po f(w) + pVgi(w) + paVga(w) =0

in (FJB) hier fiir beliebige 11 = po > 0 erfiillt, falls ug = 0. Letzteres bedeutet aber, dass
keine Information iiber f in die Gleichung in (FJB) eingeht, sie hat also beziiglich einer
etwaigen Minimalitdt von f in w gar keine Aussagekraft.

Besser wire es, man konnte hier irgendwie sicher stellen, dass py # 0 ist und somit
0.E. 1o = 1. Man kann das erreichen, indem man zusétzliche Eigenschaften der Restriktio-
nen fordert, sogenannte constraint qualifications (QC). Eine einfache Moglichkeit, das zu
implementieren, ist eine (notwendige) KK T-Bedingung (nach Karush, Kuhn und Tucker).

Satz 5.1.23. Im Problem (MP<) sei x € S ein Punkt, fir den

_ differenzierbar, falls i € I(x)
& stetig, falls i ¢ I(x).

und f in x differenzierbar ist. Weiter gelte
Die Gradienten Vg;(x), i € I(x), sind linear unabhéngig. (LICQ)

Ist x ein lokales Minimum fir f in S, so gibt es u; > 0, i € I(x), die die folgende
KKT-Bedingung erfiillen:

Vi) + Y mVag(z) =0. (KKT)

i€l (x)

Falls alle g;, 1 = 1,...,m in x differenzierbar sind, ist dies dquivalent zu
Vf(z)+ ZMz‘ng‘(x) =0, =20, pgi(zr)=0, i=1,.,m.
i=1

Mit g = (1, -, frn)” und g = (g1, ..., gm)? kann man die letzte Identitéit im Satz auch
wie folgt schreiben:

Vi) +p"-Vg@) =0, p>0, u"-g(x)=0.



130 KAPITEL 5. NICHTLINEARE OPTIMIERUNG

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen is (FJB) erfiillt. Ware dabei py = 0, dann

hétte man
> 1iVgi(r) =0
i€l(x)
mit mindestens einem p; > 0. Das widerspricht aber (LICQ). O

Das Kiirzel LICQ steht fiir linear independence constraint qualification. Es gibt dariiber
hinau noch weitere (auch weniger strikte) CQs.

Definition 5.1.24. Sei S C R”. Ein Vektor d € R" heisst Tangentialrichtung fiir S in
x € S, wenn es Folgen (z;)72, C S und (M), C (0,400) gibt, sodass

kh_)rgoxk =z, kh_)rglo A =0 und klggo )\—k(:vk —x) =d.

Die Menge
Ts(z) :={d € R" : d Tangentialrichtung fiir S in z}

aller Tangentialrichtungen fiir S in z heisst Tangentialkegel fiir S in x.

Bemerkung 5.1.25.

(i) Offensichtlich gilt Dg(z) C Ts(x) fir alle x € S: Fir d € Dg(x) folgt sofort
mit zp = = + \d € S, wobei (\g), eine Nullfolge positiver Zahlen ist, dass
d = limy, /\l—k(xk — ).

(ii) Man kann zeigen, dass fiir konvexe S die Identitit Dg(x) = Ts(x) gilt fiir allez € S.

Lemma 5.1.26. Sei X C R" offen, S C X und f : X — R. Ist x ein lokales Minimum
fiir f auf S und ist f differenzierbar in x, so gilt

Ts(I) N Ff(ZE) = @

Beweis. Sei d € Tg(x) und

1
d=lim —(zpy —x) mit (zg)r C S, lim xp =z, (Ap)r C (0,400), lim A\ =0.
k—00 Af k—o0 k—o0

Wegen der (totalen) Differenzierbarkeit von f in x gilt

fxr) = f(2) =V f(2) - (2 = 2) + |log — =l o2 — @),

mit lim, o ¢(y) = 0.
Da z ein lokales Minimum fiir f auf S ist, gilt f(xy) — f(x) > 0 fiir grosse k, also auch

Vi) (vx — 2) + [|og — 2| p(z1 — ) >0,

und Division durch die Ay > 0 ergibt

1 1
V@) —(@x — ) + || (@ — 2)|| elar —2) 20,
Ak Ak
und fiir £ — oo gerade
Vf(x)-d>0,

also d ¢ Fy(x). O
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Wir finden die folgende (notwendige) KK T-Bedingung mit Abadie-CQ:
Satz 5.1.27. Sei in (MP<) x € S, alle g;, i € I(x) differenzierbar in x und
Ts(x) = Gy(x), (ACQ)

wobei

Gy(x) :={d e R":Vgi(x)-d <0 firalleie I(x)}.
Ist x ein lokales Minimum fir f in S, so gibt es p; > 0, i € I(x) mit

Vi) + Y mVag(z) =0.

il (z)
Bemerkung 5.1.28.
(i) Man sieht leicht, dass Ts(z) C G(z) gilt fiir alle z € S. Es gilt also
Gs(z) C Dg(x) C Ts(z) C Gg(x)
und daher

Gs(z) C Dg(z) C Ts(z) C Gy(x),
S~ =
—Ts(x)  =Gly(x)

Folglich gilt in der Inklusionskette iiberall Gleichheit, falls Gg(x) = Gs(z) (Cottle-
CQ). In diesem Falle gilt auch (ACQ).

(ii) Man kann zeigen, dass die Bedingung (LICQ) die Bedingung (ACQ) impliziert.
Wir beweisen Satz 5.1.27.

Beweis. Wegen (ACQ) und Lemma 5.1.26 gilt G5(x) N F(z) = 0. Somit gibt es kein
d € R™ mit
Vf(x)-d>0 und Vg(z)-d<0, i€l(x).
Ist nun A die Matrix mit Zeilen Vg;(x), i € I(x), dann hat
A-d<0, =Vf(z)-d>0

keine Losung. Mit Satz 2.7.5 (Minkowski-Farkas) folgt dann, dass es eine Losung z > 0
gibt zu
Az = —(Vf(z)".

Bezeichnet man nun die Komponenten von z mit p;, ergibt sich die Aussage des Satzes. [

5.2 Konvexe Funktionen

Wir wollen hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von Minimalstellen formulieren.
Dazu werden wir konvexe Funktionen betrachten.

Definition 5.2.1. Sei X C R” konvex. Eine Funktion f: X — R heisst konvez, falls
fOr+ 1A =Ny) <Af(@)+ (1 =Nf(y), zyeX, Ac01]

und strikt konvez, falls
FAz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 -=Nf(y), x,yeX, e (0,1).

Die Funktion f heisst (strikt) konkav, falls —f (strikt) konvex ist.
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44444444444444444444

Abbildung 5.1: Strikt konvex. Abbildung 5.2: Konvex.

Abbildung 5.3: Strikt konkav. Abbildung 5.4: Konkav.

Beispiele 5.2.2.

(i) Die Funktion f(z) = z? ist strikt konvex auf X = R". Die Funktionen f(x) = €*
und g(z) = e * sind strikt konvex auf X = R.

(i) Die Funktion f(z) = —z? ist strikt konkav auf X = R"™. Die Funktion f(z) = log(z)
ist strikt konkav auf S = (0, +00).

(iii) Affin-lineare Funktionen, d.h. Funktionen der Form f(x) = a’z + b mit a € R™ und
b € R sind gleichzeitig konvex und konkav auf X = R", aber weder strikt konvex,
noch strikt konkav, denn fiir alle z,y € R” und A € [0, 1] hat man

fOz4+ (1 =Ny) =a" Mo+ (1—-Ny) +b
= Ma'z +b) + (1 —XN)(a"y +0)
= Af(z) + (1 =N f(y).
Bemerkung 5.2.3. Eine konvexe Funktion f : S — R muss nicht stetig auf der (kon-

vexen) Menge) S sein, ihre Unstetigkeitsstellen sind aber in 95 enthalten. Mit anderen
Worten: Ist f: S — R konvex, so ist f stetig auf dem Inneren von S.

Satz 5.2.4. Sei S C R" konver und f : S — R. Ist S zusdtzlich offen und f differenzierbar
auf S, so gilt: Die Funktion f ist genau dann konvex, wenn

f@) = fly)+ Vi) (@ —y)
fiir alle x,y € S.
Beweis. Ohne.
Satz 5.2.5. Sei X C R" offen und konvex und sei f : X — R differenzierbar.
(i) Die Funktion f ist genau dann konvez, wenn fir alle z,y € X die Ungleichung
(VIy) = V(@) (y—2) =0
gult.
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(ii) Ist f : X — R zweimal differenzierbar, dann gilt: Die Funktion f ist genau dann
konvex, wenn ihre Hesse-Matriz Hy(y) ist in allen Punkteny € X positiv semidefinit
15t.

Konvexitéat kann man auf verschiedene Weisen verallgemeinern. Fiir unsere Zwecke bietet
sich folgender Begriff an.

Definition 5.2.6. Sei X C R" offen und f : X — R. Die Funktion f heisst pseudokonvex
my € X, falls f in y differenzierbar ist und fiir alle x € X die Implikation

Vi)  -(z—y) >0 = f(z)>f(y)

gilt.

Wir werden in Kiirze eine hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen einer (globalen)
Minimalstelle fiir pseudokonvexe Zielfunktionen f beweisen.

Bemerkung 5.2.7.

(i) Sei S C R™ konvex und offen. Dann ist jede konvexe Funktion f : S — R, die in
y € S differenzierbar ist, auch pseudokonvex in y: Nach Satz 5.2.4 gilt

f@) = fy) + V) - (@ —y) = fy)

-~

>0

(ii) Ein Beispiel fiir eine Funktion, die pseudokonvex ist auf R, aber nicht konvex, ist

1

Die Funktion ist auf R zweimal stetig differenzierbar. Man hat

2z
/
S R.
Ist y = 0, soist f(x) > —1 = f(y) fiir alle x € R. Ist y > 0, so impliziert
f'(y)(x—y) >0, dass 0 < y < z gilt und somit f(z) > f(y). Analog fiir y < 0.
Also ist f pseudokonvex in jedem Punkt y € R. Andererseits hat man
2(1 — 32?)

1 S S e R
und das ist nichtnegativ fiir |x| < 1/4/3, aber negativ fiir |z| > 1/v/3. Also ist f
nach Satz 5.2.5 (ii) nicht konvex auf R.

Definition 5.2.8. Sei X C R" konvex. Eine Funktion f : X — R heisst quasikonvex,
falls
fQz+ (1= Ny) <max{f(z), f(y)}, zyeX, 0<A<L

Bemerkung 5.2.9.

(i) Es gilt also: Ist f konvex, so ist f auch quasikonvex.
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(ii) Die Funktionen f(z) = x® und f(x) = +/|z| sind quasikonvex auf R, aber nicht
konvex.

Wir betrachten wieder (MP<), d.h.

f = min,

gi SO, izl,...,m,
wobei f,g; : X — R sind.

Wir kénnen nun, wie gewiinscht, eine hinreichende KK T-Bedingung dafiir formulieren,
dass ein Punkt eine globale Minimalstelle fiir f auf .S ist:

Satz 5.2.10. es seien X C R"™ offen und konvez, f,g;: X - R und z € S =" {g: <
0}, sodass gilt:

o f st in x pseudokonver und

e fiir alle i € I(x) ist g; quasikonver und in x differenzierbar.
Ist in x die KKT-Bedingung
Vi(x)+ Z wiVgi(z) =0 fir geeignete p; > 0
iel(x)
erfillt, so ist x ein globales Minimum fir f auf S.
Beweis. Sei y € S beliebig. Dann gilt fiir ¢ € I(z), dass
9i(y) <0 = gi(z).
Da die g; quasikonvex sind, folgt fiir 0 < A < 1, dass
gi(x + Ay — 2)) = gi((1 = Nz + Ay) < max{g;(x), :(y)} = g:(x) =0,
d.h. y — x ist keine Abstiegsrichtung fiir —g; in z, also
Vgi(z)(y —z) <0.

Dann gilt aber auch
> i Vi) (y—x)
) >0

i€l(x

und mit der KKT-Bedingung folgt, dass
Vi) (y—x) =0

Weil f pseudokonvex ist in x, folgt daraus nun f(y) > f(x), und da y € S beliebig war,
ist x somit eine globale Minimalstelle fiir f auf S. m
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5.3 Lineare Restriktionen

Bemerkung 5.3.1. Wir kénnen nun auch leicht Probleme (MP) mit Gleichheitsbedin-
gungen betrachten, d.h. vom Typ

f ;min,
gz§07 izlv"'vmv
hj:(), ]:17,])

wobei f,g;, h;j : X — R sind. Das ist némlich dquivalent zu
f = min,
g; SO, izl,...,m,

h] S 07 .] = ]-7'“7pa
—hj S 0, j = 1, P

In der KKT-Bedingung erscheinen fiir jede einzelne Gleichungsrestriktion h;(z) = 0 dann
die beiden Terme

V(@) 1y V(b)) mit ity > 0,
bzw. ein Term \;Vh;(x) mit A; := pu — p;. Die Restriktionen h; und —h; sind in z
immer straff. Insgesamt ergibt sich als KKT-Bedingung, dass
P
V) + Y mVale) + D0 A Vhy() =0
i€l(x) Jj=1
mit geeigneten p; > 0 und A; € R erfiillt sein muss.

Bemerkung 5.3.2. Eine besonders einfache Situation liegt vor, wenn die Restriktionen
alle linear sind, wenn man also (wie frither bei linearen Optimierungsproblemen)

Az <b (5.1)

fordert, wobei A eine reelle (m x n)-Matrix ist und b € R™. Auch Gleichheitsbedingungen
kénnen (mittels obigem Trick) so geschrieben werden. Dann ist

S ={Ax < b},
und wenn ay, ..., a,, die Zeilen von A sind und
gi(z) == a;x — by,

so ist (5.1) dquivalent zu

gi(x) <0, i=1,..,m.
In dieser Situation ist die Abadie-Bedingung (ACQ) stets erfiillt: Wir wissen bereits, dass
Ts(x) C G(z) gilt, und weil hier

Gy(x) ={deR": Vg(2)d <0, iel(x)} ={deR":a;d <0, i€ I(x)}
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ist, kann man auch die umgekehrte Inklusion G's(x) C Ts(z) leicht sehen: Sei d € G(z),
also a;d <0, € I(z). Fiir i ¢ I(z) hat man a;x < b;, und somit gibt es ein 6 > 0, sodass

und
ai(x+ M) =ax+ X a;d <ax=0b, i€l(x), A>0.
~—

<0
Damit folgt aber x + A\d € S fiir 0 < A < 4, also d € Dg(z) C Ts(x).

Beispiel 5.3.3. Wir betrachten ein quadratisches Optimierungsproblem mit linearen Re-
striktionen: Die Funktion f :R" — R,

f(x) = %a:TijLcTa:

soll minimiert werden unter den Restriktionen
Axr = b,
wobei () eine symmetrische, positiv definite (n x n)-Matrix ist,

a1

am
eine reelle (m x n)-Matrix mit Zeilen ay, ..., a,, und Rang m, b € R™ und ¢ € R™.

Offensichtlich ist der Gradient V f(z) = 27 Q+c", und die Hesse-Matrix ist H;(z) = Q,
sodass die positive Definitheit von () die Konvexitit nach sich zieht. Da alle Restriktionen
linear sind, ist es nach der vorangegangenen Diskussion und den Sétzen 5.1.27 und 5.2.10
notwendig und hinreichend fiir das Vorliegen eines globalen Minimums in einem Punkt x
mit Az = b, dass

xTQ—i—chLZ/\iai:xTQ+cT+)\TA:O
i=1
erfiillbar ist fiir geeignete \; € R, hier schreiben wir A = (A, ..., A;,) (KKT-Bedingung).
Das gilt genau dann, wenn

Qr+ AT N=—c und Azr=%b

)0)-(0)

Wir behaupten nun, dass die linke Matrix invertierbar ist: Weil

Q AT\ (@ o E, QAT
A o) \AE, 0 —AQ'AT

gilt bzw. in Matrix-Form,
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ist, folgt, dass
AT
det ( © ) = det(Q) - det(—AQ'AT)
A 0 S——

#0

gilt, und somit geniigt es zu zeigen, dass AQ AT injektiv (und somit invertierbar auf
ihrem Bild) ist. Da @ positiv definit ist, ist auch Q™! positiv definit, und es gibt eine
symmetrische und positiv definite (nxn)-Matrix S mit Q= = SST. Sei nun AQ1ATy =0
fiir ein y € R™. Dann hat man

0= (AQ ' ATy,y) = (ASSTATy,y) = ((AS)(AS)"y,y)
= ((A9)"y, (AS)Ty) = ||(AS)Ty|

2
)

also (AS)Ty = 0. Nun ist aber (AS)T eine reelle (n x m)-Matrix mit Rang m, also
injektiv, und somit muss y = 0 sein. Das bedeutet, AQ~*A”y ist injektiv, und die obige
Behauptung ist richtig. Wir erhalten

()-(20) ()

und das sagt uns, dass in x die KKT-Bedingung mit A gilt, dass somit x nach Satz 5.2.10
eine Minimalstelle fiir f auf dem zuldssigen Bereich ist, also eine Losung des vorliegenden
Optimierungsproblems. Zudem lésst sich = aus den gegebenen Daten A, b, ¢ und @ leicht
durch eine lineare Gleichung berechnen.



Kapitel 6

Ganzzahlige Optimierung

6.1 Teile und Herrsche

Fir S ¢ R®, ¢ € R" betrachten wir das Maximierungsproblem maxc’z,z € S. Wir
wollen das Problem derart in Teile zerlegen, dass wir das Ausgangsproblem l6sen knnen.

Lemma 6.1.1. Fir k € {1,...,m} seien S, C R", 2*¥ = max{c’z|z € Sp} und S =
Uiw, Sk. Dann gilt max{c'z |z € S} = max{z"* |k € {1,...,m}}.

Beispiel 6.1.2. S C {0,1}?

~7 a7 %9\ T

Q@'@

Obere und untere Schranken fiir Teilprobleme liefern uns Schranken fr das Ausgangs-
problem, denn es gilt das

Lemma 6.1.3. Fir k € {1,...,m} seien S, C R", 2*¥ = max{c'z|z € Sy}, sowie
Z8 > 28 > 28 fiir gewisse 2%, z, € R und S = J;-, Sk. Sei 20 € S. Dann gilt
Z:=maxz" > cTzo > mgxgk =:z.

k

Beispiel 6.1.4. In folgenden Beispielen seien die Zahlen an den Knoten des Baumes
jeweils obere und untere Schranken des (Teil-)Problems.

1. Hier haben wir zZ = max{20,25} = 25 und z = max{20, 15} = 20.

MAX 27 25
0

Also ist 57 gelost und wir miissen dieses Teilproblem nicht weiter betrachten.

2. Hier haben wir Z = max{20,26} = 26 und z = max{18,21} = 21.
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MAX 27 26
13 21
—_—
20 bs 26
18 21

21

Wegen z! < z? mssen wir S; nicht weiter betrachten.

3. Hier haben wir z = max{24,37} = 24 und z = max{13, —} = 13.

MAX 40 37
13
_
24 z: 37 a 24 a 37
13

13

Daher mssen beide Teilprobleme weiter betrachtet werden.

Aus diesem Beispiel leiten wir eine Vorgehensweise zum Abarbeiten des Baumes ab.
Wir konnen Bléatter des Baumes ,, wegstreichen®, wegen

1. Optimaliiit: 2, = max{cz? |z € S} ist glost
2. Beschréinktheit: Zz, < z
3. Zulissigkeit: S, =0

Es ergeben sich zentrale Fragen zur Vorgehensweise. Zum Beispiel: Wie teilt man das
Ausgangspromblem auf? Wie ermittelt man Schranken?

6.2 Branch and Bound



