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Kapitel 1

Grundlagen

In der Vorlesung befassen wir uns mit

e Modellierung von funktionalen Zusammenhéngen, Approximationsprozesse:
Dies fiihrt auf Fragen aus der Analysis.

e Modellierung zufélliger Phinomene:
Dies fithrt auf Fragen aus der Stochastik (stochastikos: altgriechisch fiir scharfsinnig im Vermuten),
der Lehre von den Gesetzmaifbigkeiten des Zufalls.

1.1 Zahlen

Beispiele fiir Zahlenmengen:

e Natiirliche Zahlen: 1, 2, 3, ....; Notation als Menge: N
Die natiirlichen Zahlen sind durch die sogenannten PEANO-Aziome festgelegt.

e Ganze Zahlen: 0, 1, -1, 2, -2, ...; Notation als Menge: Z
Die ganzen Zahlen erweitern die natiirlichen Zahlen, so dass man Differenzen bilden kann.

e Rationale Zahlen, z.B. %, —%, %, ...; Notation als Menge: Q
Die rationalen Zahlen erweitern die ganzen Zahlen, so dass man (aufer durch 0) dividieren kann.

e Reelle Zahlen: rationale Zahlen und solche Zahlen wie /2,7, e, ...; Notation als Menge: R
Die reellen Zahlen erweitern die rationalen Zahlen, so dass der ,Zahlenstrahl keine Liicken mehr
aufweist”. Wenn man mit reellen Zahlen rechnet, so rechnet man symbolisch (d.h. mit dem Symbol
v/2) oder man approximiert die reelle Zahl durch rationale Zahlen (z.B. v/2 ~ 1,41) und rechnet
ndherungsweise mit dieser Zahl. Man erhélt solche Naherungen z.B. aus der Dezimalbruchdarstellung,
die reelle Zahlen besitzen. (Mehr Details zu Eigenschaften reeller Zahlen finden sich im Kapitel 2).

Der Aufbau des Zahlensystems von N bis Q wird ausfiihrlich in der Veranstaltung Arithmetik und Algebra
behandelt. Erginzende Hinweise zur Konstruktion von R erfolgen hier in spiateren Kapiteln.

Messwerte. Messwerte sind Mafsizahlen mit Mafeinheiten, z.B. 4 kg, 2,7 m usw.. Mafkzahlen sind meist
reelle Zahlen. Die Mafeinheit gibt die Dimension (oder den Grofenwert)an. Konvention: Beim Rechnen
rechnen wir nur mit den Makzahlen und fithren die Einheit am Ende in Klammern, z.B. 2 + 3 = 5 [kg].

Variablen. Variablen sind Platzhalter fiir Zahlen oder andere Objekte, die man fiir die Variablen einsetzen
kann. Typischerweise notiert man Variablen mit kleinen oder grofen Buchstaben, z.B. x, y, z, A, B,
C,... . Man unterscheidet unabhingige Variablen, in die man (ohne Einschrédnkungen) einfach einsetzen
kann, und abhdngige Variablen, deren Wert von einer anderen Variablen abhingt, z.B. ist y gegeben
durch y = 22 + 1 eine abhiingige Variable. Mithilfe von abhingigen Variablen lassen sich ,Zuordnungen”
beschreiben: z s y = 22 + 1.

Treten viele Variablen auf, so notieren wir sie mit Indizes, z.B. x1, x4, 23, Y7, Y3, Y3....
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Zahlenpaare, Koordinatensystem. Wihrend R als Zahlenstrahl veranschaulicht wird, werden Zahlen-
paare (z,y) mit z,y € R in der Koordinatenebene dargestellt, z.B. im kartesischen Koordinatensystem,
in dem die beiden Koordinatenachsen (Zahlenstrahle fiir den ersten und den zweiten Wert) senkrecht zu-
einander stehen oder in einem affinen Koordinatensystem, in dem die Achsen in einem Winkel zwischen 0
und 90 Grad zueinander stehen. Die Achsen werden - je nach Zusammenhang - unterschiedlich bezeichnet.
Die horizontale Achse heift hdufig z- oder ¢t-Achse oder Abszisse, die vertikale Achse entsprechend y-Achse
oder Ordinate. Die Einheiten auf den Achsen diirfen unterschiedlich sein.

Als Menge notieren wir Paare reeller Zahlen als sog. kartesisches Produkt: R? :=R x R := {(z,y) | =,y €
R}. Die Elemente aus R? werden - je nach Zusammenhang - notiert als Punkte P(2;4), P(2]|4) oder als
2-Tupel (i) ,(2,4). Entsprechend definiert man Zahlentripel und n-Tupel durch R® .= R x R x R :=
{(z,y,2) | x,y,z € R} oder allgemeiner R" := R X ... Xx R := {(21, ..., z,) | 1, ..., x, € R}.

1.2 Aussagenlogik

1.2.1 Awussagen

Genau zu definieren, was eine mathematische Aussage ist, ist {iberraschend schwierig. Wir wollen moglichst
praktisch bleiben und verwenden folgende

Definition 1.2.1. Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr oder falsch ist.
Diese Definition ist fiir unsere Zwecke ausreichend. Hier sind einige
Beispiele 1.2.2.
1 ,Es gibt unendlich viele Primzahlen.*
2  Alle Katzen sind grau.“
3,0=1¢“
Nicht jeder Satz ist eine Aussage, hier einige
Beispiele 1.2.3.
1 ,Offne das Fenster!®

2  Diese Aussage ist falsch.”

3 ,,n ist eine ungerade Zahl.

Einschub 1.2.4. ...

Definition 1.2.5. Die Negation einer Aussage A ist diejenige Aussage, die falsch ist, wenn A wahr ist -
und umgekehrt.

Die Negation einer Aussage A bezeichnet man mit Nicht(A) oder formaler mit —A.
Beispiele 1.2.6.
1 —(,Alle Katzen sind grau“) bedeutet ,Es gibt eine Katze, die nicht grau ist.”

2 —(,,0 = 1“) bedeutet ,,0 # 1“



1.2.2 UND, ODER

Aussagen kann man zu neuen Aussagen verkniipfen. Der Wahrheitswert der neuen Aussage ist abhingig
von der Verkniipfung. Wir betrachten ein Gnu sowie die Aussagen

I = Das Gnu ist ein Fisch,

S = Das Gnu ist kein Saugetier,

W = Das Gnu lebt ausschlieflich im Wasser.
V = Das Gnu ist ein Vogel.

Die Aussage ,,F und — V* ist falsch. Die Aussage ,W oder — S ist wahr.
Die Wahrheitswerte von mit und/oder verkniipften Aussagen werden durch Wahrheitstabellen festgelegt.

Einschub 1.2.7. ...

Die Negationen von ,und “ und ,oder “ sind durch elegante Symmetrie miteinander verbunden.

—(AA B) hat den gleichen Wahrheitswert wie —AV —B
—(AV B) hat den gleichen Wahrheitswert wie —AA—-B

Einschub 1.2.8. ...

1.2.3 Implikation
Die meisten mathematischen Aussagen sind von der Form

SWenn Aussage A wahr ist, dann ist Aussage B wahr.“

Man sagt dann ,,A impliziert B “oder ,Aus A folgt B“. Man notiert A = B.

Derartige Wenn/Dann Verkniipfungen kénnen allerdings selbst wahr oder falsch sein. Auferdem gilt: aus
dem Wahrheitswert der Implikation lassen sich keine Riickschliisse auf den Wahrheitswert der beteiligten

Aussagen ziehen.
Beispiele 1.2.9.
1 ,Wenn ich Winston Churchill bin, dann bin ich Englidnder. “

2 ,Wenn ich Englander bin, dann bin ich Winston Churchill. “



3 Wenn z gerade ist, dann ist 2? gerade.

4 Die Summe zweier geraden Zahlen ist gerade.

Einschub 1.2.10. ...

Bevor wir die Wahrheitstabelle der Implikation definieren betrachten wir folgendes Beispiel.

Beispiele 1.2.11. Die Aussage 1 = —1 ist fiir die ganzen Zahlen 1, —1 € Z falsch. Allerdings konnen wir
beide Seiten der Gleichung quadrieren und erhalten die wahre Aussage 1 = 1. Daher ist die Implikation

l=-1=1=1
wahr. Hier ein weiteres Beispiel:

Einschub 1.2.12. ...

Es folgt nun die Wahrheitstabelle fiir die Implikation.

Einschub 1.2.13. ...

Definition 1.2.14. Zwei Aussagen A und B heiflen dquivalent, wenn sowohl A = B und B = A wahr
sind. Man schreibt dann A < B.

Beispiele 1.2.15.



1,xr>5 < —r< =5 ist wahr.
2 ,Die Strake ist nass. < Es regnet.“ ist falsch

322=9 & x =3 ist falsch.

Einschub 1.2.16. ...

1.3 Mengen
Viele mathematische Sachverhalte werden ,mengentheoretisch’ formuliert. In diesem Sinne ist die Mengen-
lehre so etwas wie die Sprache der Mathematik.

Naives Verstindnis von Mengen:

Unter einer Menge versteht man eine Zusammenfassung von wohlbestimmten und wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Die Objekte heifsen Elemente der Menge.

Wohlbestimmt bedeutet, dass eindeutig feststellbar ist, ob ein Objekt x zu einer Menge M gehort, wir

schreiben dann
xre M,

oder nicht, wir schreiben dann

Wohlunterschieden bedeutet, dass kein Element mehrfach zu einer Menge gehort.

Eine Menge A heift (echte) Teilmenge von M falls jedes Element von A auch ein Element in M ist (bzw.
und zusétzlich A # M ist). Man notiert A C M. Man kann Mengen explizit, indem man eine Liste aller
Elemente angibt, oder implizit beschreiben, indem man die Menge als die Teilmenge einer anderen Menge
angibt, in der alle Elemente mit einer gewissen Eigenschaft zusammengefasst sind.

Beispiel 1.3.1.

a) Die Losungsmenge L der Gleichung 2% — 1 = 0 ist implizit beschrieben durch
L={zcR|2*-1=0}CR
und explizit durch L = {—1;1}.

b) Intervalle sind Teilmengen der reellen Zahlen



e abgeschlossenes Intervall von a bis b:
[a,b] :={r eR|a<az<b}
e halboffene Intervalle von a bis b:
(a,b):={reR|a<zx<b}, [a,b):={reR|a<xz<b}

e offenes Intervall von a bis b:
(a,b) :={r€eR|a<x<b}

Die Zahlen a und b heilen Eckpunkte des Intervalls. a oder b konnen auch gleich oo sein.
c) Die leere Menge () := {} ist die Menge ohne Elemente und kann z.B. wie folgt angegeben werden:

f={reR|xz<0undz > 1}

Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten: A = B genau dann,
wenn (z € A < x € B) also genau dann, wenn A C B und B C A gilt. Dies kann man zum Beispiel durch
vollstdndige Fallunterscheidung beweisen.

Mengentheoretische Operationen (Teil 1)
Seien A, B Teilmengen von M.

Schnittmenge (Durchschnitt) von A und B:
ANB:={re M|z € Aund z € B}
Vereinigung(smenge) von A und B:
AUB:={r e M |z € Aoder x € B}
(Mengen- ) Differenz von A und B (auch Komplement von B in A):
A\B:={zx € A|zx ¢ B}
Ist A= M, so heift B¢ := M \ B Komplement von B.

Einschub 1.3.2. ...

Die Menge P (M) aller Teilmengen von M heikt Potenzmenge von M.

Einschub 1.3.3. ...



(Kartesisches) Produkt von A und B:
Ax B:={(a,b)|a€ Aund b € B}

Das ist ist also die Menge aller geordneten Paare bestehend aus Elementen von A (erster Eintrag) und

Elementen von B (zweiter Eintrag).

Einschub 1.3.4. ...

Aufserdem gibt es Rechengesetze fiir Mengen:
ANB=BNA, AUB=BUA
AU(BUC)=(AuB)UC, AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)

Einschub 1.3.5. ...

1.4 Relationen, Abbildungen, Funktionen

Definition 1.4.1 (Relation). Seien A und B Mengen. Eine Relation zwischen A und B ist eine Teilmenge
R C A x B. Ist ein Paar (a,b) Element von R, so sagt man dann, dass a in Relation R zu b steht. Wir

schreiben in diesem Fall: a Rb.

Einschub 1.4.2. ...

Beispiel 1.4.3.
e Kleiner-Gleich-Relation auf A = B =N
e Kleiner-Gleich-Relation auf A = B = R, Gleichheitsrelation, Teilbarkeitsrelation auf A = B =N

e Geraden, Kreise, Parabeln in R? (siehe Kapitel 2)



Einschub 1.4.4. ...



Definition 1.4.5 (Umkehrrelation). Ist R C A x B eine Relation von A nach B, so ist durch
R':={(bja)e Bx A | aRb}
eine Relation von B nach A, die sogenannte Umkehrrelation zu R, definiert.

Einschub 1.4.6. ...

Im Fall A = B entsteht die Umkehrrelation durch Spiegelung der Relation an der Winkelhalbierenden.

Einschub 1.4.7. ...

1.4.1 Aquivalenzrelationen

Definition 1.4.8. Aquivalenzrelation Eine Relation ~ auf einer Menge A (d.h. zwischen A und A) heifst
Aquivalenzrelation, falls sie die folgenden Eigenschaftgen besitzt:

Reflexivitdt  Fiir alle a € A gilt: a ~ a
Symmetrie  Fiir alle a,b € Agilt: a~b=b~a
Transitivitit Fir alle a,b,c € A gilt: a~bund b~c=a~c

Gilt a ~ b, so heifen a und b dquivalent.

Bemerkung 1.4.9. Die Aquivalenzrelation ~ zerlegt die Grundmenge A in Teilmengen von A, die so-
genannten Aquivalenzklassen, so dass jedes Element von A in genau einer der Aquivalenzklassen liegt.
Die Aquivalenzklassen sind paarweise disjunkt (haben paarweise eine leere Schnittmenge) und ergeben als
Vereinigung ganz A. Die Aquivalenzklasse von a € A notieren wir als

la] :={be A|b~a}.
Beispiele 1.4.10. Sei m € N,m > 1. Auf A = B = Z definiert
a~b & b—a ist durch m teilbar

eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen sind die Restklassen modulo m.



Einschub 1.4.11. ...



1.4.2 Ordnungsrelationen

Definition 1.4.12. Eine Relation R auf einer Menge A heiltt Ordnungsrelation oder Halbordnung, falls
sie die folgenden Eigenschaften besitzt:

Reflexivitat Fiir alle a € A gilt: aRa
Antisymmetrie Fir alle a,b € A gilt: aRb und bRa = a = b
Transitivitat Fiir alle a,b,c € A gilt: aRb und bRc = aRc

Eine Halbordnung R ist eine totale Ordnung, falls fiir alle a,b € A stets aRb oder bRa gilt.

Beispiele 1.4.13. Die Kleiner-Gleich-Relation < auf A = B = R ist eine totale Ordnung. Die Teilmengen-
Relation auf P(M) ist eine Halbordnung, die im Allgemeinen keine totale Ordnung ist.

Einschub 1.4.14. ...



1.4.3 Abbildungen, Funktionen

Abbildungen beziehungsweise Funktionen sind die mathematische Abstraktion eines funktionalen Zusam-
menhangs: Jedem Wert einer unabhdngigen Groke wird genau ein Wert einer dann abhingigen Gréfse
zugeordnet.

Die Beschreibung des funktionalen Zusammenhangs kann erfolgen durch die Angabe eines Terms oder
(partiell) durch eine Wertetabelle oder (geometrisch) durch Zeichnung des Graphen der Zuordnung, also
derjenigen Punkte im R2, deren erste Koordinate die unabhiingige Grofe x und deren zweite Koordinate
die = zugeordnete, abhingige Grofe ist.

Beispiele 1.4.15.
a. Der Umfang U eines Kreises ist abhéngig von seinem Radius r: U = 27r.
b. Der Bremsweg eines Autos hingt von der gefahrenen Geschwindigkeit ab.
c. Die Fiillhohe eines kegelformigen Glases hingt von der eingefiillten Wassermenge ab.

d. Durch den Ausweis wird einer Person (unabhéngige Grofe) ihre Korpergrofe (abhéingige Grofe) zu
geordnet oder ihre Augenfarbe (anhéngige Grofe) zugeordnet (das bedeutet die Groken miissen nicht
quantifizierbar sein).

e. Durch den Borsenkurs wird Zeitpunkten der Kurswert einer Aktie zugeordnet (also auch bei quan-
tifizierbaren Merkmalen muss der funktionale Zusammenhang nicht durch einen Term ausgedriickt
werden konnen).

Einschub 1.4.16. ...

Definition 1.4.17. Seien A und B Mengen. Eine Abbildung von A nach B ist eine Relation ' C A x B
zwischen A und B, fiir die gilt:

a. Jedes Element aus A steht in Relation zu einem Element aus B, das bedeutet formal: zu jedem a € A
existiert ein b € B, so dass (a,b) € I gilt.

b. Jedes Element aus A steht in Relation zu hdchstens einem Element aus B, das bedeutet formal: aus
(a,b) € I und (a,t’) € I folgt b=1'.

Die beiden Bedingungen der Definiton lassen sich zu einer zusammenfassen: Jedes Element aus A steht in
Relation zu genau einem Element aus B.

Beispiele 1.4.18.



a. Der Graph eines funktionalen Zusammenhangs ist eine Abbildung.
b. Die Zuordnung, die einzelnen Studierenden das Geburtsdatum zuordnet, ist eine Abbildung.
c. Die Teilerrelation auf N ist keine Abbildung.

Einschub 1.4.19. ...

Notation 1.4.20. Ublicherweise notiert man Abbildungen I' C A x B nicht als Teilmenge, sondern als
Zuordnung

f:A—B.
Man sagt: ,,f ist eine Abbildung von A nach B” oder kurz ,,f von A nach B”. Die Menge A heiftt dann
Definitionsbereich und B Wertebereich.
Statt (x,y) € T" schreibt man

y=[f(z).
Man nennt f(x) den Wert, den die Zuordnung f dem Argument (erster Wert) = € A zuordnet. Man sagt:
,» f(x) ist das Bild von z unter f.
Alternativ schreibt man auch

f:A—= B, xw— f(x).

Beachte der Pfeil — steht zwischen den Mengen, zwischen denen f abbildet, hingegen steht — zwischen
dem Element x und dem zugeordneten Funktionswert f(x). Den Term ,x — f(x) “nennt man Zuordnungs-
vorschrift.

Die Menge
[ =T(f) ={(=z, f(x)) |z € A}

nennt man den Graphen von f.

Einschub 1.4.21. ...

Sind A und B Teilmengen der reellen Zahlen, so nennt man eine Abbildung f : A — B eine Funktion.

1.4.4 (Graphische) Darstellungen von Funktionen

Die Angabe einer Funktion besteht aus Angabe des Definitions- und Wertebereiches und der Zuordnungs-
vorschrift. Funktionen kénnen dadurch visualisiert werden, dass man ihren Graphen in einem kartesischen
Koordinatensystem markiert. Mithilfe von Computern (Tabellenkalkulationsprogrammen oder Funktio-
nenplottern) kann man diese Visualisierungen und auch Wertetabellen leicht herstellen.



Einschub 1.4.22. ...

Wenn Definitions- und Wertebereich aus dem Zusammenhang ersichtlich sind, kann man Funktionen auch
nur durch ihren Funktionsterm zum Beispiel f(x) = 2? oder auch y = 2 definieren.

1.4.5 Funktionen in mehreren Variablen

Eine Abbildung
f:R* =R

ordnet jedem Paar (z,y) € R? eine reelle Zahl f(z,y) € R zu, zum Beispiel f(z,y) = 22 + y2. Der Graph
von f besteht dann aus einer Teilmenge des dreidimensionalen Raumes R3, némlich:

L(f) ={(z,y,2) € R’ |z = f(x,y), (x,y) € R?}.
In diesem Fall lisst sich der Graph T'(f) der Funktion f ist als eine Fléche” im Raum (,,Gebirge”) darstellen.

Einschub 1.4.23. ...

Den Graph von Funktionen f : R?> — R kann man in einem dreidimensionalen Koordinatensystem (wie
oben) perspektivisch darstellen oder durch spezielle zweidimensionale Graphiken, sogenannte Hdohenlinien:

Die Hohenlinie H¢(c) von f zur Héhe ¢, sind alle Punkte der Ebene, deren Bild unter f gleich ¢ ist, d.h.

Hy(c) = {(z,y) e R*| f(z,y) = c}.

Im Beispiel f(z,y) = 2* + y* sind die Hohenlinien leer, falls ¢ < 0 bzw. der Ursprung, falls ¢ = 0 bzw.
ein Kreis mit dem Ursprung als Mittelpunkt und dem Radius /c, falls ¢ > 0. Die Hohenlinie Hy(c) ist
der Schnitt des Graphen von f mit der Ebene im dreidimensionalen Raum, die durch die Gleichung z = ¢
beschrieben wird.

Einschub 1.4.24. ...



1.4.6 Umbkehrrelationen von Funktionen

Eine Funktion f ist eindeutig bestimmt durch ihren Graphen I'(f). Die Relation I'(f) besitzt eine Um-
kehrrelation

L)~ ={(f(z),2) | z € R}.
Im Allgemeinen ist T'(f)~! aber keine Funktion (wie z.B. fiir f : R — R, z + z?). Wenn die Umkehrrelation
eine Funktion ist, so erhélt man einen Funktionsterm fiir die Umkehrfunktion durch Auflésen der Gleichung
y = f(z) nach z.

Definition 1.4.25 (Umkehrfunktion). Es sei f : A — B eine Funktion. Die Umkehrfunktion f~!': B — A
ist diejenige Funktion, welche

a. f71(f(x)) = x fiir alle x € A und
b. f(f'(y)) =z fiir alle y € B
erfiillt.
Einschub 1.4.26. ...

Bemerkung 1.4.27. Nicht jede Funktion f hat eine Umkehrfunktion. Falls es eine gibt, nennt man sie wie
in der Definition f~! und sie erfiillt die Bedinungen der Definition. Wenn eine Funktion g die Bedingungen
der Definition erfiillt, dann ist sie die Umkehrfunktion von f und man schreibt g = f~1.

Beispiele 1.4.28. Der Umfang eines Kreises ist abhingig von dem Radius des Kreises:
U:(0,00) = (0,00), U(r):=2nr

Der Radius eines Kreises ist von dem Umfang des Kreises abhéngig:
R:(0,00) = (0,00), R(u):=—.

Hier gilt also U = R~! und R = UL
Einschub 1.4.29. ...



Kapitel 2

Lineare Funktionen

Im Folgenden werden wir besondere Klassen von Funktionen fiir die Modellierung von funktionalen Zu-
sammenhdngen genauer untersuchen:

Definition 2.0.1. Eine Funktion f : R — R heift linear, wenn es reelle Zahlen a und b gibt, so dass
f(x) = ax + b fir alle x € R gilt. Im Spezialfall a = 0 heit f konstant. Ist b = 0, so heilst f proportional
oder homogen-linear und a Proportionalititsfaktor.

Bemerkung 2.0.2. Konstante Funktionen beschreiben funktionale Zusammenhénge, in denen eine Ver-
dnderung der unabhéngigen Grofe z keine Verdnderung der abhingigen Grofe f(z) bewirkt. Daher sind
sie an sich eher uninteressant, werden aber zum Beispiel gebraucht, um ein solches Verhalten in Abgren-
zung zu anderem Verhalten darzustellen (z.B. Flatrate-Gebiihr versus Volumentarif beim Handy, Kosten
fiir eine Dauerkarte fiir Sportveranstaltungen versus Kosten fiir einzelne Eintrittskarten).

2.1 Proportionale Funktionen

Satz 2.1.1. Flir eine proportionale Funktion f : R — R gilt fiir alle r,x,x1, x5 € R:

fr-z)=r-f(x) und f(z1+22) = f(x1) + f(22).

Dem Doppelten, Dreifachen, r-fachen des Arguments wird also durch eine proportionale Funktion der
doppelte, dreifachen, r-fache Funktionswert zugeordnet. Geometrisch bedeutet diese Eigenschaft, dass die
Punkte des Graphen einer proportionalen Funktion auf einer Ursprungsgeraden liegen.

Einschub 2.1.2. ...

Beweisidee: Finsetzen in den Funktionsterm und Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz anwen-
den.

Folgerung 2.1.3. Kennt man von einer proportionalen Funktion f den Funktionswert an einer Stelle
g # 0, so kennt man alle Funktionswerte. FEs gilt namlich:

oy = 100,

Zo
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Einschub 2.1.4. ...

d.h. a = f(;’;o) ist der Proportionalititsfaktor, insbesondere fiir xo =1 also a = f(1).

Obwohl Proportionalitdt eine der einfachsten funktionalen Zusammenhénge ist, hat sie zahlreiche Anwen-
dungen:

Beispiele 2.1.5.

e Gleichférmige Bewegung mit konstanter Geschwindigikeit vg: Sei s(¢) die zuriickgelegte Strecke nach
der Zeit t, dann gilt: s(t) = vy - t.

Einschub 2.1.6. ...

e Umrechnungen: Einheiten (Meter in Kilometer, Stunden in Sekunden, usw.), Wechselkurse, Grad in

Bogenmaf bei Winkeln (Proportionalitétsfaktor ist hier ), Mafstiibe bei Landkarten

Einschub 2.1.7. ...

e Physikalische Gesetze, z.B. Ohmsches Gesetz, Hookesches Gesetz

Einschub 2.1.8. ...

e Strahlensitze in Geometrie



Einschub 2.1.9. ...

e Dreisatz (hier bestimmt man den Proportionalitétsfaktor haufig iiber den sogenannten Schluss tber
die Fins.)

2.2 Allgemeine lineare Funktionen

Die allgemeine lineare Funktion f : R — R,z — ax + b ergibt sich aus der zugehorigen proportionalen
Funktion ¢ : R — R,z + ax durch Addition der Konstanten b, d.h. geometrisch, dass der Graph von f
die um b Einheiten in y-Achsenrichtung verschobene Ursprungsgerade ist, die durch den Graphen von g
gegeben ist. Man sagt, dass der Graph von f eine Gerade mit Steigung a und y-Achsenabschnitt b ist. Der
Graph von f wird auch kurz mit der Geradengleichung y = ax + b beschrieben.

Einschub 2.2.1. ...

Die wesentliche Eigenschaft von linearen Funktionen ist, dass fiir das Steigungsdreieck gilt:

f(%) — f(z1)

To — 1

:a,

Einschub 2.2.2. ...

d.h. unabhingig von der Wahl der Punkte (xq, f(x1)) und (za, f(22)) ergibt der Quotient %, der
die Anderung der Funktionswerte (,Anderung in vertikaler Richtung”) ins Verhiltnis zu der Anderung der
Argumente (,Anderung in horizontaler Richtung”) setzt, die Steigung a der linearen Funktion f (bzw. der
Geraden zu y = azx + b). Geometrisch bedeutet dies, dass verschiedene Steigungsdreiecke an den Graphen
von f dhnlich sind, d.h. dass sie insbesondere dieselben Winkel besitzen.



Einschub 2.2.3. ...

Fiir den Winkel o der Geraden gegeniiber der Parallelen zur x-Achse gilt in jedem Steigungsdreieck

tan(a) = Jla) = fan) =a bzw. «a=arctana.
To — X1

1

2.3 Geradengleichungen zu linearen Funktionen mit gewiinschten
Eigenschaften

e Gerade mit Steigung a und y-Achsenabschnitt b:

y=ar+b

e Gerade mit Steiung a durch den Punkt (zo, yo):
y = a(r — xo) + Yo = ax + (yo — axp) (Punkt-Steigungs-Form)

Einschub 2.3.1. ...

'Fiir den Tangens eines Winkels « in einem rechtwinkligen Dreieck gilt:

tan(a) = Lange der Gegenkathete
~ Linge der Ankathete

Mit arctan wird die Umkehrfunktion der Tangensfunktion bezeichnet.



e Gerade durch zwei Punkte (xg,yo), (1, y1):

Y1 — Yo Y1 — Yo . T1Yo — ToY1

T, — To 1 — X 1 — Zo
i (- 2) +un (Zwei-Punkte-Form)
T — o

Einschub 2.3.2. ...

2.4 Anwendung: Lineare Interpolation

Gegeben eine (beliebige) Funktion f : [z1,x5] — R, deren Werte an den Randstellen z; und xo bekannt
sind (und deren sonstige Werte nicht oder nur mit grofem Aufwand bestimmt werden kénnen).

Einschub 2.4.1. ...

Zur Bestimmung von N#herungswerten fiir die Funktionswerte von f auf (x,z,) wird der Graph von f
durch eine Gerade g ersetzt, die an den Randstellen von [z, 23] mit f iibereinstimmt, d.h. gesucht ist
g : [z1, 9] — R linear mit g(x1) = f(x1) und g(z3) = f(x2). Die Zwei-Punkte-Form liefert

f(x2) — f(21)

T2 — X7

g(r) = (. —21) + f(71).

Fiir hinreichend ,gutartige” Funktionen f gilt dann f(z) = g(z) fiir = € [x1, 23]

2.5 Nullstellen

Definition 2.5.1. Eine Stelle x( in der Definitionsmenge einer Funktion f heifst Nullstelle von f, falls

Einschub 2.5.2. ...



Bei linearen Funktionen
fR—=R, z—ar+b

unterscheiden wir die Féalle:

1. Fall: a = 0:
Die konstante Funktion f mit f(x) = b besitzt keine Nullstelle, wenn b # 0. Falls b = 0, also f die
Nullfunktion ist, ist jede Stelle der Definitionsmenge eine Nullstelle.

2. Fall: a # 0:
Fiir eine Nullstelle g von f gilt:

b
arg+b=0& )= ——,
a
d.h. es gibt genau eine Nullstelle xy — g von f .

Einschub 2.5.3. ...

2.6 Umkehrfunktion

Es sei f eine lineare Funktion. Wir unterscheiden die folgenden Fille:

1. Fall: a = 0:

Der Graph der konstanten Funktion f mit f(z) = b ist eine Parallele zur 2-Achse. Der Graph der Umkeh-
relation entsteht durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden, ist daher eine Gerade parallel zur y-Achse
und somit keine Funktion. Folglich besitzt f in diesem Fall keine Umkehrfunktion.

2. Fall: a # 0:
Lést man die Geradengleichung y = ax + b nach z auf, so erhilt man

y—»>b 1 b

T = =—y——.
a a a

Die Umkehrrelation von f ist also eine Funktion, ndmlich die lineare Funktion

1 b
'R =R, y— —y——.
a a

Einschub 2.6.1. ...



2.7 Monotonie

Definition 2.7.1 (Monotonie). Eine Funktion f : R — R heifst streng monoton wachsend (bzw. streng
monoton fallend), falls

fir alle x; <o gilt:  f(x1) < f(x2) (bzw. f(x1) > f(x2)).
Sie heifst monoton wachsend (bzw. fallend), falls

fiir alle x; <2y gilt:  f(x1) < f(22) (bzw. f(x1) > f(x2)).

Einschub 2.7.2. ...

Folgerung 2.7.3. Fiir eine lineare Funktion f: R — R, x +— ax + b gilt:

a>0 = f st streng monoton wachsend

a<0 = f ist streng monoton fallend

Einschub 2.7.4. ...

2.8 Gemeinsame Punkte von Geraden.

Seien f und g lineare Funktionen mit f(x) = ax + b und g(z) = a’z + b'. Zur Bestimmung gemeinsamer
Punkte der zugehorigen Graphen suchen wir alle Stellen zq € R mit f(xg) = g(zo). Dazu suchen wir
Nullstellen der Funktion h := f — g, d.h. der Funktion mit h(z) = f(z) — g(z), denn es gilt f(zo) =

g(wo) & (f — g)(x0) = 0.



Einschub 2.8.1. ...

Wir unterscheiden drei Félle:

1. Fall: h = f — g ist die Nullfunktion, d.h. f=g:
Die beiden Geraden stimmen iiberein. Dies ist genau dann der Fall, wenn a = a’ und b =V'.

Einschub 2.8.2. ...

2. Fall: h = f — g ist konstant, aber nicht die Nullfunktion:

In diesem Fall exisitiert ein ¢ # 0 mit h(z) = ¢ fiir alle z € R, d.h.f(z) = g(x) + ¢ fiir alle x € R, Dies
ist genau dann der Fall, wenn a = o/ und b # b'. Hier gibt es keinen Schnittpunkt, da f — ¢ als konstante
Funktion ungleich Null keine Nullstelle hat. Die zugehorigen Geraden sind also parallel.

Einschub 2.8.3. ...

3. Fall: h = f — g st nicht konstant:
Da f — g offensichtlich wieder eine lineare Funktion ist (mit h(z) = (a—a’)x+ (b—1V')), gibt es dann genau
eine Nullstelle o von h = f — g, d.h. genau einen Schnittpunkt von f und g, ndmlich

(0, £(20)) = (20, 9(z0)) = (— ).

a—a  a—a




Einschub 2.8.4. ...

Anwendungsbeispiel

Die Stadte Bielefeld und Hannover sind ca. 100 km voneinander entfernt. Ein IC fihrt von Hannover nach
Berlin mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 90 km /h. Gleichzeitig startet in Bielefeld ein ICE, der
tiber Hannover nach Berlin mit einer einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 130 km/h fihrt. Offensicht-
lich holt der ICE den IC irgendwann ein. Den Zeitpunkt ¢y und den Ort s¢ (angegeben als Entfernung von
Bielefeld) des Einholens bestimmt man wie folgt: Fiir die Weg-Zeit-Gesetze s, und s,c; der beiden Ziige
gilt: s;c(t) = 80t + 100 und s,c(t) = 130t. Entsprechend ist ¢y gegeben durch s,c(tg) = Siep(to), d.h. to = 2
und somit so = s;c5(tg) = 260.

Einschub 2.8.5. ...



2.9 Stiickweise lineare Funktionen

Eine Funktion f kann abschnittsweise definiert sein. In diesem Fall gibt es eine Zerlegung des Definiti-
onsbereichs in paarweise disjunkte Teilmengen Iy, I, ... (d.h. I, N I, = 0, falls m # n) und Funktionen
fo:l, - R n>1mit

(

fi(z), falls x € I,
fo(z), falls x € I,
fs(z), falls x € I3,

Einschub 2.9.1. ...

Sind fiir n > 1 die Zerlegungsmengen I, Intervalle und die Funktionen f, : I, — R linear (bzw. kon-
stant), so heilt f stickweise linear (bzw. stickweise konstant). Stiickweise konstante Funktionen heifien
auch Treppenfunktionen. Stiickweise lineare (bzw. konstante) Funktionen kommen bei der Modellierung
von funktionalen Zusammenhéangen héiufiger vor, z.B. bei der Beschreibung von Mietvertridgen mit Grund-
gebiihr und Freikilometern oder von Telefongebiihren bei Abrechnung je angefangener Minute.

Weitere Beispiele fiir stiickweise lineare Funktionen sind die Betragsfunktion

x, fallsz >0,

|-]: R — R mit |z| =
—z, falls z <0,

Einschub 2.9.2. ...

und die Vorzeichenfunktion

1, falls x >0,
sgn: R — R mit sgn(z) = 0, fallsz =0,
—1, fallsxz <0.

Einschub 2.9.3. ...



2.10 Lineares Skalieren

Verschieben, Vergrofern oder Verkleinern des Graphen einer Funktion f in z- oder y-Achsenrichtung be-
wirken zwar quantitative Verdnderungen, qualitative Eigenschafen des Graphen bleiben im Wesentlichen
aber erhalten. D.h. bei der Modellierung von funktionalen Zusammenhingen kénnen diese Manipulatio-
nen des Graphen zur Anpassung an die Anwendungssituation genutzt werden, ohne dass die qualitativen
Eigenschaften des gewahlten, beschreibenden Funktiontyps verloren gehen. Die genannten Modifikationen
erhilt man durch lineares Skalieren und zwar in der folgenden Weise:

Vertikales Verschieben. Die
Ersetzung von f(z) durch f(z)+b

fiir eine Konstante b bewirkt eine Verschiebung des Graphen von f um b Einheiten, und zwar nach oben
(in y-Richtung), falls b > 0 und nach unten, falls b < 0 ist.

Einschub 2.10.1. ...

Horizontales Verschieben. Die
Ersetzung von f(z) durch f(z — d) fiir eine Konstante d

bewirkt eine Verschiebung des Graphen von f um d Einheiten, und zwar nach rechts (in z-Richtung), falls
d > 0 und nach links, falls d < 0 ist.

Einschub 2.10.2. ...

Vertikales Strecken oder Stauchen (Anderung der Amplitude). Die
Ersetzung von f(x) durch a - f(x)

fiir eine Konstante a # 0 bewirkt eine Streckung des Graphen in y-Richtung, falls a > 1, eine Stauchung
des Graphen in y-Richtung, falls 0 < a < 1 und, falls a < 0, eine Streckung oder Stauchung in y-Richtung
um den Faktor |a| bei gleichzeitiger Spiegelung des Graphen an der z-Achse.

Einschub 2.10.3. ...



Horizontales Strecken oder Stauchen (Anderung der Frequenz). Die
Ersetzung von f(x) durch f(c- x)

fiir eine Konstante ¢ # 0 bewirkt eine Stauchung des Graphen in z-Richtung, falls ¢ > 1, eine Streckung
des Graphen in z-Richtung, falls 0 < ¢ < 1 und, falls ¢ < 0, eine Streckung oder Stauchung in z-Richtung
um den Faktor |c| bei gleichzeitiger Spiegelung des Graphen an der y-Achse.

Einschub 2.10.4. ...

Bei der Normalparabel, dem Graphen zu x — 22, bewirkt die horizontale Streckung oder Stauchung um
¢ > 0 denselben Effekt wie das vertikale Strecken oder Stauchen um den Faktor ¢. Daher kann man die
Unterschiede der Amplituden- und Frequenzinderung bei dieser Funktion nicht gut studieren. Hier sind
periodische Funktionen, wie z.B. die Sinusfunktion, besser geeignet.

Einschub 2.10.5. ...



Diese vier Operationen lassen sich zu einer allgemeinen linearen Umskalierung zusammenfassen. So bewirkt

die Ersetzung von
f(x) durch a-f(c-(x—d)+b

- eine Streckung oder Stauchung des Graphen von f in x-Richtung um den Faktor ¢
- eine Streckung oder Stauchung des Graphen von f in y-Richtung um den Faktor a
- eine Verschiebung des Graphen um d Einheiten in z-Richtung und b Einheiten in y-Richtung.

Es ist hierbei zu beachten, dass die Reihenfolge der vorgenommenen Operationen wesentlich ist, d.h.
vertauscht man die Rihenfolge der Manipulationen, so kann das zu unterschiedlichen Funktionen fiihren,
wie z.B. beim Vertauschen von Verschieben und Strecken/Stauchen.

Einschub 2.10.6. ...

Beispiele 2.10.7. Betrachte die Funktion f(z) = z? und die folgenden Manipulationen des Funktions-
graphen:

1. Verschiebung um 3 Einheiten in z-Richtung
2. Verschiebung um 4 Einheiten entgegen der y-Richtung
3. Vertikale Streckung um den Faktor 2 und Spiegelung an der z-Achse
Fiihrt man die Manipulationen in der Reihenfolge 1 - 2 - 3 durch, so erhilt man die Funktion g; mit
gi(z) = =2((x — 3)* — 4) = —22% + 122 — 10.
Fiihrt man die Manipulationen in der Reihenfolge 3 - 2 - 1 durch, so erhilt man die Funktion g, mit

g2(z) = =2(x — 3)* —4 = =227 + 121 — 22 # gy (z).



Kapitel 3

Quadratische Funktionen

Definition 3.0.1. Eine Funktion f : R — R heiltt quadratische Funktion, wenn es reelle Zahlen a,b und
¢ gibt mit a # 0, so dass gilt:

f(z) =az® + bz +c fiir alle x € R.

Bemerkung 3.0.2. Im Spezialfall a = 1,b = ¢ = 0 erhélt man f(x) = 2% Der zugehérige Graph zu dieser
Funktion heift Normalparabel. Der Punkt (0,0) ist der Scheitelpunkt der Normalparabel.
Mit quadratischer Ergianzung zeigt man, dass

b\’ b
— 2 — _
f(z) =ax +bx+c-a<x+2a) +( 4a+c)

gilt.
Einschub 3.0.3. ...
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Einschub 3.0.4. ...

Der Graph der allgemeinen quadratischen Funktion geht also aus der Normalparabel durch lineares Ska-
lieren hervor, namlich durch

e Streckung der Normalparabel in y-Richtung um den Faktor a und

b

o und

e Verschiebung der gestreckten Parabel in horizontaler Richtung um —
e in vertikaler Richtung um —% +c.
Die Darstellung der Funktion wie auf der rechten Seite der obigen Gleichung, also in der Form
f(x)=a(xr—d)*+e

heiflt Scheitelpunktsform. An der Scheitelpunktsform von f kann man Gestalt und Lage des Graphen zu
f sofort ablesen: Es handelt sich um eine um den Faktor a gestreckte Normalparabel, deren Scheitelpunkt
in den Punkt (d, e) verschoben wurde.

Einschub 3.0.5. ...



3.1 Nullstellen

Die Suche nach Nullstellen quadratischer Funktionen fiihrt sofort auf quadratische Gleichungen, also
Gleichungen der Form
az® 4+ bz +c=0.

(Eine allgemeine quadratische Gleichung ax? + bx + ¢ = d lisst sich durch Subtraktion von d in die Form
az? + bx 4+ ¢ = 0 iiberfiihren.)

Zur Losung dieser Gleichung betrachten wir zundchst die (rein) quadratische Gleichung
i =r

Ist » > 0, so besitzt diese Gleichung zwei Losungen. Die positive Losung bezeichnen wir mit +/r. Der
Nachweis der Existenz folgt spiter. Die Tatsache, dass es genau zwei Losungen gibt, folgt mithilfe der 3.
Binomischen Formel:

2

P=r & 22—r=0 & 22—r=0 & (z—vr)(z+vr)=0

Da ein Produkt reeller Zahlen genau dann Null ist, wenn einer der beiden Faktoren Null ist, ist dies
dquivalent zu

r—r=0 oder z++vr=0 <& x=+r oder x=—r,
d.h. die Gleichung z? = r besitzt die Losungen x = +4/7.
Ist 7 = 0, so ist = 0 die einzige Losung der Gleichung 2> = 0. Wir setzen daher v/0 = 0.

Ist < 0, so besitzt die Gleichung #? = r keine reelle Losung, da Quadrate reeller Zahlen immer griéfer
gleich Null sind.

Fiir r > 0 gilt also die folgende Aquivalenz:

P=r & |r|=vr & 1=4r

Einschub 3.1.1. ...

Betrachtet man nun die allgemeine quadratische Gleichung
ar® +br+c =0,

so kann diese durch quadratisches Ergdnzen dquivalent in Scheitelpunktsform iiberfiihrt werden:

a x+i 2+ —b—2+C =0 & 9c*+i 2—1 b—2—c
2a 4a N 2a)]  a \4da '

Diese Gleichung hat nach den vorangehenden Uberlegungen zu rein quadratischen Gleichungen — hier fiir

den Ausdruck (:c + %) — genau die Losungen

b b2 c b b2 c —bxb?—4dac

I+2a 4a2 a v 2a 4a?2 «a 2a




Einschub 3.1.2. ...

Satz 3.1.3. Die quadratische Gleichung ax® + bx +c=0,a # 0 besitzt

o fiir b — 4ac > 0 genau zwei reelle Lisungen, ndmlich

—b+ Vb? — 4dac p —b — Vb? — 4dac
= un Ty =

2a 2a ’

X1

o fiir b?> — 4ac = 0 genau eine reelle Lisung, nimlich x = ;—5,

o fiir b?> — 4ac < 0 keine reelle Lisung.

Die Grifle
D = b* — 4ac,

die tiber die Anzahl reeller Losungen einer quadratischen Gleichung entscheidet, heiffit Diskriminante der
Gleichung.

Einschub 3.1.4. ...

Ist die Gleichung normiert, d.h. gilt a = 1, so liefert der Satz die sogenannte p-q-Formel:

Folgerung 3.1.5. Die quadratische Gleichung x* + px + q = 0 besitzt

o fiir p© > — enau zwes reelle Losungen, ndmlich x5 = —% s) —q.
ir p? Aq g ' reelle Lisung imlich o, p 4 gz ¢

Einschub 3.1.6. ...



o fiir p? = 4q genau eine reelle Lisung, nimlich x = -5,

o fiir p? < 4q keine reelle Losung.

Bemerkung 3.1.7. im Fall einer positiven Diskriminante D, also D = b* — 4ac > 0 liegen die Nullstellen

—b 4+ Vb? — 4dac

2a

T12 =

der Parabel symmetrisch zur Scheitelstelle = —2; im Fall D = 0 ist der Scheitelpunkt die einzige

.
Nullstelle, d.h. die Parabel beriihrt die z-Achse.

Einschub 3.1.8. ...

3.2 Linearfaktorzerlegung
Zu gegebenen Stellen 1, xo ist mit

f(x) =alzx — 21)(x — 22) = ax® — a(zy + 22)x + az 29

fiir a # 0 eine quadratische Funktion gegeben, die genau die Nullstellen x; und x5 besitzt und andersherum
hat jede quadratische Funktion mit den Nullstellen z; und x5 diese Gestalt.



Einschub 3.2.1. ...

Fira =1, p = b und q = ¢ erhdlt man den

Satz 3.2.2 (von Vieta). Besitzt eine normierte quadratische Funktion f(z) = x? + px + q die Nullstellen
x1 und To, so qilt: —p = x1 + 19 und ¢ = x1 - Ts.

Definition 3.2.3. Die Darstellung der Funktion f in der Form f(z) = a(x — x1)(x — x2) heikt Linearfak-
torzerlegung. Die Faktoren (x — 1) und (z — x9) heiken Linearfaktoren.

Satz 3.2.4. Eine quadratische Funktion f mit f(x) = ax® + bz + c,a # 0 mit den Nullstellen x1 und z,
besitzt die eindeutige Linearfaktorzerlequng

f(z) = alz — 21)(z — 22)
Einschub 3.2.5. ...

Bemerkung 3.2.6. Im Spezialfall z; = x5 gilt
f(z) =a(zx — 21)* = az® + 2ax, - v + az?,

d.h. fiir die Diskriminante gilt:
D = (2ax1)* — 4a - ax® = 0.

Folglich hat f genau eine Nullstelle. Im Sinne der Linearfaktorzerlegung handelt es sich eigentlich um zwei
Nullstellen, die auf dieselbe Stelle fallen. In diesem Fall spricht man von einer doppelten Nullstelle x.



Beispiel 3.2.7.






3.3 Minimum oder Maximum einer quadratischen Funktion

Definition 3.3.1. Sei f: A — R eine Funktion. Die Stelle xy € A heifst (globale) Mazimalstelle, falls
f(zo) > f(x) fiir alle z € A gilt.

In diesem Fall heit f(zq) (globales) Mazimum und der Punkt (o, f(xq)) (globaler) Hochpunkt.
Der Punkt xy € A heit (globale) Minimalstelle, falls

f(zo) < f(x) fir alle z € A
gilt. Dann nennt man f(zo) das (globale) Minimum und (zo, f(x)) den (globalen) Tiefpunkt.

Bemerkung 3.3.2. Gilt die jeweilige Ungleichung nur auf einer Umgebung von xy und nicht den ganzen
Definitionsbereich A, spricht man von lokalen Maximal- und Minimalstellem, Maxima und Minima, Hoch-
und Tiefpunkten.

Einschub 3.3.3. ...

Bei quadratischen Funktionen f(x) = ax?® + bz + ¢ = a(z — d)? + e gibt es zwei Fille zu unterscheiden:

Einschub 3.3.4. ...

Ist @ > 0, so ist die Parabel nach oben gedffnet und die Parabel hat einen Tiefpunkt im Scheitelpunkt
(d,e), denn

f(x)=a(x—d)?+e>e= f(d) firallex

N——
>0

Ist a < 0, so ist die Parabel nach unten gedffnet und die Parabel hat einen Hochpunkt im Scheitelpunkt
(d,e), denn

f(x)=a(x—d)?+e<e= f(d) fir allex

——
>0

Somit kann man bei quadratischen Funkitonen ein Fztremum (d.h. Maximum oder Minimum) bestimmen,
indem man den Scheitelpunkt bzw. die Scheitelpunktsform z.B. mit quadratischer Erginzung bestimmt.



Einschub 3.3.5. ...



3.4 Monotonie

Anders als bei linearen Funktionen sind quadratische Funktionen nicht auf ganz R monoton wachsend oder
fallend. Es gilt aber der folgende

Einschub 3.4.1. ...

Satz 3.4.2. Fine quadratische Funktion f habe die Scheitelpunktsform
f(z) =a(z —d)* +e.

o Fira >0 gilt: Auf dem Intervall (—oo,d] (also links vom Scheitelpunkt) ist der Graph von f streng
monoton fallend und a uf dem Intervall [d, +00) (also rechts vom Scheitelpunkt) ist der Graph von
f streng monoton wachsend.

e Fir a < 0 gilt: Auf dem Intervall (—oo,d] ist der Graph von f streng monoton wachsend und auf
dem Intervall [d,400) ist der Graph von [ streng monoton fallend.

Beweis
Sei x1 < x5 gegeben, dann gilt fiir die Differenz

f(x2) = f(z1) = alza—d)’+e— (a(z1 —d)* +e) =a((z2 — d)* — (21 — d)?)
a-((x2—d)+ (1 —d)) - ((x2 — d) — (21 — d))
= a-((r2—d)+ (1 —d)) - (z2 — 1)

——

>0

Nun betrachten wir die Falle ¢ > 0 und a < 0:
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3.5 Quadratisches Wachstum

Bei linearem Wachstum erhilt man bei gegebenem Zuwachs Ax der x-Werte stets denselben Zuwachs Ay
der zugeordneten y-Werte, d.h. die Zunahme (Steigungsfaktor) ist konstant. Wéchst hingegen die Zunahme
linear, so erhilt man quadratisches Wachstum:
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Beispiel 3.5.2.

(i) Betrachte die Funktion f(z) = ax und die Dreiecksfliche A(x), den Graphen von f, die z-Achse und
die Parallele zur y-Achse durch den Punkt (z,0).
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Dann gilt fiir den Zuwachs in = bei gegebener Zunahme Ax:

Einschub 3.5.4. ...

d.h. die relative Zunahme in z betrigt
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d.h. der relative Zuwachs ist linear. Elementargeometrisch sieht man sofort, dass die Groke A(x)
quadratisch wéchst: A(z) = jaa®.

(ii) Als diskretes Analogon betrachte die Folge der ungeraden Zahlen 1,3,5,7,.... Diese Folge wichst linear
(Konstante Zuwéchse, nimlich gleich 2).

Sei s, die Summe der ersten n ungeraden Zahlen. Es gilt s, = n? Die Folge s, wichst daher
quadratisch.
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(iii) Gleichmafig beschleunigte Bewegung

Anders als bei gleichformigen Bewegungen, bei denen die Geschwindigkeit v (d.h. die Ortsverinde-
rung pro Zeit) konstant ist, wichst v hier linear mit der Zeit ¢, d.h.

v(t) =a-t+ v,

wobei vy die Anfangsgeschwindigkeit und a die Beschleunigung bezeichnet. Fiir den zuriickgelegten
Weg s(t) nach der Zeit ¢ gilt dann

s(t) = —3at* 4 vot + so,
wobei sq die Anfangsposition zur Zeitpunkt ¢ = 0 bezeichnet.

Beispiel 3.5.7. Es folgen Beispiele zur gleichméfig beschleunigten Bewegung.

e Bremsen: FEin Fahrzeug bewegt sich mit einer Anfangsgeschwindigkeit vy und wird abgebremst, d.h.
es tritt eine negative Beschleunigung —a auf. Entsprechend liegt eine gleichmifig beschleunigte

Bewegung mit Weg-Zeit-Gesetz
s(t) = —sat® + vot

vor. Der Zeitpunkt ¢y des Anhaltens ist gegeben durch
U(to) = —Cbto + vy = O,

d.h. ty = “2. Der Bremsweg ist gegeben durch

2
s(to) = —zatd + voto = —3a ()" + w0’ = 3,5,

d.h. der Bremsweg wichst quadratisch mit der Anfangsgeschwindigkeit vg.
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o freier Fall: Im Schwerefeld der Erde bewegt sich jeder Korper gleichmafkig beschleunigt nach unten.
Die Beschleunigung betrigt ohne Beriicksichtigung des Luftwiderstands a = —g, mit g ~ 9,813.
Entsprechend lautet das Weg-Zeit-Gesetz des freien Falls

s(t) = —3gt%.
o Wurfparabel: Wirft man einen Korper schrig nach oben, so wird die Flugbahn durch eine Wurfparabel

beschrieben. Diese Parabel hiangt ab von der Anfangsgeschwindigkeit: Sei v, die Anfangsgeschwin-
digkeit in horizontaler Richtung und v, die Anfangsgeschwindigkeit in vertikaler Richtung.
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Alternativ kann man die Anfangssituation auch beschreiben mit der Anfangsgeschwindigkeit vy des
Koérpers und dem Abwurfwinkel o gegeniiber der Horizontalen. In diesem Fall ist dann

Uy =vp-cosa und v, = vy -sina.

_ v
vo=4/v2+v2 und «a = arcsin (ﬁ) :
v2 40
T Yy

Die Bewegung in horizontaler Richtung ist eine gleichformige Bewegung mit konstanter Geschwin-
digkeit v,, d.h. fiir die z-Koordinate des Kérpers gilt:

oder umgekehrt:

z(t) = v, - t.

Die Bewegung in vertikaler Richtung ist eine gleichméfig beschleunigte Bewegung mit Anfangsge-
schwindigkeit v, und Beschleunigung —g, d.h. fiir die y-Koordinate des Korpers gilt:

y(t) = —1g-t* 4+ v, -t
Bestimmung der Bahnkurve: Aus

folgt

Einsetzen in die Gleichung fiir y(¢) liefert:

2
o0 =t ()" 44,40

d.h. aufgefasst als Funktion von z ist y eine quadratische Funktion, die Bahnkurve ist also parabel-

formig. Um die Wurfweite! zu bestimmen, setzen wir y = 0 und bestimmen die zugehorige Wurfweite

x:

2
y=0 & —%g(%) +v, = =0& —

Vx

2,
X - (x—2—vwvy> =0
gV

20y - Q0
-x-(w——vzvy):0<:>x:OOderx:—”"gvy,

N
':SwllQ

[

1
= 3%

810

d.h die Wurfweite betragt %‘"T””

3.6 Polynomfunktionen

Definition 3.6.1. Sei n € Ny. Eine Funktion f : R — R heit Polynom(funktion), falls es Koeffizienten
ag, a1, ..., a, € R gibt, so dass

f(g;) = anxn —+ an_lxn_l + ...+ a1x + ag.

Ist a, # 0, so sagen wir, dass das Polynom den Grad n hat (kurz: grad(f) =n). Fiir das Nullpolynom
f =0 setzen wir grad (f) = —o0.
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!Hier gehen wir vereinfachend davon aus, dass der Kérper am Boden abgeworfen wird und auch wieder am Boden landet,
anderenfalls muss man die Abwurfh6he mit berticksichtigen.



Beispiele 3.6.3.  a. Polynome vom Grad 0 bzw. Grad 1 bzw. Grad 2 sind die konstanten bzw. linearen
bzw. quadratischen Funktionen.

b. Polynome der Form f(x) = z™ heifsen Potenzfunktionen oder Monome. Monome f mit ungeradem
Grad sind punktsymmetrisch zum Ursprung, d.h. es gilt f(—z) = —f(x) fiir alle z € R. Sie sind
streng monoton wachsend auf R.
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Monome von geradem Grad sind achsensymmetrisch zur vertikalen Achse, d.h. es gilt f(—z) = f(x)
fiir alle z € R). Sie sind streng monoton fallend auf (—oo,0] und streng monoton wachsend auf
0, +00).

Polynome haben dhnliche Eigenschaften wie die ganzen Zahlen:

Satz 3.6.5. Die Menge der Polynome bilden (wie Z) einen euklidischen Ring, d.h man kann Polynome mit
den tblichen Rechenregeln addieren, subtrahieren und multiplizieren. Das Verfahren der Polynomdivison
liefert eine Division mit Rest wie folgt:

Zu Polynomen f und g, g # 0 (Nullpolynom), gibt es eindeutig bestimmte Polynome q und r mit

grad(r) < grad(g) wund f=q-g+r,

man spricht f durch g ergibt ¢ mit Rest r.

Der Grad des Summenpolynoms ist kleiner gleich dem Mazimum der Grade der Summanden. Der Grad
des Produktpolynoms ist gleich der Summe der Grade der Faktoren.

Bemerkung 3.6.6. Man addiert und subtrahiert Polynome, indem man die Koeffizienten addiert bzw.
subtrahiert. Dabei setzt man ,fehlende” Koeffizienten gleich 0. Das Produkt der Polynome

m n
E a;z* und E a;x’
i=0 §=0

bestimmt man, indem man das Produkt
(@ma™ + ...+ ag) (bpx™ + ... + by)

in eine Summe a,,b,z™"" + ... + agby liberfiihrt.
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Beispiele 3.6.8. Polynomdivision mit Rest
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