Definition 1.4.5 (Umkehrrelation). Ist R C A x B eine Relation von A nach B, so ist durch
R':={(b,a) e Bx A | aRb}
eine Relation von B nach A, die sogenannte Umkehrrelation zu R, definiert.

Einschub 1.4.6. ...

Im Fall A = B entsteht die Umkehrrelation durch Spiegelung der Relation an der Winkelhalbierenden.

Einschub 1.4.7. ...

1.4.1 Aquivalenzrelationen

Definition 1.4.8. Aquivalenzrelation Eine Relation ~ auf einer Menge A (d.h. zwischen A und A) heift
Aquivalenzrelation, falls sie die folgenden Eigenschaftgen besitzt:

Reflexivitat  Fiir alle a € A gilt: a ~ a

Symmetrie  Fiir alle a,b € A gilt: a ~b=b~a

Transitivitit Fir alle a,b,c € Agilt: a~bund b~c=a ~ ¢

Gilt a ~ b, so heiflen a und b dquivalent.

Bemerkung 1.4.9. Die Aquivalenzrelation ~ zerlegt die Grundmenge A in Teilmengen von A, die so-
genannten Aquivalenzklassen, so dass jedes Element von A in genau einer der Aquivalenzklassen liegt.
Die Aquivalenzklassen sind paarweise disjunkt (haben paarweise eine leere Schnittmenge) und ergeben als
Vereinigung ganz A. Die Aquivalenzklasse von a € A notieren wir als

la] :={be A|b~a}.

Beispiele 1.4.10. Sei m € N;m > 1. Auf A = B = Z definiert
—
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eine Aquivdlenzrelation. Die Aquivalenzklassen sind die Restklassen modulo m.
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1.4.2 Ordnungsrelationen

Definition 1.4.12. Eing Relation R auf einer Menge A heiltt Ordnungsrelation oder Halbordnung, falls
sie die folgenden Eigenschaften besitzt:

o | Evivesy Spuahe bas AR
Reflezivitdt Fiir alle a € A gilt: aRa -

Antisymmetrie Fiir alle a,b € A gilt: aRb und bRa = a = b \7[1‘13 Xy &b d ~ R
Transitivitat Fiir alle a,b,c € A gilt: aRb und bRc = aRc

Eine Halbordnung R ist eine totale Ordnung, falls fiir alle a,b € A stets aRb oder bRa gilt.

Beispiele 1.4.13. Die Kleiner-Gleich-Relation < auf A = B = R ist eine totale Ordnung. Die Teilmengen-
Relation auf P(M) ist eine Halbordnung, die im Allgemeinen keine totale Ordnung ist.
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1.4.3 Abbildungen, Funktionen

Abbildungen beziehungsweise Funktionen sind die mathematische Abstraktion eines funktionalen Zusam-
menhangs: Jedem Wert einer unabhdngigen Grofe wird genau ein Wert einer dann abhingigen Grofe
zugeordnet.

Die Beschreibung des funktionalen Zusammenhangs kann erfolgen durch die Angabe eines Terms oder
(partiell) durch eine Wertetabelle oder (geometrisch) durch Zeichnung des Graphen der Zuordnung, also
derjenigen Punkte im R2, deren erste Koordinate die unabhiingige Groke x und deren zweite Koordinate
die = zugeordnete, abhingige Grofse ist.

Beispiele 1.4.15. U(v) = 27T
a. Der Umfang U eines Kreises ist abhéngig von seinem Radius r: U = 27r.
b. Der Bremsweg eines Autos hingt von der gefahrenen Geschwindigkeit ab.
c. Die Fiillhohe eines kegelformigen Glases hingt von der eingefiillten Wassermenge ab.

d. Durch den Ausweis wird einer Person (unabhéngige Grofe) ihre Korpergrofe (abhéngige Grofe) zu
geordnet oder ihre Augenfarbe (anhéingige Grofe) zugeordnet (das bedeutet die Grofen miissen nicht
quantifizierbar sein).

e. Durch den Borsenkurs wird Zeitpunkten der Kurswert einer Aktie zugeordnet (also auch bei quan-
tifizierbaren Merkmalen muss der funktionale Zusammenhang nicht durch einen Term ausgedriickt
werden konnen).
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Definition 1.4.17. Seien A und B Mengen. Eine Abbildung von A nach B ist eihe Relation ' C A x B
zwischen A und B, fiir die gilt:

a. Jedes Element aus A steht in Relation zu einem Element aus B, das bedeutet formal: zu jedem a € A
existiert ein b € B, so dass (a,b) € I gilt. aT'l

b. Jedes Element aus A steht in Relation zu héchstens einem Element aus B, das bedeutet formal: aus
(a,b) € I' und (a,b") € I folgt b=V

Die beiden Bedingungen der Definiton lassen sich zu einer zusammenfassen: Jedes Element aus A steht in
Relation zu genau einem Element aus B.

Beispiele 1.4.18.



a. Der Graph eines funktionalen Zusammenhangs ist eine Abbildung. @j
b. Die Zuordnung, die einzelnen Studierenden das Geburtsdatum zuordnet, ist eine Abbildung.

c. Die Teilerrelation auf N ist keine Abbildung. e Ax®
A B
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Notation 1.4.20. Ublicherweise notiert man Abbildungen I' C A x B nicht als Teilmenge, sondern als

puordung roanp D owe AxB

Man sagt: ,,f ist eine Abbildung von A nach B” oder kurz ,,f von A nach B”. Die Menge A heifst dann
Definitionsbereich und B Wertebereich.
Statt (z,y) € I' schreibt man
y = [(x).

Man nennt f(x) den Wert, den die Zuordnung f dem Argument (erster Wert) = € A zuordnet. Man sagt:
» f(x) ist das Bild von z unter f.
Alternativ schreibt man auch

f:A—= B, xw— f(x).

Beachte der Pfeil — steht zwischen den Mengen, zwischen denen f abbildet, hingegen steht +— zwischen
dem Element x und dem zugeordneten Funktionswert f(x). Den Term ,x +— f(x) “nennt man Zuordnungs-
vorschrift.

Die Menge

[=T(f) ={(z, f(z)) |z € A}
nennt man den Graphen von f. / %uwiwqﬂsv'&f;ﬁrt‘f;{‘
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Sind A und B Teilmengen der reellen Zahlen, so nennt man eine Abbildung f: A — B eine Funktion.

1.4.4 (Graphische) Darstellungen von Funktionen

Die Angabe einer Funktion besteht aus Angabe des Definitions- und Wertebereiches und der Zuordnungs-
vorschrift. Funktionen konnen dadurch visualisiert werden, dass man ihren Graphen in einem kartesischen
Koordinatensystem markiert. Mithilfe von Computern (Tabellenkalkulationsprogrammen oder Funktio-
nenplottern) kann man diese Visualisierungen und auch Wertetabellen leicht herstellen.



Einschub 1.4.22. ...

4) ¥ 3}(H=><1“ ﬁt R >R , K 2 x & é./
4 ﬂﬂ:{("“&)l?{e—ﬁzg

- —
2) 4 R"= Rx®R = R (xy) — x5%y>
“2) |— &

Wenn Definitions- und Wertebereich aus dem Zusammenhang ersichtlich sind, kann man Funktionen auch
nur durch ihren Funktionsterm zum Beispiel f(x) = 22 oder auch y = 2% definieren.

1.4.5 Funktionen in mehreren Variablen

Eine Abbildung
f:R* =R

ordnet jedem Paar (z,y) € R? eine reelle Zahl f(z,y) € R zu, zum Beispiel f(z,y) = 22 + y2. Der Graph
von f besteht dann aus einer Teilmenge des dreidimensionalen Raumes R3, némlich:

L(f) ={(z,y,2) € R’ |z = f(x,y), (x,y) € R?}.
In diesem Fall lisst sich der Graph T'(f) der Funktion f ist als eine ,Fliche” im Raum (,Gebirge”) darstellen.
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Den Graph von Funktionen f : R? — R kann man in einem dreidimensionalen Koordinatensystem (wie
oben) perspektivisch darstellen oder durch spezielle zweidimensionale Graphiken, sogenannte Héhenlinien:

Die Hohenlinie H¢(c) von f zur Hohe ¢, sind alle Punkte der Ebene, deren Bild unter f gleich c ist, d.h.

Hy(c) = {(z,y) e R*| f(z,y) = c}.

Im Beispiel f(z,y) = 22 + y? sind die Hohenlinien leer, falls ¢ < 0 bzw. der Ursprung, falls ¢ = 0 bzw.
ein Kreis mit dem Ursprung als Mittelpunkt und dem Radius /c, falls ¢ > 0. Die Hohenlinie H¢(c) ist
der Schnitt des Graphen von f mit der Ebene im dreidimensionalen Raum, die durch die Gleichung z = ¢
beschrieben wird.
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