Bemerkung 3.7.5. In den komplexen Zahlen gilt sogar der Fundamentalsatz der Algebra:
,Jedes Polynom vom Grad n > 1 besitzt eine komplexe Nullstelle.*

Durch sukzessiven Abspalten der Nullstellen folgt, dass fiir jedes Polynom f vom Grad n > 1 komplexe
Zahlen x4, ...,z, € C als Nullstellen von f mit

flz)=alx —z1)(x — z3)...(x — x,)

existieren.

Im Reellen kann man mithilfe dieser Uberlegungen (in den komplexen Zahlen) zeigen, dass sich jedes
Polynom in Linearfaktoren und quadratische Faktoren zerlegen lisst: Fiir jedes Polynom f vom Grad
n > 1 mit reellen Koeffizienten und reellen Nullstellen z, ..., z; gibt es quadratische Funktionen ¢y, ..., ¢,
ohne reelle Nullstellen, so dass

f(z) =alr — z1)(z — x3)..(x — k) q1(2)...qm () (Reelle Produktdarstellung)

gilt.

3.8 Anwendung: Interpolation

Einschub 3.8.1. ...
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Satz 3.8.2. Seien (xo,40), (T1,Y1), -, (Tn, Yn) Punkte mit paarweise verschiedenen x;’s. Dann gibt es genau
ein Polynom f vom Grad hochstens n mit f(x;) = y; fir allei = 0,1, ...,n. Diese Polynomfunktion f heifit
Interpolationspolynom.

Zum Beweis der Existenz solcher Polynome betrachtet man die sogenannten Lagrange-Interpolationspolynome
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Die Eindeutigkeit einer solchen Darstellung zeigt man so: Sind f und ¢ Interpolationspolynome, dann
hat ist f — g ein Polynom vom Grad héchstens n mit n + 1 Nullstellen g, ...z,,. Daher muss f — g nach
Folgerung 3.7.3 das Nullpolynom sein, also f = g.

Zur Berechnung des Interpolationspolynoms kann man daher die Lagrange-Interpolationspolynome be-
stimmen und dann f wie oben angegeben berechnen.

Alternativ kann man mit f(z) = a,2" + ... + a1 + ao ansetzen und aus den Gleichungen

f(xO) = Yo, 7f($n) = Un

ein lineares Gleichungssystem mit n+ 1 Gleichungen und den n+ 1 Unbekannten a,,, ..., ay erhalten. Dieses
lineare Gleichungssystem hat nach dem vorstehenden Satz genau eine Losung, ndmlich die Koeffizienten
des Interpolationspolynoms.

Nun folgt ein Beispiel zu dem obigen Ansatz und zur Langrange-Interpolation:

Einschub 3.8.4. ... %c;g? [d n L&Dfaua@ _?Dlauow/,\
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Kapitel 4

Zusammenfassung ruckwarts I

Ziel dieses Abschnittes ist es, in einer Riickschau zu verdeutlichen, wie die einzelnen Abschnitte der Vor-
lesung zusammenhéngen und aufeinander aufbauen.

Polynome (3.6.1.) sind Funktionen vom Typ
flx)=aux" + -+ a1z + aop.

Man kann mit ihnen wie mit den ganzen Zahlen bzw. wie mit Variablen rechnen, indem man die Terme
zu den Potenzen koeffizientenweise addiert und beim Multiplizieren Klammern ausmultipliziert (3.6.7.).
Division von Polynomen ergibt analog zu den ganzen Zahlen die Polynomdivision mit Rest (3.6.8.). Eine
Polynomdivision durch Linearfaktoren x—x;, die den Rest Null ergibt, nennt man Abspalten von Nullstellen
(3.7.1.) von Polynomen. Jede Nullstelle z; eines Polynoms laft sich so abspalten und ergibt eine neue
Darstellung f(z) = (z — z;)g(z) des Polynoms f mit einem neuen Polynom ¢ kleineren Grades (3.7.2.).
Die Nullstellen von g sind Nullstellen von f und durch Wiederholung des Verfahrens erhélt man die reelle
Produktdarstellung eines Polynoms f, ndmlich

flz)=(z —x)" (x — 22)™...(x — zp)"™ q1(x) - ... - g (T)

wobei x4, ...,z die paarweise verschieden Nullstellen von f und ¢y, ..., g, quadratische Funktionen ohne
reelle Nullstellen sind (3.7.5.).

Eine Anwendung von Polynomfunktionen ist die Interpolation. Dabei ist zu n + 1 Punkten in einem
Koordinatensystem ein Polynom vom Grad n gesucht, dass durch diese Punkte verlduft (3.8.1.). Die
Lagrangepolynome liefern ein solches Polynom (3.8.2.).

Polynome sind also Produkte von linearen und quadratischen Funktionen. Beide Typen haben wir vorher
intensiv untersucht.

Quadratische Funktionen der Form f(x) = ax? + bx + ¢ haben ein lokales Extremum am Scheitelpunkt
(d, e) je nachdem, ob der Graph nach oben oder nach unten gedffnet ist (3.3.4.). An der Scheitelpunktsform
f(z) = a(x — d) + e 1kt sich die Extremstelle d und der Extremwert e = f(d) ablesen (3.0.4./3.0.5.). Fiir
a < 0 ist die Funktion links vom Scheitelpunkt streng monoton wachsend und rechts vom Scheitelpunkt
streng monoton fallend (3.4.2.). Umgekehrt fiir @ > 0. Die Nullstellen x;, 25 einer quadratischen Funktion
sind weitere charakteristische Punkte. Sie lassen sich an der Linearfaktorzerlegung f(z) = a(z—x;)(z—x2)
ablesen (3.2.4.). Die Nullstellen errechnet man mit der p-q-Formel (3.1.5.). Die Diskriminante D = b*—4ac
entscheidet, wie viele Nullstellen (keine, eine oder zwei) es gibt (3.1.3.).

Rechnerisch erhélt man die Scheitelpunktsform durch quadratisches Ergéinzen (3.0.4.) aus ax?+ bz + ¢ und
die Linearfaktorzerlegung durch Berechnung de Nullstellen von f. Letzteres verwendet man dann auch,
wenn man allgemeine Polynome wie oben in Linearfaktoren zerlegen will, sobald nur noch ein quadratisches
Polynom nach der Polynomdivision iibrig bleibt (3.7.1.).

Graphisch ensteht eine quadratische Funktion durch Verschieben ldngs der Koordinatenachsen und Stre-
cken/Stauchen aus dem Graphen der Normalparabel z? (3.0.4.). Diesen Prozess nennt man lineares Ska-
lieren.

Quadratische Funktionen haben Anwendungen bei Berechnung von Dreiecksflichen (3.5.5.) und physikali-
schen Phénomenen wie Bremsen (3.5.7.) oder Werfen (3.5.9.). Dabei wichst die Fliche bzw. die Wegstrecke
jeweils quadratisch (Weg-Zeit-Gesetz einer gleichméfig beschleunigten Bewegung).
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Lineare Funktionen sind von der Gestalt f(x) = ax + b. Ist die Steigung a < 0, so ist sie streng mono-
ton fallend, fiir @ > 0 streng monoton wachsend (2.7.3.). Fiir a = 0 handelt es sich um eine konstante
Funktion. Die Steigung a ergibt sich aus einem Steigungsdreieck (2.2.2.). Dabei konnen die Stellen 1, x5
fiir das Steigungsdreieck beliebig gewdhlt werden und die Steigung a ergibt sich aus dem Verhéltnis der
Kathetenldngen des rechtwinkligen Dreiecks. Lineare Funktionen haben keine lokalen Extrema, allerdings
konnen stiickweise lineare Funktionen lokale Extrema an den Réndern der stiickweise definierten Defini-
tionsbereiche haben (2.9.1.). Lineare Funktionen haben genau eine Nullstelle —2 (2.5.), sofern sie nicht
konstant sind. Die Umkehrfunktion einer linearen Funktion ist wieder eine lineare Funktion (2.6.).

Fiir b = 0 ergeben sich die proportionalen Funktionen (2.1.1.), die viele Anwendungen haben wie gleich-
formige Bewegung, Umrechnung von Einheiten oder Dreisatz im allgemeinen (2.1.5.). Die Steigung a einer
solchen Funktion f heift Proportionalitiatsfaktor und es gilt a = f(1).

Analog zu den quadratischen Funktionen geht eine lineare Funktion durch lineares Skalieren aus der
Funktion f(z) = z hervor (2.10.6.).

Der Graph einer linearen Funktion ist eindeutig durch eine Gerade durch zwei Punkte im Koordina-
tensystem gegeben. Dies ist ein Spezialfall der Interpolation von Polynomen. Mit der Zwei-Punkte-Form
(2.3.2.) lafst sich die Funktionsgleichung direkt angeben. Auf der anderen Seite ist der Graph einer linearen
Funktion auch eindeutig durch die Steigung a und einen Punkt gegeben, der auf der Geraden liegen soll
(Punkt-Steigungs-Form 2.3.1.).

In Anwendungen werden haufig Schnittpunkte von Graphen linearer Funktionen gesucht. Diese erhélt man
durch Gleichsetzen und Auflgsen nach = oder durch allgemein hergeleitete Formeln (2.8.).

Allgemeine Polynome und ihre Sperzialfiille (lineare Funktion, quadratische Funktion) sind sogenannte
'Funktionen’. Funktionen f : A — B sind Abbildungen, fiir die A C R und B C R gilt (1.4.20.). Eine
Abbildung T ist eine Relation (= Teilmenge) I' C A x B, so dass jedes a € A hochstens zu einem Element
b € B in Relation steht (1.4.17.).

Damit ist eine Funktion eine spezielle Relation. Es gibt noch andere Relationen auf Mengen, zum Beispiel
die Ordnungsrelation (1.4.12.) oder die Aquivalenzrelation (1.4.8.).



Kapitel 5

Weitere wichtige Funktionen

5.1 Umkehrfunktionen, Wurzelfunktionen

Wir hatten bereits beobachtet, dass Umkehrfunktionen zu Funktionen im Allgemeinen nicht immer exis-
tieren. Unter welchen Bedingungen das aber der Fall ist, untersuchen wir in dem folgenden Abschnitt.

5.1.1 Bijektivitiit

Erinnerung: In der Definition einer Funktion f: A — B haben wir verlangt, dass jedem Element z € A
genau ein Element y € B zugeordnet wird. Wir haben von Funktionen nicht verlangt, dass

e verschiedene Elemente aus dem Defintionsbereich verschiedenen Elementen im Wertebereich zuge-
ordnet werden miissen.

e alle Elemente im Wertebereich von einem Elemente im Definitionsbereichs getroffen werden miissen.

Einschub 5.1.1. ...
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Wenn Funktionen diese Eigenschaften aber zusétzlich besitzen, nennen wir sie surjektiv bzw. injektiv. For-
mal:
Definition 5.1.2. Eine Funktion f: A — B heift
o surjektiv, falls zu jedem b € B mindestens ein a € A existiert mit f(a) = b.

o injektiv, falls aus f(a) = b = f(d’) stets a = a’ folgt. (Alternativ: a # a’ = f(a) # f(a'))

e bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist. o=q 4= fﬁ[q) = ﬁ(fa'ﬂ
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Beispiele 5.1.3. Betrachtet man die Abbildung

f: A= B, zwz?

so ist im Fall
1) o A= B =R die Abbildung weder injektiv noch surjektiv.
Q,j e A=1[0,00), B =R die Abbildung injektiv, aber nicht surjektiv.

5} e A=R, B=][0,00) die Abbildung surjektiv, aber nicht injektiv.

) e A= B =10,00) die Abbildung bijektiv. \

f) 0, 00) &2 TR
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Bemerkung 5.1.5.

(i) Durch Verkleinern von Definitons- bzw. Wertebereich kann man Injektivitit bzw. Surjektivitit ,er-

zwingen”.

(ii) Ist fiir D C R eine Funktion f: D — R streng monoton wachsend (oder fallend) auf D, so ist f
injektiv.

Binschub 5.1.6. .. ZZ X X, = 4fx) + ﬂﬁ[xg,) b X X

X <X ' |
o 5 gt | AR
(iii) Ist f: A — B bijektiv, so gilt also: , qu{gk+1*V o hﬁk‘g\\/
A
Zu jedem y € B gibt es genau ein Urbild z € A.

Diese Zuordnung erfiillt die Eigenschaften einer Funktion mit Definitionsbereich B und Wertebereich
A und definiert damit die Umkehrfunktion f~:

f':B— A
Ist f: A — B bijektiv, so kann man f also ,umkehren”, d.h. die Umkehrrelation
P3(f) = {(f(z),2) |z € A}
ist eine Funktion von B nach A, die Umkehrfunktion zu f.

Insgesamt gilt also der



Satz 5.1.7. Eine Funktion f: A — B ist genau dann umkehrbar, wenn sie bijektiv ist. Fir die Umkehr-

funktion
ffl:B=s A

qilt:

fﬁlﬂﬂg’)) = 7z fiir alle z € A —— i
ff/(f‘1 ) = vy firaleye B & ZSUﬁelffLﬂ/
- -

in .1.8. : A'_'? -
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Wie schon bekannt ist der Graph der Umkehrfunktion f~! dann geometrisch die Spiegelung des Graphen
von f an der Winkelhalbierenden (d.h. an der Geraden zu y = x).

Beispiele 5.1.9.
(i) Zu f: [0,00) = [0,00), z— 27 ist f~! die Quadratwurzelfunktion f~(z) = /.
(ii) Die Funktion zu f(z) = ax + b ist fiir @ # 0 stets bijektiv mit Umkehrfunktion f~!(z) = Lz — L.

Bemerkung 5.1.10. Man kann Injektivitdt und Surjektivitdt einer Funktion f: A — B auch wie folgt
interpretieren:
Betrachte die Gleichung

f(@)=y.
als Gleichung mit rechter Seite y € B fiir die Unbekannte z € A.

f ist surjektiv bedeutet:
Gleichung ist fiir jede rechte Seite y € B losbar.

f ist injektiv bedeutet:
Wenn Gleichung l6sbar ist fiir eine rechte Seite y € B, dann ist die Losung = eindeutig.

f ist bijektiv bedeutet: 6 ’
Gleichung ist fiir jede rechte Seite y € B eindeutig losbar. K XX o

XZ.
5.2 Wurzeln
Wie oben festgestellt sind fiir n € N die Potenzfunktionen =

fni]0,00) = Rz 2"

streng monoton wachsend und entsprechend injektiv. Schriankt man den Wertebereich von f,, auf die Menge

[0,00) ein, so ist f,, auch surjektiv, also bijektiv und damit umkehrbar.

P —_ I

Definition 5.2.1. Die Umkehrfunktion von f, definiert die n-te Wurzelfunktion:
fi':0,00) = [0,00), > /w.
Fiir jedes b > 0 ist also /b die eindeutige nichtnegative Losung = der Gleichung

"=b < x=10b. 3425’ =
555 =5"=12%5



5.3 Potenz-, Exponential- und Logarithmusfunktionen

Eine Potenzfunktion zum Exponenten a € R ist eine Funktion f: (0,00) — (0, 00) mit einer Zuordnungs-
vorschrift vom Typ f(x) = z® 2 . T

Bp a=z . x5, a=T: XF=L)
Was verstehen wir unter z¢ fiir a € R, z.B. 2V2? Wir definieren dies schrittweise:

() Fiir a € N ist 5 S
=g, und auferdem z° = 1. X $X'?<'?<-K')<
a Faktoren
Diese Definitionen sind fiir alle z € R zulissig. =5
(i) Fira € Z, a <0, ist > 1 X—S”: A = 4
— X~ €9 xS

Diese Defintion ist nur noch fiir z € R, x # 0, mdoglich.

@) Fir a = %,n/e N, ist 2% = 2= das Urbild von z unter der bijektiven Funktion f,: [0,00) = [0, 00),

f(z) = x™. Wir schreiben dann
o= = x B = R(x
und speziell 22 = /Z.
Diese Definition ist nur moglich fiir x € [0, 00). 2 . ( 4/,5)?. ,;/} K )

(iv) Fiir a =, m € Z,n € N, ist
2 =gxn = (x%)m euue oms Ltl (“/\

Diese Defintion ist nur noch fiir = € (0, 00) mdglich.
(v) Fiir @ € R nidhern wir a durch Briiche an, z.B. a = V2 durch
1;1,4; 1,41; 1,414; ...

und betrachten dann
xl, x1’4, :cl’41, x1’414, o

Diese Werte nihern sich dann xV2 an. Genaueres hierzu und insbesondere zu den auftretenden

Grenziibergingen werden wir spéter lernen, wenn wir reelle Zahlenfolgen behandeln. Fiir den Moment
geniigt uns diese Anschauung.

Satz 5.3.1 (Rechenregeln fiir Potenzen). Seien x,y € (0,00) und a,b € R. Dann gelten die Identititen

xa—l—b — xa l’b,
(xa>b _ xa-b
)

(x-y)* =2a2" y*.

Definition 5.3.2. Fiir a > 0 heifit die Funktion exp,: R — R,z +— a® Ezponentialfunktion zur Basis a.

Einschub 5.3.3.



5.3

Potenz-, Exponential- und Logarithmusfunktionen

Eine Potenzfunktion zum Exponenten a € R ist eine Funktion f: (0,00) — (0, 00) mit einer Zuordnungs-
vorschrift vom Typ f(x) = z®

Was verstehen wir unter z¢ fiir a € R, z.B. 2V2? Wir definieren dies schrittweise:

(i)

(i)

(iv)

Fiir a € Nist
'=x-x--x, und auferdem z° = 1.
—
a Faktoren
Diese Definitionen sind fiir alle x € R zuléssig.
Fira € Z, a <0, ist
1
z—
Diese Defintion ist nur noch fiir z € R, x # 0, moglich.

% =

Fiir a = %,n e N, ist 2% = 2w das Urbild von z unter der bijektiven Funktion f,: [0,00) — [0, 00),
f(z) = 2™ Wir schreiben dann

und speziell 22 = \/z.
Diese Definition ist nur moglich fiir z € [0, 00).
Fira=",m € Z,n € N, ist

% =g l)m.

Diese Defintion ist nur noch fiir z € (0, c0) moglich.

Einschub 5.3.1. Schritte (i) bis (iv) an einem Beispiel
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) aeN (3) 173 35073 xe R
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[ =p e 5= 2
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Fiir a € R nidhern wir a durch Briiche an, z.B. a = /2 durch

b A\t
2\°3 2\ el Wurzeda nidht
lv)ﬂ (—s’) .':((‘) ) - b. b . 6 . b X Z 0 ( N3A¥V s Konnea ia R)
—

1; 1.4; 1,41; 1,414, ...

und betrachten dann

114 141 1,414
o A A

Diese Werte nihern sich dann @¥2 an. Genaueres hierzu und insbesondere zu den auftretenden
Grenziibergdngen werden wir spéter lernen, wenn wir reelle Zahlenfolgen behandeln. Fiir den Moment
geniigt uns diese Anschauung.

Satz 5.3.2(Rechenregeln fiir Potenzen). Seien x,y € (0,00) und a,b € R. Dann gelten die Identititen

{\VZ'+ 05 7 oS
oo (A7 TR
(l,a)b _ xa~b’ 34 z= S(‘t )= 346
(x-y)" =a" y*. (3&)2 = %



Definition 5.3.3. Fiir a > 0 heilt die Funktion exp,: R = R, x +— a® Ezponentialfunktion zur Basis a.
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5.3.1 Eigenschaften der Exponentialfunktion
(i) exp,(0)="1

a;kw eQ o 0

(1)

¢ a® exp, ()’ RO
p‘%u foluzirte [)ye . (‘;g,.\hd
€XPq (.T s y) = at v = a‘a? = exp, (LC) + €XP, (y)7 e/f:\“'kz,:?,is 3
Dck - Prlogesch - o)
s, L @y e L exp ey

(iii) vexp, ist-fiir @ > 1 streng monoton wachsend, fiir 0-<a < 1lstreng monoton fallend und fiirca="1
konstant gleich 1. B bedeutek inyelehv

(iv) Fiirdas ]iild von'R unter der Exponentialfunktion gilt fiir a # 1: exp,(R) = (0y400):
D“'S 6“ o LXID" = lkp‘ (a‘ﬁmk Dﬁkmw‘)\ - 0 I+DO)
Definition 5.3.5 (Logarithmus). Aufgrund der letzten beiden Eigenschaften ist die Exponentialfunktion
exp,: R — (0, +00) bijektiv. Die Umkehrfunktion Venbhnbe st it

Umbkehrbor

log,: (0,400) = R, x> log,(x), a >0, a#1

heikt Logarithmus zur Basis a. .

Bemerkung 5.3.6. Da der Logarithmus geméf Definition die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion
ist, gilt also:

Einschub 5.3.7. ...
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5.3.2 Eigenschaften der Logarithmusfunktion
Satz 5.3.9 (Rechenregel fiir Logarithmen).

(i) log, (1) =0

(ii) log,(x -y) = log,(z)+log,(y)
(i) log, <§) = log,(z)(—)log,(y)
(iv) log,(x") =r-log,(z), reR

() logy(r) = Balt)

Teil (v) heifst: ein Basiswechsel beim Logarithmus bedeutet eine lineare Skalierung (vertikales Strecken/Stauchen)
Entsprechend reicht die genaue Betrachtung nur einer Basis.

Die Funktion log,: (0, +0c0) — R'ist bijektiv, fiir a > 1 streng monoton wachsend und fiir a < 1 streng
monoton fallend.
Héufig werden die folgenden Basen verwendet:

a = 10:  Zehnerlogarithmus log,, =: log
a =72 Zweterlogarithmus log, = 1d |

a'='e: Natiirlicher Logarithmus, (¢ Fulersche Zahl, vgl. unten). Fiir den natiir-

lichen Logarithmus schreiben wit In statt log,. Streddfelchs -
U

Bemerkung 5.3.10 (Basiswechsel). Jede andere Basis erhélt man dann durch:

exp, () = a” = (exp, (log, ()" = (exp,(Infa)))” = ("@)" = e,

d.h. jede Exponentialfunktion ist eine linear skalierte natiirliche-Exponentialfunktion(horizontales-Stre=
cken/Stauchen).

5.3.3 Exponentielles Wachstum
Betrachte die Funktion

f@y=c-a®, " a>0,a#l,
dann gilt fiir ein festes Az € R :

f(.]?-'-AZC) _ C'CLZ+AI LT 'aAz — f(ZE) _an :ZACE f(l'),

wobel
Cap = a™®.

Eine Anderung des Arguments z um eine feste Groke Az bewirkt daher cine Multiplikation mit einem von
A (aber nicht von z) abhéngigen, aber sonst festen Faktor ca;. Ein solches Wachstumsverhalten heifst
exponentielles Wachstum.

Zum Vergleich bewirkt bei linearem-Wachstum;-beschrieben durch () = ax + b, die Anderung des
Arguments um Az die Addition einer festen Groke, ndmlich

l(z+ Azx) = a(z + Azx) + b= ad 4 adAz+ b= [(z) F)aAz.

Ist @< 1, ist f streng monoton fallend. In diesem Fall spricht man auch von ‘ezponentiellem Abklingen.
Exponentielles Wachstum kommt typischerweise in Modellen fiir Wachstums- oder Zerfallsprozesse vor:



e Bevoilkerungswachstum, Zellwachstum, radioaktiver Zerfall

e Berechnung von Zinseszinsmodellen, Modelle fiir Mehrfachverzinsung pro Jahr, kontinuierliche Ver-
zinsung

In diesen Fillen wihlt man hédufig t als Variable fiir die Zeit. Diejenige Schrittweite At, fiir die
e cpy = 2 gilt, nennt man Verdopplungszeit 4&, +A£) 2CALS ﬁﬂ)

o Ccap = % gilt, nennt man Halbwertszeit.

f(L+AL)= ¢y -
Fiir die Verdopplungszeit At gilt wegen
ft+At) =car- f(@) =2 f(1)

folglich

@ =cpy = 2 & At = log,, 2.

Entsprechend erhilt man fiir die Halbwertszeit::At =log, %
N R
Einschub 5.3.11. Beispiel zur Halbwertzeit VUJ‘[’{’L' ¥y

H.\U S\LLXV\ wr (\5\(}'\51'(5

Mm wx\t&.gr en

Wie oben dargestellt kann die Funktion f mithilfe der natiirlichen Exponentialfunktion (e-Funktion) be-
schrieben werden, ndmlich
flz)=c-a"=c- e T — oL

In diesem Fall heifit ¢ = f(0) Anfangswert und A # 0 Wachstumsrate .

Exponentielles Wachstum ist schnell, insbesondere schneller als jedes polynomielle Wachstum. Logarith-
misches Wachstum hingegen ist langsamer als jedes polynomielle Wachstum. Was dies praziser bedeutet
kldren wir im néachsten Kapitel.

Beispiele 5.3.12.

o Bevélkerungswachstum: In einem Modell fiir das Bevolkerungswachstum nehmen wir an, dass die
Zunahme der Bevilkernng proportional mit_Proportionalititsfaktor p zur Gréfe der Bevilkerung

f(t) ist, d.h. es gilt:

fG+1) = ft)=p-f(t) < flt+1)=(1+p) [(1)

Gegeben die Groke ng der Bevilkerung zur Zeit t = 0, so erhalten wir

f(t) =no- (1 +p)

als exponentielles Modell fiir die Beschreibung der Bevolkerungsentwicklung. Die unbekannten Para-
meter p und g miissen jetzt aus vorhandenen Daten bestimmt werden. Die Weltbevolkerung betrug
2010-etwa 6,96-Mrd. und 2020 etwa 7,79 Mrd. Menschen. Setzen wir den Zeitpunkt“¢ = 0 fiir das
Jahr 2010, so folgt:

f(0) =ng =06,96 (in Mrd.)

und
f(10) _[no 1+p10;—779 : o
7.7
(14 p)0= N —,/ ) 1~ 00113 — 1,13%.
(1+p) 6,96 S 696 %

Entsprechend verdoppelt sich die Bevélkerung in long P logl;(z+42—p) ~ 61,5 Jahren.

Das's uc| c.(-s
Yok t %/.'\“«w wird



e Bevolkerungswachstum, Zellwachstum, radioaktiver Zerfall

e Berechnung von Zinseszinsmodellen, Modelle fiir Mehrfachverzinsung pro Jahr, kontinuierliche Ver-
zinsung

In diesen Fillen wihlt man héufig ¢ als Variable fiir die Zeit. Diejenige Schrittweite At, fiir die

e cay = 2 gilt, nennt man Verdopplungszeit [%Y( 4
® Ccar = % gilt, nennt man Halbwertszeit. ‘f
Fiir die Verdopplungszeit At gilt wegen II"'\\ |I
N

ft+At) =car- f(x) =2 f(t)
folglich : l'l \ a
At A{_ loga 2]' ‘ ':\\

a~" =car =2 __i_ P
Entsprechend erhélt man fiir die Halbwertszeit: lAt = loga_zﬂ ‘ B T
Einschub 5.3.11. Beispiel zur Halbwertzeit &()() s= 3. L‘I’) %_b s _ttat

b?ﬁ
[ara) =4 469 e 3 (45 = 5 3(4)" @H‘@
log
4\ AX Y g/”“___“““‘“zgga

- -"Z*_W a=D [q,) = %_ AR 034/?(% ?&Jf/‘?(a)

LG - LG
&= A e"a%f('!/‘{) = 5034/9(’%—) ) loggy (1) = g{]%{(")

- g & - lyg @) o) O

|Wle ob‘]n dargestellt kann die Funktion f mithilfe der natiirlichen Exponentialfunktion (e-Funktion) be-
schrieben werden, namlich g

X _ o 7 x5y
o =g = o BB 2 l'\ ) “féiPi}-‘fi?“‘ “C“é ﬂ
( ol) L X~ Om o
In diesem Fall heifst ¢ = f(0) Anfangswert und )\ % 0 WGChstumsmte i )L e ()

Exponentielles Wachstum ist schnell, insbesondere schneller als jedes polyr_lomielle Wachstum. Logarith-
misches Wachstum hingegen ist langsamer als jedes polynomielle Wachstum. Was dies préziser bedeutet
klaren wir im nachsten Kapitel.

Beispiele 5.3.12. / oua  LE-11  Lelond

Bevdlkerungswachstum: In einem Modell fiir das Bevolkerungswachstum nehmen wir an, dass die
Zunahme der Bevilkerung proportional mit Proportionalitidtsfaktor p zur Gréfe der Bevolkerung
f(t) ist, d.h. es gilt:

fG+1) = ft)=p-f(t) < fl+1)=0+p) f(1)

Gegeben die Grofe ng der Bevolkerung zur Zeit ¢t = 0, so erhalten wir

f(t) =no- (1 +p)

als exponentielles Modell fiir die Beschreibung der Bevolkerungsentwicklung. Die unbekannten Para-
meter p und ny miissen jetzt aus vorhandenen Daten bestimmt werden. Die Weltbevilkerung betrug
2010 etwa 6,96 Mrd. und 2020 etwa 7,79 Mrd. MenschenSS5étzen wir den Zeitpunkt ¢ = 0 fiir das
Jahr 2010, so folgt:

f(0) =ng=16,96 (in Mrd.)

und
f(10) =ng - (L+p)* = 7,79,

7,79 7,79
S ()0 = o p= 1/ cgs —1~0.0113=1,13%,

Entsprechend verdoppelt sich die Bevolkerung in log,, ,2 = bglf()%p) ~ 61,5 Jahren.



o Zellwachstum: Durch Zellteilung verdoppelt sich die Zahl der Zellen in einer gegebenen Zeitspanne
At, d.h. die Verdopplungszeit ist mitigegeben. Entsprechend kann man im Wachstumsmodell fiir
die Anzahl der Zellen

N(t) = Ny a* N(®) =N, 6° = N,
mit Anfangszellenzahl N, die Basis a bestimmen durch

“ . At Y =A
Lok 4 a~"=2%& a =251, (\J_____\

L)
t /s
(xA =) & LQAJ“) - gi; .«hMM = ,?,4/.

Es gilt also

J

Waéhlt in dem Modell man dle Eulersche Zahl als Basis, so erhalten wir N(t) = Ny - e mit der
Wachstumsrate A = 22 .

At’denn N - {/4“': __Q _.I/&—C
N (22)° o e = () T g e {5
—a oo

e Radioaktiver Zerfall: Sei N(t) die Anzahl radioaktiver Kerne zur Zeit ¢. Wir nehmen an, dass die
Anzahl der zerfallenden Atome pro Zeiteinheit proportional zu der Anzahl vorhandener Atome ist.

Wie im ersten Beispiel erhalten wir exponentielles Wachstum, hier mit negativer Wachstumsrate,
also ein exponentielles Abklingen. Entsprechend setzen wir folgendes Modell an:

N(t) = N(0) -e ™ mit A > 0.

Die Halbwertszeit At ist die Zeitspanne, in der sich die Anzahl Atome halbiert, also fiir die e *** = %
gilt. Logarithmieren liefert mithilfe der Logarithmengesetze die Gleichung

2 Ap - 02 e ﬁqu

o )\‘ z LN B

R I B A R N O N
I 2

AN

o Zinseszinsmodell: Ein Anfangsguthaben K wird jahrlich mit Zinsrate p verzinst. Wird das Guthaben
nicht verdndert, verfiigt man dank Zinseszins nach n Jahren iiber ein Guthaben in Hohe von
b({l p= 01 400 = Wo
K(n) = (1+p)" - Ko. K, = (1+o@) -(90 =11} 100

Klo) = (M Ko = Ky () = (1 Vo, K(2) = (449) KO = (147) ™K,

Bei unterjihriger Verzinsung wird innerhalb eines Jahres das Kapital m Mal verzinst (z.B. bei m = 4
quartalsweise, bei m = 12 monatlich usw.). Gesehight dies mit dem Nominalzins p % bedeutet das,
dass das Kapital im Jahr m mal mit 2% verzinst wird, d.h. am Ende des Jahres betrigt das Guthaben

<1 + %’g) - Ko. Das entspricht einer Verzinsung mit ((1 + pl/or(r)z) 1) - 100%. Diesen Zins nennt

man zffektiven Jahreszind. N\ A
- = /I'r 25 / /'I. _
- /) = ZE?/C«

M = 2 ’ 2 % vﬂh,._q.uwa, _ 028 &

nmdq%_:!olrv' Ko (1 : = K (14 2=
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400 100

|
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Ist in einem rechtwinkligen Dreieck ein weiterer Winkel o bekannt, so ist auch der dritte Winkel bekannt
(Innenwinkelsumme) und folglich sind je zwei solche Dreiecke &hnlich.

5.4 Trigonometrische Funktionen

Damit miissen sie nicht gleichen Seitenléngen besitzen, aber die Verhéltnisse der Seitenléngen sind gleich
und hangen damit nur von dem Winkel « ab.

Man nennt ( )
die dem Winkel a gegeniiberliegende Seite die Gegenkathete Lange: a
die am Winkel o anliegende Seite die Ankathete (A Lange: b
die dem rechten Winkel gegeniiberliegende Seite die Hypotenuse Léange: ¢
(W) B
o= L
. &
ina=- =
ﬂ/ H
. c e a
b A 118
% - — cosq = - = -—3—-
c
(o3 b/ c a sina “q"
tana = - = = —
[ b ,I\ cos & A
T L

C

Wihlt man speziell fiir die Hypotenusenldnge ¢ = 1, so lassen sich die Werte von Sinus und Kosinus
veranschaulichen, indem man das Dreieck in den Einheitskreis einpasst (mit der Hypotenuse als Radius):

Sim €4 e G u
' O
Y {f_j S 61 = ? = -(_.'.'-‘ = O
s“\“‘ @i_._\i‘
L P =y oL
e’ Y N tse, = — - — = {5
S % | 1 T
/ ’?74; II
4 = N Pl cora
/ £ | \z A
/ IAAY: 2 2 >
,I D"___If__j i (C@b f/]) + (‘thfq] = i ,__.'\,i_
I T = cos gﬁﬁ 1 -
—r a . -
A | T = cos 1 | i o~ ! €. X
i R : —_— = —

‘ 36o 2w

)VJ 1 S P 260 Efﬂ«b‘&%kﬁ:ﬁ

Meistens geben wir Winkel im Bogenmafl an. Das ist die Lange des Bogenstiicks am Einheitskreis, das dem
Winkel zugeordnet ist. Ist ein Winkel ¢ im Gradmafs gegeben, so berechnet sich das zugehdrige Bogenmaf

t mit der Formel 5
t=—— 27 } :
3600 S. o

Auf diese Weise erhiilt man die frigonometrischen Funktionen
sin: R — [—1,1]
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Hier ist ein schones Applet, mit Hilfe dessen man die trigonometrischen Funktionen veranschaulichen kann:
https://www.geogebra.org/m/FJtrEDAr


https://www.geogebra.org/m/FJtrEDAr

Kapitel 6

Konvergenz von Zahlenfolgen

Motivation: Warum reichen die rationalen Zahlen nicht aus?

Da man in Q uneingeschrénkt Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und (aufer durch 0) Dividieren kann,
sind lineare Gleichungen, also Gleichungen der Form ax +b = 0 fiir a # 0, in Q stets 16sbar. Das Quadrie-

ren kann in Q im Allgemeinen nicht riickgingig gemacht werden, d.h. (selbst) fiir a > 0 ist die Gleichung

2> —a = 0in Q im Allgemeinen nicht 15sbar:

Satz 6.0.1. Eine Lésung der Gleichung 1 = 2 ist keine rationale Zahl.
Die positive Lisung der Gleichung, die in den reellen Zahlen existiert, bezeichnen wir mit /2 (,Wurzel 27).

Einschub 6.0.2. ... %&_Aé Avndhne [z = ?/fl e@ i TIFEN

& '@ Dot gtk r’-‘?p - gl =p

_ ®
= SED T D Pgede S p gw‘s > e gt 2l

TelN ¢ p = LT =‘>' F - % = 3r R S T W

-

®
= ¢ g = o geede Ao aMe_ ol g o
?Jv:&e )aLso ?/a_ uuoae_\cab%wt i Dbldsp/ /MAQ.
Blebt @ re N umaero\olﬁ = é K‘Jvéi- selN ¢ 2= Zs+4

= 2% = (2s+1)7 = %57 25 14 = X(LsP+s) + &
=) %2’ \AM%‘Z('G\C}@

Bemerkung: Ahnlich zeigt man, dass v/m € Q genau dann gilt, wenn m eine Quadratzahl ist.

Q besitzt also Liicken.
Man beschreibt diese Liicken, indem man Intervallschachtelungen konstruiert, d.h. Folgen von Inter-

vallen
[a17b1]7 [a27b2]7 [a3)b3]7 R an7bn EQa

63



die ineinander geschachtelt sind - /é}__ &3 E&“L"] a Eq"»l’z’j A tqi‘\blj

— I | 9 | =, [osia]
! X I B —>
ay, b1] 2 |ag, ba] D [as, bs] 2 N
[a1,b1] 2 [az 2],[i’3]3@

und deren Léingefﬁr n — oo gegen Null strebt.

Die reellen Zahlen R zeichnet nun gerade aus, dass es fiir jede Intervallschachtelung eine reelle Zahl = gibt,
die im Durchschnitt aller Intervalle liegt:

(lan: ba) = {z}.

neN

Auf diese Weise ,schliefft man die Liicken in @ und man nennt diese Eigenschaft die Vollstindigkeit
von R.

m nutzt gerade diese Moglichkeit, reelle Zahlen durch eine Intervallschach-
telung zu beschreiben:

Wahrend ein abbrechender Dezimalbruch:

o, A1Gg...an = ag+ a1 - 107 +as- 10724+ ...+ a, - 107" = Zakl()_k,
k=0

mit ag € Z, ay,...,a, € {0,1,2,...,9}

eine endlich Summe ist und stets eine rationale Zahl beschreibt, gibt es auch unendliche Dezimalbriiche

Qp, A10203... 1= Qg +a;- 10_1 + as - 10_2 + as - 10_3 + .= Zaklo_k .
k=0
?

Damit meint man, dass z.B.

durch die Intervallschachtelung beschrieben wird, die durch Abbrechen nach n Stellen entsteht, also

n

0 7€ {3rdf
1 7€ 33720
2 7 € Bridydrts)

7w € [3,1415926=31415997]

Im Folgenden soll nun gekliart werden, was die mathematisch préazise Bedeutung einer unendlichen Summe,

o0

z.B. der unendlichen Dezimalbruchentwicklung >~ az107%, ist und wie man irrationale Zahlen wie etwa
k=0

V/2 (effizient) niherungsweise bestimmen kann.



die ineinander geschachtelt sind

la1,b1] D [az, ba] D Jas, bs] D ...

und deren Lange b, — a, fiir n — oo gegen Null strebt.

Die reellen Zahlen R zeichnet nun gerade aus, dass es fiir jede Intervallschachtelung eine reelle Zahl z gibt,
die im Durchschnitt aller Intervalle liegt:

(lan: ba) = {z}.

neN
Auf diese Weise ,schliefft” man die Liicken in @Q und man nennt diese Eigenschaft die Vollstdndigkeit

von R.

Die Dezimalbruchentwicklung nutzt gerade diese Moglichkeit, reelle Zahlen durch eine Intervallschach-
telung zu beschreiben:

Wihrend cin abbnechendensDesimalbiich:

a0, A1Gg...0n = ag+ a1 - 107 +as - 10724+ ...+ a, - 107" = Zakl()_k,
N v [}
w31t =3+ 100 +To0 b=l

mit ag € Z, ay,...,a, € {0,1,2,...,9} //\
!Mcufdxc Suun.u.‘g,

eine endlich Summe ist und stets eine rationale Zahl beschreibt, gibt es auch UlendlicherDezimalbiiche

‘fg
Qp, A10203... := Qg +ap - 10_1 + as - 10_2 + as - 10_3 + ... = aklo_k .

Damit meint man, dass z.B.

Sy boo
durch die Intervalisehaehtelung beschrieben wird,/ die durch Abbrechen nachsmsStellenyentstelty als
n
0 me3;4] @CQCLL&C/(\‘ILGHC
1 7el3,1;3,2

2 7e[3,14:3, 15 Tmtevalle

7w € [3,1415926; 3, 1415927]

Im Folgenden soll nun gekliart werden, was die mathematisch prézise Bedeutung einer unendlichen Summe,

o0

z.B. der unendlichen Dezimalbruchentwicklung >~ az107%, ist und wie man irrationale Zahlen wie etwa
k=0

/2 (effizient) niherungsweise bestimmen kann.



6.1 Konvergenz von Folgen und Reihen

Motivation IT: Wir haben gesehen, dass der effektive Jahreszins bei unterjahriger Verzinsung mit 2%
mehr erwirtschaftet als die jahrliche Verzinsung mit p%. Fiir p = 0.05 (also 5% Zinsen) lautet die Formel

fiir das Kapital
0.05\™
m
wobei zum Beispiel mit m = 12 monatlich und m = 365 tégliche Verzinsung gemeint ist.

Frage: Wie grofs wird K (m) wenn wir m sehr grof werden lassen?

Antwort: " frfl"": elr —
((#)  moris @

amfy
Definition 6.1.1. Fine Folge reeller Zahlen ist eine Funktion

@:N— R n— d@ =ay,

ZahlnagiztioEdiict. DicaZalilnaf] heikt dasieteGHeNdeTEslg:, dic
Folge insgesamt wird mit bzw. kurz mit‘ oder auchg@gsbezeichnet.

o

Beispiele 6.1.2. )
(i) a, = n?, Folge der Quadratzahlen: 1, 4 ,9, 16, ... a, = 1% = 4, a, > 9% "(‘)
(i) a, = %, “harmonische” Folge: 1, %, %,
A
Tt — > R
0 &, '»‘--/‘1/5 Q.Z_-’—f’-l 1= 9_1

Die Folgenwerte nahern sich der Zahl 0 an.
Dieses Bild wird prézisiert in der Definition der Konvergenz einer Folge:

Definition 6.1.3. Zu einem € > 0 definiert man die e-Umgebung von a € R als das Intervall

I.(a) =(a—¢c,ate)={reR|la—e<z<a+t+e}={r eR||zr—a| <¢}

———

Einschub 6.1.4. ...

' X-a/ <
¢ ¢ /<e
AT N —— Y
— { : — > R
é_l_ﬁ(a)
¢
£
f L T 2, Ry
At
0[11 Qf{qb %Q} qr
0
R
kkrz[{zf h.gpé qz:-'flz
L A s S
¢ € a,



Die Folge a,, konvergiert fiir n — oo gegen einen Grenzwert a € R, falls gilt:
Fiir §édes'e®> 0 liegen alle, bis auf endlich viele Folgenglieder a,, in der e-Umgebung I.(a) von a.

Eine Folge a,, heifst konvergent, wenn es ein a € R gibt, das Grenzwert der Folge ist. Andernfalls heifst di
Folge divergent.

Mit anderen Worten: Egal wie klein & gewiihlt wird, ab einer gewissen Nummer liegen alle Folgenglied
in der e-Umgebung von a.
iidissem Fall schreiben wir kurz:

N oder (@SN fiir R
q

Man spricht: a,, geht/strebt gegen a fiir n gegen unendlich.

Beispiele 6.1.5.
e Die konstante Folge (a,a,a,a, ...) konvergiert gegen a. @ = 4 ( a, =&

S -
Einschub 6.1.6. ... Bewrs S €50 . Deky ?0{—

kR € (0.-£1 ate) = Iifﬂ) e lso Lom Ap, =&
! M F a

e Harmonische Folge: Die Folge a, = % konvergiert gegen a = 0:

Einschub 6.1.7. .. Fewes S« €720. Fu.  ,le m eN
wit @ o R gt s e, = A < e abo
@ c Tel®

e Geometrische Folge: Sei x € R mit |z| < 1. Dann gilt lim 2" =0 EE_ = %...

n——+o0o

Einschub 6.1.8. ... Bewss ‘f_:ar X =D 5}\%_‘:[. d&C/ (i) —2 0

n-2 o°
X XH . S5 cro. Deuwa - x| < 1 ’914 <] =
= 1+ mb 220 = A= - 4 2 -
chmu.sk X l L

’)

U >l choug — ,XM( - 14M N :
A U?/ —b | x “ ?_ P Jﬁ"'ﬁ&d

< /H‘Vli < & 7@/&( an.e-/NQ

e Die alternierende Folge a, -{—i)", also (a,) = (—1,1, -1, 1SC€ nicht konvergent.

Einschub 6.1.9. ... On, wtdtf kow-ju—‘L o 4 dew alle uv@mdek
¢ g £ folemglicde simd ausseldlc Tg(a) (eo)
)

—1 1 A{g@ ;‘QSE“""‘)/ ﬂ,\l M4IUHJ£/—L+

Da 1By, Ol ---- o Oy Gg, - --



6.1.1 Grenzwertsatze

Man kann mit ,lim,, , - --“ auch ,rechnen“, aber nur falls es sich um konvergente Folgen handelt.

Satz 6.1.10 (Grenzwertsitze). Es seien ap, b, reelle Zahlenfolgen. Weiterhin seien a,, und b,, konvergent

mit lim a, =a und lim b, =b. Dann gilt:
n—-4o00 n——4o00

(i) lim (a,+0b,) =a+xb

n—-+o0o

(i) lim (a,-b,) =a-b

n—-+0o0o

iii) Ist b # Gy _so e:cistiert eig mit b, # 0 fiir alle n > ng, die Folge <Z—Z) - konvergiert und es
—_— n>ng

an_

lt: i
git: un g5~

n>ge
w helvd M
_if @ —o0 = 4+ (%) ———9(,) 0+0 = O
an ¢ . 0
- ~
wii) W B

© b R Wl b LoV 4’ &(5'9"‘
I ) bt‘v\%d/a?if Vlde’ 014 S

BJ_S..O O-J 10t ) qf"‘o"'zg' SRR
1
’l) (]M:A{ ’&"; /'q ) Q,.,L'['J,._‘: i"“)j—

2.) Op, = M&lé"‘:%m : qﬁ,—bﬁ — “;Eh.’l: kmuﬂcfbwl[
Vb= by =4 aibo=A 4

Beispiele 6.1.11.

mZE 4 Ct‘ﬂ o~ MZ-(/I-L .

Beispiele 6.1.12. Sei an:gijjj’f. a, = A
2.5+ 4. "\%'[ 2‘(2+ LL)
~
B 1+ Y Es Lo e 1) Linn ,,'(:,t', = Loam ‘t;;\ C{ES(IE)
2+ 4/‘4\?.. W hoe —;mm
= Lt - L E = 4o =p
Jipn A T e 5G)
9..) My - = . 4, 4 . 0 - 2 é{“ ‘
w7 & ~ b/ém noom - ° ) hvgs(
)
sk r bt 2 ol ) L 240 2o
= b d v Lo ) b X

| Definition 6.1.13 (beschrinkt). Sei a, ein Folge. Wir nennen a,, beschrankt wenn es eine Zahl K € R
(sogenannte Schranke) gibt, so dass
la,| < K fiir alle n € N,

gilf:
615 k ¥

?) Lim 0 = L, T G G A
Y wae  AYTT 9wy L A TS YY)

—




h~ep

Beispiele 6.1.14.
(i) @, = ist beschréinkt durch K =1, denn
Einschub 6.1.15. ...

oo alle mel gth - 2l = [%] < L =K

(ii) bas=m ist nicht beschrénkt.

Einschub 6.1.16. ... 6« A,WLJ.- %CLMC‘./LL‘J' ‘=D “ 'é@} Ko
b o5 e M s dhw byl > KL agede e widh-

© = qu)’%
w bumn . Se=m0 . Yl g - T rofe
&l ]

Do yith MR = My = [kl > K

(iii) ¢, = (—1)" ist beschrénkt, denn

el = (-1 =1 =:K ; K
(iv) d, = sin(n) ist beschrénkt, defin wir haben bereits gesehen, dass |sin(n)| <1 gilt, fiir alle n € N.

Satz 6.1.17 (Nullfolge - beschrinkt = Nullfolge). Sei a,, ein beschrinkte Folge und b, eine Nullfolge
(d.h. eine konvergente Folge mit Grenzwert 0). Dann ist die Folge a,, - b, eine Nullfolge.

Beweis:

Einschub 6.1.18. ...



Beispiele 6.1.14.

(i) a, =+ ist beschréinkt durch K =1, denn
Einschub 6.1.15. ...

(ii) b, = n ist nicht beschrénkt.
Einschub 6.1.16. ...

(iii) ¢, = (=1)" ist beschrénkt, denn
lenl = 1(=1)"[ =1
(iv) d, = sin(n) ist beschréinkt, denn wir haben bereits gesehen, dass |sin(n)| <1 gilt, fiir alle n € N.

Satz 6.1.17 (Nullfolge - beschriankt = Nullfolge). Sei a,, ein beschrinkte Folge und b, eine Nullfolge
(d.h. eine konvergente Folge mit Grenzwert 0). Dann ist die Folge a,, - b, eine Nullfolge.

Beweis:

Einschub 6.1.18. ... 2( egen i : bire a.-b, =0
A2 £0

Vor 4. 0, besdivialed ydbh (s 3"14 K>0 [ %o dass Q. | £ K
4o sl melN Veez  Lu. b, =0 y 4\ puejedewglso L{

Mmdep

eSmegupdN €N o dose fi- ol PN g8 :  bw=olucrg
T gen au jedan ¢o 0 g s N elN , S0 dass f&&hc ~ 7z N
Gtk |Qb ol <5
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N

Dowe gt = lawbul = ol lbn] & K- (b] <K € B

L
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Beispiele 6.1.19. Die Folge

. = sin(n)
n
konvergiert gegen 0, denn
sin(n) | 1
Cp = =sin(n)- —

=b,

Wegen —1 < sin(n) < 1 ist sin(n) beschréinkt, » ist eine Nullfolge, daher folgt nach Satz 6.1.17, dass ¢,
eine Nullfolge ist.

Satz 6.1.20 (Jede konvergente Folge ist beschrinkt). Sei a,, ein konvergente Folge. Dann ist die Folge a,
beschrankt.

Einschub 6.1.21. .. [(dee  es gle: Lune, =0
- W oP
K iK
— == S )
o —K 3 £>o

-0 o+ K
[t : l

- At ———— T

[q10° O\ “n m"'l. ql‘

wwr wndlich vide %%wblfcd,e/w&%o'bmlb T, (e

Beweis: Sei a, ein konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann gilt fiir jedes ¢ > 0 existiert ein N € N
sodass

n>N = |a,—al<e.
Dies gilt fiir jedes € > 0. Nehmen wir £ = 1. Dann wissen wir (wegen Konvergenz), dass ein N € N eixstiert

mit
n>N = J|a,—a| <1
Wir setzen
K = max(|la; — al, |as — al, |az — al, ..., |ay — al, 1)
dann gilt
la, —a| < K fiir alle n € N

und somit folgt, dass
|an| = |a, — a+a| <la, —a|+]a| < K + |af
——
<K
Somit ist die Folge a,, beschriankt durch K + |a|. O

Beispiele 6.1.22. Die Folge a,, = gijf_’f aus Beispiel 6.1.12 ist konvergent uan somit beschrankt.
2D w Ul
Grenzwerte von Folgen sind oft interessant, da dadurch neue Objekte (wie irrationale Zahlen) beschrieben

werden konnen. Dabei spielt die Vollstdndigkeit der reellen Zahlen eine entscheidende Rolle. Ein wichtiger
Satz in diesem Zusammenhang ist:



I Satz 6.1.23 (Monotoniekriterium). Monotone und beschrinkte Folgen sind konvergent.
Einschub 6.1.24.

Y
<

1 L 3 t 1060
6.2 Reihen

Summen mit unendlich vielen Summanden gibt es nicht, aber man kann Grenzwerte von Summen mit
endlich vielen Summanden betrachten.

Einschub 6.2.1. ... 'Bcsl-i,‘d 1) Mr@]’

'_22
-'1—““—.:‘."'“' | —1
|}‘t UE 0.150: .‘f'ii-{!-tf-i;-l- f;+'”0=i
| W
[ Y2 ob kier ‘wany wiede~
1 helbiees uuA SUMA U (28
1
2) "“I::Eﬂt = wueddld yide
Suvaun wdfbl
+ {1;, + 4 ece0 = A
1 Y
z

ke =1
Definition 6.2.2. Sei a,, eine Folge reeller Zahlen. Dann heifst
S@ZZ:S% 5_?;1= o, + 6, + 0\3
-1+ % .4
< T

(0]
die n-te Partialsumme der Reihe Z ag.

Die Reihe heifit konvergent, wenn d1e Folge s,, der Partialsummen konverglert und man schreibt

! hm Sy, = h
n—)oo-"' 'I'L—}

Satz 6.2.3 (Geometrische Reihe). Fiir ]edes n € N gilt fir alle x # 1:

1— n+1
Aexxs g N =S e 3¢ou~e.+nsc!.e Suuwe

1—=x
k=0
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und damit im Limes fir |x| < 1:

k=0 v
Beweis
Die Summenformel beweist man formal mit vollstindiger Induktion oder intuitiver mit der folgenden
Rechnung: =0 =o |
! TN, o 1 +1 +1
Zx =(1+a+2°+..+2")(1—2)=(1+z+...+2" —(Ja:—{—a: +.. a2 +a" )zl—x” .
- ~ —

|£U| < 1,Jso konvergiert z" gegen 0 (geometrische Folge) und somit folgt aus der Summenformel mit den
Grenzwertsitzen:

— 1 — gt 1-0 1
[ k=0 [ » 359%&-[1 oL 5’%
geom. S, &uao " =0 T 0 e

6.3 Anwendungen

6.3.1 Unendliche Dezimalbriiche

Betrachte den unendlichen Dezimalbruch

_ N -2 -3 _ - —k

ag,a1a2a3...—a0+a1'10 +CL2'1O —|—a3-10 —i—-ZaklO s

wobei ag € Z,ay,as,as, ... € {0,1,2,...,9}. Dann ist die Folge der Partialsummen
Sy = Z ag * 107*
k=0
offensichtlich monoton wachsend, denn Anc
(nm) +

_:Zak 10 gl Z% A0 + Q20 24,10 "=Sa#
k=0
und ferner nach _t, denn: P 20

n n I l n‘.L —d__
) — Zak.1o—k:a0+222.1o—kga0+29-1o—’f= qo+3(40 T RS
k=1 k=1

£ 3 231 _F ;i', olhsk.[auh.mt(ﬂ.,)

10
7
9 X /1\" 9 1
& st - +E'Z(1_o> DRARTA T

Somit ist die Partialsummenfolge eines unendlichen Dezimalbruchs nach dem Monotoniekriterium konver-
gent und der unendliche Dezimalbruch als Limes dieser Folge wohldefiniert.

Wir betrachten nun 9,9. Dieser unendliche Dezimalbruch ist definiert als

99=9+9-10""+9-1072+9-107° +..=> "9-107*

Nach der obigen Formel ist dies

Somit ist 9,9 = 10.

T




6.3.2 Approximative Bestimmung von Nullstellen

Gegeben sei eine Funktion f: [a,b] — R, die stetig ist, d.h. fiir die aus z,, — x stets f(z,) — f(z) folgt'.

Einschub 6.3.1. ...

1 ¢

Yo)20 <
+ /\ i —
a u b

fj_c.]co e

Es ist anschaulich klar, dass eine stetige Funktion f: [a,b] — R mit f(a) < 0 und f(b) > 0 in dem Intervall
(a,b) mindestens eine Nullstelle z, haben muss (Zwischenwerteigenschaft stetiger FPunktionen)?. Diese
Nullstellen kann man mitunter nicht explizit ausrechnen, aber durch verschiedene numerische Verfahren
approximieren:

(i) Intervallhalbierungsmethode: Hierbei wird eine Intervallschachtelung (Ix)ren konstruiert, die die Null-
stelle einschliefst:

\

3

Einschub 6.3.2. ...

Erlle Tolevell-
Q,L&R'Itluta, af

T ler vl l&tﬁt :
~>

zu'l &

Setze Iy = [a,b] und bestimme I = [ay, by fir & = 2,3,..., so, dass mit Intervallmittelpunkt
my = @ von I, gilt:

[ag, my], falls f(my) >0

Iy =
[my,b], falls f(my) < 0.

Da die Intervalllinge sich in jedem Schritt halbiert, liegt eine Intervallschachtelung vor. Fiir die reelle
Zahl z¢, die in allen [ enthalten ist, muss dann f(zg) = 0 gelten Die Folgen (ay)reny und (bg)ren
konvergieren beide gegen die gesuchte Nullstelle.

! Anschaulich bedeutet die Stetigkeit von f auf dem Intervall [a; b], dass man den Graphen von f, ohne den Stift abzusetzen,

durchzeichnen kann.
2 Analog geht es fiir f(a) > 0 und f(b) < 0.



(ii) Regula falsi: Bestimme eine Intervallschachtelung [, = [ax, by] fiir & = 1,2, ..., wie bei der Intervall-
halbierungsmethode mit I; = [a, b], wihle aber den Unterteilungspunkt my, nicht als Mittelpunkt des
Intervalls i, sondern als Nullstelle der Gerade durch die Punkte P(ag; f(ax)) und Q(by; f(by)):

Einschub 6.3.3. ... {'

RC)

[\ M2
o ' — 3
My b
L ] T,
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Gemaéf der Zwei-Punkte-Form besitzt diese Gerade die Gleichung

y= 1O 2@ 4

bk — Q
und damit die Nullstelle /%
bk — Q

mp = ar — —f<bk) ~ Flan) - flag).

6.3.3 Approximation von \/a

Die Quadratwurzel aus a > 0 lasst sich daher z.B. approximieren, indem man mit den Methoden aus 6.3.2.
die Losung der Gleichung

2
z2—a=0 {(2‘)"?(“‘0\
approximativ bestimmt. Verwendet man die Intervallhalbierungsmethode, so bedeutet dies, dass man die
I, = [ag, by] fiir k£ = 1,2, ..., so bestimmt, dass mit Intervallmittelpunkt my = @ von I}, gilt:
™ *-a
) ) g, my], falls m2>a 94D {("“h)ao
S a; <a<b] und Iy =

-0 B my, by), falls m? < a. 4=D <0
oy e 0 = £06) e <o 4D

Alternativ kann man eine Intervallschachtelung zur Approximation von +/a konstruieren, indem man in
jedem Schritt die néichste Nachkommastelle in der Dezimalbruchentwicklung von +/a bestimmt. Beide
Verfahren sind eher langsam, da sich bei jedem Schritt die Zahl der giiltigen Stellen um hdéchstens Eins
verbessert (lineare Konvergenz).

Numerisch effizienter ist die Approximation mit Hilfe des Heron- Verfahrens:

Einschub 6.3.4. ... Hevoa - V‘(F“LV"‘* J“’M‘l?"iscl‘l 2 Reclteck M—C\L
Fle a 20

=1 ¥
X, 3
" 2 2
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X wth Aty



Die Heron-Folge x, zur Approximation von /a,a > 0 mit Startwert xzg > 0 ist rekursiv definiert durch:

1 a /—
Tn41 :25 10 e e

1) ;l\ ey 2-7 R xu,x"
F=md monoton fallend (siehe Ubungen). VN6 komvergiert

Sei x der Grenzwert von x,,, dann folgt aus der rekursiven Definition mithilfe der Grenzwertsétze, dass fiir

x gilt: aWs e I(o..uuan%-

Mewokomickinh U
Fo.. . a 1 . a 1 a
r= lim 2= lim - (z,+— |==| lm 2, + —— | == (2+—
; n—+00 n—+oo 2 T 2 \ no4oo lim T 2 X
—_— n——+o00 -

D.h. z erfiillt die quadratische Gleichung

. McHode lc,me.l' rJF
T=s@taer=a < 1w defuict
Da z > 0 ist, folgt also lim z, =z = /a. T"glﬁu‘l

n—-+o0o

Bemerkung 6.3.5 (Einschub 6.3.4). Geometrisch kann man +/a als Seitenldnge eines Quadrats mit Fla-
cheninhalt a interpretieren. Betrachtet man ein Rechteck mit Flicheninhalt a mit einer Seite der Linge

Zo, so hat die andere Seite die Linge xio Das arithmetische Mittel x; = % (:Eo + %) dieser beiden Sei-
tenldngen liegt zwischen den beiden Seitenléngen, d.h. ein Rechteck mit Flicheninhalt a und Seitenlinge
x1 besitzt Seitenldngen, die einen kleineren Unterschied aufweisen als das Ausgangsrechteck. Iteriert man
diesen Prozess, so ndhern sich die Rechtecke einem Quadrat an, d.h. die Folge x,, der Seitenldngen, d.h. die

Heron-Folge, konvergiert gegen \/a.



Kapitel 7

Stochastik

Die Stochastik umfasst die Teilgebiete
Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik.

Die Statistik unterteilt sich in deskriptive und schlieffende Statistik. In der deskriptiven Statistik geht es
um die Aufbereitung von Daten, in der schliefsenden um Aussagen iiber die Grundgesamtheit mithilfe von
Daten, die dieser Grundgesamtheit in geeigneter Weise entnommen werden.

7.1 Deskriptive Statistik

7.1.1 Grundbegriffe der deskriptiven Statistik

Bei statistischen Untersuchungen ( Erhebungen) werden an geeignet ausgewéhlten
Untersuchungseinheiten (Beobachtungseinheiten, Merkmalstrigern, Versuchseinheiten)
jeweils die Werte eines oder mehrerer Merkmale festgestellt.

Die Werte, die ein Merkmal annehmen kann, heifen Merkmalsausprigungen.

Bei Merkmalen unterscheidet man:
e in natiirlicher Weise zahlenmifig erfassbare Merkmale, sogenannte quantitative Merkmale und
e artméakig erfassbare, sogenannte qualitative Merkmale.

Sind bei einem quantitativen Merkmal die Ausprigung isolierte Zahlenwerte, so heifst das Merkmal diskret,
konnen die Auspriagungen grundsitzlich jeden Wert eines Intervalls annehmen, so spricht man von stetigen
Merkmalen.

Qualitative Merkmale unterscheidet man in solche, deren Ausprigungen eine natiirliche Reihenfolge auf-
weisen (ordinale Merkmale (Rangmerkmale), und solche, die nach rein qualitativen Gesichtspunkten klas-

sifiziert werden (nominale Merkmale). M
orbwa)

Beispiele fiir Merkmale:

Familienstand: oW M& l 4“M{k I.‘\/ \ 7 la,‘\-e ,4*0, A\/

Gewicht einer Kokosnuss: ;RL{Y

Anzahl Haustiere in einem Haushalt: éﬁki’&"ﬂ / \ / \

Note in einer Bachelorarbeit: 9"9"':4'1&[ CL‘S kl’ﬁl 5{(“168/ O{'al;ﬂ&l V\OM{l

75



Die Menge der Untersuchungseinheiten, iiber die hinsichtlich eines oder mehrerer Merkmale Aussagen
getroffen werden sollen, heilt Grundgesamtheit (oder Population).

Eine zuféllig entnommene endliche Teilmenge der Grundgesamtheit nennt man Stichprobe. Erhebt man bei
n Untersuchungseinheiten der Grundgesamtheit, ein oder mehrere Merkmale, so zieht man eine Stichprobe
vom Umfang n.

Diese Stichprobe notiert man in der Reihenfolge ihrer Erhebung als Urliste x4, ..., x,.

11 NokAa,
Beispiel: Bei einem Leistungsstand mit A0 teilnehmenden Schiilern erhielt man das TPestergebmis in Form

folgender Urliste: 4,2 ,1, %ly—-tqtﬂ ?ldcélg =11
58534958 B 5513566979 Xm=1%

Man versucht nun diese Daten der Urliste in einer iibersichtlicheren Weise darzustellen. Dies kann durch
Graphiken oder durch statistische Mafzahlen geschehen:

Einschub 7.1.1. ...

Sei X ein Merkmal, das genau s mogliche verschiedene Ausprigungen aq, ..., as besitzt. Gegeben sei eine
Stichprobe 1, ..., x,, des Merkmals X vom Umfang n. Dann heifst
ot AVL‘-EOL'JL}

absolute Haufigkeit der Ausprigung a; in der Stichprobe v, ..., Tp,.
ie Abbildung

Hn : {Cll, ...,CLS} — {0, ...,n},ai = Hn(al)
heifst absolute empirische Haufigkeitsverteilung der Stichprobe xq, ..., x,.
Es gilt:

H,(a1) + ... + Hy(as) = n.
Der Quotient
H,(a;)

n

hn(a;) := (1e{l,...,s})

heifst relative Hiufigkeit der Ausprigung a; in der Stichprobe x1, ..., x, und entsprechend die Abbildung
b {aq,...;as} —[0,1],a; = h,(a;), (i€{1,...,s})
relative empirische Haufigkeitsverteilung der Stichprobe xq, ..., x,. Hier gilt:

hyn(ay) + ... + hy(as) = 1.

7.2 Graphische Darstellungen von Daten

erfolgen je nach Situation unter anderem als Stabdiagramm, Kreisdiagramm oder Histogramm.



7.2.1 Kreis- und Stabdiagramm

Bei den erstgenannten Darstellungen werden Stidbe bzw. Kreissektoren in einer Gréfte proportional zu der
relativen H&aufigkeit der verschiedenen Ausprigungen gezeichnet.

Einschub 7.2.1. .. d = 3o - ftﬂ,(‘iq) ﬁtglﬁf] . 8‘{'4,%@3"&“4‘*\
|

Koo dha amwm

7.2.2 Histogramm

Zur Erstellung eines Histogramms wird der Wertebereich der Merkmalsausprigung (eine Teilmenge der
reellen Zahlen) in sich nicht-iiberlappende, halboffene Intervalle K, ..., K zerlegt, d.h. man wéhlt reelle
Zahlen ki < ko < ... < kgy1 mit

Kj = [kj,kj+1) = {l’ c R‘kj <z < kj+1}7 1<5<s,

die alle Stichprobenwerte x4, ..., x,, enthalten.

Zum Beispiel fiir eine Stichprobe x,--- , zo5 pain, = 191_
112,102,106, 102,110, 105,104,101 {104, 108,107,101, 101, 101, rronx =120
105,103,104, 114, 105,101, 101, 103, 116, 102,120
=0 A= 2.5
——t—t— Tttt 1 — P

17 101 105 /lﬂ'-t 105 wb 101- w‘é’ Mo uz 14.’ 440 oy

b ﬁk ?1:404 4-0;2 fein 3 E’w} *LO 2 K-b’ W40 JDcirsteﬂung 400{4{9 ’-D\ﬂz{a

Ein Hlst gramm zu der asseneinteilung Kl, " ist ®eine graphlsche der btlchprob dre !
wir erhalten, indem wir {iber jeder Klasse K1, ..., K ein Rechteck errichten, dessen Fliche proportional zu

der empirischen relativen Klassenhdufigkeit g
WK), ..., h(K,) b (K1) = /25
ist, wobei h(K;) den Anteil der Stichprobenwerte, die in K liegen (1 < j < s) bezeichnet. Daher ist die
Hohe d; des Rechtecks iiber K; gegeben durch die Glelchun = L A(K,)
d; - Linge des Intervalls K; = d, - (k;s1 — k;) =D d
AN

i A 2 3 % § yso
- ]
A Kn) %S‘ 5725' 5/2-7 72«;' 7;{ —
i % % he T Ur —

QW " "
o8 oA o‘a} &01 001 w10y S 1of 114~ 120

Die Wahl der Anzahl der Klassen und der Klassenbreite ist ein wenig willkiirlich und sollte sich an dem
Ziel, eine aussagekriftige Graphik zu erhalten, orientieren.
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7.3 Lagemalie

Sei 1, ...z, eine Stichprobe eines quantitativen Merkmals X.
Eine Funktion

(:R" = R, (21, oty) = L2, ... 2y

heifst Lagemafl , wenn fiir alle @ € R und alle (x4, ...z,) € R" gilt:
Uy +a, .., x, +a) =z, ...2,) + a.

Augell Wlassea = [ a

)

+3
/ 1 l
‘ﬂ'_—r 4 j — o="3
o L3> |

+3
7.3.1 Arithmetisches Mittel
Das arithmetische Mittel T der Stichprobe xq, ...z, ist definiert durch

1
T= (@t r) = Za:
und ist ein Lagemaf.
Das geometrische Mittel
Ty = YT1+ ... Ty, L1,y Ty >0
und das harmonische Mittel n
Tp = —————, T1y ey Ty >0
Pl L '
hingegen nicht.
Das geometrische Mittel wird dort verwendet wo Werte multiplikativ wachsen oder wo man Yeshéttmisse,
Reatemoder Prozentanderung ittelt. u
Einschub 7.3.1. ... 03 w
+ % -gb?b 2 (50 +C-?0))
4160 — 150 — 35
13 2
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3 415 or,’ IJOI?'{,\,@(K%
Das harmonische Mittel wird in der Praxis vor allem dort verwendet, wo Verhéltnisse oder Raten gemittelt
werden sollen. 6o leun '
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7.3.2 Modalwert

Eine Auspriagung a eines Merkmals X ist ein Modalwert (oder Modus) der Stichprobe xy, ..., z,, wenn es
keine Ausprigung gibt, die in der Stichprobe haufiger vorkommt, d.h. wenn fiir die Héaufigkeitsverteilung
H,, der Stichprobe gilt:

H,(a) > H,(z;) firalle 1 <i<n.

Modalwerte sind Lagemafe, aber im Allgemeinen nicht eindeutig. Falls doch, werden sie mit x,,,q be-
zeichnet und die Héufigkeitsverteilung heiflt unimodal. Modalwerte lassen sich auch bei Stichproben von
nominalen Merkmalen bestimmen.

7.3.3 Quantile

Zu 11, ..., T, bezeichne (), ..., x(,) die geordnete Stichprobe, d.h. es gilt

{1, zn} ={2q), ., 2w} und 2y < . < agy

Zur Beschreibung der Struktur einer Stichprobe zieht man dann sogenannte Quantile heran:

Definition
Sei p € [0,1]. Eine Auspriagung x, heift p-Quantil der Stichprobe z, ..., z,, wenn fiir die Hiufigkeitsver-
teilung h,, gilt:

Z hn(a;) > p und Z hn(a;) > 1 —p, (%)

1<i<s 1<i<s
a;<zp a;>xp

d.h. mindestens p - 100% der Stichprobenwerte sind < z,, und mindestens (1 — p) - 100% der Stichproben-
werte sind > x,.

Bemerkung

e Firp= % heifit das p-Quantil x5 Median (oder Zentralwert),
d.h. mindestens 50 % der Stichprobenwerte sind grofer gleich und mindestens 50 % sind kleiner
gleich zg 5.

e Das %L—Quantil Zo,25 heillt unteres Quartil, das %—Quantil xo,750beres Quartil.

® 1,0, heifit j-tes Dezil.

e Im Fall p = 0 erhilt man den kleinsten Wert, das Minimum x;,, = x() der Stichprobe, im Fall
p = 1 den groften Wert, das Mazimum Zpar = T(n)-

Alle p-Quantile sind Lagemafe. Verglichen mit dem arithmetischen Mittel ist der Median robuster (d.h.
weniger anfiillig) gegeniiber ,Ausreifern”.



