5.3

Potenz-, Exponential- und Logarithmusfunktionen

Eine Potenzfunktion zum Exponenten a € R ist eine Funktion f: (0,00) — (0, 00) mit einer Zuordnungs-
vorschrift vom Typ f(x) = z®

Was verstehen wir unter z¢ fiir a € R, z.B. 2V2? Wir definieren dies schrittweise:

(i)

(i)

(iv)

Fiir a € Nist
'=x-x--x, und auferdem z° = 1.
—
a Faktoren
Diese Definitionen sind fiir alle x € R zuléssig.
Fira € Z, a <0, ist
1
z—
Diese Defintion ist nur noch fiir z € R, x # 0, moglich.

% =

Fiir a = %,n e N, ist 2% = 2w das Urbild von z unter der bijektiven Funktion f,: [0,00) — [0, 00),
f(z) = 2™ Wir schreiben dann

und speziell 22 = \/z.
Diese Definition ist nur moglich fiir z € [0, 00).
Fira=",m € Z,n € N, ist

% =g l)m.

Diese Defintion ist nur noch fiir z € (0, c0) moglich.
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Fiir a € R nidhern wir a durch Briiche an, z.B. a = /2 durch
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1; 1.4; 1,41; 1,414, ...

und betrachten dann

114 141 1,414
o A A

Diese Werte nihern sich dann @¥2 an. Genaueres hierzu und insbesondere zu den auftretenden
Grenziibergdngen werden wir spéter lernen, wenn wir reelle Zahlenfolgen behandeln. Fiir den Moment
geniigt uns diese Anschauung.

Satz 5.3.2(Rechenregeln fiir Potenzen). Seien x,y € (0,00) und a,b € R. Dann gelten die Identititen

{\VZ'+ 05 7 oS
oo (A7 TR
(l,a)b _ xab’ 3’-6 z= S(‘t )= 346
(x-y)" =a" y*. (3&)2 = %



Definition 5.3.3. Fiir a > 0 heilt die Funktion exp,: R = R, x +— a® Ezponentialfunktion zur Basis a.
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5.3.1 Eigenschaften der Exponentialfunktion
(i) exp,(0)="1

g e a0
(i1)

bet
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(iii) vexp, ist-fiir @ > 1 streng monoton wachsend, fiir 0-<a < 1lstreng monoton fallend und fiirca="1
konstant gleich 1. B bedeutek inyelehv

(iv) Fiirdas ]iild von'R unter der Exponentialfunktion gilt fiir a # 1: exp,(R) = (0y400):
DGS (5“ o LXID" = ‘kp‘ (a‘xmk DL‘JE&NWJ)\ - 0 I+DO)
Definition 5.3.5 (Logarithmus). Aufgrund der letzten beiden Eigenschaften ist die Exponentialfunktion
exp,: R — (0, +00) bijektiv. Die Umkehrfunktion Venbhnbe st it
Umbehebar

log,: (0,400) = R, x> log,(x), a >0, a#1

heifst Logarithmus zur Basis a.

Bemerkung 5.3.6. Da der Logarithmus geméf Definition die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion
ist, gilt also:

Einschub 5.3.7. ...
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Einschub 5.3.8. GRaphen der Logarithmusfunktion
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5.3.2 Eigenschaften der Logarithmusfunktion
Satz 5.3.9 (Rechenregel fiir Logarithmen).

(i) log, (1) =0

(ii) log,(x -y) = log,(z)+log,(y)
(i) log, (5) = log,(z)(—)log,(y)
(iv) log,(x") =r-log,(z), reR

(o) logyle) = 2eal®)

Teil (v) heifst: ein Basiswechsel beim Logarithmus bedeutet eine lineare Skalierung (vertikales Strecken/Stauchen)
Entsprechend reicht die genaue Betrachtung nur einer Basis.

Die Funktion log,: (0, +0c0) — R'ist bijektiv, fiir a > 1 streng monoton wachsend und fiir a < 1 streng
monoton fallend.
Héufig werden die folgenden Basen verwendet:

a = 10:  Zehnerlogarithmus log,, =: log
a =72 Zweterlogarithmus log, = 1d |

a'='e: Natiirlicher Logarithmus, (¢ Fulersche Zahl, vgl. unten). Fiir den natiir-

lichen Logarithmus schreiben wit In statt log,. Stredefelcha 7
oy

Bemerkung 5.3.10 (Basiswechsel). Jede andere Basis erhélt man dann durch:

exp, () = a” = (exp, (log, ()" = (exp,(Infa)))” = ("@)" = e,

d.h. jede Exponentialfunktion ist eine linear skalierte natiirliche-Exponentialfunktion(horizontales-Stre=
cken/Stauchen).

5.3.3 Exponentielles Wachstum
Betrachte die Funktion

f@y=c-a®, " a>0,a#l,
dann gilt fiir ein festes Az € R :

f(l‘—'—ASC) _ C'CLZ+A$ LT 'CLAI — f(ZE) _an :ZAx f(l'),

wobel
Cap = a™®.

Eine Anderung des Arguments z um eine feste Groke Az bewirkt daher cine Multiplikation mit einem von
A (aber nicht von z) abhéngigen, aber sonst festen Faktor ca;. Ein solches Wachstumsverhalten heifst
exponentielles Wachstum.

Zum Vergleich bewirkt bei linearem-Wachstum;-beschrieben durch () = ax + b, die Anderung des
Arguments um Az die Addition einer festen Groke, ndmlich

l(z+ Azx) = a(z + Azx) + b= ad 4 adAz+ b= [(z) F)aAz.

Ist @< 1, ist f streng monoton fallend. In diesem Fall spricht man auch von ‘ezponentiellem Abklingen.
Exponentielles Wachstum kommt typischerweise in Modellen fiir Wachstums- oder Zerfallsprozesse vor:



e Bevoilkerungswachstum, Zellwachstum, radioaktiver Zerfall

e Berechnung von Zinseszinsmodellen, Modelle fiir Mehrfachverzinsung pro Jahr, kontinuierliche Ver-
zinsung

In diesen Fillen wihlt man hédufig t als Variable fiir die Zeit. Diejenige Schrittweite At, fiir die
e cpy = 2 gilt, nennt man Verdopplungszeit 4&, +A£) 2CALS ﬁﬂ)

o Ccap = % gilt, nennt man Halbwertszeit.

f(L+AL)= ¢y -
Fiir die Verdopplungszeit At gilt wegen
flt+At) =cae- fw) =2 f(t)

folglich

@ =cpy = 2 & At = log,, 2.

Entsprechend erhilt man fiir die Halbwertszeit::At =log, %
N R
Einschub 5.3.11. Beispiel zur Halbwertzeit VUJ‘[’PL' ¥y
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Wie oben dargestellt kann die Funktion f mithilfe der natiirlichen Exponentialfunktion (e-Funktion) be-
schrieben werden, ndmlich
flz)=c-a"=c- e T — oL

In diesem Fall heifit ¢ = f(0) Anfangswert und A # 0 Wachstumsrate .

Exponentielles Wachstum ist schnell, insbesondere schneller als jedes polynomielle Wachstum. Logarith-
misches Wachstum hingegen ist langsamer als jedes polynomielle Wachstum. Was dies praziser bedeutet
kldren wir im néachsten Kapitel.

Beispiele 5.3.12.

o Bevélkerungswachstum: In einem Modell fiir das Bevolkerungswachstum nehmen wir an, dass die
Zunahme der Bevilkernng proportional mit_Proportionalititsfaktor p zur Gréfe der Bevilkerung

f(t) ist, d.h. es gilt:

fG+1) = ft)=p-f(t) < flt+1)=(1+p) [(1)

Gegeben die Groke ng der Bevilkerung zur Zeit t = 0, so erhalten wir

f(t) =no- (1 +p)

als exponentielles Modell fiir die Beschreibung der Bevolkerungsentwicklung. Die unbekannten Para-
meter p und g miissen jetzt aus vorhandenen Daten bestimmt werden. Die Weltbevolkerung betrug
2010-etwa 6,96-Mrd. und 2020 etwa 7,79 Mrd. Menschen. Setzen wir den Zeitpunkt“¢ = 0 fiir das
Jahr 2010, so folgt:

f(0) =ng =06,96 (in Mrd.)

und
f(10) _[no 1+p10;—779 : o

7,7
= (14+p)0= 696 - p—,/696—1~00113_113%.

Entsprechend verdoppelt sich die Bevélkerung in long P loé?%p) ~ 61,5 Jahren.

b-s»s u il c.(-s
&t Pl wird



