e Bevolkerungswachstum, Zellwachstum, radioaktiver Zerfall

e Berechnung von Zinseszinsmodellen, Modelle fiir Mehrfachverzinsung pro Jahr, kontinuierliche Ver-
zinsung

In diesen Fillen wihlt man héufig ¢ als Variable fiir die Zeit. Diejenige Schrittweite At, fiir die
f
e cay = 2 gilt, nennt man Verdopplungszeit &:9?/{‘ (%) 5

® Car = % gilt, nennt man Halbwertszeit. \ ‘

Fiir die Verdopplungszeit At gilt wegen '\l\__ o |I Lo 1, (£)
Flt+At) =car- f(x) =2 f(1) |\\ % o, (4

folglich | ‘\zigfg

at =cpp =2 N At loga 2]' ‘ T S~
Entsprechend erhdlt man fiir die Halbwertszeit: lAt = logaﬂ _ ‘ 3 o
Einschub 5.3.11. Beispiel zur Halbwertzeit :i(x) = 3 L‘I’) (P%_b o o

b?ﬁ
4
{kaax) =246 & 3,(4?)“‘4‘;< = %(i] @H‘(
%7,
. 4 AX 2 z//’#__q_‘*j;“agga

L& r___i‘___ G

— L
4~ N esa%f(’!/‘{)l = g%%f (.%«) @ AX" KOU- ('}.\ = &’Jq{(")

:.w_i_e__o_ban dargestellt kann die Funktion f mithilfe der natiirlichen Exponentialfunktion (e-Funktion) be-
schrieben werden, namlich g

‘>< . § [ { ~AK) \\I
flz)=c- a =c- e- —e B | 00 = e L-@fne—- &7) p
, _ —] (lndl) LG _ x- omle)
In diesem Fall heifst ¢ = f(0) Anfangswert und )\ 7& 0 Wachstumsmte | = & = E
Exponentielles Wachstum ist schnell, insbesondere schneller als jedes polynomielle Wachstum. Logarith-
misches Wachstum hingegen ist langsamer als jedes polynomielle Wachstum. Was dies préziser bedeutet

klaren wir im nachsten Kapitel.

Beispiele 5.3.12. / oua  LE-11  Lelond L

Bevdlkerungswachstum: In einem Modell fiir das Bevolkerungswachstum nehmen wir an, dass die
Zunahme der Bevilkerung proportional mit Proportionalitidtsfaktor p zur Gréfe der Bevolkerung
f(t) ist, d.h. es gilt:

fG+1) = ft)=p-f(t) < fl+1)=0+p) f(})

Gegeben die Grofe ng der Bevolkerung zur Zeit ¢t = 0, so erhalten wir

f(t) =no- (1 +p)

als exponentielles Modell fiir die Beschreibung der Bevolkerungsentwicklung. Die unbekannten Para-
meter p und ny miissen jetzt aus vorhandenen Daten bestimmt werden. Die Weltbevilkerung betrug
2010 etwa 6,96 Mrd. und 2020 etwa 7,79 Mrd. MenschenSS5étzen wir den Zeitpunkt ¢ = 0 fiir das
Jahr 2010, so folgt:

f(0) =ng=16,96 (in Mrd.)

und
f(10) =ng - (L+p)* = 7,79,

7,79 7,79
S ()0 = o p= 1/ cgs —1~0.0113=1,13%,

Entsprechend verdoppelt sich die Bevolkerung in log,, ,2 = bglf()%p) ~ 61,5 Jahren.



o Zellwachstum: Durch Zellteilung verdoppelt sich die Zahl der Zellen in einer gegebenen Zeitspanne
At, d.h. die Verdopplungszeit ist mitigegeben. Entsprechend kann man im Wachstumsmodell fiir
die Anzahl der Zellen

N(t) = Ny a* N(®) = Ny 0° = N,
mit Anfangszellenzahl N, die Basis a bestimmen durch
= o At _ % =4
" Lok 2 f/&a —2<:>a—2Aé>Q (\J_____\
At Y,
n =l & LOLAJC) = X,%'L & b M:i.
Es gilt also ﬁ
t

J

Waéhlt in dem Modell man dle Eulersche Zahl als Basis, so erhalten wir N(t) = Ny - e mit der
Wachstumsrate A = 22 .

At’denn N - {/4“': __Q _.I/&—C
N (22)° o e = ()T g e {5
—a oo

Radioaktiver Zerfall: Sei N(t) die Anzahl radioaktiver Kerne zur Zeit ¢. Wir nehmen an, dass die
Anzahl der zerfallenden Atome pro Zeiteinheit proportional zu der Anzahl vorhandener Atome ist.

Wie im ersten Beispiel erhalten wir exponentielles Wachstum, hier mit negativer Wachstumsrate,
also ein exponentielles Abklingen. Entsprechend setzen wir folgendes Modell an:

N(t) = N(0) -e ™ mit A > 0.

Die Halbwertszeit At ist die Zeitspanne, in der sich die Anzahl Atome halbiert, also fiir die e
gilt. Logarithmieren liefert mithilfe der Logarithmengesetze die Gleichung

At _ 1
2

2 Ap - 02 R ﬁqu

o )\‘ z LN B

eME L INAks by s s o= T o
I 2

AN

Zinseszinsmodell: Ein Anfangsguthaben K wird jahrlich mit Zinsrate p verzinst. Wird das Guthaben
nicht verdndert, verfiigt man dank Zinseszins nach n Jahren iiber ein Guthaben in Hohe von
b("ﬁ p= 01 400 = Wo
K(n) = (1+p)" - Ko. K, = (1+o®) -(90 =1} 100

Klo) = (M Ko = Ky () = (1 Vo, K(2) = (449) KO = (149) 7K,

Bei unterjihriger Verzinsung wird innerhalb eines Jahres das Kapital m Mal verzinst (z.B. bei m = 4
quartalsweise, bei m = 12 monatlich usw.). Gesehieht dies mit dem Nominalzins p % bedeutet das,

dass das Kapital im Jahr m mal mit £% verzinst wird, d.h. am Ende des Jahres betrégt das Guthaben
<1 == %%l) - Ky. Das _ents_pricht einer Verzinsung mit ((1 + pl/org) 1) -100%. Diesen Zins nennt
man ._,./Jj”ektiven Jahreszinaui — 1 A
- = 4,28 /A -

A - /) = 2&%

M = 2 ’ = 3% vﬂﬁ,._q_uwa, _ 028 &

nmdq%_:!olrv' Ko (1 : = K (14 2=
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Ist in einem rechtwinkligen Dreieck ein weiterer Winkel o bekannt, so ist auch der dritte Winkel bekannt
(Innenwinkelsumme) und folglich sind je zwei solche Dreiecke &hnlich.

Damit miissen sie nicht gleichen Seitenléngen besitzen, aber die Verhéltnisse der Seitenléngen sind gleich
und hangen damit nur von dem Winkel « ab.

5.4 Trigonometrische Funktionen

Man nennt ( )
die dem Winkel a gegeniiberliegende Seite die Gegenkathete Lange: a
die am Winkel o anliegende Seite die Ankathete (A Lange: b
die dem rechten Winkel gegeniiberliegende Seite die Hypotenuse Léange: ¢
(W) B
o= L
a &
sina=- =
ﬂ/ H
. c e a
b A 118
% - — cosq = - = -—3—-
c
(o3 b/ c a sina “q"
tana = - = = —
[ b ,I\ cos & A
T L

C

Wihlt man speziell fiir die Hypotenusenldnge ¢ = 1, so lassen sich die Werte von Sinus und Kosinus
veranschaulichen, indem man das Dreieck in den Einheitskreis einpasst (mit der Hypotenuse als Radius):

Sim 8 | S Q u
o
’ 0 el = ;rﬂ = . = O
sankels ‘93’__;‘
D\B;\*;\L\p—& /..-’ e~ \P(Sol) = (;’1;‘7 :]IJ) .LA . 5
Q?&f,' s I 2 | I{ _ A i b ~
jjf'w @O%I, | ®s ¢, MR s
/ 5 N D
!./ % Ili .lm/z: 9 xg@{qs
! [ [\=
/ VA 2 . 2 =
/ = \i (s )™ + (sing,]” = L =4
ii T = cos gﬁﬁ 1 /] ‘ .
& /| f=coser J i %&ME Lo X
v g - ; ~
\ = ‘ 3oz
\ @
\) 2w e T = uw@@
o |1 D X= . ! 27 =
\, _ ) _ N
8 R %o Eyledsks
P(p2) ="tz,y)

Meistens geben wir Winkel im Bogenmafl an. Das ist die Lange des Bogenstiicks am Einheitskreis, das dem
Winkel zugeordnet ist. Ist ein Winkel ¢ im Gradmafs gegeben, so berechnet sich das zugehdrige Bogenmaf

t mit der Formel
t 0 - 27 . }S_ @@A—\

~ 360°

Auf diese Weise erhiilt man die frigonometrischen Funktionen
sin: R — [—1,1]
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Hier ist ein schones Applet, mit Hilfe dessen man die trigonometrischen Funktionen veranschaulichen kann:
https://www.geogebra.org/m/FJtrEDAr


https://www.geogebra.org/m/FJtrEDAr

Kapitel 6

Konvergenz von Zahlenfolgen

Motivation: Warum reichen die rationalen Zahlen nicht aus?

Da man in Q uneingeschrénkt Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und (aufer durch 0) Dividieren kann,
sind lineare Gleichungen, also Gleichungen der Form ax +b = 0 fiir a # 0, in Q stets 16sbar. Das Quadrie-

ren kann in Q im Allgemeinen nicht riickgingig gemacht werden, d.h. (selbst) fiir a > 0 ist die Gleichung

2> —a = 0in Q im Allgemeinen nicht 15sbar:

Satz 6.0.1. Eine Lésung der Gleichung 1 = 2 ist keine rationale Zahl.
Die positive Lisung der Gleichung, die in den reellen Zahlen existiert, bezeichnen wir mit /2 (,\Wurzel 27).

Einschub 6.0.2. ... %&_Aé Avndhne [z = ?/fl e@ i TIFEN

& '@ Dot gtk r’-‘?p - gl =p

. @
= SR D PR o pogeade b e pit
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—p 9(’:2. am&c =3 9’_ aerﬂcle A'[SO P aﬂ'«be_ sud %&4
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Bled ® re N umaero\olﬁ = é K‘Jvéi- selN @ 2= 2s+4
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Bemerkung: Ahnlich zeigt man, dass v/m € Q genau dann gilt, wenn m eine Quadratzahl ist.

Q besitzt also Liicken.
Man beschreibt diese Liicken, indem man Intervallschachtelungen konstruiert, d.h. Folgen von Inter-

vallen
[a17b1]7 [a27b2]7 [a3)b3]7 R an7bn EQa
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die ineinander geschachtelt sind - /é}__ &3 E&“L"] a Eq"»l’z’j A tqi‘\blj

— I | 9 | =, [osia]
! X I B —>
ay, b1] 2 |ag, ba] D [as, bs] 2 N
[a1,b1] 2 [az 2],[i’3]3@

und deren Léingefﬁr n — oo gegen Null strebt.

Die reellen Zahlen R zeichnet nun gerade aus, dass es fiir jede Intervallschachtelung eine reelle Zahl = gibt,
die im Durchschnitt aller Intervalle liegt:

(lan: ba) = {z}.

neN

Auf diese Weise ,schliefft man die Liicken in @ und man nennt diese Eigenschaft die Vollstindigkeit
von R.

m nutzt gerade diese Moglichkeit, reelle Zahlen durch eine Intervallschach-
telung zu beschreiben:

Wahrend ein abbrechender Dezimalbruch:

o, A1Gg...an = ag+ a1 - 107 +as- 10724+ ...+ a, - 107" = Zakl()_k,
k=0

mit ag € Z, ay,...,a, € {0,1,2,...,9}

eine endlich Summe ist und stets eine rationale Zahl beschreibt, gibt es auch unendliche Dezimalbriiche

Qp, A10203... 1= Qg +a;- 10_1 + as - 10_2 + as - 10_3 + .= Zaklo_k .
k=0
?

Damit meint man, dass z.B.

durch die Intervallschachtelung beschrieben wird, die durch Abbrechen nach n Stellen entsteht, also

n

0 7€ {3rdf
1 7€ 33720
2 7 € Bridydrts)

7w € [3,1415926=31415997]

Im Folgenden soll nun gekliart werden, was die mathematisch préazise Bedeutung einer unendlichen Summe,

o0

z.B. der unendlichen Dezimalbruchentwicklung >~ az107%, ist und wie man irrationale Zahlen wie etwa
k=0

V/2 (effizient) niherungsweise bestimmen kann.



