die ineinander geschachtelt sind

la1,b1] D [az, ba] D Jas, bs] D ...

und deren Lange b, — a, fiir n — oo gegen Null strebt.

Die reellen Zahlen R zeichnet nun gerade aus, dass es fiir jede Intervallschachtelung eine reelle Zahl z gibt,
die im Durchschnitt aller Intervalle liegt:

(lan: ba) = {z}.

neN
Auf diese Weise ,schliefft” man die Liicken in @Q und man nennt diese Eigenschaft die Vollstdndigkeit

von R.

Die Dezimalbruchentwicklung nutzt gerade diese Moglichkeit, reelle Zahlen durch eine Intervallschach-
telung zu beschreiben:

Wihrend cin abbnechendensDesimalbiich:

a0, A1Gg...0n = ag+ a1 - 107 +as - 10724+ ...+ a, - 107" = Zakl()_k,
N v [}
w31t =3+ 100 +To0 b=l

mit ag € Z, ay,...,a, € {0,1,2,...,9} //\
!Mcufdxc Suun.u.‘g,

eine endlich Summe ist und stets eine rationale Zahl beschreibt, gibt es auch UlendlicherDezimalbiiche

‘fg
Qp, A10203... := Qg +ap - 10_1 + as - 10_2 + as - 10_3 + ... = aklo_k .

Damit meint man, dass z.B.

Sy boo
durch die Intervalisehaehtelung beschrieben wird,/ die durch Abbrechen nachemaStellenyentstehty also
n
0 me3;4] @CQCLL&C/(\‘ILGHC
1 7el3,1;3,2

2 7e[3,14:3, 15 Tmtevalle

7w € [3,1415926; 3, 1415927]

Im Folgenden soll nun gekliart werden, was die mathematisch prézise Bedeutung einer unendlichen Summe,

o0

z.B. der unendlichen Dezimalbruchentwicklung Y~ az107%, ist und wie man irrationale Zahlen wie etwa
k=0

/2 (effizient) niherungsweise bestimmen kann.



6.1 Konvergenz von Folgen und Reihen

Motivation II: Wir haben gesehen, dass der effektive Jahreszins bei unterjahriger Verzinsung mit 2%
mehr erwirtschaftet als die jahrliche Verzinsung mit p%. Fiir p = 0.05 (also 5% Zinsen) lautet die Formel

fiir das Kapital
0.05\™
m
wobei zum Beispiel mit m = 12 monatlich und m = 365 tégliche Verzinsung gemeint ist.

Frage: Wie grofs wird K (m) wenn wir m sehr grof werden lassen?

Antwort: " frfl"": elr —
((#)  moris @

amfy
Definition 6.1.1. Fine Folge reeller Zahlen ist eine Funktion

@:N— R n— d@ =ay,

ZahlnagiziioEdiict. DicaZalilnaf] heikt dasieteGTeNdeTEslg:, dic
Folge insgesamt wird mit bzw. kurz mit‘ oder auchg@gsbezeichnet.

Beispiele 6.1.2.

o

(i) a, = n?, Folge der Quadratzahlen: 1, 4 ,9, 16, ... a, = 1% = 4, a, > 9% "(‘)
(i) a, = %, “harmonische” Folge: 1, %, %,
Qh= 4/#\
i | > R
O DL.% '»_-/‘1/5 Q.Z_-’—%_ 1= 9_1

Die Folgenwerte nahern sich der Zahl 0 an.
Dieses Bild wird prézisiert in der Definition der Konvergenz einer Folge:

Definition 6.1.3. Zu einem € > 0 definiert man die e-Umgebung von a € R als das Intervall

I.(a) =(a—¢c,ate)={reR|la—e<z<a+t+e}={r eR||z—a| <¢}

———

Einschub 6.1.4. ...

'/X—a <
¢ ¢ /< ¢
ST T e Y
- € : — > R
v oL )i Qs
G_LC(Q)
¢
£
T 0 4
B L L (/s B S B S e B B
0[11 Qf{qb %Q} qr
0

=0



Die Folge a,, konvergiert fiir n — oo gegen einen Grenzwert a € R, falls gilt:
Fiir §édes'e®> 0 liegen alle, bis auf endlich viele Folgenglieder a,, in der e-Umgebung I.(a) von a.

Eine Folge a,, heifst konvergent, wenn es ein a € R gibt, das Grenzwert der Folge ist. Andernfalls heifst die
Folge divergent.

Mit anderen Worten: Egal wie klein ¢ gewéhlt wird, ab einer gewissen Nummer liegen alle Folgenglieder
in der e-Umgebung von a.
iidissem Fall schreiben wir kurz:

N oder (@SN fiir R
q

Man spricht: a,, geht/strebt gegen a fiir n gegen unendlich.
Beispiele 6.1.5.
e Die konstante Folge (a,a,a,a, ...) konvergiert gegen a. @ = 4 ( A =4, -~

Einschub 6.1.6. ... Bewrs S €50 . Deky ?0{—

® € (0.-£1 ate) = Iifﬂ) e lso Lom A, =&
! M F a

e Harmonische Folge: Die Folge a, = % konvergiert gegen a = 0:

Einschub 6.1.7. .. Fewes S« €720, T ,le m eN

/Wﬁl .?i&R y‘b‘(—= 0(,,4:;/&<2 aJso
@ ¢ Tel®)

e Geometrische Folge: Sei x € R mit |z| < 1. Dann gilt nll)riloox = 0. EE_ K= 2
Einschub 6.1.8. ... Bewsd ' Flor X =0 shuwt dec.v” ("L) ::Paoo
X H . S8 cro. Dewn X< ’Di<!xl:

=1+q mb gz0 = o - - (g
2 Ix1"
chmu.sk = -
>l dowg Xl < 14m
S 2l
f X < /l,H;Li < gvofte Me/NQ

e Die alternierende Folge a, -{—i)", also (a,) = (—1,1, -1, 18? nicht konvergent.

Einschub 6.1.9. ... Ou. utht fovvaed g 4 dewn alle Uﬁ"“de’“
¢ o £ ¢ Elfb‘ﬂalt‘do—‘ simd augseddle Te@) ( €20 )
6t

—1 1 A{g@ ;‘QSE“"")/ ﬂ,\l M4IUHJ£/—L+

Da 1By, Ol ---- oy Oy Gg, ---



6.1.1 Grenzwertsatze
Man kann mit ,lim,, , - --“ auch ,rechnen“, aber nur falls es sich um konvergente Folgen handelt.

Satz 6.1.10 (Grenzwertsitze). Es seien ap, b, reelle Zahlenfolgen. Weiterhin seien a,, und b,, konvergent
mit lim a, =a und lim b, =0b. Dann gilt:

n—-4o00 n——4o00
(i) nl_l)Iiloo(an +b,) =axb

(i) lim (a,-b,) =a-b

n—-+0o0o

) T .. . it b, . > o F <a_n) .
(111) Ist b # G _so ea:zstzert ezg mit b, # 0 fiir alle n > ng, die Folge b ) o konvergiert und es
lt: lim 42 =
gilt: m G&5=4

WN=ge
" u->0? ~“
2] 255 @ oo = &rE) 2 0r0 =0
wn & o '
ot ~—

v b R we b @%Vgag,,} &(5«"4’*
1 ¢ (6) uw%duo& vitle “4 S
BJ_S? O-J)D'wﬁ’ll QMO*I’Z).
’l) GM:/L\{ »&‘"" /Zq ) ambm = 4. — _’]_

W2pe

S
ﬂ %:Q-ﬂ'\lfo,.\:%} Dl,\-bm:ﬁ —7 A

Beispiele 6.1.11.

2 z
Beispiele 6.1.12. Sei a,, = ’Q’Zﬁ’f q"‘ = A+ Ltt _/'"_':\ “ (4 + ’%
225+ 4. L R
~ iy (24* A\L)
Lk ‘ N
_ A+ Un Es i . 1) Lone %, = lam b ,_A:\ 62_%:)
= - —
2+ 4/‘4\?.. W a W:“‘w
= A4 - Ll E = -0 =0
Jinn A Y esg 5G)
9..) M — = 4, 4 — 0 -0 3 é!‘“ =
w7 & ~ ﬁé&‘ nom ) N 720 5(‘
)
_ Ll bt D o=l 4) L 240 -2
= e d v L ) b X

| Definition 6.1.13 (beschrinkt). Sei a, ein Folge. Wir nennen a,, beschrankt wenn es eine Zahl K € R
(sogenannte Schranke) gibt, so dass

la,| < K fiir alle n € N,

gilf:

5) L~ 0, = A
) e = AXTIt 99y L A T~ YY)

66 4
1+ Y Gil_ vég;u 1+ Ui —

—




h~eo

Beispiele 6.1.14.
(i) @, = ist beschréinkt durch K =1, denn
Einschub 6.1.15. ...

oo alle mel gth - 2l = [%[ < L =K

(ii) bas=m ist nicht beschrénkt.

Einschub 6.1.16. ... ,6&\ Ar\‘pla‘J’ %CLIV-&A_L-J- ‘=D “ 'é’@ﬂéo
b o5 e M s dhw byl > K. agede af widi-

i = qu-‘!’%
w bumn . Se=m0 . Yl gy - T refee
&l ]

Do yith MR = Ay = [kl > K

(iii) ¢, = (—1)" ist beschrénkt, denn

el = (-1 =1 =:K ; K
(iv) d, = sin(n) ist beschrénkt, defin wir haben bereits gesehen, dass |sin(n)| <1 gilt, fiir alle n € N.

Satz 6.1.17 (Nullfolge - beschrinkt = Nullfolge). Sei a,, ein beschrinkte Folge und b, eine Nullfolge
(d.h. eine konvergente Folge mit Grenzwert 0). Dann ist die Folge a,, - b, eine Nullfolge.

Beweis:

Einschub 6.1.18. ...



