Beispiele 6.1.14.

(i) a, =+ ist beschréinkt durch K =1, denn
Einschub 6.1.15. ...

(ii) b, = n ist nicht beschrénkt.
Einschub 6.1.16. ...

(iii) ¢, = (=1)" ist beschrénkt, denn
lenl = 1(=1)"[ =1
(iv) d, = sin(n) ist beschréinkt, denn wir haben bereits gesehen, dass |sin(n)| <1 gilt, fiir alle n € N.

Satz 6.1.17 (Nullfolge - beschriankt = Nullfolge). Sei a,, ein beschrinkte Folge und b, eine Nullfolge
(d.h. eine konvergente Folge mit Grenzwert 0). Dann ist die Folge a,, - b, eine Nullfolge.

Beweis:
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Beispiele 6.1.19. Die Folge

. = sin(n)
n
konvergiert gegen 0, denn
sin(n) | 1
Cp = =sin(n)- —

=b,

Wegen —1 < sin(n) < 1 ist sin(n) beschréinkt, » ist eine Nullfolge, daher folgt nach Satz 6.1.17, dass ¢,
eine Nullfolge ist.

Satz 6.1.20 (Jede konvergente Folge ist beschrinkt). Sei a,, ein konvergente Folge. Dann ist die Folge a,
beschrankt.
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Beweis: Sei a, ein konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann gilt fiir jedes ¢ > 0 existiert ein N € N
sodass

n>N = |a,—al<e.
Dies gilt fiir jedes € > 0. Nehmen wir £ = 1. Dann wissen wir (wegen Konvergenz), dass ein N € N eixstiert
mit

n>N = |a,—al <1
Wir setzen

K = max(|la; — al, |as — al, |az — al, ..., |ay — al, 1)
dann gilt
la, —a| < K fiir alle n € N

und somit folgt, dass
|an| = |a, — a+a| <la, —a|+]a| < K + |af
——
<K
Somit ist die Folge a,, beschriankt durch K + |a|. O

Beispiele 6.1.22. Die Folge a,, = Zijf_’f aus Beispiel 6.1.12 ist konvergent uan somit beschrankt.
20! w N
Grenzwerte von Folgen sind oft interessant, da dadurch neue Objekte (wie irrationale Zahlen) beschrieben

werden konnen. Dabei spielt die Vollstdndigkeit der reellen Zahlen eine entscheidende Rolle. Ein wichtiger
Satz in diesem Zusammenhang ist:



Satz 6.1.23 (Monotoniekriterium). Monotone und beschrinkte Folgen sind konvergent.

Einschub 6.1.24.
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6.2 Reihen

Summen mit unendlich vielen Summanden gibt es nicht, aber man kann Grenzwerte von Summen mit
endlich vielen Summanden betrachten.
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Definition 6.2.2. Sei a,, eine Folge reeller Zahlen. Dann heifst
S@ZZ:S% 5_?;‘-: o, + 6, + c\}
© = 1+ 45_ + ';;7_
die n-te Partialsumme der Reihe Z ag.

Die Reihe heifit konvergent, wenn dle Folge s,, der Partialsummen konverglert und man schreibt
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Satz 6.2.3 (Geometrische Reihe). Fiir ]edes n € N gilt fir alle x # 1:
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und damit im Limes fir |x| < 1:

- 1
Z vt = 1 ' 1-3
k=0 -7
Beweis
Die Summenformel beweist man formal mit vollstindiger Induktion oder intuitiver mit der folgenden
Rechnung: =0 =0
: PN/ o 1 +1 +1
Zx = (I+z+a’ 4. +2")(1-2) = (14 o+ +2") = (z+2°+ .. 42"+ 2" >: 1— g™t
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|£U| < 1,Jso konvergiert z" gegen 0 (geometrische Folge) und somit folgt aus der Summenformel mit den
Grenzwertsitzen:
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6.3 Anwendungen

6.3.1 Unendliche Dezimalbriiche

Betrachte den unendlichen Dezimalbruch

_ N -2 -3 _ - —k

ag,a1a2a3...—a0+a1'10 +CL2'1O —|—a3-10 —i—-ZaklO s

wobei ag € Z,ay,as,as, ... € {0,1,2,...,9}. Dann ist die Folge der Partialsummen
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Somit ist die Partialsummenfolge eines unendlichen Dezimalbruchs nach dem Monotoniekriterium konver-
gent und der unendliche Dezimalbruch als Limes dieser Folge wohldefiniert.

Wir betrachten nun 9,9. Dieser unendliche Dezimalbruch ist definiert als

99=9+9-10""+9-1072+9-107° +..=> "9-107*

Nach der obigen Formel ist dies

Somit ist 9,9 = 10.

T




6.3.2 Approximative Bestimmung von Nullstellen

Gegeben sei eine Funktion f: [a,b] — R, die stetig ist, d.h. fiir die aus z,, — x stets f(z,) — f(x) folgt'.
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Es ist anschaulich klar, dass eine stetige Funktion f: [a,b] — R mit f(a) < 0 und f(b) > 0 in dem Intervall
(a,b) mindestens eine Nullstelle z, haben muss (Zwischenwerteigenschaft stetiger FPunktionen)?. Diese
Nullstellen kann man mitunter nicht explizit ausrechnen, aber durch verschiedene numerische Verfahren
approximieren:

(i) Intervallhalbierungsmethode: Hierbei wird eine Intervallschachtelung (Ix)ren konstruiert, die die Null-
stelle einschliefst:
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Setze Iy = [a,b] und bestimme I = [ay, by fir & = 2,3, ..., so, dass mit Intervallmittelpunkt
my = @ von I, gilt:

[ag, my], falls f(my) >0

Iy =
[my,b], falls f(my) < 0.

Da die Intervalllinge sich in jedem Schritt halbiert, liegt eine Intervallschachtelung vor. Fiir die reelle
Zahl z¢, die in allen [ enthalten ist, muss dann f(z¢) = 0 gelten Die Folgen (ay)reny und (bg)ren
konvergieren beide gegen die gesuchte Nullstelle.

! Anschaulich bedeutet die Stetigkeit von f auf dem Intervall [a; b], dass man den Graphen von f, ohne den Stift abzusetzen,

durchzeichnen kann.
2 Analog geht es fiir f(a) > 0 und f(b) < 0.



(ii) Regula falsi: Bestimme eine Intervallschachtelung [, = [ax, by] fiir & = 1,2, ..., wie bei der Intervall-
halbierungsmethode mit I; = [a, b], wihle aber den Unterteilungspunkt my, nicht als Mittelpunkt des
Intervalls i, sondern als Nullstelle der Gerade durch die Punkte P(ag; f(ax)) und Q(by; f(by)):
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Gemaéf der Zwei-Punkte-Form besitzt diese Gerade die Gleichung

y= 1O 2@ 4

bk — Q
und damit die Nullstelle /%
bk — Q

mp = ar — —f<bk) ~ Flan) - flag).

6.3.3 Approximation von \/a

Die Quadratwurzel aus a > 0 lasst sich daher z.B. approximieren, indem man mit den Methoden aus 6.3.2.
die Losung der Gleichung

2
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approximativ bestimmt. Verwendet man die Intervallhalbierungsmethode, so bedeutet dies, dass man die
I, = [ag, by] fiir k£ = 1,2, ..., so bestimmt, dass mit Intervallmittelpunkt my = @ von [, gilt:
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Alternativ kann man eine Intervallschachtelung zur Approximation von +/a konstruieren, indem man in
jedem Schritt die néichste Nachkommastelle in der Dezimalbruchentwicklung von +/a bestimmt. Beide
Verfahren sind eher langsam, da sich bei jedem Schritt die Zahl der giiltigen Stellen um hdéchstens Eins
verbessert (lineare Konvergenz).

Numerisch effizienter ist die Approximation mit Hilfe des Heron-Verfahrens:
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