Kapitel 1

Grundlagen

In der Vorlesung befassen wir uns mit

e Modellierung von funktionalen Zusammenhingen, Approximationsprozesse:
Dies fiihrt auf Fragen aus der Analysis.

e Modellierung zufilliger Phénomene:
Dies fiihrt auf Fragen aus der Stochastik (stochastikos: altgriechisch fiir scharfsinnig im Vermuten),
der Lehre von den Gesetzméfigkeiten des Zufalls.

1.1 Zahlen

Beispiele fiir Zahlenmengen:

e Natiirliche Zahlen: 1, 2, 3, ....; Notation als Menge: N
Die natiirlichen Zahlen sind durch die sogenannten PEANO-Aziome festgelegt.

e Ganze Zahlen: 0, 1, -1, 2, -2, ...; Notation als Menge: Z
Die ganzen Zahlen erweitern die natiirlichen Zahlen, so dass man Differenzen bilden kann.

e Rationale Zahlen, z.B. , 3, 7, ...; Notation als Menge: Q
Die rationalen Zahlen erweltern dle ganzen Zahlen, so dass man (aufer durch 0) dividieren kann.

e Reelle Zahlen: rationale Zahlen und solche Zahlen wie /2,7, e, ...; Notation als Menge: R
Die reellen Zahlen erweitern die rationalen Zahlen, so dass der ,Zahlenstrahl keine Liicken mehr
aufweist”. Wenn man mit reellen Zahlen rechnet, so rechnet man symbolisch (d.h. mit dem Symbol
v/2) oder man approximiert die reelle Zahl durch rationale Zahlen (z.B. v/2 ~ 1,41) und rechnet
ndherungsweise mit dieser Zahl. Man erhélt solche Naherungen z.B. aus der Dezimalbruchdarstellung,
die reelle Zahlen besitzen. (Mehr Details zu Eigenschaften reeller Zahlen finden sich im Kapitel 2).

Der Aufbau des Zahlensystems von N bis Q wird ausfiihrlich in der Veranstaltung Arithmetik und Algebra
behandelt. Ergénzende Hinweise zur Konstruktion von R erfolgen hier in spéateren Kapiteln.

Messwerte. Messwerte sind Mafzahlen mit Mafeinheiten, z.B. 4 kg, 2,7 m usw.. Malkzahlen sind meist
reelle Zahlen. Die Mafeinheit gibt die Dimension (oder den Grofenwert)an. Konvention: Beim Rechnen
rechnen wir nur mit den Mafzahlen und fiihren die Einheit am Ende in Klammern, z.B. 2 + 3 = 5 [kg].

Variablen. Variablen sind Platzhalter fiir Zahlen oder andere Objekte, die man fiir die Variablen einsetzen
kann. Typischerweise notiert man Variablen mit kleinen oder grofsen Buchstaben, z.B. x, y, z, A, B,
C,... . Man unterscheidet unabhdngige Variablen, in die man (ohne Einschrinkungen) einfach einsetzen
kann, und- ﬁé-’;dngige Variablen, deren Wert von einer anderen Variablen abhingt, z.B. ist y gegeben
durcly = 2% + 1)eine abhang1ge Variable. M1th11fe von abhéngigen Variablen lassen sich ,Zuordnungen”
beschreiben: Ty =ax>+1. J OX I x"1q = y

(
Treten viele Variablen auf, so notieren wir sie mit Indizes, z. B“‘ o, ;EQ, :z:3, Yl, Y5, Y5,
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Zahlenpaare, Koordinatensystem. Wihrend R als Zahlenstrahl veranschaulicht wird, werden Zahlen-
paaré (3: Y) 1711t x,y € R in der Koordinatenebene dargestellt, z.B. im kartesischen Koordinatensystem,
in dem diebeiden Koordinatenachsen (Zahlenstrahle fiir den ersten und den zweiten Wert) senkrecht zu-
einander stehen oder in einem affinen Koordinatensystem, in dem die Achsen in einem Winkel zwischen 0
und 90 Grad zueinander stehen. Die Achsen werden - je nach Zusammenhang - unterschiedlich bezeichnet.
Die horizontale Achse heifst hdufig x- oder t-Achse oder Abszisse, die vertikale Achse entsprechend y-Achse
oder Ordinate. Die Einheiten auf den Achsen diirfen unterschiedlich sein.

Als Menge notieren wir Paare reeller Zahlen als sog. kartesisches Produkt: R? := R-x R ;= {(z,y) | z,y €
R}. Die Elemsiite ans R? werden - je nach Zusammenhang - notiert als Punkté P(2; ) P(2/4) oder als
2 Tupel 2\/L2.%4Lntsprechend definiert man Zahlentripel und n- Tupel durch R3 = I@>_<R <R =

e =R} oder allgemeiner ]R” =Rx..xR:= {(z1, ... :nn | Ty, .. 9Cn c R}
J:l (/1 { ?._,) g /\ L’_@\ (4 i) L ,‘;: o \ .:. .
1.2 Aussagenlogik . ep.

ﬁ{(af Y, 2) |

1.2.1 Aussagen

Genau zu definieren, was eine mathematische Aussage ist, ist iiberraschend schwierig. Wir wollen moglichst
praktisch bleiben und verwenden folgende

Definition 1.2.1. Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr oder falsch ist.
Diese Definition ist fiir unsere Zwecke ausreichend. Hier sind einige
Beispiele 1.2.2.
1 ,Es gibt unendlich viele Primzahlen.”
2 ,Alle Katzen sind grau.”
3,0=1¢“
Nicht jeder Satz ist eine Aussage, hier einige
Beispiele 1.2.3.
1 ,Offne das Fenster!”
2 ,Diese Aussage ist falsch.”

3 ,n ist eine ungerade Zahl. ¢

Einschub 1.2.4. ... [ %) 2+ 2k v 6N L Vonabl - aes Lallb we==

Definition 1.2.5. Die Negation einer Aussage A ist diejenige Aussage, die falsch ist, wenn A wahr ist -
und umgekehrt.

Die Negation einer Aussage A bezeichnet man mit Nicht(A) oder formaler mif —A. )
Beispiele 1.2.6.
1 —(,Alle Katzen sind grau®“) bedeutet ,,Es gibt eine Katze, die nicht grau ist.“

2 —(,,0 = 1“) bedeutet ,,0 # 1“



1.2.2 UND, ODER
=~ 1 (A B)

Aussagen kann man zu neuen Aussagen verkniipfen. Der Wahrheitswert der/neuen A/ussage ist abhingig

von der Verkniipfung. Wir betrachten ein Gnu sowie die Aussagen A —~
— _.' y ) 1 .;'f
( F = Das Gnu ist ein Fisch, N B @
i e o vy
S = Das Gnu ist kein Sdugetier, s glj;_\_f grc TV )
W = Das Gnu lebt ausschlieflich im Wasser 1A = AT el \/
—~ - " - ‘. .f/
V Das Gnu ist ein Vogel. "“\-..__'-:__lfi-'_Lf'_‘y”}“E_'___‘? o

Die Aussage ,,F und — V“ 1st falsc}y Die Aussage.W oder — , %) st wahr.
Die Wahrheitswerte von mit und Joder verkniipften Aussagen Werden durch Wahrheitstabellen festgelegt. :
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Die Negationen von ,und “ und ,oder “ sind durch elegante Symmetrie miteinander verbunden.
- ’_'r'*"'"“ -l o

“s}?ﬂ(A AL BY hat den gleichen Wahrheitswert wie \:'A v —|B

~
\

\ —~(AV B) hat den gleichen Wahrheitswert wie —A A -B

-

Einschub 1.2.8. ...

1.2.3 Implikation
Die meisten mathematischen Aussagen sind von der Form

,Wenn Aussage A wahr ist, dann ist Aussage B wahr.”

Man sagt dann ,, A impliziert B “oder ,Aus A folgt B“. Man notiert A = B.
Derartige Wenn/Dann Verkniipfungen koénnen allerdings selbst wahr oder falsch sein. Auferdem gilt: aus
dem Wahrheitswert der Implikation lassen sich keine Riickschliisse auf den Wahrheitswert der beteiligten

Aussagen ziehen.

Beispiele 1.2.9.
1 ,Wenn ich Winston Churchill bin, dann bin ich Englinder.

2 ,Wenn ich Englinder bin, dann bin ich Winston Churchill. “



1.2.2 UND, ODER

Aussagen kann man zu neuen Aussagen verkniipfen. Der Wahrheitswert der neuen Aussage ist abhingig
von der Verkniipfung. Wir betrachten ein Gnu sowie die Aussagen

I = Das Gnu ist ein Fisch,

S = Das Gnu ist kein Sdugetier,

W = Das Gnu lebt ausschlieflich im Wasser.
V = Das Gnu ist ein Vogel.

Die Aussage ,F und — V* ist falsch. Die Aussage ,W oder = S* ist wahr.
Die Wahrheitswerte von mit und/oder verkniipften Aussagen werden durch Wahrheitstabellen festgelegt.
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Die Negationen von ,und “ und ,oder “ sind durch elegante Symmetrie miteinander verbunden.

—(A A B) hat den gleichen Wahrheitswert wie —AV —B
—(AV B) hat den gleichen Wahrheitswert wie —A A —B
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1.2.3 Implikation
Die meisten mathematischen Aussagen sind von der Form
,Wenn Aussage A wahr ist, dann ist Aussage B wahr.”

Man sagt dann ,, A impliziert B “oder ,Aus A folgt B“. Man notiert A = B.

Derartige Wenn/Dann Verkniipfungen koénnen allerdings selbst wahr oder falsch sein. Auferdem gilt: aus
dem Wahrheitswert der Implikation lassen sich keine Riickschliisse auf den Wahrheitswert der beteiligten
Aussagen ziehen.

Beispiele 1.2.9.
1 ,Wenn ich Winston Churchill bin, dann bin ich Englinder.

2 ,Wenn ich Englinder bin, dann bin ich Winston Churchill. “



3 Wenn z gerade ist, dann ist 22 gerade.

4 Die Summe zweier geraden Zahlen ist gerade.
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Bevor wir die Wahrheitstabelle der Implikation definieren betrachten wir folgendes Beispiel.

Beispiele 1.2.11. Die Aussage 1 = —1 ist fiir die ganzen Zahlen 1, —1 € Z falsch. Allerdings kénnen wir
beide Seiten der Gleichung quadrieren und erhalten die wahre Aussage 1 = 1. Daher ist die Implikation

—_—

l=—1=1=1| &— 1) At Af—&S"ta&
wahr. Hier ein weiteres Beispiel:
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Es folgt nun die Wahrheitstabelle fiir die Implikation.
Einschub 1.2.13. ...

A(B | AE
W | W W
w { &
{ W ~J
L] 4 v

Definition 1.2.14. Zwei Aussagen A und B heifen dquivalent, wenn sowohl A = B und B = A wahr
sind. Man schreibt dann A < B. % <<

ey Agrmvnleu%r ferl )

Beispiele 1.2.15.



1 ,x>5 & —r<—5 ist wahr.
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1.3 Mengen

Viele mathematische Sachverhalte werden ;mengentheoretisch’ formuliert. In diesem Sinne ist die Mengen-
lehre so etwas wie die Sprache der Mathematik.

Naives Verstindnis von Mengen:

Unter einer Menge versteht man eine Zusammenfassung von wohlbestimmten und wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Die Objekte heifen Elemente der Menge.

Wohlbestimmt bedeutet, dass eindeutig feststellbar ist, ob ein Objekt = zu einer Menge M gehort, wir

schreiben dann e M= { YR ¢ 3 oK

oder nicht, wir schreiben dann

4 -
# als N =-{ Zj
Wohlunterschieden bedeutet, d@ss kein Element njehrfach zu einer Menge gehor \)

Eine Menge A heifst (echte) Teilmenge von M falls jedes Element von A auch ein Element in M ist (bzw.
und zusétzlich A # M ist). Man notiert A C M. Man kann Mengen exzplizit, indem man eine Liste aller
Elemente angibt, oder implizit beschreiben, indem man die Menge als die Teilmenge einer anderen Menge
angibt, in der alle Elemente mit einer gewissen Eigenschaft zusammengefasst sind.

Beispiel 1.3.1.

a) Die Losungsmenge L der Gleichung 2% — 1 = 0 ist implizit beschrieben durch

L={zcR|2*-1=0}CR

und explizit durch L = { @ = {-—-ik /[} ( 'T]ﬂyﬁcl,lo’)

b) Intervalle sind Teilmengen der reel




e abgeschlossenes Intervall von a bis b:

la,b] ={x € R |a <z <b} (-4|5’J

e halboffene Intervalle von a bis b: - -l x4 R
| __1 5-.
(a,b):={reR|a<zx<b}, [a,b):={reR|a<xz<b}

e offenes Intervall von a bis b:

(a,b) :={r€eR|a<x<b} 4

(a,):={xeR| X>a]

oo
Die Zahlen a und b heiken Eckpunkte des Intervalls. a oder b konnen auch gleich +o00 sein.

>
"

c¢) Die leere Menge () := {} ist die Menge ohne Elemente und kann z.B. wie folgt angegeben werden:

f={reR|xz<0undz > 1}

Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich, W(jl?je dieselben Elemente enthalten: A = B genau dann,

wenn (z € A < x € B) also genau dann, wenn A Z
vollstdndige Fallunterscheidung beweisen. ACB B C A

Mengentheoretische Operationen (Teil 1)
Seien A, B Teilmengen von M.

Schnittmenge (Durchschnitt) von A und B:

ANB:={re M|z € Aund z € B}

Vereinigung(smenge) von A und B:

w'm‘,g
W

AUB:={z €M |z € Aoder xz € B}

(Mengen- ) Differenz von A und B (auch Komplement von B in A): @
Ar3
A

A\B:={zx € A|zx ¢ B}
Ist A= M, so heitt B¢ := M \ B Komplement von B.
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Die Menge P(M) aller Teilmengen von M heilt Potenzmenge
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B und B/Q/A gilt. Dies kann man zum Beispiel durch

Xed {qéa() KeM ok @ welee Austfe



Mo loa aggoms (3 [- 2™ qeochuies Topel gl wilk:
(Kartesisches) Produkt von A und B: \//'_\/ ofteves ___E"’V"(}

Ax B:={(a,b)|a € Aund b € B}

Das ist ist also die Menge aller geordneten Paare bestehend aus Elementen von A (erster Eintrag) und
Elementen von B (zweiter Eintrag).
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Auferdem gibt es Rechengesetze fiir Mengen:

FowmudahV
ANB=BNA AUB=BUA

assoha pv d.shbuhv
AU(BUC) = (AUB)UC, AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
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1.4 Relationen, Abbildungen, Funktionen

Definition 1.4.1 (Relation). Seien A und B Mengen. Eine Relation zwischen A und B ist eine Teilmenge
R C A x B. Ist ein Paar (a,b) Element von R, so sagt man dann, dass a in Relation R zu b steht. Wir
schreiben in diesem Fall: aRb.

Einschub 1.4.2. ...

Beispiel 1.4.3.
e Kleiner-Gleich-Relation auf A = B =N
e Kleiner-Gleich-Relation auf A = B = R, Gleichheitsrelation, Teilbarkeitsrelation auf A = B =N

e Geraden, Kreise, Parabeln in R? (siehe Kapitel 2)



e abgeschlossenes Intervall von a bis b:
la,b] ={x € R |a <z <b}
e halboffene Intervalle von a bis b:
(a,b):={reR|a<zx<b}, [a,b):={reR|a<xz<b}

e offenes Intervall von a bis b:
(a,b) :={r€eR|a<x<b}

Die Zahlen a und b heiken Eckpunkte des Intervalls. a oder b konnen auch gleich +o00 sein.

c¢) Die leere Menge () := {} ist die Menge ohne Elemente und kann z.B. wie folgt angegeben werden:
f={reR|xz<0undz > 1}

Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten: A = B genau dann,
wenn (z € A < x € B) also genau dann, wenn A C B und B C A gilt. Dies kann man zum Beispiel durch
vollstdndige Fallunterscheidung beweisen.

Mengentheoretische Operationen (Teil 1)
Seien A, B Teilmengen von M.

Schnittmenge (Durchschnitt) von A und B:

ANB:={re M|z € Aund z € B}
Vereinigung(smenge) von A und B:
AUB:={z €M |z € Aoder xz € B}
(Mengen- ) Differenz von A und B (auch Komplement von B in A):
A\B:={zx € A|zx ¢ B}
Ist A= M, so heitt B¢ := M \ B Komplement von B. y Do
Einschub 1.3.2. ... 4.) 2z A\G= A a EC' Bew nC:h xe AL &= XGA' A X éB

£ M
”9” KE AnB” & ycA A xe® =D XcA A x &g = xe ANG
B

e v xe AB @ xeh 1xd B
JRA D) = An B = A x0 D @,
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o 2 Anb =A e (xeAn il AKX -
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Die Menge P(M) aller Teilmengen von M heikt Potenzmenge von M.

Einschub 1.3.3. ...



(Kartesisches) Produkt von A und B:
Ax B:={(a,b)|a € Aund b € B}

Das ist ist also die Menge aller geordneten Paare bestehend aus Elementen von A (erster Eintrag) und

Elementen von B (zweiter Eintrag).

Einschub 1.3.4.

Auferdem gibt es Rechengesetze fiir Mengen:

ANB=BNA, AUB=BUA
AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
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1.4 Relationen, Abbildungen, Funktionen

Definition 1.4.1 (Relation). Seien A und B Mengen. Eine Relation zwischen A und B ist eine Teilmenge
R C A x B. Ist ein Paar (a,b) Element von R, so sagt man dann, dass a in Relation R zu b steht. Wir

schreiben in diesem Fall: aRb.
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1) e Kleiner-Gleich-Relation auf A= B =N )
e
e Kleiner-Gleich-Relation auf A = B = R, Gleichheitsrelation, Teilbarkeitsrelation auf A = B =N
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Definition 1.4.5 (Umkehrrelation). Ist R C A x B eine Relation von A nach B, so ist durch
R':={(b,a) e Bx A | aRb}

eine Relation von B nach A, die sogenannte Umkehrrelation zu R, definiert.

Einschub 1.4.6. ... [awm 09\5“4 %.,‘fsfv[&l i fZ._{L: Feoe lwv—uJ‘ ale
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Im Fall A = B entsteht die Umkeglrll;slatioilh durch Spiegelung der Relation an der Winkelhalbierenden.
b e —

inschub 1.4.7. 3 (uj' l (e
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1.4.1 Aquivalenzrelationen

Definition 1.4.8. Aquivalenzrelation Eine Relation ~ auf einer Menge A (d.h. zwischen A und A) heift
Aquivalenzrelation, falls sie die folgenden Eigenschaftgen besitzt:

Reflexivitat  Fiir alle a € A gilt: a ~ a
Symmetrie  Fiir alle a,b € A gilt: a ~b=b~a
Transitivitit Fir alle a,b,c € Agilt: a~bund b~c=a ~ ¢

Gilt a ~ b, so heiflen a und b dquivalent.
Bemerkung 1.4.9. Die Aquivalenzrelation ~ zerlegt die Grundmenge A in Teilmengen von A, die so-
genannten Aquivalenzklassen, so dass jedes Element von A in genau einer der Aquivalenzklassen liegt.

Die Aquivalenzklassen sind paarweise disjunkt (haben paarweise eine leere Schnittmenge) und ergeben als
Vereinigung ganz A. Die Aquivalenzklasse von a € A notieren wir als

[a] :=={be A|b~ a}. a e (o]

Beispiele 1.4.10. Sei m € N;m > 1. Auf A = B = Z definiert A - o0
=

a~b & [_l; a ist durch m te1lbaﬂ § 2.)

eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen sind die Restklassen modulo m.
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Definition 1.4.5 (Umkehrrelation). Ist R C A x B eine Relation von A nach B, so ist durch
R':={(b,a) e Bx A | aRb}
eine Relation von B nach A, die sogenannte Umkehrrelation zu R, definiert.

Einschub 1.4.6. ...

Im Fall A = B entsteht die Umkehrrelation durch Spiegelung der Relation an der Winkelhalbierenden.

Einschub 1.4.7. ...

1.4.1 Aquivalenzrelationen

Definition 1.4.8. Aquivalenzrelation Eine Relation ~ auf einer Menge A (d.h. zwischen A und A) heift
Aquivalenzrelation, falls sie die folgenden Eigenschaftgen besitzt:

Reflexivitat  Fiir alle a € A gilt: a ~ a

Symmetrie  Fiir alle a,b € A gilt: a ~b=b~a

Transitivitit Fir alle a,b,c € Agilt: a~bund b~c=a ~ ¢

Gilt a ~ b, so heiflen a und b dquivalent.

Bemerkung 1.4.9. Die Aquivalenzrelation ~ zerlegt die Grundmenge A in Teilmengen von A, die so-
genannten Aquivalenzklassen, so dass jedes Element von A in genau einer der Aquivalenzklassen liegt.
Die Aquivalenzklassen sind paarweise disjunkt (haben paarweise eine leere Schnittmenge) und ergeben als
Vereinigung ganz A. Die Aquivalenzklasse von a € A notieren wir als

la] :={be A|b~a}.

Beispiele 1.4.10. Sei m € N;m > 1. Auf A = B = Z definiert
—

19
a~b & b—a ist durch m teilbar

eine Aquivdlenzrelation. Die Aquivalenzklassen sind die Restklassen modulo m.
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1.4.2 Ordnungsrelationen

Definition 1.4.12. Eing Relation R auf einer Menge A heiltt Ordnungsrelation oder Halbordnung, falls
sie die folgenden Eigenschaften besitzt:

o | Evivesy Spusahe bas AR
Reflezivitdt Fiir alle a € A gilt: aRa —

Antisymmetrie Fiir alle a,b € A gilt: aRb und bRa = a = b VY"B Xy &b d ~
Transitivitat Fiir alle a,b,c € A gilt: aRb und bRc = aRc

Eine Halbordnung R ist eine totale Ordnung, falls fiir alle a,b € A stets aRb oder bRa gilt.

Beispiele 1.4.13. Die Kleiner-Gleich-Relation < auf A = B = R ist eine totale Ordnung. Die Teilmengen-
Relation auf P(M) ist eine Halbordnung, die im Allgemeinen keine totale Ordnung ist.
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1.4.3 Abbildungen, Funktionen

Abbildungen beziehungsweise Funktionen sind die mathematische Abstraktion eines funktionalen Zusam-
menhangs: Jedem Wert einer unabhdngigen Grofe wird genau ein Wert einer dann abhingigen Grofe
zugeordnet.

Die Beschreibung des funktionalen Zusammenhangs kann erfolgen durch die Angabe eines Terms oder
(partiell) durch eine Wertetabelle oder (geometrisch) durch Zeichnung des Graphen der Zuordnung, also
derjenigen Punkte im R2, deren erste Koordinate die unabhiingige Groke x und deren zweite Koordinate
die = zugeordnete, abhingige Grofse ist.

Beispiele 1.4.15. U(v) = 27T
a. Der Umfang U eines Kreises ist abhéngig von seinem Radius r: U = 27r.
b. Der Bremsweg eines Autos hingt von der gefahrenen Geschwindigkeit ab.
c. Die Fiillhohe eines kegelformigen Glases hingt von der eingefiillten Wassermenge ab.

d. Durch den Ausweis wird einer Person (unabhéngige Grofe) ihre Korpergrofe (abhéngige Grofe) zu
geordnet oder ihre Augenfarbe (anhéingige Grofe) zugeordnet (das bedeutet die Grofen miissen nicht
quantifizierbar sein).

e. Durch den Borsenkurs wird Zeitpunkten der Kurswert einer Aktie zugeordnet (also auch bei quan-
tifizierbaren Merkmalen muss der funktionale Zusammenhang nicht durch einen Term ausgedriickt
werden konnen).

——
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Einschub 1.4.16. ...
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Definition 1.4.17. Seien A und B Mengen. Eine Abbildung von A nach B ist eihe Relation ' C A x B
zwischen A und B, fiir die gilt:

a. Jedes Element aus A steht in Relation zu einem Element aus B, das bedeutet formal: zu jedem a € A
existiert ein b € B, so dass (a,b) € I gilt. aT'l

b. Jedes Element aus A steht in Relation zu héchstens einem Element aus B, das bedeutet formal: aus
(a,b) € I' und (a,b") € I folgt b=V

Die beiden Bedingungen der Definiton lassen sich zu einer zusammenfassen: Jedes Element aus A steht in
Relation zu genau einem Element aus B.

Beispiele 1.4.18.



a. Der Graph eines funktionalen Zusammenhangs ist eine Abbildung. @j
b. Die Zuordnung, die einzelnen Studierenden das Geburtsdatum zuordnet, ist eine Abbildung.

c. Die Teilerrelation auf N ist keine Abbildung. e Ax®
A B

Einschub 1.4.19. ... ;) m0
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Notation 1.4.20. Ublicherweise notiert man Abbildungen I' C A x B nicht als Teilmenge, sondern als

Zuordnung foaoE S (X\.a) e A?Q%

Man sagt: ,,f ist eine Abbildung von A nach B” oder kurz ,,f von A nach B”. Die Menge A heifst dann
Definitionsbereich und B Wertebereich.
Statt (z,y) € I' schreibt man
y = [(x).

Man nennt f(x) den Wert, den die Zuordnung f dem Argument (erster Wert) = € A zuordnet. Man sagt:
» f(x) ist das Bild von z unter f.
Alternativ schreibt man auch

f:A—= B, xw— f(x).

Beachte der Pfeil — steht zwischen den Mengen, zwischen denen f abbildet, hingegen steht +— zwischen
dem Element x und dem zugeordneten Funktionswert f(x). Den Term ,x +— f(x) “nennt man Zuordnungs-
vorschrift.

Die Menge

[=T(f) ={(z, f(z)) |z € A}
nennt man den Graphen von f. / %uwiwqﬂsv'&fs‘y‘ft‘f;{‘
Einschub 1.4.21. ... 3 . IR — [’R. ‘ _k — J-(_t.) = 'UWSL
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Sind A und B Teilmengen der reellen Zahlen, so nennt man eine Abbildung f: A — B eine Funktion.

1.4.4 (Graphische) Darstellungen von Funktionen

Die Angabe einer Funktion besteht aus Angabe des Definitions- und Wertebereiches und der Zuordnungs-
vorschrift. Funktionen konnen dadurch visualisiert werden, dass man ihren Graphen in einem kartesischen
Koordinatensystem markiert. Mithilfe von Computern (Tabellenkalkulationsprogrammen oder Funktio-
nenplottern) kann man diese Visualisierungen und auch Wertetabellen leicht herstellen.



Einschub 1.4.22. ...
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Wenn Definitions- und Wertebereich aus dem Zusammenhang ersichtlich sind, kann man Funktionen auch
nur durch ihren Funktionsterm zum Beispiel f(x) = 22 oder auch y = 2% definieren.

1.4.5 Funktionen in mehreren Variablen

Eine Abbildung
f:R* =R

ordnet jedem Paar (z,y) € R? eine reelle Zahl f(z,y) € R zu, zum Beispiel f(z,y) = 22 + y2. Der Graph
von f besteht dann aus einer Teilmenge des dreidimensionalen Raumes R3, némlich:

L(f) ={(z,y,2) € R’ |z = f(x,y), (x,y) € R?}.
In diesem Fall lisst sich der Graph T'(f) der Funktion f ist als eine ,Fliche” im Raum (,Gebirge”) darstellen.

Einschub 1.4.23. ... .
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Den Graph von Funktionen f : R? — R kann man in einem dreidimensionalen Koordinatensystem (wie
oben) perspektivisch darstellen oder durch spezielle zweidimensionale Graphiken, sogenannte Héhenlinien:

Die Hohenlinie H¢(c) von f zur Hohe ¢, sind alle Punkte der Ebene, deren Bild unter f gleich c ist, d.h.

Hy(c) = {(z,y) e R*| f(z,y) = c}.

Im Beispiel f(z,y) = 22 + y? sind die Hohenlinien leer, falls ¢ < 0 bzw. der Ursprung, falls ¢ = 0 bzw.
ein Kreis mit dem Ursprung als Mittelpunkt und dem Radius /c, falls ¢ > 0. Die Hohenlinie H¢(c) ist
der Schnitt des Graphen von f mit der Ebene im dreidimensionalen Raum, die durch die Gleichung z = ¢
beschrieben wird.
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1.4.6 Umbkehrrelationen von Funktionen

Eine Funktion f ist eindeutig bestimmt durch ihren Graphen I'(f). Die Relation I'(f) besitzt eine Um-
kehrrelation

L)~ ={(f(z),2) | z € R}.
Im Allgemeinen ist T'(f)~! aber keine Funktion (wie z.B. fiir f : R — R, z — z?). Wenn die Umkehrrelation

eine Funktion ist, so erhilt man einen Funktionsterm fiir die Umkehrfunktion durch Auflésen der Gleichung
y = f(x) nach z.

Definition 1.4.25 (Umkehrfunktion). Es sei f : A — B eine Funktion. Die Umkehrfunktion f~': B — A
ist diejenige Funktion, welche

a. f71(f(x)) = x fiir alle x € A und ) ( ) =X

b. f(f~'(y)) =#fiir alley € B 10/(3{5’)) ::'2’ =403 \
erfiillt. 3/ —
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Bemerkung 1.4.27. Nicht jede Funktion f hat eine Umkehrfunktion. Falls es eine gibt, nennt man sie wie
in der Definition f~! und sie erfiillt die Bedinungen der Definition. Wenn eine Funktion ¢ die Bedingungen
der Definition erfiillt, dann ist sie die Umkehrfunktion von f und man schreibt g = f~1.

Beispiele 1.4.28. Der Umfang eines Kreises ist abhingig von dem Radius des Kreises:

U:(0,00) — (0,00), U(r) := W =2ur

- X
& =

—
Uwsl&ué’/ﬁ UMLI o-|"|

wmn [)M[L—&J-’VF—HL'L@‘-
R ( W) = R ((2vy A M loerech wem

U(R(W) =U(3=) = 2w. % =

Der Radius eines Kreises ist von dem Umfang des Kreises abhi

Hier gilt also U = R~! und R = U~%.
Einschub 1.4.29. ...



Kapitel 2

Lineare Funktionen

Im Folgenden werden wir besondere Klassen von Funktionen fiir die Modellierung von funktionalen Zu-
sammenhédngen genauer untersuchen:

ion_2.0.1. Eine Funktion f : R — R heiltt linear, wenn es reelle Zahlen a und b gibt, so dass
f(:z:) = ax + { fiir alle z € R gilt. Im Spezialfall a = 0 heifit f konstant. Ist b = 0, so heift f proportwnal
oder—heomogen-linear und a Proportwnalztatsfaktor ﬁ(x) =Ar ,{_(?c J=0X W ﬁ(o

Bemerkung 2.0.2. Konstante Funktionen beschreiben funktionale Zusammenhénge, in denen eine Ver-
anderung der unabhéngigen Grofe = keine Verdnderung der abhéngigen Grofe f(z) bewirkt. Daher sind
sie an sich eher uninteressant, werden aber zum Beispiel gebraucht, um ein solches Verhalten in Abgren-
zung zu anderem Verhalten darzustellen (z.B. Flatrate-Gebiihr versus Volumentarif beim Handy, Kosten
fiir eine Dauerkarte fiir Sportveranstaltungen versus Kosten fiir einzelne Eintrittskarten).

2.1 Proportionale Funktionen

Satz 2.1.1. Fiir eine proportionale Funktion f :R — R gilt fir alle r,x,x1, x5 € R:
bneoc—

und  f(z1+x2) = f(21) + f(22).

Dem Doppelten, Dreifachen, r-fachen des Arguments wird also durch eine proportionale Funktion der
doppelte, dreifachen, r-fache Funktionswert zugeordnet. Geometrisch bedeutet diese Eigenschaft, dass die
Punkte des Graphen einer proportionalen Funktion auf einer Ursprungsgeraden liegen.
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@ Einsetzen in den Funktionsterm und Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz anwen-
den:

Folgerung 2.1.3. Kennt man von einer proportionalen Funktion f den Funktionswert an einer Stelle
xg # 0, so kennt man alle Funktionswerte. Es gilt ndmlich:

oy = 100,

Zo

17
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f(=o)

ist der Proportionalititsfaktor, insbesondere fir xo =1 also a = f(1)

d.h. a =
o
Obwohl Proportionalitit eine der einfachsten funktionalen Zusammenhénge ist, hat sie zahlreiche Anwen-

dungen:

Beispiele 2.1.5.
e Gleichférmige Bewegung mit konstanter Geschwindigikeit vg: Sei s(¢) die zuriickgelegte Strecke nach

der Zeit ¢, dann gilt: s(t) = vo - t.
Einschub 2.1.6. ... Vo = 15 %
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e Umrechnungen: Einheiten (Meter in Kilometer, Stunden in Sekunden, usw.), Wechselkurse, Grad in
Y, Mafstiibe bei Landkarten

Bogenmak bei Winkeln (Proportionalitétsfaktor ist hier 5%
-
Binschub 2.1.7. .. 1) 1h 2 3boos () = ot | {:[ow)— (o)
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e Physikalische Gesetze, z.B. Ohmsches Gesetz, Hookesches Gesetz
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e Strahlensitze in Geometrie



Einschub 2.1.9.
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e Dreisatz (hier bestimmt man den Proportionalitiatsfaktor hiufig iiber den sogenannten Schluss iber
die Eins.)

sidhe (el Sede
2.2 Allgemeine lineare Funktionen

Die allgemeine lineare Funktion f : R — R,z — ax + b ergibt sich aus der zugehorigen proportionalen
Funktion ¢ : R — R,z + ax durch Addition der Konstanten b, d.h. geometrisch, dass der Graph von f
die um b Einheiten in y-Achsenrichtung verschobene Ursprungsgerade ist, die durch den Graphen von g
gegeben ist. Man sagt, dass der Graph von f eine Gerade mit Steigung a und y-Achsenabschnitt b ist. Der
Graph von f wird auch kurz mit der Geradengleichung y = ax + b beschrieben.

Einschub 2.2.1. ...
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Die wesentliche Eigenschaft von linearen Funktionen ist, dass fiir das Steigungsdreieck gilt:

f(%) - f(l'l) _

. pL)=AKY
Einschub 2.2.2. ... M

L______J )(
d.h. unabhéngig von der b§7Vahl der Punkte (z1, f(z1)) und (x2, f(x2)) ergibt der Quotient (2— der
die Anderung der Funktionswerte (,Anderung in vertikaler Richtung”) ins Verhiltnis zu der Anderung der
Argumente (,Anderung in horizontaler Richtung”) setzt, die Steigung a der linearen Funktion f (bzw. der
Geraden zu y = az + b). Geometrisch bedeutet dies, dass verschiedene Steigungsdreiecke an den Graphen
von f &hnlich sind, d.h. dass sie insbesondere dieselben Winkel besitzen.



Einschub 2.2.3. ...
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Fiir den Winkel o der Geraden gegeniiber der Parallelen zur x-Achse gilt in jedem Steigungsdreieck

tan(a) = Jla) = fan) =a bzw. «a=arctana.
To — X1

1

2.3 Geradengleichungen zu linearen Funktionen mit gewiinschten
Eigenschaften

e Gerade mit Steigung a und y-Achsenabschnitt b:

y=ar+b

e Gerade mit Steiung a durch den Punkt (z¢, yo):
y = a(r — x9) +yo = ax + (yo — axp) (Punkt-Steigungs-Form)

Einschub 2.3.1. ...

'Fiir den Tangens eines Winkels « in einem rechtwinkligen Dreieck gilt:

tan(a) = Lange der Gegenkathete
~ Linge der Ankathete

Mit arctan wird die Umkehrfunktion der Tangensfunktion bezeichnet.



e Gerade durch zwei Punkte (z,v0), (71, y1):

y = Y1 — y0($—$0)+y0 = Az, D Toh
1 — To 1 — X T1 — Xo
i (€ —21) +w (Zwei-Punkte-Form)
1 — 2o

Einschub 2.3.2.

2.4 Anwendung: Lineare Interpolation

Gegeben eine (beliebige) Funktion f : [z1,x5] — R, deren Werte an den Randstellen z; und xs bekannt
sind (und deren sonstige Werte nicht oder nur mit grofem Aufwand bestimmt werden koénnen).

Einschub 2.4.1. ...
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Zur Bestimmung von Nidherungswerten fiir die Funktionswerte von f auf (x,2,) wird der Graph von f

durch eine Gerade g ersetzt, die an den Randstellen von [z, 23] mit f iibereinstimmt, d.h. gesucht ist
g : [z1, 9] — R linear mit g(x;) = f(z1) und g(z3) = f(x2). Die Zwei-Punkte-Form liefert

f(za) — f(x1)

T2 — X7

g(w) = (. —21) + f(71).

Fiir hinreichend ,gutartige” Funktionen f gilt dann f(x) = g(z) fir = € [x1, z3).
215 3 Desae  Zky  Zuidel bedln 45 ¢ . Dot lodhon Tleg ?
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Einschub 2.2.3. ...

Fiir den Winkel o der Geraden gegeniiber der Parallelen zur x-Achse gilt in jedem Steigungsdreieck

f(za) — f(z1)

tan(a) = —————>=a bzw. « = arctana.
T2 — X1

1

2.3 Geradengleichungen zu linearen Funktionen mit gewiinschten
Eigenschaften

e Gerade mit Steigung a und y-Achsenabschnitt b:
y=axr+b = %{ X)
o Gerade mit Steiunurch den Punkt((zo, yo )) _ 4!
M
Yy J:r a(x — xo) + yo Eax + (yy — azo) (Punkt-Steigungs-Form)
Einschub 2.3.1. .. bephe &t (o) vad  Skigon 7 o Abo itk
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\= X 4+ Yo — W X0 = O | X~7Av) +Y0
v

'Fiir den Tangens eines Winkels « in einem rechtwinkligen Dreieck gilt:

tan(a) = Lange der Gegenkathete
~ Linge der Ankathete

Mit arctan wird die Umkehrfunktion der Tangensfunktion bezeichnet.



e Gerade durch zwei Punkte (z,v0), (71, y1): Slagry y- Adugon alogden
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.4 Amwwendung: Lineare Interpolation

Gegeben eine (beliebige) Funktion f : [z1,x5] — R, deren Werte an den Randstellen z; und xs bekannt
sind (und deren sonstige Werte nicht oder nur mit grofem Aufwand bestimmt werden koénnen).

Einschub 2.4.1.

Zur Bestimmung von Nidherungswerten fiir die Funktionswerte von f auf (x,2,) wird der Graph von f
durch eine Gerade g ersetzt, die an den Randstellen von [z, 23] mit f iibereinstimmt, d.h. gesucht ist
g : [z1, 9] — R linear mit g(x;) = f(z1) und g(z3) = f(x2). Die Zwei-Punkte-Form liefert

f(za) — f(x1)

T2 — X7

g(w) = (. —21) + f(71).

Fiir hinreichend ,gutartige” Funktionen f gilt dann f(x) = g(z) fir = € [x1, z3).

2.5 Nullstellen

Definition 2.5.1. Eine Stelle x( in der Definitionsmenge einer Funktion f heifst Nullstelle von f, falls

Einschub 2.5.2. . ’{}\// ¢
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Bei linearen Funktionen
f:R—=R, z—axr+b

unterscheiden wir die Falle:

1. Fall: a = 0:
Die konstante Funktion f mit f(z) = b besitzt keine Nullstelle, wenn b # 0. Falls b = 0, also f die
Nullfunktion ist, ist jede Stelle der Definitionsmenge eine Nullstelle.

2. Fall: a # 0:
Fiir eine Nullstelle xy von f gilt:

b
{(‘A}) =0 )q,[eo cwco—i—b:O<:>x0:_57

d.h. es gibt genau eine Nullstelle Mvon f.
b
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2.6 Umkehrfunktion

Es sei f eine lineare Funktion. Wir unterscheiden die folgenden Félle: { (K) = OKK'*@—
1. Fall: a = 0:

Der Graph der konstanten Funktion f mit f(z) = b ist eine Parallele zur z-Achse. Der Graph der Umkeh-
relation entsteht durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden, ist daher eine Geradzu
W

und somit keine Funktion. Folglich besitzt f in diesem Fall keine Umkehrfunktion. N Ve
2. Fall: 6 #0; s
Lost man (dle Geradengleichung y = ax 4+ b nach x auf, so erhilt man . S
S —

4= qxtb% Y- \9 = °~>‘
Die Umkehrrelatlon von f ist also eine Funktion, ndmlich ’ﬁie lineare Funktion

1 b

f_ R—HR Y= =y — —.

a
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2.7 Monotonie

Definition 2.7.1 (Monotonie). Eine Funktion f : R — R heifst streng monoton wachsend (bzw. streng
monoton fallend), falls

fir alle x; <zy gilt:  f(z1) < f(x2) (bzw. f(x1) > f(x2)).

Sie heifst monoton wachsend (bzw. fallend), falls

fir alle 2 <zy gilt: f(xl‘(g}(xg) (bzw. f(x1) > f(x2)).

Einschub 2.7.2. ... . \
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Folgerung 2.7.3. Flir eine lineare Funktion f:R — R,z +— ax + b gilt:

a>0 = f st streng monoton wachsend

a<0 = f ist streng monoton fallend
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2.8 Gemeinsame Punkte von Geraden. K

Seien f und g lineare Funktionen mit f(x) = ax + b und g(x) = d'z + V. ZulB
Punkte der zugehorigen Graphen suchen wir alle Stellen zy € R mit f(zg) =
Nullstellen der Funktion h := f — g, d.h. der Funktion mit h(z) = f(z) — g(z

g(wo) & (f — g)(x0) = 0.
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> X _ = (a- o) x + (& -6
Wir unterscheiden drei Falle: ~>5 %9 it b Liveoe L_J [u_\/——]—(

le o _ -
1. Fall: h = f — g st die Nullfunktion, d.h. f=g: o A D

Die beiden Geraden stimmen iiberein. Dies ist genau dann der Fall, wenn a = a’ und b =V'.
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2. Fall: h = f — g ist konstant, aber nicht die Nullfunktion:

In diesem Fall exisitiert ein ¢ # 0 mit h(z) = c fiir alle z € R, d.h.f(z) = g(x) + ¢ fiir alle x € R, Dies
ist genau dann der Fall, wenn a = o/ und b # ¥'. Hier gibt es keinen Schnittpunkt, da f — g als konstante
Funktion ungleich Null keine Nullstelle hat. Die zugehorigen Geraden sind also parallel.

Einschub 2.8.3. .. Far olle xe @ - AXX) = c £0 =b i[x)-— SCx) =c
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3. Fall: h = f — g ist nicht konstant:
Da f — g offensichtlich wieder eine lineare Funktion ist (mit h(x) = (a—a’)x+ (b—1)), gibt es dann genau
eine Nullstelle o von h = f — g, d.h. genau einen Schnittpunkt von f und g, ndmlich

(50, £(30)) = (20, 9(z0)) = (— bo¥ bt b) |

a—a  a—a
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Anwendungsbeispiel

Die Stadte Bielefeld und Hannover sind ca. 100 km voneinander entfernt. Ein IC fahrt von Hannover nach
Berlin mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit vo km /h. Gleichzeitig startet in Bielefeld ein ICE, der
tiber Hannover nach Berlin mit einer einer Durchgfhnittsgeschwindigkeit von 130 km /h fihrt. Offensicht-
lich holt der ICE den IC irgendwann ein. Den Zeftpunkt to und den Ort sy (angegeben als Entfernung von

Bielefeld) deiiinholens bestimmt man wie folgt: Fiir die Weg-Zeit-Gesetze s;c und s,op der beiden Ziige

gilt: s16(1) 100 und s, (t) = 130t. EAtsprechend ist ¢y gegeben durch s,o(tg) = sicx(to), d.h. tg = 2
und somit Sg=",cr(to) = 260.
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2.9 Stiickweise lineare Funktionen

Eine Funktion f kann abschnittsweise definiert sein. In diesem Fall gibt es eine Zerlegung des Definiti-
onsbereichs in paarweise disjunkte Teilmengen Iy, I, ... (d.h. I, N I, =0, falls m # n) und Funktionen

fo:l, - R n>1mit b oms Mgkbu S,,T-—wu

(
fi(z), fallsx e I, | Lo y: 2% +4,~a%,
fo(z), falls x € I,

fe) = fs(z), falls x € I3, =-2x+ 0" (#2)‘ 5 =
. 1 ::—'2.)(4‘6

(o) =(29 Tukbvon gl £
{0d = [ x41 : x=0

\' -%\(4.2_ T 0SX £
PN P

Einschub 2.9.1. ... :Q'(
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Sind fiir n > 1 die Zerlegungsmengen I, Intervalle und die Funktionen f, : I, — R linear (bzw. kon-
stant), so heilt f stickweise linear (bzw. stickweise konstant). Stiickweise konstante Funktionen heifen
auch Treppenfunktionen. Stiickweise lineare (bzw. konstante) Funktionen kommen bei der Modellierung
von funktionalen Zusammenhéngen hiufiger vor, z.B. bei der Beschreibung von Mietvertrigen mit Grund-
gebiihr und Freikilometern oder von Telefongebiihren bei Abrechnung je angefangener Minute.

Weitere Beispiele fiir stiickweise lineare Funktionen sind die Betragsfunktion

x, fallsz >0,

|-]: R — R mit |z| =
—z, falls z <0,

Einschub 2.9.2. ...

X

und die Vorzeichenfunktion
1, falls z >0, Srﬂmw« - Fuckhion
sgn: R — R mit sgn(z) = 0, fallsz =0, A
~1, fallsz<0. ., "
]/dﬂé-.aLeh —w
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2.10 Lineares Skalieren

Verschieben, Vergrofsern oder Verkleinern des Graphen einer Funktion f in z- oder y-Achsenrichtung be-
wirken zwar quantitative Verdnderungen, qualitative Eigenschafen des Graphen bleiben im Wesentlichen
aber erhalten. D.h. bei der Modellierung von funktionalen Zusammenhingen kénnen diese Manipulatio-
nen des Graphen zur Anpassung an die Anwendungssituation genutzt werden, ohne dass die qualitativen
Eigenschaften des gewéhlten, beschreibenden Funktiontyps verloren gehen. Die genannten Modifikationen
erhélt man durch lineares Skalieren und zwar in der folgenden Weise:

Vertikales Verschieben. Die
Ersetzung von f(z) durch f(z)+b =: 3(2()

fiir eine Konstante b bewirkt eine Verschiebung des Graphen von f um b Einheijen, und zwar nach oben
(in y-Richtung), falls b > 0 und nach unten, falls b < 0 ist.

Einschub 2.10.1. ... T o

{0=x> 400 = {0+ 2 = KL
7 X

Horizontales Verschieben. Die
Ersetzung von f(z) durch f(z — d) fiir eine Konstante d

bewirkt eine Verschiebung des Graphen von f um d Einheiten, und zwar nach rechts (in z-Richtung), falls
d > 0 und nach links, falls d < 0 ist.

Einschub 2.10.2. ... d Der LJul- oA a oun  oler g“‘uﬁ Xo
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Vertikales Strecken oder Stauchen (Anderung der Amplitude). Die
Ersetzung von f(x) durch a- f(x)

fiir eine Konstante a # 0 bewirkt eine Streckung des Graphen in y-Richtung, falls @ > 1, eine Stauchung
des Graphen in y-Richtung, falls 0 < a < 1 und, falls a < 0, eine Streckung oder Stauchung in y-Richtung
um den Faktor |a| bei gleichzeitiger Spiegelung des Graphen an der z-Achse.

Einschub 2.10.3. ... o>
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Horizontales Strecken oder Stauchen (Anderung der Frequenz). Die
Ersetzung von f(x) durch f(c- x)

fiir eine Konstante ¢ # 0 bewirkt eine Stauchung des Graphen in z-Richtung, falls ¢ > 1, eine Streckung
des Graphen in z-Richtung, falls 0 < ¢ < 1 und, falls ¢ < 0, eine Streckung oder Stauchung in z-Richtung
um den Faktor |c| bei gleichzeitiger Spiegelung des Graphen an der y-Achse.

Einschub 2.10.4. ...
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Bei der Normalparabel, dem Graphen zu z +— 22, bewirkt die horizontale Streckung oder Stauchung um
¢ > 0 denselben Effekt wie das vertikale Strecken oder Stauchen um den Faktor c¢. Daher kann man die
Unterschiede der Amplituden- und Frequenzidnderung bei dieser Funktion nicht gut studieren. Hier sind
periodische Funktionen, wie z.B. die Sinusfunktion, besser geeignet.
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Diese vier Operationen lassen sich zu einer allgemeinen linearen Umskalierung zusammenfassen. So bewirkt
die Ersetzung von

f(x) durch a-f {c (x — d)) +0b
- eine Streckung oder Stauchung des Graphen von f in z-Richtung um den Faktor ¢
- eine Streckung oder Stauchung des Graphen von f in y-Richtung um den Faktor a
- eine Verschiebung des Graphen um d Einheiten in z-Richtung und b Einheiten in y-Richtung.

Es ist hierbei zu beachten, dass die Reihenfolge der vorgenommenen Operationen wesentlich ist, d.h.
vertauscht man die folge der Manipulationen, so kann das zu unterschiedlichen Funktionen fiihren,
wie z.B. beim Vertauschen von Verschieben und Strecken/Stauchen.

‘ Einschub 2.10.6. ...
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Beispiele 2.10.7. Betrachte die Funktion f(z) = z? und die folgenden Manipulationen des Funktions-
graphen:

- Verschiebung um 3 Einheiten in z-Richtung

B8 Verschiebung um 4 Einheiten entgegen der y-Richtung

- Vertikale Streckung um den Faktor 2 und Spiegelung an der #ZAchse

iithrt man die Manipulationen in der Reihenfolge 1 - 2 - 3 durch, so erhilt man die Funktion ¢, mit
g1(x) = —2((@: — SM— 4) = —2z2 + 12z — 10.

iihrt man die Manipulationen in der Reihenfolgdjj- Bl 1 durch, so erhilt man die Funktion gy mit

g0 () — 8 > ] — R - ().



Kapitel 3

Quadratische Funktionen

* Definition 3.0.1. Eine Funktion f : R — R heiltt quadratische Funktion, wenn es reelle Zahlen a,b und
¢ gibt mit a # 0, so dass gilt:
—_—

_ 2 ..
f(@)=az +br4c  firallez eR.

Bemerkung 3.0.2. Im Spezialfall a = 1,b = ¢ = 0 erhiilt man f(x) = 2. Der zugehorige Graph zu dieser
Funktion heikt Normalparabel. Der Punkt (0,0) ist der Scheitelpunkt der Normalparabel.
Mit quadratischer Erganzung zeigt man, dass

T - ) )
f(x) —am2+bx+>]a<x+£> + <—b—+c>

2a 4a

gilt.
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Der Graph der allgemeinen quadratischen Funktion geht also aus der Normalparabel durch lineares Ska-
lieren hervor, namlich durch

e Streckung der Normalparabel in y-Richtung um den Faktor a und

e Verschiebung der gestreckten Parabel in horizontaler Richtung um —% und

e in vertikaler Richtung um —% +c.

Die Darstellung der Funktion wie auf der rechten Selte der obigen Gleichung, also in der Form

B, — 2 .2
‘f —ax—d) +e / d‘_:_.—'ﬁ:' e = C - —
Za | Zf:r1
heilt Scheitelpunktsform. An der Scheltelpunktsform von f kann'man Gestalt und Lage des Graphen zu
f sofort ablesen: Es handelt sich um eine um den Faktor a gestreckte Normalparabel, deren Scheitelpunkt

in den Punkt (d, e) verschoben wurde.

Einschub 3.0.5.
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3.1 Nullstellen

Die Suche nach Nullstellen quadratischer Funktionen fiihrt sofort auf quadratische Gleichungen, also
Gleichungen der Form
az®> +bxr +c=0.

tEine allgemeine quadratische Gleichufig az? + bx + ¢ = d lisst sich durch Subtraktion von d in die Form

ar’+br+c=0 iiberfiihren.}

Zur Lésun@@

etrachten wir zunéchst die (rein) quadratische Gleichung

?=r Kz: 3 = X=3 v x=-3

Ist r > 0, so besitzt diese Gleichung zwei Losungen. Die positive Losung bezeichnen wir mit +/r. Der
Nachweis der Existenz folgt spéter. Die Tatsache, dass es genau zwei Losungen gibt, folgt mithil?‘x der 3.

Binomischen Formel: = (a6l (ath) =a*—b>

T

2 2

d-h
rr=r & zrr-r=0 <& xZ—\/F2:0 & (z—=Vr)(z+vr)=0 Qﬁ:j@‘zfr
«f\_ﬁ

Da ein Produkt reeller Zahlen genau dann Null ist, wenn einer der beiden Faktoren Null ist, ist dies
dquivalent zu

r—+r=0 oder xz+vr=0 <& x=+r oder z=—r,
d.h. die Gleichung x? = r besitzt die Losunge

Ist 7 = 0, so ist « = 0 die einzige Losung der Gleichung 22 = 0. Wir setzen daher /0 = 0.

Ist 7 < 0, so besitzt die Gleichung x? = r keine reelle Losung, da Quadrate reeller Zahlen immer grofer
gleich Null sind.

Fiir r > 0 gilt also die folgende Aquivalenz: £0x1 =)

A
P=r & |r|=vr & 1=4r W
Einschub 3.1.1. ... Y { 5 Z

Ad""‘""ﬁ \/_::: = l"'r"l \ T =2 N 2 =g = 2. = |+l
o~ r=z (2= =14 =72 =|r|

Es ¢ = 5% & (vl=lsl @b 125 ode v-5
Betrachtet man nun die allgemeine quadratische Gleichung

[zl =2 [-31=5

az? +bxr +c=0,

so kann diese durch quadratisches Ergénzen dquivalent in Scheitelpunktsform iiberfiihrt werden:

fa(x+2_a>+@0 . -
e+

2a
D 2 et ansreedue
~J
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Satz 3.1.3. Die quadratische Gleichung ax® + bx +c = 0,a # 0 besitzt

o fiir b — 4ac > 0 genau zwei reelle Lisungen, ndmlich

—b+ Vb? — 4dac p —b — Vb? — 4dac
= un Ty =

2a 2a ’

X1

e fiir b?> — 4ac = 0 genau eine reelle Lésung, ndmlich x = 5—;’,

o fiir b?> — 4ac < 0 keine reelle Lisung.

Die Grifse
D = b* — 4ac,

die tiber die Anzahl reeller Losungen einer quadratischen Gleichung entscheidet, heif$t Diskriminante der
Gleichung.

Einschub 3.1.4. ...

Ist die Gleichung normiert, d.h. gilt a = 1, so liefert der Satz die sogenannte p-q-Formel:

Folgerung 3.1.5. Die quadratische Gleichung x* + px + q = 0 besitzt

e fiir p© > — enau zwei reelle Losungen, namlich x5 = —% s) —q.
ir p? Aq g ' reelle Lisung imlich o, p g §2 ¢

Einschub 3.1.6. ...
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Satz 3.1.3. Die quadratische Gleichung ax® +bx +c=0,a # 0 besitzt

o fiir b — 4ac > 0 genau zwei reelle Lisungen, ndmlich

—b+ Vb? — 4dac p —b — Vb? — 4dac
un Ty = )
2a 2a

u

xr1 =

e fiir b> — 4ac = 0 genau eine reelle Lésung, ndmlich x = 5—;’, abg - ‘f’c&su{/{
o fiir b — 4ac < 0 keine reelle Lisung.

Die Grifse
D = b* — 4ac,

die tiber die Anzahl reeller Losungen einer quadratischen Gleichung entscheidet, heif$t Diskriminante der

Gleichung.
Einschub 3.1.4.

W VA2

Ist die Gleichung normiert, d.h. gilt a = 1, so liefert der Satz die sogenannte p-q-Formel:
L.ﬂe:sﬁ N TRV erreset 14 devm  ram durd. o (‘*@U) f—c‘(aLJ
Folgerung 3.1.5. Die quadratische Gleichung x* + px + q = 0 besitzt

\ e fiir p* > —4q genau zwei reelle Losungen, namlich x15 = -+ ( )2 —q.

p
2
Einschub 3.1.6. .. X“+pxtq =0 , a=14 b-p  c=9
R o — =
{ - - 1\ o
= 2= (-pelp-ug) = -5 =800

f“ffz—tm



e fiir p> = 4q genau eine reelle Lisung, nimlich v = 0

o fiir p*> < 4q keine reelle Lisung.

Bemerkung 3.1.7. im Fall einer positiven Diskriminante D, also D = b*> — 4ac > 0 liegen die Nullstellen

—b+ Vb —4dac

2a

T2 =

er Parabel symmetrisch zur Scheitelstelle 2 = —2; im Fall D = 0 ist der Scheitelpunkt die einzige

ullstelle, d.h. die Parabel beriihrt die x-Achse.

Einschub 3.1.8. ... Y

sz—D' S_—_(*_é'_ c - .ﬁ)

2c ! boy
\ f 2 X

o]

3.2 Linearfaktorzerlegung  f(x)= a (x-x)(xx) =0
=0

Zu gegebenen Stellen 1, x4 ist mit £ Yz)ﬂ =0 l |
& b C

f(z) = a:x — x1) (T — T3) @gxﬁz _1_1; — a! xXF4bl +d

o (x) (-e) = A xF %, ~x Fxae) = cx(x"— x (tx4x0) + xe) = axioax Uarig)raxs

fiir a # 0 eine quadratische Funktion gegeben, die genau die Nullstellen x; und x5 besitzt und andersherum
hat jede quadratische Funktion mit den Nullstellen z; und x5 diese Gestalt.



Einschub 3.2.1. .. ax"dx 48 ={(x) = Nek obe-Fouel a~d de NT

Xq = g‘c__ L—vé + FS) R %al (-»@, _\[E;) @‘- = —

= ~0Q L _i\ (—Grﬁ) v —;:n\ (_é _,ﬁ;)) :v % %4.&—-5) _._/_é (-,6 ,_ﬁ))

- % &~ B+% t 6 ) = -\f\“\l

@ @, < o L (-6r(5) Li-4-13) = 5 (-6) (-6-02)
i = ( (1" - > z_)| - {Lta, L 6"~ D ) = Zfiﬂx( b~ [/()?;Lr%))

= 4 Yqp = P2
ton |

/

/

Fiira=1, p=bund q: c erhilt man I,i"len

Satz 3.2.2 (von V16t<L) Besitzt ez’ne/]_éormz'erte quadratische Funktion f(z) = 2® 4+ px + q die Nullstellen
x1 und xa, so gilt: ——p: Ty + T2 und q/_ﬁ?': T1 - Ta.

Definition 3.2.3. Die Darstellung der Funktion f in der Form f(z) = a(x — z1)(x — x2) heift Linearfak-
torzerlegung. Die Faktoren (x — 1) und (z — x9) heien Linearfaktoren.

Satz 3.2.4. Eine quadratische Funktion f mit f(x) = ax® + bz + c,a # 0 mit den Nullstellen z1 und ,
besitzt die eindeutige Linearfaktorzerlegung

f(x) = a(z — 21)(x — o)
Einschub 3.2.5. .., Bu Reskmwe 4o ST S Xy VO € dewete Kféé

100= o[ kx| (%) -

Bemerkung 3.2.6. Im Spezialfall z; = x5 gilt

f(2) = a(z — x1)* = ax® + 2az; - x + az?,

d.h. fiir die Diskriminante gilt:
D = (2ax,)* — 4a - %: 0.

Folglich hat f genau eine Nullstelle. Im Sinne der Linearfaktorzerlegung handelt es sich eigentlich um zwei
Nullstellen, die auf dieselbe Stelle fallen. In diesem Fall spricht man von einer doppelten Nullstelle ;.



r Beispiel 3.2.7. %(2( 2% - Y4x - %o @E’H* -
d —
Shcilelppud o 4(x) = 2 (x*= 2x _45-) = 2 (X 2x 4] -1
2T
= 2 x-1*-1-45) = 2 (x)* -3
L e \ka-}@-’ w[(guvd (LFT) M llslellen Q%Ll A 4&) =0
We F

ED  IxZ_ Yy % =0 &b XF-2x -1 =0 &>

Ke A {12005 &9 = 4+ T = 4+y =5
2,
Xy = 14- e = a4-¢ =-53

wche
= 409 = @ (X-5) (x43) Soon= 222tk - %

|

¥ = - £ g
S(h(lt(‘lpllllktf()rln n2=dt /-7 )
a(z —d)? +e

. Linearfaktorzerlegung
ny+ns a a-\r—mn (T —N
tz':—]'_"!—“. c:—T(m—n-_y_)"} ( 1) ( 2)

6)

2.) Nullstellenformel

Nyo = —bi\.-"u'.)1 dac

.gusn'mltipliziere11!
b= —2ad, c=ad® +e

Ausmultiplizieren! )

Normalform

x? b +
plont “ ﬁl ﬁ

?;) &LX-HL)L%& = oL(xZ~ 2dx —\—AL) te = &2(2- 2ad x 4+ o'.cl?“{-&

LP) 5\[7(“""‘*\) LK“"‘Z) = 0 [X?—“ XMy = Xt + "“q"‘z-) = axSHRX (ﬂ m
5) abe- Formel wnd 2 W '

z

mo= L (2 \ﬁtki M&}f*e))
1 A -—‘{ae;
=:lz;[9\e\éﬂm)ﬁ‘i*7-qﬁkt%:# ¢ ot

&

= d- "% { M‘x(% m, = (:[4-\(_“;?9

5) des 1) und L{) - S\LJWL& :



3.3 Minimum oder Maximum einer quadratischen Funktion
Definition 3.3.1. Sei f: A — R eine Funktion. Die Stelle xy € A heifst (globale) Mazimalstelle, falls

f(xo{%,)f(x) fiir alle x € A gilt.

In diesem Fall heilt f(zo) (globales) Magimym und der Punkt (w0, f(x0)) (globaler) Hochpunkt.
Der Punkt xy € A heifst (globale) Mim'malsteé;, falls

S (o)
gilt. Dann nennt man f(zq) das (globale) Minimum und (zo, f(x¢)) den (globalen) Tiefpunkt.

f(z) fiir alle x € A

Bemerkung 3.3.2. Gilt die jeweilige Ungleichung nur auf einer Umgebung von xy und nicht den ganzen
Definitionsbereich A, spricht man von lokalen Maximal- und Minimalstellem, Maxima und Minima, Hoch-
und Tiefpunkten.

Einschub 3.3.3. ... 'r\?<°-. ﬁ{ y.'_;:,;-") l_|_bl4 oulet

Y
J /F IITQ

(\@1.\ %(*4?]

,f__,"_?a) b

Mevsivy WA

Ko e e
!' ‘O Il.C.lj-'\fn_Ie Ht;f;ﬂfnq\ﬁl{ug

Bei quadratischen Funktionen f(z) = ax® 4 bx + ¢ = a(z — d)* 4 e gibt es zwei Fille zu unterscheiden:

Einschub 3.3.4. ... 50 a <o

IstZa > 02 so ist die Parabel nach oben gedffnet und die Parabel hat einen Tiefpunkt im Scheitelpunkt
(d,e), denn

45040 fi

Ist a < 0, so ist die Parabel nach unten geéffnet und die Parabel hat einen Hochpunkt im Scheitelpunkt
(d,e), denn

f(x)=a(x—d)?+e>e= f(d) firalle x
>0 >0

f(x)=a(x —d)?+e<e= f(d) fiirallez

{ D Z 0 ;\_{/f

Somit kann man bei quadratischen Funkitonen ein Eztremum (d.h. Maximum oder Minimum) bestimmen,
indem man den Scheitelpunkt bzw. die Scheitelpunktsform z.B. mit quadratischer Ergdnzung bestimmt.
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3.4 Monotonie

Anders als bei linearen Funktionen sind quadratische Funktionen nicht auf ganz R monoton wachsend oder
fallend. Es gilt aber der folgende

Einschub 3.4.1.

Satz 3.4.2. Eine quadratische Funktion f habe die Scheitelpunktsform
f(z) =alz - d)* +e.

e Fira >0 gilt: Auf dem Intervall ( 00, d| (also links vom Scheitelpunkt) ist der Graph von f streng
monoton fallend und a uf dem Intervall d +00) (also rechts vom Scheitelpunkt) ist der Graph von
f streng monoton wachsend.

e Fira < 0 gilt: Auf dem Intervall (—oo,d] ist der Graph von f streng monoton wachsend und auf
dem Intervall [d,4+00) ist der Graph von [ streng monoton fallend.

Beweis &~ ™ ¥ S X = 4)< 402) 1&;- shtns oo Yoo

Sei x1 < X9 dann gilt fiir die Differenz oL At el oy wsnn )
b ’ LV

flap)Ef@) = ale - df + (ol — d + 2}: (o= - (@ - d>2>

wedste d«

- Blueay ) /% a- §<£~2—'—;—g’> + (:E;___l\_‘__ —-Jd)); ) ((.1'2 ’) = <5U1 :,)) - 2 {Z E?El-uo\h
= a ((2=d)+ (a1 = d)) - (13 =21) s =
— S\ = (s

= My X\ 4
Nun betrachten wir die Falle ¢ > 0 und a < 0: & - .

Einschub 3.4.3. ... a20 4) X, <Xy éd =D x . -d <o X -d <0
- e — —_—

=5 af xu-d +x2,e4) <0 = £(x) —4(q) <0 = %@(Z_) (3@1)
=) /f, 0 N0 LD-"L. “fbvu‘(hd

) ¢ i - \_"tli Yk { oo X2 ~¥q 20
=D X, -4 4 X, -d 70 =p °\( X~ *XL""L) 20 =

=V 4’L\('L,1A ﬂ(x’l) 7 0 =) SF[‘FZ,) 2 {(Xq) =) 4 At - b\_)qﬂ\ga_d/

—_—_—

06,40 D\Qwa (



3.5 Quadratisches Wachstum

Bei linearem Wachstum erhélt man bei gegebenem Zuwachs Ax der x-Werte stets denselben Zuwachs Ay
der zugeordneten y-Werte, d.h. die Zunahme (Steigungsfaktor) ist konstant. Wéchst hingegen die Zunahme

linear, so erhélt man quadratisches Wachstum:

Einschub 3.5.1. ...

Beispiel 3.5.2.

(i) Betrachte die Funktion f(z) = az und die Dreiecksfliche A(x), den Graphen von f, die 2-Achse und

die Parallele zur y-Achse durch den Punkt (z,0).

Einschub 3.5.3. ...

Dann gilt fiir den Zuwachs in = bei gegebener Zunahme Ax:

Einschub 3.5.4. ...

d.h. die relative Zunahme in z betrigt

Einschub 3.5.5. ...

d.h. der relative Zuwachs ist linear. Elementargeometrisch sieht man sofort, dass die Groke A(x)

quadratisch wéchst: A(z) = saa®.

(ii) Als diskretes Analogon betrachte die Folge der ungeraden Zahlen

(Konstante Zuwéchse, ndmlich gleich 2).

Sei s, die Summe der ersten n ungeraden Zahlen. Es gilt s,

1,3,5,7,.... Diese Folge wéchst linear

= n?%. Die Folge s, wichst daher

quadratisch.
Einschub 3.5.6. ... S =1 sz =%, 57 3{ S = A4+ 54~ + Za-4
= Sl = Sua = Zn-::d-‘ alsp Zuwidsy  walbsen Lweos M/'Z’ %)
QJQ’G": ‘;‘,\1 = = A Z ci"' Svunae fbu';' .5?1 uc:(/(QJ—

5 ?,M-*L 4(4‘-»]“739]




3.5 Quadratisches Wachstum

Bei linearem Wachstum erhélt man bei gegebenem Zuwachs Ax der x-Werte stets denselben Zuwachs Ay
der zugeordneten y-Werte, d.h. die Zunahme (Steigungsfaktor) ist konstant. Wéchst hingegen die Zunahme
linear, so erhélt man quadratisches Wachstum:

Einschub 3.5.1. ... n

" SH'CJA-(S& dtveche  be,

/ —— @Cfﬁ’&vtrf/z /&‘QJF vl
"

A A ) el

Beispiel 3.5.2.

(i) Betrachte die Funktion f(z) = ax und die Dreiecksfliche A(z), den Graphen von f, die z-Achse und
die Parallele zur y-Achse durch den Punkt (z,0).

Elnschub 3.5.3. ... L) = o A = ZDW/L:‘?&J:?[E:OLZ
gl - . ‘{_[7{).% = %_f;\x?x

X + AR S _

Dann gilt fiir den Zuwachs in = bei gegebener Zunahme Ax:

Einschub 3.5.4. ...

—

Alxedx) = (xedx) - £y -1 = 50w o

Alse A = Al = o (ke Ax)® = o™ = Fa (x5 20K+ (AX)*) - Lax®
=t (xPr 1x ok O - x") = 3o ((2x o * (AKF)

-

d.h. die relative Zunahme in z betrigt
Einschub 3.5.5. ...

hx) - -

AKX

[ BK sl e’ vadet gl Tahwg  Liea im o X

d.h. der relative Zuwachs ist linear. Elementargeometrisch sieht man sofort, dass die Groke A(x)
quadratisch wéchst: A(z) = saa®.

(ii) Als diskretes Analogon betrachte die Folge der ungeraden Zahlen 1,3,5,7,.... Diese Folge wéchst linear
(Konstante Zuwéchse, ndmlich gleich 2).

Sei s, die Summe der ersten n ungeraden Zahlen. Es gilt s, = n? Die Folge s, wichst daher
quadratisch.

Einschub 3.5.6. ...

i, A1 2025



(i) Gleichmaflig beschleunigte Bewegung Gesin l&’ ld - %l- Gesehz

Anders als bei gleichférmigen Bewegungen, bei denen die Geschwindigkeit v (d.h. die Ortsverdnde-
rung pro Zeit) konstant ist, wichst v hier linear mit der Zeit ¢, d.h.

o3 - a0 tz0 : v(01 = V
a= 5 5 Vo= 17 v(t) = a-t+ vy, —— ’
TR s e x = 8 Eabetem

wobei vy die Anfangsgeschwindigkeit und a die Beschleunigung bezeichnet. Fiir den zuriickgelegten

Weg s(t) nach der Zeit ¢ gilt dann
t ..— at? t
s(t) = Czat” + ot + so, ) =

4
wobei sg die Anfangsposition zur Zeitpunkt ¢ = 0 bezeichnet.

P

Beispiel 3.5.7. Es folgen Beispiele zur gleichméfig beschleunigten Bewegung.

e Bremsen: Ein Fahrzeug bewegt sich mit einer Anfangsgeschwindigkeit vy und wird abgebremst, d.h.
es tritt eine negative Beschleunigung —a auf. Entsprechend liegt eine gleichméfig beschleunigte
Bewegung mit Weg-Zeit-Gesetz —

s(t) :_——at2 + Uot + 0 %0 = O

vor. Der Zeitpunkt ¢y des Anhaltens 1st gegeben durch
U(to) = —aty + Uo@ 0, um s felles weh by o 34[,4

Der Bremsweg ist |gegeben durch = .

d.h{fi%o ist ge, L hev =l

s(to) = —3atg —I—Uoto =—1a (,9_) +v0”°] = 5-vg,
d.h. der Bremsweg wiichst quadratlsch mit der Anfar-lgsgeschv;f1n¢dlgke1t V. )
Einschub 3.5.8. ... Bw,unsu% [cai»\ Pn%&"&“—-(ﬂw‘-\ ’ brewrgen /'»Jr 5 “42‘2‘_
1%5‘%‘? ~ tE o~ 5:5 = ff‘: 46 (Heke)
w1 om ss e Boe 48 ()

o freier Fall: Im Schwerefeld der Erde bewegt sich jeder Korper gleichméfig beschleunigt nach unten.
Die Beschleunigung betréigt ohne Beriicksichtigung des Luftwiderstands a = —g, mit g ~ 9,813.
Entsprechend lautet das Weg-Zeit-Gesetz des freien Falls

s(t) = —3gt%.

o Wurfparabel: Wirft man einen Korper schrig nach oben, so wird die Flugbahn durch eine Wurfparabel
beschrieben. Diese Parabel hingt ab von der Anfangsgeschwindigkeit: Sei v, die Anfangsgeschwin-
digkeit in horizontaler Richtung und v, die Anfangsgeschwindigkeit in vertikaler Richtung.

¢ ~ceabe
Einschub 3.5.9. ... 1 - ~ (('l’r"‘%‘bf’E

v T Gkt
4 Cegln
Sim /=) |

MLU Yo e
' ©d = Ve " Akl

ﬁ\\ N v, H'BPD

i

/.//



/

Alternativ kann man die Anfangssituation auch beschreiben mit der'iA_n_fangsgeschwindigkeit vy des
Korpers und dem Abwurfwinkel o gegeniiber der Horizontalen. In diesenjﬁi Fall ist dann

N . .'/'/
B M@‘ Uy =vp-cosa und v, = v -sina.
d kehrt: %‘}D ]
oder umgekenrt: \ . [
T

vg = \/vz +v2 und oz—arcsm( —
— N S ﬁm

Die Bewegung in horizontaler Richtung ist eine gleichféormige Bewegung mit konstanter Geschwin-
digkeit v,, d.h. fiir die z-Koordinate des Korpers gilt:

Die Bewegung in vertikaler Richtung ist eine gleichméfig beschleunigte Bewegung mit Anfangsgéa;ﬁ
schwindigkeit v, und Beschleunigung —g¢, d.h. fiir die y-Koordinate des Korpers gilt: I

— —l . 2 . /
(}/ /‘ gg E_’ + Uy ; -/'//
Bestimmung der Bahnkurve: Aus —
f."; x ( ) = Uy t /

fOlgt |'II
NEAE

)

Einsetzen in die Gleichung fiir y(¢) liefert:/’
V xX 2 x

vy = 4o (52) +v, 22,

Pl r

d.h. aufgefasst als Funktion von z ist y eine quadratische Funktion, die Bahnkurve ist also parabel-
formig. Um die Wurfweite! zu bestimmen, setzen wir y = 0 und bestimmen die zugehorige Wurfweite
x: - "erz

& %%-(m—m—'vy =0 =0 oder x = 2=
v T == L9

d.h die Wurfweite betrigt MT'%.

3.6 Polynomfunktionen

Definition 3.6.1. Seil:fiine Funktion f: R — R heilt Polynom(funktion), falls es Koeffizienten
ag, A1, ..., an € R gibt, sod \

f(q;) = an{En = an_lx"_l + ... +a1T + ag.

Ist a, # 0, so sagen wir, dass das Polynom den Grad n hat (kurz: grad(f) —n). Fiir das Nullpolynom
f=0 setien wir grad (f) = —oc.

Einschub 3.6.2. ... 4 = 1% 2524+ x +1. gred £ = 3
Liwees 1 = 2x +5 gredl = 1 &o\sM 409 = a, %mi{:O

Iw‘waa l.js 4()4 - - era‘- s ﬁ"‘"d( = 2

'Hier gehen wir vereinfachend davon aus, dass der Kérper am Boden abgeworfen wird und auch wieder am Boden landet,
anderenfalls muss man die Abwurfhéhe mit berticksichtigen.



spiele 3.6.3.  a. Polynome vom Grad 0 bzw. Grad 1 bzw. Grad 2 sind die konstanten bzw. linearen
bzw. quadratischen Funktionen.

b. Polynome der Form f(x) = z™ heien Potenzfunktionen oder Monome. Monome f mit ungeradem
Grad sind punktsymmetrisch zum Ursprung, d.h. es gilt f(—2) = —f(z) fiir alle z € R. Sie sind
streng monoton wachsend auf R.

=) X
. 3 y N3 r—a :
Einschub 3.6.4. ... xS ’F—'(K«" =X {-'f'.‘-x,) = (-X)° = i—-Kf'(*‘)‘/“fE)
N Xt ~ x* VY ST I
X%

® = = 409

7 7 > g ¥z Kt ER] =G
V? \f / = (~-OY T &%:g(@\

Monome von geradem Grad sind achsensymmetrisch zur vertikalen Achse,\d.h. es gilt f(—z) = f(x)
fiir alle z € R). Sie sind streng monoton fallend auf (—oo,0] und streng monoton Sef
[0, 4-00).

Polynome haben dhnliche Eigenschaften wie die ganzen Zahlen:

Satz 3.6.5. Die Menge der Polynome bilden (wie Z) einen euklidischen Ring, d.h man kann Polynome mit
den tblichen Rechenregeln addieren, subtrahieren und multiplizieren. Das Verfahren der Polynomdivison
liefert eine Division mit Rest wie folgt:

Zu Polynomen f und g, g # 0 (Nullpolynom), gibt es eindeutig bestimmte Polynome q und r mit

grad(r) < grad(g) wund f=q-g+r,

man spricht f durch g ergibt ¢ mit Rest r.

Der Grad des Summenpolynoms ist kleiner gleich dem Mazimum der Grade der Summanden. Der Grad
des Produktpolynoms ist gleich der Summe der Grade der Faktoren.

Bemerkung 3.6.6. Man addiert und subtrahiert Polynome, indem man die Koeffizienten addiert bzw.
subtrahiert. Dabei setzt man ,fehlende” Koeffizienten gleich 0. Das Produkt der Polynome

% a;x'  und % ajxj
=0 §=0
bestimmt man, indem man das Produkt
(@2 + .. + ag) B)2®+ ... + by)

in eine Summe a,,b,, @ ... + agbg iiberfiihrt.

Einschub 3.6.7. ... Acddv o~ ( 2x% 2 xZ _ g) + o _ x3 - x 4_,1)
- XT 0 R ex T 9

Sub helhon o»\k"x[v‘a [edﬁ ?oltjww\ f«w{’ G “]\)aal’wfbu also &"\B

) t 2 ¢ oy

(x®+x ) - (x*+x) 20 aw -x*—x Ngties Vo Kl‘”‘
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HobbgUesko (xfx)e (Klex®) =0 (% 2) = x(x4) = xb xi =y



bt w8 x% X o

Lo whl sadd
dwd XX

&P_ ledle {?O‘? = Klf** 2 + X%+ 2x +2
N B —

¢t % 71| AT L
X'+ K7 X thx 4z (K x) =
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Beispiele 3.6.8. Polynomdivision mit Rest

h q _
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3.7 Nullstellen von Polynomen
Wie fiir quadratische Funktionen liefert der Ansatz —

f@)=alg=m)@=m)(z=m), az0  £06)= O

ein Polynom



vom Grad n mit genau den Nullstellen zq, ..., x,. Diese Darstellung heifst entsprechend auch Linearfaktor-
zerlegung. Ist eine Nullstelle x; bekannt, so kann man den zugehorigen Linearfaktor x — z; abspalten:

Einschub 3.7.1. ... @: xz—?_x’-— Sx+4 [ {;(4) =1 ~2~-5 +L =O
s { bt Wullsble x, =4, Ao at £ dwh  w-x = -1 olue

Resd  ddborr ;f/7—~;<_3;l><

I

(xwlx—gx%) {Kf) x5 -x -6
— X‘-' - = —_—
(¥ = )
_x*-5x + 6 alse
(=¥ +x)
( Mede 30 Sk b = (x=x~b6)(x~1)
—bx + 06 —— —
—(=6bx 4’(9)
0
Nullslelea von g,_[x) ; K= 4 = (ﬁ)l*'fj
T ‘ 74F Sy

D X=b ol x=2  lueeed gl <

Satz 3.7.2. Sei [ ein Polynom vom Grad n, dann gilt:

Der Punkt x1 € R ist genau dann eine Nullstelle von f, wenn es ein Polynom g vom Gmd n—1 mat

f(@) = (z = 21)g(x)
gibt. Das bedeutet, dass x — x1 das Polynom f ohne Rest teilt.
(Beweis Aufgrund der Division mit Rest existieren Polynome ¢ und r mit OLASF/M!EC/-\

f(z) = q(x)(x — 1) + r(z), mit grad(r) < grad(z — 1) =1,
d.h. r(z) = r¢ ist eine Konstante. Nun ist x; genau dann eine Nullstelle von f, wenn
0= f(z1) = q(@1)(z1 — 21) + 7(21) = 770,
Eﬂso genau dann, wenn f(x) ohne Rest durch (z — x;) teilbar ist. O

Folgerung 3.7.3. Sei f ein Polynom vom Grad n > 1, dann gilt:

Sind x1, ...,z die paarweise verschiedenen Nullstellen von f, so gibt es natirliche Zahlen ny,...,n; und
ein Polynom g vom Grad n —n; —ng — ... — ny ohne reelle Nullstellen, so dass gilt:

flz) = (x —x)" (x — 29)™...(x — zx) " g(x).

<

Insbesondere hat ein Polynom vom Grad n hdchstens n reelle Nullstellen. 1____?“_?
3

Einschub 3.7.4. ... ?:éc 1<) = 2 [ x- 1) (x+ 2 )" (X-3)4 (x"+ 1)
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Bemerkung 3.7.5. In den komplexen Zahlen gilt sogar der Fundamentalsatz der Algebra:
,Jedes Polynom vom Grad n > 1 besitzt eine komplexe Nullstelle.* '

Durch sukzessiven Abspalten der Nullstellen folgt, dass fiir jedes Polynom f vom Grad n > 1 komplexe
Zahlen x4, ...,z, € C als Nullstellen von f mit

flz)=alx —z1)(x — z3)...(x — x,)

existieren.

Im Reellen kann man mithilfe dieser Uberlegungen (in den komplexen Zahlen) zeigen, dass sich jedes
Polynom in Linearfaktoren und quadratische Faktoren zerlegen lisst: Fiir jedes Polynom f vom Grad
n > 1 mit reellen Koeffizienten und reellen Nullstellen z, ..., z; gibt es quadratische Funktionen ¢y, ..., ¢,

ohne reelle Nullstellen, so dass 4§(r) T
N fx’f
f(z) =alr — z1)(z — x3)..(x — k) q1(2)...qm () (Reelle Produktdarstellung)

gilt.

3.8 Anwendung: Interpolation

:u i
Einschub 3.8.1. ... & u’f{t%) (%, 92)
v o (a9 6 . /®
\\ - (K“lij“l) . ol
| X X
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Satz 3.8.2. Seien (¥g, yo), (1, Y1), -, (Tn, Yn) Punkte mit paarweise verschiedenen x;’s. Dann gibt esq
(emw Polynom, f vom Grad héchstens W _f(x;) =, fir alle i =0,1,...,n. Diese Polynomfunktion f hei, jt

Interpolationspolynom. .
~dends bt (X’“X:) ﬁcl-&

Zum Beweis der Existenz solclier Polynome hetraci#et man die sogenannten Lagrange-Interpolationspolynome

pi(z) = (g_— ry) - (2 : Fi) " (2~ x“r,l) (@__xﬁ) : i=0,1,..,n,
0 G Bl ._
fiir die gilt Pk ( %io— xa) Atk O
> (%) = ———— =0
0, falls¢#j ' '
i(2)) = = . XXy - (K%
pia) { 1, fallsi = SICARE (%) (%%
Dann ist . - 7 (47%) - (e

= E yip;(x) = 4
=0 =
das gesuchte Polynom.

Einschub 3.8.3.



Die Eindeutigkeit einer solchen Darstellung zeigt man so: Sind f und ¢ Interpolationspolynome, dann
hat ist f — g ein Polynom vom Grad hochstens n mit n + 1 Nullstellen g, ...x,,. Daher muss f — g das
Nullpolynom sein, also f = g.

Zur Berechnung des Interpolationspolynoms kann man daher die Lagrange-Interpolationspolynome be-
stimmen und dann f wie oben angegeben berechnen.

Alternativ kann man mit f(z) = a,2" + ... + a1 + ao ansetzen und aus den Gleichungen

f(xO) = Yo, 7f($n) = Yn

ein lineares Gleichungssystem mit n+ 1 Gleichungen und den n+ 1 Unbekannten a,,, ..., ay erhalten. Dieses
lineare Gleichungssystem hat nach dem vorstehenden Satz genau eine Losung, ndmlich die Koeffizienten
des Interpolationspolynoms.

Es folgt ein Beispiel zur Langrange-Interpolation:
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