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Aufgabe 41. Definieren wir G(z,y) = z(z — 1)(z + 1)—y?, so ist (a,b) genau dann eine Losung
der angegebenen Gleichung, wenn G(a,b) = 0 ist. Wir zeigen zunéchst, dass die Gleichung fiir b # 0
lokal nach y aufgelost werden kann. Dafiir verwenden wir den Satz von der impliziten Funktion
(Satz 43). Es gelte G(a,b) = 0 und b # 0. Es ist 9,G(a,b) = —2b # 0, d.h. 9,G(a, b) ist invertierbar.
An dieser Stelle liefert Satz 43 nun bereits das gewiinschte Resultat, d.h. es gibt Umgebungen U von
a und V von b und eine eindeutige C! Abbildung f : U — V mit f(a) = b, so dass G(x, f(z)) =0
fiir alle z € U gilt.

Natiirlich kann man die Auflésung nach y auch leicht hinschreiben. Dazu iiberlege man sich, dass
die Funktion ¢(z) = x(x — 1)(x + 1) nichtnegativ ist, falls x € [-1,0]N[1, 00). Hier kénnen wir also

die Wurzel ziehen und erhalten
y==+vad-1 (1)

Ist nun eine Nullstelle (a,b) von G gegeben, mit b # 0, so kénnen wir in einer Umgebung wie folgt

eindeutig nach y auflésen:

y=—Va3—1z, falls b< 0,y = Va3 —z, falls b > 0.

Im Fall G(a,b) = 0 und b = 0 sehen wir, dass sich (1) in eine positive und eine negative Losung
verzweigt. Die Auflésung wéire nicht mehr lokal eindeutig. Die Bedingungen aus Satz 43 sind hier
auch nicht erfiillt, da 9,G(a,b) = 0 nicht invertierbar ist.

Fiir die Ableitung kénnen wir entweder (1) nach den Rechenregeln ableiten (y als Funktion von z

aufgefasst) und erhalten
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oder wir differenzieren implizit mithilfe der Kettenregel fiir z € U:

y'(z)

0=G'(z,y(z)) = (axG aya) (y/l ) = 0,G + 0,Gy/ ().

(x)
Also )
_ 3z —1
V(o) = ~0,6(0,6)" = H 2.
Fiir die Ableitung nach x wenden wir wieder Satz 43 an. Gilt G(a,b) = 0 und b = 0, so ist
a € {—1,0,1}. An diesen Stellen gilt 9,G(a,b) = 3a®> — 1 # 0. Also gibt es in entprechenden

Umgebungen eine eindeutige Auflésung nach x und wir fassen z als Funktion von y auf. Mit




impliziter Differentiation erhalten wir
/
G'(z(y),y) = <6mG 8yG> (x (y)> = 9,G2'(y) + 8,G.
Y

Daher 2/(y) = —90,G(9,G)~! = %, und dies ist gleich Null fiir Losungen der angegebenen
Gleichung mit b = 0.

Aufgabe 42. Offensichtlich g(z,y,2) = (22 + 3% +2%2 —4,(z —1)? +y?> — 1) = (0,0). Die Darstel-

lungsmatrix von ¢'(x,y, z) bzgl. der kanonischen Basen des R? bzw. R? ist die Jacobi-Matrix. Fiir

/ o x Yy z
g (z,y, )—2<(x_1) ) 0).

Eine lineare Abbildung ist surjektiv dann und nur dann, wenn die Abbildungsmatrix vollen Zeilen-

sie gilt

rang hat. Also, wenn hier rk(¢'(z,y, z)) = 2 ist. Wann sind also die Spalten als Vektoren aufgefasst
paarweise linear abhéngig? Berechnen wir paarweise alle Determinanten der Spaltenvektoren, so

kommen wir dazu, dass ¢’ nur im Punkt (2,0,0) der Lésungsmenge nicht surjektiv ist.

Aufgabe 43. Nach Satz 45 aus der Vorlesung erhalten wir die stationdren Punkte von f unter
der Nebenbedingung ¢ als Losung des Systems A o ¢'(x,y,2) = f'(z,y,2), g(z,y,2) = 0 fir zu
bestimmendes A € Hom(IR?, R).

Offensichtlich ist g(z,y,z) = 0 in den in der Aufgabe gegebenen Punkten erfiillt.

Schreiben wir A = ()\1 )\2>, so miissen die Lagrange-Multiplikatoren A\; und Ay aus

(/\1 )\2) (2($2i 1) zgy/ 202’):(1 1 \/§>

in den angegebenen Punkten bestimmt werden kénnen.

Multipliziert man die Matrizen aus, so erhélt man fiir (x,y, z) = (1, —1,v/2) das System

M —2-0 = 1,
—2X\1 —2X\y =
220V2 =

[

o

Dieses hat die Losung A\ = % und Ao = —1.

Fiir (z,y,2) = (1,1,v/2) hat das System

2A01—2-0 = 1,
2M01 + 2 = 1,
2)\1\/§ = \/§

die Losung A\; = %, A2 = 0.



Also sind die angegebenen Punkte stationire Punkte unter der Nebenbedingung g(z,y, z) = 0.

Aufgabe 44. Ist a ein stationdrer Punkt von f unter der Nebenbedingung g und X der Lagrange-
Multiplikator, so gilt

Aog'(a) = f'(a).
Also verschwindet f/(a) — A o ¢’(a). Die Ableitung der Funktion f — X o g an der Stelle a ist aber
gerade f'(a) — N(g(a)) o ¢’(a). Da A € Hom(W,R), gilt N'(g(a)) = A, also

f'(a) = N(g(a)) o ¢'(a) = f'(a) = Ao g(a).

Damit ist a ein stationédrer Punkt der angegebenen Funktion. Eingeschrinkt auf die Nullstellen-

menge von ¢ ist die angegebene Funktion offensichtlich mit f identisch, denn A ist linear.



