
Musterlösung Übung 4 (Analysis I SS2010)
1 Ein Dedekind’scher Schnitt (A, B) ⊂ Q ist definiert durch

(a) A 6= ∅, B 6= ∅, A ∪B = Q, A ∩B = ∅
(b) a ∈ A, x < a ⇒ x ∈ A

(c) b ∈ B, x > b ⇒ x ∈ B

(d) A hat kein maximales Element

Wir zeigen, dass (c) aus (a) und (b) folgt: sei b ∈ B und x > b. Angenommen x /∈ B, dann ist x ∈ A wegen (a).
Wegen (b) ist dann b ∈ A. Widerspruch! Also x ∈ B.

Für einen Dedekind’schen Schnitt (A,B) ⊂ Q definert man

(a) (A,B) < 0, falls A ⊂ Q− \ {0}
(b) (A,B) > 0, falls B ⊂ Q+ \ {0}
Es seien nun x = (A,B) und y = (C,D). Im folgenden werden Mengen E, F definiert, für die x

y = (E,F ) gilt.

1. Fall (A,B) > 0 und (C,D) > 0: E :=
{
z ∈ Q|z ≤ 0 ∨ z = a

d , a ∈ A ∩Q+, d ∈ D
}

, F := Q \E. (E,F ) ist ein
Dedekind’scher Schnitt, denn:

(a) Offensichtlich gelten E ∪ F = Q, E ∩ F = ∅, E 6= ∅. E 6= Q: es seien b ∈ B und c ∈ C ∩ Q+ 6= ∅. Für alle
a ∈ A, d ∈ D gilt dann:

b > a ⇒ bd > ad und d > c ⇒ ad > ac

Also bd > ac und somit b
c > a

d > 0. Daher b
c /∈ E.

(b) Sei e ∈ E mit x < e. Falls x ≤ 0 ist, gilt x ∈ E. Sei also e = a
d > x > 0. Es folgt dx < a und somit dx ∈ A,

also x = dx
d ∈ E.

(d) Sei e ∈ E und e ≤ 0. Dann ist e ≤ 0 < a
d fúr jedes a ∈ A ∩Q+ 6= ∅ und d ∈ D. Sei nun e ∈ E und e = a

d > 0.
Es gibt a′ ∈ A mit a′ > a. Definiere e′ := a′

d , damit gilt e′ > e.

2. Fall (A,B) < 0 und (C,D) > 0: E :=
{
z ∈ Q|z = a

c , a ∈ A, c ∈ C ∩Q+

}
, F := Q \ E. (E, F ) ist ein Dede-

kind’scher Schnitt, denn:

(a) Offensichtlich gelten E ∪ F = Q, E ∩ F = ∅, E 6= ∅. E 6= Q: a ∈ A ⇒ a < 0 ⇒ a
c < 0 ⇒ 0 /∈ E.

(b) Sei e ∈ E mit x < e = a
c . Dann ist cx < a, also cx ∈ A. Daher gilt x = cx

c ∈ E.

(d) Sei e ∈ E und e = a
c < 0. Es gibt a′ ∈ A mit a′ > a. Definiere e′ := a′

c , damit gilt e′ > e.

3. Fall (A,B) > 0 und (C, D) < 0: analog zum zweiten Fall.

4. Fall (A, B) < 0 und (C, D) < 0: E :=
{
z ∈ Q|z ≤ 0 ∨ z = b

c , c ∈ C, b ∈ B ∩Q−
}

, F := Q \ E. (E,F ) ist ein
Dedekind’scher Schnitt, denn:

(a) Offensichtlich gelten E ∪ F = Q, E ∩ F = ∅, E 6= ∅. E 6= Q: es seien a ∈ A und d ∈ D, so dass a < b und
0 > d > c. Dann gilt

b > a ⇒ bd < ad und d > c ⇒ ad < ac

Also bd < ac und somit b
c < a

d für alle b
c ∈ E. Daher a

d /∈ E.

(b) Sei e ∈ E und x < e. Falls x ≤ 0 gilt, ist x ∈ E. Sei also 0 < x < e = b
c . Dann folgt cx > b, also cx ∈ B, daher

x = cx
c ∈ E.

(d) Sei e ≤ 0. Dann ist e ≤ 0 < b
c =: e′. Sei nun 0 ≤ e = b

c . Es gibt c′ ∈ C mit 0 > c′ > c, also 1
c > 1

c′ und wegen
b < 0 folgt e = b

c < b
c′ := e′.
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2 Bringt man die Kettenbrüche q1 bis q4 auf den Hauptnenner vermutet man, dass folgende Rekursion gilt:

pn = anpn−1 + pn−2, p1 = a1, p0 = 1
sn = ansn−1 + sn−2, s1 = 1, s0 = 0 (1)
pn

sn
= [a1, . . . , an]

Beweis durch Induktion über n. Für n = 1 gilt p1
s1

= a1 = [a1] X. Die Behauptung (1) gelte nun für alle 1 ≤ l ≤ n.
Zu zeigen ist die Behauptung für n + 1. Mit der Rekursion (1) bildet man zu

a1, a2, . . . an−1, an +
1

an+1

den Kettenbruch
p∗n
s∗n

=
[
a1, . . . , an +

1
an+1

]
= [a1, a2, . . . , an+1] .

Damit gilt p∗l = pl und s∗l = sl für 1 ≤ l ≤ n− 1 und

an+1p
∗
n = an+1




(
an +

1
an+1

)
pn−1︸ ︷︷ ︸
=p∗n−1

+ pn−2︸ ︷︷ ︸
=p∗n−2


 = (an+1an + 1)pn−1 + an+1pn−2

= an+1(anpn−1 + pn−2) + pn−1 = an+1pn + pn−1 = pn+1.

Genauso berechnet man an+1s
∗
n = sn+1. Damit ergibt sich

pn+1

sn+1
=

p∗n
s∗n

= [a1, a2, . . . , an+1] . X

Nun wird gezeigt, dass (qn) eine Cauchy-Folge ist:
∣∣∣∣
pn

sn
− pm

sm

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

pk

sk
− pk−1

sk−1

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=m+1

∣∣∣∣
pk

sk
− pk−1

sk−1

∣∣∣∣
(∗)
≤

n∑

k=m+1

1
qkqk−1

(2)

(∗∗)
≤

n∑

k=m+1

1
√

2
k−1√

2
k−2

≤
n∑

k=m+1

(
1
2

)k

→ 0 (n →∞)

Beweis zu (*): Mit der Rekursion berechnet man

pk

sk
− pk−1

sk−1
=

pksk−1 − pk−1sk

sksk−1
=
−pk−1sk−2 + pk−2sk−1

sksk−1
= · · · = (−1)k

sksk−1
.

Beweis zu (**): Wegen an ∈ N gilt sn ≥ fn := fn−1 + fn−2 (n-te Fibonacci-Zahl). Da fn monoton wachsend ist,
gilt

fn ≥ 2fn−2 ⇒ f2m+1 ≥ f2m ≥ 2f2m−2 ≥ · · · ≥ 2m.

Insgesamt also sn ≥ fn ≥
√

2
n−1

.

3 Es wird gezeigt:
a ∈ Q ⇔ ∃l, k ∈ N, l 6= k : ak = al.

⇒: Sei a ∈ Q. Dann gibt es N ∈ Z, p ∈ N0, q ∈ N, p < q, so dass a = N + p
q und [a] = N gilt. Dann gilt

(q + 1)a = (q + 1)N + p + p
q = N ′ + p

q mit N ′ = [(q + 1)a] ∈ Z. Man berechnet

aq+1 = (q + 1)a− [(q + 1)a] =
p

q
= a− [a] = a1.

⇐: Es sei k 6= l und al = ak. Daraus ergibt sich

ka− [ka] = la− [la] ⇒ a(k − l) = [ka]− [la] ⇒ a =
[ka]− [la]

k − l
∈ Q.
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