
Musterlösung Übung 5 (Analysis I SS2010)

1 Es sei
(
aij

)
j∈N eine Teilfolge von (an)n∈N mit aij ≥ 1

ij
. Zu jedem j ∈ N gibt es ein k ∈ N mit ik > 2ij , also eine

Zuordnung ij 7→ f(ij) =: ik. Dann gilt

aik
(ik − ij) ≥ 1

ik
(ik − ij) = 1− ij

ik
> 1− ij

2ij
=

1
2
.

Für die Teilsummen pN

pN = a1 + · · ·+ ai1−1 +
N∑

m=0

fm+1(i1)−1∑

s=fm(i1)

as

= a1 + · · ·+ ai1−1︸ ︷︷ ︸
=:L

+ai1 + · · ·+ af(i1)−1 + af(i1) + · · ·+ af2(i1)−1︸ ︷︷ ︸
≥af2(i1)(f

2(i1)−f1(i1)≥ 1
2

+af2(i1) + · · ·+ afN+1(i1)−1

≥ L +
N∑

m=0

1
2

= L +
1
2
(N + 1) →∞ (N →∞)

gilt pN = sfN+1(i1)−1, wobei sn die Teilsummen der Reihe
∑∞

n=1 an seien. (pN ) ist also eine unbeschränkte Teilfolge
der monoton wachsenden Folge (sn). Daher ist (sn) auch unbeschränkt und somit nicht konvergent.

2 (a) Es sei limn→∞ n
√

an =: q < 1 und ε := 1
2 (1− q). Dann gibt es ein N ∈ N, so dass

∣∣ n
√

an − q
∣∣ < ε für alle n ≥ N . Es

sei p := 1− 1
2ε. Dann gilt q < q+ε < p < 1 und n

√
an < p ⇒ an < pn für alle n ≥ N . Aus dem Majorantenkriterium

mit der Geometrischen Reihe als Majorante folgt die Behauptung.

2 (b) Genauso wie in (a) konstruiert man ein N ∈ N, so dass n
√

an > p > 1 für alle n ≥ N gilt. Daraus folgt an > 1 für
alle n ≥ N . Also ist (an) keine Nullfoge und daher divergiert die Reihe.

3 1. Möglichkeit: Es sei an := |nxn|. Dann gilt

n
√

an = n
√
|nxn| = n

√
n|x| → |x| (n →∞).

Für |x| < 1 ist die Reihe
∑ |nxn| also nach Aufgabe 2 konvergent. Daher ist die Reihe

∑
nxn dort absolut konvergent

und somit auch konvergent. Es bleibt n
√

n → 1 zu zeigen: für n ∈ N gilt
(

1 +
1√
n

)n

>
1√
n
· n + 1 >

√
n > 1

nach der Bernoullischen Ungleichung. Ziehen der n-ten Wurzel ergibt

1 <
n

√√
n < 1 +

1√
n
→ 1 (n →∞)

wegen der Monotonie der n-ten Wurzel. Man erhält daraus

n

√√
n =

√
n
√

n → 1 (n →∞) ⇒ n
√

n → 12 = 1 (n →∞).

Alternativer Beweis: Sei an := n
√

n− 1. Dann folgt

n = (1 + an)n =
n∑

k=1

(
n

k

)
ak

n ≥
(

n

2

)
a2
2 ⇒ a2

2 ≤
2

n− 1
⇒ |an| ≤

√
2√

n− 1
→ 0 ⇒ an → 0

2. Möglichkeit: Es sei an := nxn. Dann folgt
∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
(n + 1)xn+1

nxn

∣∣∣∣ =
(

1 +
1
n

)
|x| → |x| (n →∞)

Daher konvergiert die Reihe für |x| < 1 absolut nach dem Qoutientenkriterium.
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3. Möglichkeit: Es sei sn =
∑n

k=1 kxk die n-te Teilsumme der Reihe. Es gilt

sn − xsn =
n∑

k=1

kxk −
n∑

k=1

kxk+1 = x +
n∑

k=2

kxk −
n∑

k=2

(k − 1)xk − nxn+1

= x +
n∑

k=2

(
kxk − (k − 1)xk

) − nxn+1 =
n∑

k=0

xk − 1− nxn+1

Umstellen nach sn und Grenzübergang für |x| < 1 ergibt

sn =
1

1− x

(
n∑

k=0

xk − 1− nxn+1

)
n→∞→ 1

1− x

(
1

1− x
− 1

)
=

x

(1− x)2

4. Möglichkeit (kommt später): Es sei

f(x) :=
∞∑

n=1

xn =
1

1− x
für |x| < 1

Für die Ableitung von f gilt dann

f ′(x) =
∞∑

n=1

(xn)′ =
∞∑

n=1

nxn−1.

Also gilt
∞∑

n=1

nxn = xf ′(x) = x

(
1

1− x

)′
= x · −(−1)

(1− x)2
=

x

(1− x)2
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