Musterlésung Ubung 8 (Analysis I $S2010)

Definiere zunichst eine Abbildung
f:R— 5% f(z) := (cosz,sinz, 0).
Sie ist wegen cos? x + sin” 2 = 1 wohldefiniert. Sie ist stetig in 2o € R, denn fiir z — z gilt

lim f(z)= lim (cosz,sinz,0) = (cos g, sinxg,0) = f(zg).
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Definiere nun eine Abbildung
g:R—R, g(z) =z +m.

Diese Abbildung ist stetig. Definiere jetzt
h:R—R, hz):=To f(x) —To fogx).
Als Komposition stetiger Funktionen ist h stetig und es gilt

WMe+m) = T(f(x+m)—=T(f(9(z+m))
= T(f(g(x)) =T (f (x +2m))
= —h(z)

Sei zp € R. Wenn h(zy) = 0 gilt folgt
T(f(x0)) =T(f(g9(x0)) < T(coszg,sinzg,0) =T (cos(xg + 7),sin(zg + 7),0) = T'(— cos xg, — sin zg, 0).

Wenn h(z) < (>)0 ist, so gilt h(z + 7) > (<) 0. Aus dem Zwischenwertsatz folgt dann, dass es ein g € (z,x + )
mit h(zo) = 0 gibt.

Waurzelkriterium: Es sei Z?:o an , 6, € R, eine Reihe. Dann gilt:
(a) limsup,,_o V]an| <1 = 327 a, absolut konvergent
(b) limsup, o V/]an|>1 = 3°° a, divergent

(c) limsup,,_... ¥/|an] =00 = >°° a, divergent

Wir wenden das Wurzelkriterium auf die Reihe >~ j a,2™ an.

Im folgenden sei z # 0 und 7 := limsup,,_,., V/|an|. Fir r € [0,00) gilt

|z| - r =|z| - limsup ¥/|an| =limsup |z|- V/|a,| = limsup V/|a x|
n—oo n—oo n—oo

Fiir limsup {/|a,2™| < 1 erhilt man absolute Konvergenz fiir || < 1 = R, also z € (—R, R). Fiir limsup {/|a,z"| >

n—oo n—oo

1 erhilt man Divergenz fiir [z| > 1 = R, also z € R\ {[-R, R]}.

Wenn r = oo ist, ist die Folge <\"/\an|) notwendigerweise unbeschrankt. Dann ist auch (|:c| RV |) = (\"/ n |)

unbeschrinkt, also limsup 3/|anz™| = co. Nach dem Wurzelkriterium divergiert die Reihe.

n—oo

Es sei ¢ > 0 und a € (—R, R). Es wird gezeigt, dass f in a stetig ist. Es seien
~ st
k=0

die Teilsummen der Reihe. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle m > n > N gilt:

m m m
|fm(2) = fu(2)] = Z apz® Z |a| }zk‘ < Z |ak|,0k <€
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1



fir alle |z| < p < R. Fir m — oo folgt daraus |f(x) — fn(x)| < € fir alle n > N und alle |z] < p.
Nun sei p so gewihlt, dass a € [—p, p] C (—R, R).
Da fy als Polynom stetig in a ist, gibt es ein § > 0, so dass gilt:

|z —al <0 = |fn(z) - fn(a)] <e

Wihle nun §" < § derart, dass
(a - 6/7 a+ 6I) - [_pv P]~
Fir alle z € (a — ¢',a + ¢’) gilt dann

|f(z) = fla)| < f(z) = (@) + [ (@) = fa(a)| + | fv(a) = fa)] < 3e
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