Musterlésung Ubung 11 (Analysis I SS2010)

1 Riemann-integrierbare Funktionaen auf [a, b] sind beschrankt. Daher sind

[f1] := sup{[f(2)[ : € [a,b]} € R, |lgl| :=sup{|g(z)| : = € [a,0]} € R
wohldefiniert. Durch Verfeinerungen darf angenommen werden, dass Treppenfunktionen auf derselben Unterteilung

a =ty <ty <---<t, =bdefiniert sind. Es sei 2}, € (tg,tr+1) und O := t+1 —tx. Da f und g Riemann-integrierbar
sind, gibt es zu € > 0 Treppenfunktionen ¢;,v;, i € {1,2}, mit

$1(x) < f(x) < ¢u(x) und  ¢o(x) < g(x) < a(x)

fir alle z € [a,b], so dass fiir i € {1,2} gilt:

z)dr — /abgbi(m)dx

Zskwlxk — i(an))| < e (1)

1 a Definiere

1b

h(z) = ti(x) —¢1(x) + Ya(z) — P2(x)
s(z) = xlélﬁ?%]{%( x), ¢2(x)}
t(x) = zrg[gf;]{wl(fcwz(w)}

Dann sind s und ¢t Treppenfunktionen mit

s(r) < max {f(x), g(x)} <t(z)

z€Ja,b]
und es gilt die
Behauptung: t(zy) — s(x) < h(zg)
Beweis:
L Fall: 1 (k) < d2(xr), 1 (zn) < t2(zr) = twg) — s(zr) = Y2(zr) — p2(wk) < h(7k)
2. Fall: g1(xx) < galan), ¥1(zr) = Ya(an) = tlar) — s(zr) = d2(zr) — Y1(zk) < d2(zr) — Ya(zr) < h(zk)
3. Fall: ¢1(wk) > da(xi), Y1(wk) > Ya(wk) = t(wx) — s(zr) = ¢1(xx) — VY1 (xr) < h(zy)
4. Fall: ¢1(zr) > da(xk), Y1 (xr) < o(ar) = tlak) — s(ar) = o1(wr) — Yo(xk) < d1(xr) — Y1(wr) < hxy)
Insgesamt erhdlt man
b b n—1 n—1
/ Ha)dz — / s@) de| = |3 ultwn) — s(@a))| < | dwhian)
a a k=0 k=0
= D ok(@n(ar) — a(ar)) + Z5k (V2(xk) — P2(ak))
k=0 k=0
< Z Ok (V1 (zk) — d1 (k) Z O (V2 (xk) — d2(xk) (2 e+e
k=0
Definiere

f+(@) := max {0, f(z)} und f_(z):= zrg@fg]{a —f(2)}.

z€[a,b]

Dann gelten f1 >0,f_ >0,f = fr — f— und fi, f_ sind nach Aufgabenteil 1a Riemann-integrierbar. Genauso fiir
g. Man berechnet

frg=U+—f) (9+—9-)=feg+ — fr9- — f-9+ + f-9-



daher geniigt es die Behauptung fiir f > 0 und g > 0 zu zeigen. Dazu seien
di(x) = min {1 (@), || f|[}
z€la,b]
¢1(x) = max {0,¢1(x)}
z€Ja,b]
¢2(z) := max{0,¢a(x)}
z€la,b]

Dann sind 1&1,(;51,&52 und g?)lqzzg,@ﬂﬁg Treppenfunktionen mit

0 < d1(x)g2(x) < f(z)da(x) < f(2)g(x) < fa)a(x) < by (x)ha(x)

und
b b _ ~ n—1 N ~ ~
/ Y1(@)ta(x) dx—/ ¢1(z) g2 () da| = Zék (1/)1(93k)7/12(xk)¢1($k)¢2(9€k)>|
a a k=0
n—1
= 2o (da@a)valen) — dr(@n)da(an) + v (@)da(an) — <xk>q§2<xk>)'
k=0
n—1 n—1
<130 0k (valan) — dalan)) dulan) | + | 0k (1) — b)) Baan)
k=0 k=0
n—1 n—1
< S (W2 (n) = Ga(an))| - £l + D Sw(r (z1) = dulx))| - gl
k=0 k=0
)
< elfll+ellgll
2 Es sei f monoton wachsend. Ansonsten betrachtet man —f. Eine Unterteilung a = tg < t; < -+- < t,, = b sei
gegeben durch
tk:k-b*T“ﬂL, ke{0,1,...,n}
Dann ist 0 =ty — tp_1 = b*Ta. Definiere nun Treppenfunktionen
o(x) = f(tx) fir x€ [ty th+1)
V() = f(es1) fir @€ (b, o]

Aus der Monotonie ergibt sich

T € [ty tpy1) =  ox)=f
v € (tr,thr1] = f(2) < ftrs1) = (o)

also gilt ¢(z) < f(z) < o(x) fur alle x € [a,b]. Wie in Aufgabe 1 sei x, € (tx,tr+1). Es folgt

/abw(x)dx — /ab(b(sc)dm

b—a _b—a

= () - f(t)

n—1

> 0k ((ax) — p(an))
k=0

(f(a) = (b)) =0 (n—o0)

n

3 Es gilt .
0= f'(x) = (cosz —sinz)e 5% &  ging =cosw
us

Aus der Vorlesung wissen wir dass der Kosinus auf [0, 5] streng monoton fallend ist, also gilt dort:

rT<y = CoST > cCosy (2)

1. Fall: z € [0, §].



Aus Aufgabe 3 von Ubung 10 wissen wir, dass = = 7 die einzige Losung ist.
2. Fall: z € [5,7].

Hier ist der Sinus streng monoton fallend, denn

&)

r<y = r-5<y—% = cos(x—F)>cos(y—F) = sinz >siny

NI

AuBerdem ist sinz > 0, denn: Angenommen es gibt ein o mit sinzg < 0, so folgt aus 2o < 7 der Widerspruch
sinxg > sinw = 0.

Genauso ist der Kosinus streng monoton fallend, denn

r<y = x-r<y-7m = —(r—m)>—(y—m)
@ cos(—(z —m)) < cos(—(y — 7)) = —cosx < —cosy (3)

= COSX > COosyY

AuBerdem ist cosz < 0, denn: Angenommen es gibt ein 2o mit coszg > 0, so folgt aus zq > 7 der Widerspruch
coswg < cos 5 = 0.

Wegen sinz > 0 und cosz < 0 gilt auf diesem Intervall also sin x # cos z.
3. Fall: z € [, 37].

Wir fihren den Fall auf den ersten Fall zuriick:

cosx =sinx & —cos(x—m)=—sin(zx—7) <& cos(x—m)=sin(x—m) LE o r= T & gz==ir
4. Fall: z € [2,27].
Wir fiihren den Fall auf den zweiten Fall zuriick:

cosx =sinz & —cos(x—m)=—sin(zx—7m) << cos(zr—m) =sin(z—m7) 282l sz # sinx

Insgesamt erhalten wir wegen cosx = cos(x + 2kw) und sinx = sin(z + 2k7), k € Z, und den vier Féllen

cosz =sinz & x€{3r+42kn, T +2%kn|keZ}

JU



