Musterlésung Ubung 12 (Analysis I SS2010)

Wir betrachten die Funktionen

Fodn@) LI R, fule) = s et f(@) =

Behauptung: f, konvergiert gleichmiRig gegen f.

Beweis: Zu zeigen ist ||f, — f|| = 0 (n — o). Es sei

1
gn(x) ===+ 2% —x firz>0
n
1 1, 1
gn(z) >0 & —+2>r & —4zr>r & —>0V (1)
n n n

Es gelten

, 2z
g, () = ———=-1<1-1=0 = g,streng monoton fallend (2)
24/ % +a?
falz) — |2 = fa(=2) — | — 2| (3)

Damit berechnet man

I[fn = fll = eSt_lp {‘\/Hﬁ? |z|

1. Moglichkeit: Ableiten.
Fiir cosx > 0 gilt

— 0 (n — 00)

-

} = sup {\gn( )\} SUP {gn( )} = gn( ) =

1 .
8%6 [~In(|cosz|)] = py [—In(cosx)] = “oosa (—sinz) = iiz =tanz
Fiir cosz < 0 gilt
0 0 1 sin x
—_— —1 S = —_— —1 _ S = — . gi = =
pe [—In (| cosz])] e [—In (— cos z)] —osp ST = tan x
2. Moglichkeit: Substitutionsregel 2.18.4
Die Substitutionsregel lautet
b b
[ 1@ g@ds = (Fog)al, (4)

Dabei sind f, g differenzierbar, g([a,b]) C D(f) und F’ = f. Nun seien

R0} R\{0), (@)=
g ¢ [a,b] >R, g(x)=cosw
F : R\{0} =R, F(z):=—Inlz|

Da g(x) # 0 auf [a, b] ist, folgt g > 0 oder g < 0 auf [a, b] aus dem Zwischenwertsatz. Also folgt g([a,b]) C R\ {0} =
D(f). AuBerdem gilt

Nun berechnet man die linke Seite von (4) zu

l@@@»ﬂ@m—éb“;’<mmm_Lgme
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Die rechte Seite von (4) berechnet sich zu

F(cosx)|z = 71n|cosx||z
3. Moglichkeit: Anwendungsorientiert
Mit t = cosz und dt = — sin x dzx folgt
i i dt dt
/tana:dx:/smxdz:/smx~ — =— | — =—In[t{|+ C=—In|cosz|+C, CeR
Cos T t —sinx t

Zunichst gilt

e}
zel & xE[O,l]/\az%Uyn & VneN:xzd¢qy, Azxzel0l]

n=1

& YneN : ze0,1]]\v, & =zxE€ ﬁ[o,l]\%, (5)

n=1

Daher definiert man

Toe= (0.1 \ 3
k=1

Skizziert man I'y, '3, '3, so erkennt man dass I',, aus 2" Intervallen der Linge

j+l G 1

3n 3n 3n

besteht. Die Summe dieser Langen ist demnach

Definiere nun Treppenfunktionen # : [0,1] — [0,1], ¥(z) = 0 und

1 : z€ly,
¢"(I)_{O  xe¢ly,
Fiir jedes n € N gilt
@ =1 & el 2 vVieN:zel0,]\n = Vk<n : z€[0,1]\
= zel, = ¢u(x)=1

Fiir z € [0, 1] folgt daraus
0=1(x) < xr(r) < ¢nlz)

/01 ¢n(33)dx—/01¢(33) dx /01¢n(33) dr| = (;)n 0 (n—o0)

Damit gilt
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