
ÜBUNGSZETTEL 1 - AUFGABE 1

(a) Sei f(x) = ex. Dann ist f (k)(x) = ex für alle k ∈ N. Es folgt:

Tm[f, x0] =
m∑
k=0

f (k)(x0)
k! (x−x0)k+Rm+1(x) = ex0

m∑
k=0

(x− x0)k
k! +Rm+1(x).

(1)

Die Lagrangesche Restglieddarstellung liefert

Rm+1(x) = f (m+1)(ξ)
(m+ 1)! (x− x0)m+1 = eξ

(m+ 1)!(x− x0)m+1, (2)

für ein ξ zwischen x0 und x. Damit gilt∣∣∣∣∣ex − ex0
m∑
k=0

(x− x0)k
k!

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣Tm[f, x0]− ex0

m∑
k=0

(x− x0)k
k!

∣∣∣∣∣ (1)= |Rm+1(x)|

(2)= |x− x0|m+1

(m+ 1)! eξ ≤ |x− x0|m+1

(m+ 1)! emax(x,x0),

da ξ ∈ [x, x0] bzw. ξ ∈ [x0, x] und ex streng monoton wachsend ist.

(b) Für m = 1 gilt T1[f, x0] = ex0 + ex0(x− x0) +R2(x). Setzt man
x0 = αx1 + (1− α)x2, dann ist

ex1 = ex0 + ex0(x1 − x0) +R2(x1) = ex0 + (1− α)(x1 − x2)ex0 +R2(x1)

und analog

ex2 = ex0 + ex0(x2 − x0) +R2(x2) = ex0 − α(x1 − x2)ex0 +R2(x1).

Daraus folgt

αex1 + (1− α)ex2 = αex0 + α(1− α)(x1 − x2)ex0 + αR2(x1)
+ (1− α)ex0 − α(1− α)(x1 − x2)ex0 + (1− α)R2(x2)

= ex0 + αR2(x1) + (1− α)R2(x2)
≥ ex0 ,

weil R2(xi) = eξ

2 (xi − x0)2 ≥ 0, i = 1, 2, und α ∈ [0, 1].
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