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Îäíèì èç âàæíåéøèõ èíñòðóìåíòîâ ïðè èçó÷åíèè ãðóïïû Øåâàëëå òèïà E7

â 56-ìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíàÿ áèêâàäðàòíàÿ ôîðìà è åå
÷àñòè÷íûå ïîëÿðèçàöèè. Ýòó ôîðìó âïåðâûå ïîñòðîèë Ýëè Êàðòàí (äëÿ ïîëÿ
õàðàêòåðèñòèêè 0); âïîñëåäñòâèè åå èçó÷àëè Ãàíñ Ôðåéäåíòàëü, Æàê Òèòñ,
Ðîáåðò Áðàóí, Ìàéêë Àøáàõåð, Áðþñ Êóïåðñòåéí, Òîíè Ñïðèíãåð è äðóãèå,
ñì., â ÷àñòíîñòè, [7, 13, 14, 5, 4, 6, 12] è ñîäåðæàùèåñÿ òàì ññûëêè. Îáû÷íî ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàþò, ÷òî 2 ∈ R∗ � à èíîãäà äàæå 6 ∈ R∗.

Â ýòîé ñòàòüå ìû îïèøåì âñå ÷åòûðåõëèíåéíûå ôîðìû, êîòîðûå ñòàáèëè-
çèðóþòñÿ ãðóïïîé Øåâàëëå G(E7, R) òèïà E7 íàä ïðîèçâîëüíûì êîììóòàòèâ-
íûì êîëüöîì R. Äëÿ ýòîãî ìû ïîñòðîèì ÷åòûðåõëèíåéíóþ íåñèììåòðè÷íóþ

ôîðìó íà ìîäóëå V ($7) áåç îãðàíè÷åíèé íà õàðàêòåðèñòèêó îñíîâíîãî êîëü-
öà R. Áèêâàäðàòíàÿ ôîðìà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ åå ñèììåòðèçàöèåé, ñîâïàäàåò
(ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ) ñ ôîðìîé, ïîñòðîåííîé Êàðòàíîì, â ñëó÷àå ïîëÿ
õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò 2 (ñì. îáñóæäåíèå â [15, 4, 8, 9]).

Ìû íå áóäåì íàïîìèíàòü îïðåäåëåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ãðóïïàìØåâàëëå, ìî-
äóëÿì Âåéëÿ, âûáîðó áàçèñà è ò. ä. Âñå ýòî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [2]. Ïóñòü
g � àëãåáðà Ëè òèïà E8, {α1, . . . , α8} � ïðîñòûå êîðíè, ρ � ñòàðøèé êîðåíü
E8. Êîýôôèöèåíò ïðè ïðîñòîì êîðíå α8 â ðàçëîæåíèè êîðíåé èç E8 ïî áàçèñó
ïðîñòûõ êîðíåé (α8-âûñîòà êîðíÿ) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ −2,−1, 0, 1, 2.
Ýòîò ôàêò îïðåäåëÿåò Z5-ãðàäóèðîâêó íà g:

g = g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0 ⊕ g1 ⊕ g2.

À èìåííî, ïîäïðîñòðàíñòâî g, íàòÿíóòîå íà eα, ïîïàäàåò â gi, åñëè êîýýôèöèåíò
α ïðè α8 ðàâåí i. Êðîìå òîãî, g0 ñîäåðæèò ïîäàëãåáðó Êàðòàíà h.

Çàìåòèì, ÷òî g0 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé àëãåáðû Ëè òèïà E7 è îäíîìåðíî-
ãî àáåëåâîãî ïðîñòðàíñòâà, ëåæàùåãî â ïîäàëãåáðå Êàðòàíà àëãåáðû g. Òàêèì
îáðàçîì, ìû èìååì ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå àëãåáðû Ëè òèïà E7 íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî g1 è, ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå ãðóïïû G(E7, R) íà g1. Ýòî äåéñòâèå
ñîâïàäàåò ñ ðàññìàòðèâàåìûì â [2] äåéñòâèåì G(E7, R) íà âíóòðåííåì ìîäóëå
Øåâàëëå V ($7). Â ÷àñòíîñòè, 56-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî g1 îáëàäàåò áàçèñîì èç
ýëåìåíòàðíûõ êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ eα, ãäå α ïðîáåãàåò êîðíè α8-âûñîòû 1, òî
åñòü, âåñà ïðåäñòàâëåíèÿ V ($7). Â äàëüíåéøåì ìû îòîæäåñòâëÿåì g1 ñ V ($7).
Ñèñòåìó êîðíåé E7 ìû ðàññìàòðèâàåì êàê ïîäìíîæåñòâî êîðíåé â E8 ñ íóëå-
âûì êîýôôèöèåíòîì ïðè ïðîñòîì êîðíå α8. Êðîìå òîãî, ïðîñòðàíñòâà g−2 è
g2 îäíîìåðíû è íàòÿíóòû íà e−ρ è eρ ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ρ � ìàêñèìàëüíûé
êîðåíü E8.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ ìíîæåñòâî âåñîâ ïðåäñòàâëåíèÿ V ($7). Â äàëüíåéøåì
ìû àêòèâíî ïîëüçóåìñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ýëåìåíòû Λ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
êîðíè E8. Ìíîãèå íàøè âû÷èñëåíèÿ îïèðàþòñÿ íà ñòðóêòóðó âåñîâîé äèàãðàì-

ìû íàøåãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ìû ôèêñèðóåì íóìåðàöèþ âåñîâ (ñì. ðèñóíîê); â
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ðàáîòå [2] îíà íàçûâàëàñü åñòåñòâåííîé íóìåðàöèåé. Îòìåòèì, ÷òî âåñîâàÿ
äèàãðàììà V ($7) ñèììåòðè÷íà � ìû íàçûâàåì ñèììåòðè÷íûìè âåñà, äàþ-
ùèå â ñóììå ρ. Ýòà ñèììåòðèÿ îòðàæåíà â íóìåðàöèè: íîìåðà ñèììåòðè÷íûõ
âåñîâ ïðîòèâîïîëîæíû. Âìåñòî −n íàì óäîáíåå ïèñàòü n.

Ïóñòü α, β, γ, δ ∈ Λ. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò [[[[e−ρ, eα], eβ ], eγ ], eδ]. Êîðåíü −ρ
èìååò α8-âûñîòó −2, à α, β, γ, δ � α8-âûñîòó 1. Çíà÷èò, ïîëó÷åííûé ýëåìåíò
ëåæèò â g2 è ïðîïîðöèîíàëåí eρ. Îïðåäåëèì c(α, β, γ, δ) ðàâåíñòâîì

[[[[e−ρ, eα], eβ ], eγ ], eδ] = c(α, β, γ, δ)eρ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî c(α, β, γ, δ) ∈ Z. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ÷åòâåðîê âåñîâ
α, β, γ, δ ïîëîæèì c(α, β, γ, δ) = 0. Íàáîð êîýôôèöèåíòîâ c(α, β, γ, δ) îïðåäå-
ëÿåò ÷åòûðåõëèíåéíóþ ôîðìó q íà V ($7): ïîëîæèì

q(u, v, w, z) =
∑

α,β,γ,δ∈Λ

c(α, β, γ, δ)uαvβwγzδ.

Ðàññìîòðåâ ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ u, v, w, z ïî áàçèñó eα, ïîëó÷àåì, ÷òî

(1) [[[[e−ρ, u], v], w], z] = q(u, v, w, z)eρ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷åòâåðêà âåñîâ (α, β, γ, δ) òàêîâà, ÷òî c(α, β, γ, δ) 6= 0, òî
α+ β + γ + δ = 2ρ. Åñëè ñðåäè âåñîâ α, β, γ, δ åñòü ñèììåòðè÷íûå, íàçîâåì òà-
êóþ ÷åòâåðêó âûðîæäåííîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü ÷åòâåðêó
âåñîâ ñ ñóììîé 2ρ íåâûðîæäåííîé. Âûðîæäåííûå è íåâûðîæäåííûå ÷åò-
âåðêè âìåñòå äàþò âñå ÷åòâåðêè ñ ñóììîé âåñîâ 2ρ; èõ ìû áóäåì íàçûâàòü
çíà÷èòåëüíûìè. Íàêîíåö, ÷åòâåðêè ñ ñóììîé âåñîâ, îòëè÷íîé îò 2ρ, íàçîâåì
íåçíà÷èòåëüíûìè.

Ââåäåì åùå îäèí èíâàðèàíò íà V � áèëèíåéíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó.
Äëÿ äâóõ âåñîâ α, β ∈ Λ ðàññìîòðèì êîììóòàòîð [eα, eβ ]. Ïîñêîëüêó ñðåäè âåñîâ
Λ íåò ïðîòèâîïîëîæíûõ, ýòî êîììóòàòîð ðàâåí N(α, β), åñëè α + β ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì, è 0 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (ñì. [16]). Íî α, β � êîðíè α8-âûñîòû
1, ïîýòîìó èõ ñóììà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì òîëüêî â ñëó÷àå β = ρ − α, òî åñòü
α, β � ïðîòèâîïîëîæíûå âåñà íà âåñîâîé äèàãðàììå V ($7). Ïðè ýòîì N(α, ρ−
α) = N(−ρ, α). Ïîëîæèì c′(α, β) = N(α, β) â ñëó÷àå α + β = ρ è c′(α, β) = 0
äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïàð âåñîâ (α, β). Íàáîð êîýôôèöèåíòîâ c′(α, β) îïðåäåëÿåò
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áèëèíåéíóþ ôîðìó h íà V :

h(u, v) =
∑

α,β∈Λ

c′(α, β)uαvβ .

Â áåñêîîðäèíàòíîé çàïèñè ýòà ôîðìà çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

[u, v] = h(u, v)eρ.

Â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ðàçëîæèâ u, v ïî áàçèñó eα. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
α + β = ρ, òî c′(α, β) = N(α, β) = −N(β, α) = −c′(β, α), ïîýòîìó ôîðìà h
ñèìïëåêòè÷íà.

Òåîðåìà 1. Ôîðìû q è h èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ G(E7, R) íà
ìîäóëå V = V ($7). Èíûìè ñëîâàìè,

q(u, v, w, z) = q(gu, gv, gw, gz), h(u, v) = h(gu, gv)

äëÿ âñåõ u, v, w, z ∈ V , g ∈ G(E7, R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå g ∈ G(E7, R), u, v, w, z ∈ V è ïðèìå-
íèì g ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà 1:

[[[[ge−ρ, gu], gv], gw], gz] = q(u, v, w, z)geρ,

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäñòàâëÿÿ â òî æå ðàâåíñòâî âåêòîðû gu, gv, gw, gz âìåñòî
u, v, w, z ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì, ÷òî

[[[[e−ρ, gu], gv], gw], gz] = q(gu, gv, gw, gz)eρ.

Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ge−ρ = e−ρ è geρ = eρ,
ïîëó÷àåì q(u, v, w, z) = q(gu, gv, gw, gz), ÷òî è îçíà÷àåò èíâàðèàíòíîñòü q. Äëÿ
áèëèíåéíîé ôîðìû h äîêàçàòåëüñòâî ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî. �

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó íàñ åñòü ñëåäóþùèé çàïàñ èíâàðèàíòíûõ ÷åòûðåõëèíåé-
íûõ ôîðì íà V : q(u, v, w, z), h(u, v)h(w, z), h(u,w)h(v, z), h(u, z)h(v, w) è âñå èõ
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç R. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäà-
åò, ÷òî äðóãèõ èíâàðèàíòíûõ ÷åòûðåõëèíåéíûõ ôîðì íà V íåò.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü F � ÷åòûðåõëèíåéíàÿ ôîðìà íà V , èíâàðèàíòíàÿ îòíî-

ñèòåëüíî äåéñòâèÿ E(E7, R); òî åñòü, îòîáðàæåíèå F : V × V × V × V → R
òàêîå, ÷òî

F (gu, gv, gw, gz) = F (u, v, w, z)

äëÿ âñåõ u, v, w, z ∈ V è g ∈ E(E7, R). Òîãäà ñóùåñòâóþò c1, c2, c3, c4 ∈ R
òàêèå, ÷òî

F (u, v, w, z) = c1q(u, v, w, z)+ c2h(u, v)h(w, z)+ c3h(u,w)h(v, z)+ c4h(u, z)h(v, w)

äëÿ âñåõ u, v, w, z ∈ V .

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ àëãåáð Ëè áûëà íåçàâèñèìî äîêàçàíà â [10].
Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ñòàòüè ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2 Îáîçíà÷èì

ôèãóðèðóþùèå â ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû ÷åòûðåõëèíåéíûå ôîðìû:

h12(u, v, w, z) = h(u, v)h(w, z),

h13(u, v, w, z) = h(u,w)h(v, z),

h14(u, v, w, z) = h(u, z)h(v, w).

Èç îïèñàíèÿ ôîðì h è q ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåçíà÷èòåëüíîé ÷åòâåðêè
(α, β, γ, δ) çíà÷åíèå ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôîðì q, h12, h13, h14 íà ÷åò-
âåðêå âåêòîðîâ (eα, eβ , eγ , eδ) ðàâíî 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ+ ìíîæåñòâî êîðíåé â E7 ñ êîýôôèöèåíòîì 1 ïðè α7.
Ïóñòü ϕ ∈ E7. Îáîçíà÷èì Rϕ = {α ∈ Λ | α + ϕ ∈ Λ} � ìíîæåñòâî ¾ïðàâûõ
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êîíöîâ¿ âñåõ ðåáåð âåñîâîãî ãðàôà, ïîìå÷åííûõ êîðíåì ϕ. Ýòè ìíîæåñòâà ëåã-
êî èçâëå÷ü èç òàáëèö ðàáîòû [2]; íàïðèìåð, ýòî â òî÷íîñòè íîìåðà ñòîëáöîâ
íåíóëåâûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â êîðíåâûõ ýëåìåíòàõ eϕ.

Ëåììà 1. Ïóñòü β, γ ∈ Λ\{ρ−ω}. Òîãäà íàéäåòñÿ ϕ ∈ Σ+ \{α7} òàêîé, ÷òî
β + ϕ /∈ Λ è γ + ϕ /∈ Λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîãî ϕ íå íàøëîñü; òî åñòü, äëÿ âñÿêîãî
ϕ ∈ Σ+ \ {α7} õîòÿ áû îäíà èç äâóõ ñóìì β +ϕ, γ +ϕ ëåæèò â Λ, òî åñòü. õîòÿ
áû îäèí èç âåñîâ β, γ ëåæèò â Rϕ. Ïîñìîòðèì íà íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ Rϕ:

R0000110
0

= {3, 19, 22, 25, 28, 27, 23, 20, 17, 15, 13, 1},

R0111110
0

= {7, 19, 25, 28, 26, 23, 18, 15, 12, 10, 6, 1},

R1122110
1

= {15, 22, 26, 24, 21, 16, 14, 11, 9, 7, 3, 1},

R1232210
2

= {26, 27, 20, 17, 15, 13, 8, 7, 5, 4, 2, 1},

R1343210
2

= {22, 18, 15, 12, 10, 8, 6, 5, 4, 3, 2, 1}

Îäèí èç âåñîâ β, γ îáÿçàí ëåæàòü õîòÿ áû â òðåõ èç ýòèõ ïÿòè ïîäìíîæåñòâ;
íî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ òðåõ èç íèõ ðàâíî ëèáî {1}, ëèáî
{1, 15}. Ïî óñëîâèþ ýòî íå ìîæåò áûòü 1, ïîýòîìó β = 15 èëè γ = 15. Ïóñòü,
ñêàæåì, β = 15. Ïîñìîòðèì òåïåðü íà ïîäìíîæåñòâà

R0001110
0

= {4, 19, 22, 25, 26, 24, 23, 20, 14, 12, 11, 1},

R1111110
1

= {10, 22, 25, 27, 24, 20, 16, 13, 11, 7, 5, 1},

R1122110
1

= {15, 22, 26, 24, 21, 16, 14, 11, 9, 7, 3, 1},

R1243210
2

= {25, 21, 17, 14, 10, 9, 8, 7, 4, 3, 2, 1}.

Íè îäíî èç íèõ íå ñîäåðæèò 15, ïîýòîìó γ äîëæíî ëåæàòü â êàæäîì èç íèõ,
íî èõ ïåðåñå÷åíèå ðàâíî {1}. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî. �

Ëåììà 2. Ïóñòü ϕ ∈ E7 è α′, β′, γ′, δ′ ∈ Λ � òàêèå âåñà, ÷òî α′ − ϕ ∈ Λ.
β′ + ϕ /∈ Λ, γ′ + ϕ /∈ Λ, δ′ + ϕ /∈ Λ. Òîãäà F (eα, eβ , eγ , eδ) = 0 äëÿ ëþáîé

ïåðåñòàíîâêè (α, β, γ, δ) ÷åòâåðêè (α′, β′, γ′, δ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå äëÿ òîæäåñòâåííîé ïå-
ðåñòàíîâêè, ïåðåéäÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ê äðóãîé èíâàðèàíòíîé ôîðìå F . Âîçü-
ìåì ξ ∈ R. Òîãäà

F (eα−ϕ, eβ , eγ , eδ) = F (xϕ(ξ)eα−ϕ, xϕ(ξ)eβ , xϕ(ξ)eγ , xϕ(ξ)eδ)

= F (eα−ϕ ± ξeα, eβ , eγ , eδ)

= F (eα−ϕ, eβ , eγ , eδ)± ξF (eα, eβ , eγ , eδ).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ξ = 1 ïîëó÷àåì F (eα, eβ , eγ , eδ) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Ëåììà 3. Åñëè F òàêàÿ, êàê â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, òî F (eα, eβ , eγ , eδ) = 0
äëÿ ëþáîé íåçíà÷èòåëüíîé ÷åòâåðêè (α, β, γ, δ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè F (eα, eα, eβ , eγ) 6= 0, òî β = γ =
ρ − α. Ãðóïïà W (E7) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå âåñîâ Λ, ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé α = ω � ñòàðøèé âåñ. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà,
÷òî íè β, íè γ íå ðàâíû ρ− ω. Ïî ëåììå 1 íàéäåòñÿ òàêîé ϕ ∈ Σ+ \ {α7}, ÷òî
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β+ϕ /∈ Λ è γ+ϕ /∈ Λ. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ω−ϕ ∈ Λ è ω+ϕ /∈ Λ. Ïî ëåììå 2
äëÿ ÷åòâåðêè âåñîâ (ω, ω, β, γ) è êîðíÿ ϕ ïîëó÷àåì, ÷òî F (eω, eω, eβ , eγ) = 0.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ β = ρ − ω èëè γ = ρ − ω. Äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè ðàññìîòðèì ïåðâûé èç ýòèõ âàðèàíòîâ. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè
F (eω, eω, eρ−ω, eγ) = 0, òî γ = ρ − ω. Ïóñòü äëÿ íà÷àëà γ 6= ω è γ 6= ρ − ω.
Òîãäà íàéäåòñÿ êîðåíü ϕ ∈ E7, êîýôôèöèåíò êîòîðîãî ïðè α7 ðàâåí 0, äëÿ êî-
òîðîãî γ−ϕ ∈ Λ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå óäàëåíèÿ ðåáåð, ïîìå÷åííûõ 7, âåñîâàÿ
äèàãðàììà ðàñïàäàåòñÿ íà 4 êóñêà, è ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ γ ëåæèò â
êóñêå èç 27 âåðøèí. Ïî ëåììå 2 äëÿ ÷åòâåðêè âåñîâ (γ, ω, ω, ρ − ω) è êîðíÿ ϕ
ïîëó÷àåì F (eω, eω, eρ−ω, eγ) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé β = ρ− ω, γ = ω. Íî òîãäà ìîæíî ïðèìåíèòü
ëåììó 2 ê ÷åòâåðêå (ρ−ω, ω, o, γ) è êîðíþ α7, è ïîëó÷èòü F (eω, eω, eρ−ω, eγ) = 0.

Ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè àðãóìåíòîâ ôîðìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìû äîêàçàëè
ñëåäóþùèé ôàêò: åñëè F (eα, eβ , eγ , eδ) = 0 è õîòÿ áû äâà èç êîðíåé α, β, γ, δ
ñîâïàäàþò, òî èõ ðîâíî äâà, è îñòàâøèåñÿ äâà èì ñèììåòðè÷íû. Â ýòîì ñëó÷àå,
î÷åâèäíî, ÷åòâåðêà α, β, γ, δ ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñðåäè α, β, γ, δ åñòü äâà ñèììåòðè÷íûõ âåñà
è F (εα, eβ , eγ , eδ) 6= 0. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äðóãèå äâà òîæå ñèììåòðè÷íû.
Äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî β = ρ−α. Êàê è âûøå, ìîæíî ïîäåéñòâîâàòü ýëåìåíòîì
ãðóïïû Âåéëÿ W (E7) è ñ÷èòàòü, ÷òî α = ω. Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ðàçíîñòü α − γ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì (òî åñòü, ðàññòîÿíèå ìåæäó α è γ ðàâíî 1;
èíà÷å, ðàçíîñòü β − γ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, è ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè α è β.
Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïîäåéñòâîâàòü ýëåìåíòîì ãðóïïû Âåéëÿ W (E6) è ñ÷èòàòü,
÷òî γ = ω − α7 (W (E6) îñòàâëÿåò α è β íà ìåñòàõ è òðàíçèòèâíî ïåðåñòàâëÿåò
âåñà íà ðàññòîÿíèè 1 îò ω). Èòàê, ìû ïðèøëè ê ÷åòâåðêå (ω, ρ − ω, ω − α7, δ).
Ïîïûòàåìñÿ íàéòè êîðåíü ϕ ∈ E7, äëÿ êîòîðîãî ω + ϕ, ρ − ω + ϕ, ω − α7 +
ϕ íå ÿâëÿþòñÿ âåñàìè, à δ − ϕ � ÿâëÿåòñÿ. Åñëè òàêîé êîðåíü íàéäåòñÿ, òî
ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 2 ê âåñàì (δ, ω, ρ−ω, ω−α7) è êîðíþ ϕ, ÷òî äàñò íàì
F (eω, eρ−ω, eω−α7 , eδ) = 0. Ëåãêî äîáèòüñÿ ω+ϕ /∈ Λ è ρ−ω+ϕ /∈ Λ; äîñòàòî÷íî
âûáèðàòü êîðíè ñ íóëåâûì êîýôôèöèåíòîì ïðè α7. Îñòàëèñü óñëîâèÿ ω−α7+
ϕ /∈ Λ è δ − ϕ ∈ Λ. Åñëè âûáèðàòü ϕ ïîëîæèòåëüíûì, òî ïåðâîå óñëîâèå áóäåò
âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàê ìîæíî ñäåëàòü âñåãäà, êðîìå
òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà îò δ íåêóäà ¾äâèãàòüñÿ âïðàâî¿, òî åñòü, δ = 19 èëè δ = 2.
(íàïîìèíàåì, ÷òî ìû óæå èñêëþ÷èëè ñëó÷àé ðàâåíñòâà äâóõ âåñîâ èç α, β, γ, δ).
Íî â ñëó÷àå δ = 19 ïîäõîäèò ϕ = −α1. Ñòàëî áûòü, îñòàåòñÿ òîëüêî δ = 2, òî
åñòü, γ è δ ñèììåòðè÷íû, ÷òî íàì è íóæíî.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäè α, β, γ, δ íåò íè îäèíàêîâûõ, íè ñèì-
ìåòðè÷íûõ âåñîâ. Ëþáûå äâà âåñà, ñòàëî áûòü, îáðàçóþò óãîë π/3 èëè π/2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêèå-òî äâà èç íèõ îáðàçóþò óãîë π/3, òî åñòü, íàõîäÿòñÿ
íà ðàññòîÿíèè 1. Ïîñëå äåéñòâèÿ ãðóïïû Âåéëÿ è ïåðåñòàíîâêè àðãóìåíòîâ, êàê
âûøå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α = ω, δ = ω−α7. Ïî ëåììå 1 íàéäåòñÿ ϕ ∈ Σ+\{α7}
òàêîé, ÷òî β+ϕ /∈ Λ è γ+ϕ /∈ Λ. Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì ω−ϕ ∈ Λ è ω−α7+ϕ /∈ Λ.
Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 2 ê ÷åòâåðêå (ω, β, γ, ω−α7) è êîðíþ ϕ, îòêóäà
F (eω, eβ , eγ , eω−α7) = 0.

Îñòàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà α, β, γ, δ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, íî èç ýòîãî
íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî îíè îáðàçóþò çíà÷èòåëüíóþ ÷åòâåðêó (ñì., íàïðèìåð,
[11, Corollary 1.4]). �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Âûáåðåì ôèêñèðîâàííóþ íåâûðîæäåííóþ ÷åòâåð-
êó âåñîâ, ñêàæåì, (1, 2, 19, 16). Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî
q(e1, e2, e19, e16) = 1. Ïîëîæèì c1 = F (e1, e2, e19, e16) è çàìåíèì ôîðìó F íà
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F − c1q; ïîëó÷èì ôîðìó, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ òåîðåìû, çíà÷åíèå êîòî-
ðîé íà ÷åòâåðêå (e1, e2, e19, e16) ðàâíî 0. Äîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé ôîðì h12, h13 è h14.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî åñëè ÷åòâåðêà âåñîâ (α, β, γ, δ) íåâûðîæäåííàÿ, òî
F (eα, eβ , eγ , eδ) = 0. Ìû çíàåì, ÷òî F ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 äëÿ îäíîé íåâû-
ðîæäåííîé ÷åòâåðêè, è î÷åâèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî 0 ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äåéñòâèè
ãðóïïû Âåéëÿ E7. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáóþ íåâûðîæäåííóþ ÷åòâåðêó ìîæíî ïå-
ðåâåñòè â íàøó. Äåéñòâèòåëüíî, ãðóïïà Âåéëÿ òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà Λ,
ïîýòîìó ïåðâûé ýëåìåíò ÷åòâåðêè ìîæíî ïåðåâåñòè â ñòàðøèé âåñ (ñ íîìåðîì
1). Îñòàâøèåñÿ òðè âåñà îðòîãîíàëüíû åìó, ïîýòîìó íàõîäÿòñÿ ñðåäè 27 âåñîâ
íà ðàññòîÿíèè 2 îò ñòàðøåãî âåñà. Íî ýòè âåñà îáðàçóþò âåñîâóþ äèàãðàì-
ìó 27-ìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ E6, ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ ãðóïïû W (E7)
íà ïîäãðóïïó W (E6) íà ýòîé äèàãðàììå ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì äåéñòâè-
åì W (E6) íà âåñàõ ìèíèìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ýòè
òðè âåñà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, îíè îáðàçóþò òðèàäó, è õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî ìíîæåñòâî òðèàä îáðàçóåò îäíó îðáèòó ïîä äåéñòâèåì W (E6) (ñì., íàïðè-
ìåð, [3, 1]). Ïîýòîìó íàøó òðèàäó ìîæíî ïåðåâåñòè â ôèêñèðîâàííóþ (2, 19, 16),
íå òðîãàÿ ïåðâûé âåñ. Ñòàëî áûòü, F = 0 íà âñåõ íåâûðîæäåííûõ ÷åòâåðêàõ.

Ïîëîæèì òåïåðü

c2 = F (e1, e1, e2, e2),

c3 = F (e1, e2, e1, e2),

c4 = F (e1, e2, e2, e2).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî h12, h13, h14 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 èëè 0 íà ýòèõ ÷åòâåð-
êàõ òàê, ÷òî ðàçíîñòü F − c2h12 − c3h13− c4h14 ðàâíà 0 íà ýòèõ òðåõ ÷åòâåðêàõ.
Çàìåíèì F íà ýòó ðàçíîñòü è äîêàæåì, ÷òî ôîðìà F âåçäå ðàâíà 0. Ìû óæå
çíàåì, ÷òî F ðàâíà 0 íà íåçíà÷èòåëüíûõ è íà íåâûðîæäåííûõ ÷åòâåðêàõ.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ëþáóþ âûðîæäåííóþ ÷åòâåðêó âèäà (1, 1, β, ρ−β)
ïðè {β, ρ−β} 6= {1, 1} ìîæíî äåéñòâèåì ãðóïïû Âåéëÿ W (E6) ïðèâåñòè ê âèäó
(1, 1, 2, 2) èëè ê âèäó (1, 1, 16, 16). Äåéñòâèòåëüíî,W (E6) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò
íà êóñêàõ, ïîëó÷àþùèõñÿ èç âåñîâîé äèàãðàììû óäàëåíèåì ðåáåð, ïîìå÷åííûõ
7, è âåñà β, ρ− β îêàçûâàþòñÿ â äâóõ ðàçíûõ êóñêàõ ðàçìåðîì ïî 27 âåñîâ. Íî

äëÿ ξ ∈ R è ϕ = 2343210
2

èìååì

F (e1, e1, e2, e16) = F (xϕ(ξ)e1, xϕ(ξ)e1, xϕ(ξ)e2, xϕ(ξ)e16)

= F (e1, e1 + ξe19, e2 + ξe16, e16 + ξe2) + ξF (e1, e19, e2, e16)

+ ξF (e1, e1, e16, e16) + ξF (e1, e1, e2, e2) + . . .

(Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì ôàêòîì, ÷òî ϕ � ìàêñèìàëüíûé êîðåíü E7

è âñå çíàêè äåéñòâèÿ äëÿ xϕ(ξ), òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèòåëüíû. Äàëüíåéøèå
ñëàãàåìûå îòâå÷àþò íåçíà÷èòåëüíûì ÷åòâåðêàì è ïîýòîìó ðàâíû 0. Êðîìå òî-
ãî, ïîñëåäíåå âûïèñàííîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíî 0 ïî óñëîâèþ, à
F (e1, e19, e2, e16) = 0, ïîñêîëüêó îòâå÷àåò íåâûðîæäåííîé ÷åòâåðêå. Ïîýòîìó
F (e1, e1, e16, e16) = 0. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ëþáàÿ ÷åòâåðêà âåñîâ âèäà (1, 1, β, ρ−
β) ñ {β, ρ−β} 6= {1, 1}. ïðèâîäèòñÿ ê îäíîé èç äâóõ ÷åòâåðîê ñ íóëåâûì çíà÷åíè-
åì ôîðìû. Çíà÷èò, F ðàâíî íóëþ íà âñåõ ÷åòâåðêàõ òàêîãî âèäà. Ïåðåñòàâëÿÿ
àðãóìåíòû â ýòîì ðàññóæäåíèè ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå F íà ÷åòâåðêàõ âèäà
(1, β, 1, ρ− β) è (1, β, ρ− β, 1) òàêæå ðàâíî 0. Íî ëþáàÿ âûðîæäåííàÿ ÷åòâåðêà
áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ âåñîâ ïðèâîäèòñÿ ê òàêîé äåéñòâèåì ãðóïïû Âåéëÿ: äîñòà-
òî÷íî ïåðâûé âåñ ïåðåâåñòè â ñòàðøèé.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü âûðîæäåííûå ÷åòâåðêè ñ ïîâòîðÿþùèìèñÿ âåñàìè.
Âîçüìåì ëþáîé âåñ α ∈ Λ. Î÷åâèäíî, ÷òî íàéäåòñÿ ïðîñòîé èëè îòðèöàòåëüíûé
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ïðîñòîé êîðåíü ϕ òàêîé, ÷òî α − ϕ ÿâëÿåòñÿ âåñîì. Òîãäà âñå çíàêè äåéñòâèÿ
äëÿ xϕ(ξ) ðàâíû 1 è, çíà÷èò,

F (eα, eρ−α, eα−ϕ, eρ−α)

= F (xϕ(ξ)eα, xϕ(ξ)eρ−α, xϕ(ξ)eα−ϕ, xϕ(ξ)eρ−α)

= F (eα, eρ−α + ξeρ−α+ϕ, eα−ϕ + ξeα, eρ−α + ξeρ−α+ϕ)

= F (eα, eρ−α, eα−ϕ, eρ−α) + ξF (eα, eρ−α+ϕ, eα−ϕ, eρ−α)

+ ξF (eα, eρ−α, eα, eρ−α) + ξF (eα, eρ−α, eα−ϕ, eρ−α+ϕ) + . . .

Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ðàâíû 0. Âòîðîå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè
òàêæå ðàâíû 0, ïîñêîëüêó îòâå÷àþò âûðîæäåííûì ÷åòâåðêàì áåç ïîâòîðÿþ-
ùèõñÿ âåñîâ. Çíà÷èò, F (eα, eρ−α, eα, eρ−α) = 0. Ïîâòîðÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå ñ
ðàçëè÷íûìè ïåðåñòàíîâêàìè àðãóìåíòîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå F è íà âñåõ
âûðîæäåííûõ ÷åòâåðêàõ ñ ïîâòîðÿþùèìèñÿ âåñàìè ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó F
âåçäå ðàâíà 0, è òåîðåìà äîêàçàíà. �
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