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Aufgabe 1
Seien V,W normierte R-Vektorräume und sei L(V,W ) der R-Vektorraum der beschränkten
(äquivalent: stetigen) linearen Abbildungen f : V →W , versehen mit der zugehörigen Opera-
tornorm ‖ · ‖L, gegeben durch

‖f‖L := sup
‖v‖≤1

‖f(v)‖ .

Zeigen Sie, dass für alle f ∈ L(V,W ) und alle v ∈ V die Ungleichung

‖f(v)‖ ≤ ‖f‖L · ‖v‖

gilt. Beweisen Sie auch die Identität

‖f‖L = sup
‖v‖=1

‖f(v)‖ .

Aufgabe 2 (Linearität der Ableitung)
Sei U ⊂ Rn offen und seien f, g : U → R

m in x0 ∈ U (total) differenzierbar. Zeigen Sie, dass
dann für α, β ∈ R auch αf + βg : U → Rm in x0 (total) differenzierbar ist mit

D(αf + βg)(x0) = αDf(x0) + βDg(x0) .

Aufgabe 3
Beweisen Sie die Produktregel für partiell differenzierbare Funktionen f, g : U → R, wobei
U ⊂ Rn offen:

grad(f · g) = g · grad f + f · grad g .

Aufgabe 4
Zeigen Sie, dass die euklidische Norm f : Rn → R, x 7→ ‖x‖, in Rn \ {0} stetig partiell
differenzierbar ist mit

∂f

∂xi
(x) =

xi
f(x)

,

also grad f(x) = x
f(x) . Ist f auch partiell differenzierbar im Ursprung?



Aufgabe 5 (Laplace-Operator in Polarkoordinaten)
Es sei p : R∗+ × R → R

2 gegeben durch p(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ). Sei weiter U ⊂ R2 offen
und sei u : U → R zweimal stetig partiell differenzierbar. Zeigen Sie, dass auf der offenen (!)
Menge p−1(U) die Gleichung

(∆u) ◦ p =
∂2(u ◦ p)
∂r2

+
1

r

∂(u ◦ p)
∂r

+
1

r2
∂2(u ◦ p)
∂ϕ2

gilt, wobei

∆ :=
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22

der Laplace-Operator ist, also

∆u :=
∂2u

∂x21
+
∂2u

∂x22
.

Hinweis. Kettenregel und Vertauschungssatz für zweimal stetig partiell differenzierbare Abbil-
dungen.


