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Aufgabe 1
Trigonalisieren Sie (falls möglich) die Matrix

A =


3 0 −2 0
−2 0 1 0
2 1 0 0
0 0 0 −1

 ∈ M4(R) .

(3 Punkte)

Aufgabe 2
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit dimV = n ≥ 1 und sei f ein Endomor-
phismus von V mit charakteristischem Polynom

χf = (−1)n(X − α1)
m1 · . . . · (X − αr)

mr

mit r ≥ 1, paarweise verschiedenen αi ∈ K und gewissen mi ≥ 1.

(a) Zeigen Sie, dass für die Haupträume

Ui = Kern(f − αiidV )mi

gilt
dimUi = mi .

(b) Zeigen Sie außerdem, dass für alle 1 ≤ i ≤ r und alle m ≥ mi gilt

Kern(f − αiidV )mi = Kern(f − αiidV )m .

(c) Setze für 1 ≤ i ≤ r

di := min{l | Kern(f − αiidV )l = Kern(f − αiidV )l+1} .

Zeigen Sie, dass gilt 1 ≤ di ≤ mi und

Ui = Kern(f − αiidV )di .

(d) Zeigen Sie, dass für das Minimalpolynom µf von f gilt

µf | (X − α1)
d1 · . . . · (X − αr)

dr ,

Hinweis. Teil (a): Wir wissen, dass gilt dimU1 + . . .+ dimUr = n und m1 + . . .+mr = n. Teil
(d): Tatsächlich gilt sogar Gleichheit. Das soll hier aber nicht gezeigt werden.

(3+2+1+2 Punkte)



Aufgabe 3
Bestimmen Sie die Haupträume der folgenden Matrizen (sofern das charakteristische Polynom
über dem angegebenen Körper vollständig in Linearfaktoren zerfällt):

(a)

A =


1 4 2 1
0 1 2 −1
0 0 1 −3
0 0 0 −1

 ∈ M4(R) .

(b)

A =


2 3 3 1 8
0 2 7 2 8
0 0 2 5 4
0 0 0 −1 −4
0 0 0 0 −1

 ∈ M5(Q) .

(2+2 Punkte)

Aufgabe 4
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit dimV = n ≥ 1 und sei f ein Endomor-
phismus von V . Gegeben sei eine echt aufsteigende Kette der Form

{0} ( Kern(f) ( Kern(f2) ( Kern(f3) ( · · · ( Kern(fd) ,

wobei d ≥ 1 (und notwendig d ≤ n). Zeigen Sie, dass für beliebige v ∈ Kern(fd) \Kern(fd−1)
gilt:

(a) fk(v) ∈ Kern(fd−k) \Kern(fd−k−1) für alle 0 ≤ k ≤ d− 1.

(b) Die Vektoren
v, f(v), f2(v), . . . , fd−1(v)

sind linear unabhängig.

(Insbesondere ist V also f -zyklisch ist, falls es eine solche Kette mit d = n gibt.)

(1+2 Punkte)

Abgabe bis Donnerstag, 22.11.2018, 10.00 Uhr, in den Postfächern der Tutoren
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