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Blatt 14 (Ohne Wertung – Klausurübungen)

Aufgabe 1
Sei V ein C-Vektorraum und sei h eine Sesquilinearform auf V . Für alle x ∈ V schreibe man
h(x) := h(x, x). Zeigen Sie, dass für alle x, y ∈ V gilt:

h(x, y) =
1

4

(
h(x + y)− h(x− y) + ih(x + iy)− ih(x− iy)

)
.

Die Funktion h ist also durch ihre Wirkung auf Diagonalelementen (x, x) (wobei x ∈ V )
eindeutig bestimmt.

Aufgabe 2
Sei V := Mn(C). Zeigen Sie, dass durch

(A,B) 7→ 〈A,B〉 :=
1

n
Spur(AB∗) ,

wobei B∗ = B
t
, ein Skalarprodukt des C-Vektorraums V gegeben ist.

Aufgabe 3
Sei V ein endlich-dimensionaler unitärer Vektorraum und sei U ⊂ EndC(V ) die Menge aller
selbstadjungierten Endomorphismen.

(a) Zeigen Sie, dass U ein Teilraum des R-Vektorraums EndC(V ) ist und bestimmen Sie die
Dimension von U über R.

(b) Zeigen Sie, dass U kein Teilraum des C-Vektorraums EndC(V ) ist.

Aufgabe 4
Zeigen Sie, dass auf dem R-Vektorraum V = C([0, 1]) der stetigen reellwertigen Funktionen
f : [0, 1]→ R auf dem kompakten Intervall [0, 1] durch

q(f) :=

∫ 1

0
f2(x)dx

eine positiv definite quadratische Form gegeben ist. Wie lautet die Fortsetzung von q zu einer
symmetrischen Bilinearform auf V (also mit q(f, f) = q(f)) explizit? Zeigen Sie, dass für
n ≥ 1 die Funktionen f0, . . . , fn−1 ∈ V , gegeben durch fi(x) = xi, linear unabhängig sind und
bestimmen Sie die Strukturmatrix von q, eingeschränkt auf die n-dimensionale lineare Hülle
der f0, . . . , fn−1, bzgl. genau dieser Basis. Wenden Sie schließlich das Schmidtsche Verfahren
an, um eine Orthonormalbasis der 3-dimensionalen linearen Hülle 〈f0, f1, f2〉 zu bestimmen.

Aufgabe 5
Sei (V, q) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei f ∈ O(V, q). Zeigen Sie,
dass f nur die Eigenwerte ±1 haben kann.


