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In dieser Untersuchung werden fiir Chevalley-Gruppen iiber dem
Polynomring in einer Unbestimmten iiber einem Korper explizite
Prasentationen angegeben. Hauptresultat ist dabei der Nach-
weis, dafBl eine fasteinfache Chevalley-Gruppe vom Rang grifler
als zwei endlich prédsentierbar ist, wenn der Konstantenkorper
endlich ist (Korollar zu Satz 2). Dies ist im Fall einer
Gruppe vom Rang eins falsch; von Nagao ist gezeigt worden, daB
die Gruppe nicht einmal endlich erzeugt ist [6]. Von fast-
einfachen Gruppen vom Rang zwei ist leicht zu sehen, daBl sie
endlich erzeugt sind, dagegen lassen wir die Frage offen, ob

diese Gruppen auch endlich prédsentierbar sind.

Etwas allgemeiner l1ld0t sich fragen, unter welchen Voraussetzun-
gen arithmetische Gruppen in Chevalley~Gruppen iiber globalen
Funktionenkdorpern endlich prédsentiert sind (im Zahlkorperfall
ist dies stets richtig, wie von Behr gezeigt worden ist [1]).
Hierzu war bis vor kurzem das Resultat von Nagao das einzige
Ergebnis, neuerdings ist jedoch von anrelbrink gezeigt wor-
den, daB fasteinfache Chevalley-Gruppen vom Rang gréBer als
eins iiber k[t,t—I] endlich présentiert sind (ausgenommen
eventuell der Typ Gz), wenn k endlich ist [4], ferner be-

wies Stuhler die endliche Pridsentierbarkeit fiir die SL2 im

Fall eines globalen Funktionenringes mit mehr als zwei unend-
lichen Primstellen, fiir den Fall zweier unendlicher Primstel-
len wurde gezeigt, daB die SL2 zwar endlich erzeugt, aber
nicht endlich prisentierbar ist [14].

Unser Beweis verliduft folgendermaBen: Zunidchst werden aus einem
Resultat von Soulé [9] unendliche Pridsentationen fiir Chevalley-
Gruppen bei beliebigem Konstantenkdrper hergeleitet (Satz 1),
wobei sich als Nebenresultat die Verallgemeinerung des aus der
algebraischen K-Theorie bekannten Resultates Kz(k[t]) = Kz(k)

auf die beliebigen Chevalley-Gruppen zugeordneten Funktoren



ergibt (Korollar zu Satz 1). AnschlieBend wird durch expli-
zite Rechnung gezeigt, da im Fall fasteinfacher Gruppen vom
Rang grofer als zwei die Prdsentationen sich auf solche reduzieren
lassen, deren Parameter Polynome beschridnkten Grades sind
(Satz 2). Diese Rechnung wird sogar in der zugehorigen Stein-
berg-Gruppe durchgefiihrt; dabei ist die Rangbedingung jedoch
duBerst wesentlich, von ihr wird stidndig Gebrauch gemacht. -

Fiir den Fall eines endlichen Konstantenkorpers folgt dann
die endliche Prisentierbarkeit der betreffenden Chevalley-

und der zugehorigen Steinberg-Gruppen.

Es sei k ein Korper, ¢ ein irreduzibles, reduziertes Wur-
zelsystem (im Sinne von [2]) vom Rang rg & > 1, G ein
einfach zusammenhingendes Chevalley-Gruppenschema vom Typ &
iiber k. K = k(t) bzw. R = k[t] seien der Kdrper der ratio-
nalen bzw. der Ring der ganzen Funktionen iiber k. Fir o« € &,
u € K seien Elemente xa(u) € G(K) und, falls u # O, wa(u),

ha(u) € G(K) definiert wie in [12]. Nach [13, Th.18,Cor.3]
wird die Gruppe G = G(R) erzeugt durch {xa(u)|a € &, u € Rj.

In G gelten die folgenden Relationen fir gq,a'€ ¢, u,v € R[IZ]:

() x_(u)x (v) = x (usv)
() [x, (W),x ()] = Mxy oou(eyy ulv?)  (ava'$0)
(5') w (Vx (@) (V)7 = x_ (v %) (vex*)

(c) h (a)h,(v) = b (uv) (u,vex®),

dabei ist - in (B) - [x,y] = xyx-1y-1 fiir x,y € G, sind

die cij a,a gewisse von u,v unabhingige ganze Zahlen und

? t4
ist das Produkt (in der nach einer lexikographischen Anord-
nung der Wurzeln geordneten Reihenfolge) iiber alle io+Jja' € &
fiir i,j > O zu nehmen. Die Relationenmenge (B) ist im Fall
rg$ = 1 leer, im Fall rg ¢ > 1 ist (B') Implikation von

(4), (B).



Satz 1:
G wird prdsentiert durch die Erzeugenden {xa(u)laeg,uER}

und die Relationen (a), (B), (B'), (C).

Fiir den Fall rg & = 1 ist dies ein dlteres Resultat von
Nagao (cf.[6], {7411,1.6]); eine entsprechende Prisentation

ist neuerdings (fir Typ ¢ = An) sogar fiir die allgemeine

lineare Gruppe der freien assoziativen Algebra k (X) einer

Menge X liber einmem Schiefkdrper k bekannt [8,Cor.11].

Unser Beweis stellt die Interpretation einer von Soulé gege-
benen Beschreibung von G als amalgamiertes Produkt dar.
Zunichst soll jedoch ein Korollar formuliert werden.
Bezeichnen wir fir einen kommatativen Ring A mit L(Q,A)
den Kern des Homomorphismus der durch (4), (B), (B') pri-
sentierten Gruppe (mit Argumenten u,v€A) auf die durch
(A), (B), (B'), (C) prisentierte Gruppe, so ist fur A=k R
Kz(n,A) = L(An_I,A), K,(4) = Lim L(An_,,A) (er.[10]).

Unser Satz liefert unmittelbar:

Korollar: L(¢,k[t]) = L{®,k).

Beweis des Satzes:

Wir wdhlen in ¢ ein Halbsystem Q+ positiver Wurzeln aus und
bezeichnen mit I die Menge der beziiglich §+ einfachen Wur-

zeln., Ferner fixieren wir den durch die Bedingungen ha(u) € H(x)

(q&@,uEk*) festgelegten maximalen zerfallenden k-Torus Hin G
[13,Th.6] und identifizieren ¢ mit der Wurzelmenge von G

beziiglich H. Fir T ¢ I sei P, die zugehdrige parabolische

%
"Standard" - k - Untergruppe. 22 zerfdllt halbdirekt iiber k
in das unipotente Radikal gz und den Zentralisator QE der

Zusammenhangskomponente des Durchschnitts der Kerne der Wurzeln
in . Sodann ist G das iiber den Durchschnitten in G amalga-

mierte Produkt der Untergruppen Gp: = Zz(k)-gE(R) fiir alle

T¢I [9,Th.4].



Flir den Beweis des Satzes geniigt es daher, folgendes zu zZeigen:
Aus dem angegebenen Relationensystem 148t sich ein System von
Folgerelationen ableiten, so daB zu jeder Relation des neuen
Systems ein ) C I existiert derart, dafl alle in der Relation

auftretenden Gruppenelemente zu G, gehdoren und daff umgekehrt

z

die Gesamtheit aller dieser Relationen mit Elementen in GF

diese Gruppe prisentieren [55 ], Der einfache Zusammenhang
von G ist dquivalent damit, dafl jedes Element aus g(k) sich

eindeutig als Produkt von ha(ua) mit o € [, uae k¥ dar-

stellen 1340t [13, Lemma 28,Cor.], weiter bedeutet dies, dal
die Relationen (A), (B), (B'), (C) mit u,v € ¥ die Gruppe
g(k) prasentieren [12,Th.3.2]. Daher sind die Relationen

(c') [ha(u)shar(v)] =1 (a,a'€ &, u,vek*)

Folgerungen aus jenen [12,7.3(e)].

Ferner folgert man durch Rechnung (mittels der Definitionen
w (u) = x_(v) x_(-u 1)xa(u) und k(1) = w_(u)w (-1)

fir o€®, u€k*) aus (A), (B) fir u € k*, v € R, g,q'€ &

xa”(nu-n(a’.a)v)

(p) Wy (w)x (V) (u)7"

xa,(u—n(a"“)v),

i

(p*) hy (u)x 4 (v)h (w)7

dabei ist n = n(a,a')€{+1}] ein nur von ¢q,q' abhingiges
Vorzeichen mit n(e,a) = -1, n(q',a) die Cartan-Zahl von

asa' [2,chap.VI], und go"= oa(a') = a'- n(a',a)o die Spie-
gelung von ¢q' an der zu g orthogonalen Hyperebene [11,3.8].

Bezeichnen wir fiir eine Teilmenge T ¢ I mit &(%)(bzw.s (L))
das durch T erzeugte Teilsystem von Wurzeln (bzw. positiven

Wurzeln) aus ¢ und mit H, die durch ha(U) (0€%,uck*)
erzeugte Untergruppe, so ist EZ iiber k definiert [13, § 57
und nach dem obigen gilt fiir %': =1 -~ %

I_{(k) = Ez(k)gzl(k)!ﬂz(k:’f)}{z,(k) = {l},



Ist fermer gz die durch § definierte halbeinfache k~Unter-

gruppe von G [1.c.], so ist HE maximaler zerfallender

k-Torus von G', und ebenfalls nach der obigen Bemerkung ist

daher gz einfach~zusammenhingend. Dies bedeutet wieder, dal
G-(x) durch (4), (B), (C) (mit u,vex) fur a,a'c (L) pré-

sentiert wird, Weiterhin ist

Z5(x) = Go(k) - H(k) = Gn(k)-Hp, (k)3
das letztere Produkt ist halbdirekt mit QE(k) als Normal-
teiler nach (D')., Daher haben wir eine Prisentation von Zz(k)

in (4), (B), (B') mit a,a'€ 3(%), (c), (C') mit a,a’'€ &,
(D*') mit o € &, '€ (%) und iiberall u,v € k. - Die Gruppe
gﬁ(R) wird erzeugt durch xq(u) mit o € ¢ - 37(g), ue R

und prisentiert durch (A), (B) mit q,q'€ & - 87(%). Das
halbdirekte Produkt Zi(k)-gx(R) wird definiert durch die Re-

lationen (B), (D') mit g € 3(%), u € kK bzw. a € &, u € k*,
a'e 8 - 8*(8), v € R. Schrinken wir also in (a), (B), (B')

@ und q' fiir den Fall u,v € R-k, in (D') gq' fir v € R-k
auf §' ein, so haben wir - mit (C), (C') - ein System von
Relationen gefunden, welches die oben aufgefiihrten Eigenschaften

erfiillt, und damit den Beweis von Satz 1 erbracht.

Sei nun G die durch (A), (B), (B') prisentierte Gruppe.

Satz 2:

Ist § > 3, so wird G durch die Relationen (A), (B) mit

Polynomen u,v beschriankten Grades pridsentiert,

Korollar:
Ist Fq der Korper mit q (< ») Elementen und G eine fast-
einfache Chevalley-Gruppe iliber Fq vom Rang 2> 3, so ist

Q(Fq[t]) endlich pridsentiert.



Fir den Beweis von Satz 2 Dbendtigen wir einige Hilfssdtze:

H 1: Seien a,b,... Elemente einer Gruppe., Wir setzen

b: = aba”]. Dann gilt:

i) [a,bc] [a,b]b[a,c] [a,D] [b-[a,c]j.[a,c]
ii) [ab,e] a[b,c][a,c] [a,[b,c]] [b,c].[a,c]
iii) [a,c] = Ly,c] = 1 = [ya,[b,c]] = [y[a,b],bc]

iv) [[a,p], [b,c]] = [c,[b,c]] = 1 = [[a,b],c] = [[a,b],bc]

il
i}

il
n

Zum Beweis: i), ii) sind klar,
-1 b
iii) [ya, [p,e]] = [va, bc] = [ya-ba 1, c] = [y[a,b],bc]

iv) 1 c[[a,b], [b,c]] = c[[a,b], bc-c_]'] = c[[a,b], c-1-bc]

[cy[a,b]] [[a,b],bc], letzteres nach 1i).

1}

H2: Sind g¢g,0'€ & linear unabhingig, so existiert eine Basis ]

von ¢ und B € I sowie i,j € Nu {0} derart, daB
a' = ig+j8 und ¢ € II ist. Bezeichnet {q,qa') c & die

Menge aller Linearkombinationen von ¢g,q' in &, so haben
wir
i) ato'€d={ma)={ta, xta' £ (a+a')} ~ B,

i) a+o's o+ 2'€t=>(ae’) = {ta ta'y £ (ata') tla+20')}x B,

iii) o + o'€ &, @ - a', @ + 2¢', 2q + a'¢ ¥ > Ca,a') =

= {ta, o' t(a+a')} oA,

Beweis: [3, VII, Lemma 1,2] (Man beachte, daB Typ & # G, wegen

rg § 2 3).
Im zu § gehbrenden Wurzelgitter bezeichne ( ’ ) ein unter
der Weylgruppe von & invariantes (positives) Skalarprodukt.

]
Fir die Cartan-Zahl von q,n'€ & gilt dann n(a',q) = 2 )
?






