
W.-D. Geyer: Vorlesung �uber antike Mathematik SS 2001Euklid: Die Elemente | eine �UbersichtUm das Jahr 300 v.Chr. wurden wesentliche Teile der an der Schule Platons betriebenen Mathematik inden Elementen des Euklid zusammengefa�t. Die 13 B�ucher der Elemente sind einer der gr�o�ten Erfolgeder Weltliteratur, viele Generationen haben daraus Geometrie gelernt, an englischen Schulen hat mannoch in der 2. H�alfte des 20. Jh. nach einer englischen Bearbeitung der Elemente Geometrie gelernt, daherhei�t die Schulgeometrie in England einfach Euclid . Kein anderes mathematisches Werk hat eine solchelangandauernde Wirkung f�ur die Verbreitung der Mathematik gehabt wie dieses. Der heutige Text istin Alexandria von Theon (4. Jh.) bearbeitet worden, mit Ausnahme des Kodex P aus dem 10. Jh. undeiniger Papyrusfragmente gehen alle Handschriften auf die theonische Redaktion zur�uck. Von einigenStellen wissen wir, da� sie schon im 1. Jh. durch Heron in den Text kamen, andere kamen durch Proklosim 5. Jh. hinzu. Bei einem so viel genutzten Lehrbuch kann man davon ausgehen, da� die Elementeschon in der Antike weitere Bearbeitungen erfahren haben, die meist L�ucken schlie�en wollen, aber nurbisweilen wirklich mehr Klarheit brachten.Platon hatte vier Lehrf�acher 1) (die 4 pythagoreischenMathemata, das "Quadrivium\ der mittelalterlichenUniversit�at) als Vorbereitung zum Studium der Philosophie vorgeschrieben:1. Arithmetik 3. Harmonielehre2. Geometrie 4. AstronomieIn den Elementen behandelt Euklid die ersten beiden, in der Sectio Canonis die Harmonielehre, in denPhainomena die Astronomie im Sinne Platons, die Lehre von der sich gleichf�ormig drehenden Sph�are.Hier betrachten wir nur die Elemente.Die Elemente des Euklid waren nicht das erste Werk seiner Art. Nach dem Mathematikerkatalog desProklos (in seinem Kommentar zum I. Buch des Euklid) hatte schon Hippokrates im 5. Jh.v.Chr. seineElemente geschrieben, eine umfangreichere und sorgf�altigere Sammlung von Elementen mit mehr Bewei-sen schrieb Leon, der etwas �alter als Eudoxos und etwas j�unger als Platon war und auch Bedingungenangab f�ur die L�osbarkeit einer Aufgabe; etwas j�unger ist Theudios von Magnesia, ein Sch�uler Platons,dessen Elemente Proklos lobt, weil dieser viele S�atze allgemeiner als seine Vorg�anger formulieren konn-te; o�enbar war dies das Textbuch der Akademie ("Kein der Geometrie Unkundiger soll die Akademiebetreten\ sagte Platon), auf das sich auch Aristoteles bezog.Euklid hat unter Benutzung der genannten Elemente und anderer Quellen die von den Pythagoreern�uberkommene Mathematik (Buch II bis IV f�ur die Geometrie, Teile der B�ucher VII bis IX f�ur die Arith-metik) mit den neuen Erkenntnissen aus dem Kreis um Platon, vor allem mit den Lehren des Theaitet�uber quadratische Irrationalit�aten und platonische K�orper (Buch X und XIII) und des Eudoxos �uber dieProportionenlehre und die Inhaltslehre durch Exhaustion (Buch V und XII) zusammengefa�t zu einemgro�en, systematischen wenn auch nicht sehr einheitlichen Werk. Der Anfang des Buches I klingt wiemythische Spr�uche der ionischen Naturphilosophen. Das mathematische Niveau ist unterschiedlich undwird von den Vorbildern bestimmt. Nach Proklos beruht Euklids Leistung im wesentlichen auf demSammeln der bekannten Mathematik, dem Sichten, was f�ur die Zwecke der Elemente wichtig ist, und aufdem Feilen an den Beweisen. Dabei werden Wiederholungen, Parallelentwicklungen auf verschiedenemNiveau etc. nicht immer ausgeschlossen, und gerade am Anfang werden auch L�ucken im Aufbau sichtbar.Die folgende �Ubersicht will nur einen ersten Eindruck von dem mathematischen Inhalt dieses gro�enWerkes der Mathematikgeschichte in heutiger mathematischer Sprache geben.1) im 7. Buch des Staat �nden sie sich, mit Begr�undungen von Sokrates, als Teil des Erziehungsprogramms derPolitiker. 1



Einleitung: Die axiomatische GrundlegungIn den De�nitionen, Postulaten und Axiomen von Buch I steckt der gro�artige Versuch, die Geometrie imSinne des Aristoteles als eine deduktive Wissenschaft aufzubauen, und dazu zun�achst die unbeweisbarenGrundlagen zu geben. Wir sehen hier das Ergebnis einer �uber 100 j�ahrigen Entwicklung, beginnend mitden Elementen des Hippokrates. Schon antiken Mathematikern war die Grundlegung zu unklar undl�uckenhaft; Archimedes f�uhrt in seinen Arbeiten in viel klarerer Weise eigene Axiome ein; Postulateder r�aumlichen Geometrie f�uhrt Pappos ein. Erst in Hilberts Grundlagen der Geometrie 1899, denenVorarbeiten von Pasch, Veronese, Stolz, F. Schur, H. Wiener u.a. vorangehen, wird die Idee des Aristoteleskonsequent verwirklicht.De�nitionen 1{23: Grundbegri�e der Geometrie1. Punkt ist, was ohne Teil ist.2. Linie ist L�ange ohne Breite.3. Die Enden einer Linie sind Punkte.4. Gerade (genauer: Strecke, denn geometrischeObjekte sind bei Euklid stets begrenzt) ist eineLinie, die gleichm�a�ig zu den Punkten auf ihrliegt.5. Fl�ache ist, was nur L�ange und Breite hat.6. Die Enden einer Fl�ache sind Linien.7. Ebene ist eine Fl�ache, die gleichm�a�ig zu denStrecken auf ihr liegt.8. Ebener Winkel ist die Neigung zweier Linien ineiner Ebene, die sich tre�en und nicht geradefortsetzen.9. Sind die Linien Geraden, hei�t der Winkel gerad-linig.10. Bildet eine Gerade, auf eine andere Gerade ge-stellt, gleiche Nebenwinkel, so sind die beidengleichen Winkel Rechte. Die Gerade hei�t senk-recht zu der, auf der sie steht.11. Stumpf ist ein Winkel, der gr�o�er als ein Rech-ter ist.12. Spitz, wenn kleiner als ein Rechter.13. Grenze ist das, worin etwas endet.14. Figur ist, was von Grenzen umfa�t wird.15. Kreis ist eine ebene Figur, von einer Linie um-fa�t, so da� alle Strecken, die von einem Punktim Inneren bis zur Linie laufen, einander gleichsind.

16. Mittelpunkt des Kreises hei�t der Punkt.17. Durchmesser des Kreises ist jede Strecke, diedurch den Mittelpunkt geht und auf beiden Sei-ten vom Kreisumfang begrenzt ist; eine solcheStrecke halbiert den Kreis.18. Halbkreis ist die vom Durchmesser und demdurch ihn abgeschnittenen Bogen umfa�te Fi-gur.19. Geradlinig sind von Strecken umfa�te Figuren:Dreiseite bei 3 Strecken, Vierseite bei 4 Stre-cken, Vielseite bei mehr umfassenden Strecken.20. Unter den Dreiseiten hat das gleichseitige Drei-eck drei gleiche Seiten, das gleichschenklige Drei-eck nur zwei gleiche Seiten, das ungleichseitigeDreieck drei verschiedene Seiten.21. Unter den Dreiseiten gibt es auch das recht-winklige Dreieck, das einen rechten Winkel hat,das stumpfwinklige Dreieck mit einem stump-fen Winkel und das spitzwinklige Dreieck, das3 spitze Winkel hat.22. Unter den Vierseiten ist das Quadrat sowohlgleichseitig als rechtwinklig; ein Rechteck istrechtwinklig, aber nicht gleichseitig; ein Rhom-bus ist gleichseitig, aber nicht rechtwinklig; einRhomboid hat gleiche Gegenseiten und Gegen-winkel, ohne rechtwinklig oder gleichseitig zusein; die anderen Vierseite hei�en Trapeze.23. Parallelen sind Geraden, die in derselben Ebe-ne liegen und sich auch bei Verl�angerung nachbeiden Seiten ins Unendliche nicht tre�en.Postulate 1{5: Geometrische Konstruktionen1. Von jedem Punkt zu jedem anderen kann mandie Strecke ziehen.2. Jede Strecke kann man zu einer Geraden ver-l�angern.3. Zu Mittelpunkt und Radius (Abstand) kannman den Kreis zeichnen.4. Alle rechten Winkel sind gleich.5. [Das bis zu Beginn des 19. Jh. umstrittene, fun-damentale Parallelenaxiom:]Stufenwinkel an Parallelen sind gleich.2)Axiome 1{5: Allgemeine Regeln der Gleichheit2) w�ortlich: Wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, da� innen auf derselben Seiteentstehende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden, dann werden sich die zwei geraden Linien beiVerl�angerung ins Unendliche tre�en auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner als zwei Rechtesind. 2



1. Was demselben gleich ist, ist auch untereinan-der gleich.2. Gleiches zu Gleichem addiert gibt Gleiches.3. Wird Gleiches von Gleichem weggenommen, so bleibt Gleiches �ubrig.4. Was sich deckt, ist gleich.5. Das Ganze ist gr�o�er als der Teil.Buch I: Geometrie von Dreiecken und ParallelogrammenPropositionen (Aufgaben und Lehrs�atze) 1{48:1. Konstruktion des gleichseitigen Dreiecks.2. Anlegen einer Strecke an einen Punkt.3. Anlegen einer Strecke an einen Punkt in einerRichtung.4. Kongruenzsatz SWS.5. Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligenDreieck.6. Gleichheit der gleichen Winkeln gegen�uberlie-genden Seiten eines Dreiecks.7/8. Kongruenzsatz SSS.9. Winkelhalbierung.10. Streckenhalbierung.11. Lot errichten.12. Lot f�allen.13. Die Nebenwinkel eines Strahls an einer Geradensummieren sich zu 2 Rechten.14. Ist die Summe derWinkel zweier Strahlen an ei-nem dritten Strahl 2 Rechte, so bilden die zweiStrahlen eine Gerade.15. Scheitelwinkel sich schneidender Geraden sindgleich.16. Ein Au�enwinkel eines Dreiecks ist gr�o�er alsjeder nichtanliegende Innenwinkel.17. Die Summe zweier Winkel eines Dreiecks istkleiner als 2 Rechte.18. Im Dreieck liegt der gr�o�eren Seite der gr�o�ereWinkel gegen�uber.19. Umkehrung von Prop. 18.20. Im Dreieck ist jede Seite kleiner als die Summeder anderen beiden.21. �Uber der Strecke c errichte man zwei ineinan-derliegende Dreiecke mit Seite c. Dann ist dieSumme der beiden anderen Seiten beim innerenDreieck kleiner, der c gegen�uberliegende Win-kel beim inneren Dreieck gr�o�er.22. Konstruktion eines Dreiecks aus 3 Seiten.23. Antragen eines Winkels an einen Strahl.24/25. Haben zwei Dreiecke zwei Paare gleicher Seiten,und ist der eingeschlossene Winkel im erstenDreieck gr�o�er, so auch die dritte Seite, undumgekehrt.26. Kongruenzsatz WWS.27. Hat ein Geradenpaar an einer dritten Geradengleiche Wechselwinkel, so ist das Paar parallel.

28. Hat ein Geradenpaar an einer dritten Geradengleiche Stufenwinkel oder addieren sich die in-neren Winkel auf einer Seite zu 2 Rechten, soist das Paar parallel.29. Umkehrung von Prop. 27.+28.30. Sind zwei Geraden einer dritten parallel, so auchuntereinander.31. Konstruktion der Parallelen zu einer gegebenenGerade durch einen Punkt.32. Der Au�enwinkel eines Dreiecks ist die Summeder zwei nicht anliegenden Innenwinkel. DieSumme aller 3 Winkel ist 2 Rechte.33. Sind zwei Gegenseiten eines (konvexen) Vier-ecks gleich und parallel, so gilt das auch f�urdas andere Gegenseitenpaar.34. Im Parallelogramm sind gegen�uberliegende Sei-ten bzw. Winkel gleich, jede Diagonale zerlegtdas Parallelogramm in 2 kongruente Dreiecke.35/36. Parallelogramme zwischen denselben Parallelenmit gleicher Basis sind �achengleich.37/38. Dreiecke zwischen denselben Parallelen mit glei-cher Basis sind �achengleich.39/40. Fl�achengleiche Dreiecke mit gleicher Basis inder gleichen Geraden liegen zwischen denselbenParallelen.41. Haben ein Parallelogramm und ein Dreieck die-selbe Grundlinie und liegen sie zwischen densel-ben Parallelen, so hat das Parallelogramm diedoppelte Fl�ache wie das Dreieck.42. Konstruiere ein einem Dreieck �achengleichesParallelogramm mit gegebenem Winkel.43. Teilt man ein Parallelogramm durch einen in-neren Punkt einer Diagonale in vier Parallelo-gramm mit parallelen Seiten, so sind die zurDiagonalen fremden Parallelogramme �achen-gleich.44. Konstruiere ein einem Dreieck �achengleichesParallelogramm mit gegebenem Winkel an einegegebene Gerade.45. Konstruiere ein einem Viereck �achengleichesParallelelogramm mit gegebenem Winkel.46. Konstruiere das Quadrat �uber einer Seite.47. [Der Satz des Pythagoras oder das Theo-rem der Braut:]Im rechtwinkligen Dreieck ist die Summe derQuadrate �uber den anliegenden Seiten des rech-ten Winkels gleich dem Quadrat �uber der ge-gen�uberliegenden Seite (Hypotenuse).48. Umkehrung von Prop. 47.3



Buch II: Geometrische AlgebraDe�nitionen 1{2:1. Ein rechtwinkliges Parallelogramm wird umfa�t von den Schenkeln eines rechten Winkels.2. Ein Gnomon entsteht aus einem Parallelogramm durch Wegnahme eines �ahnlichen Parallelogramms aneiner Ecke.Propositionen (Aufgaben und Lehrs�atze) 1{14: 3)1. Distributivgesetz bei Summe von Rechtecken.2. Spezialfall von 1.3. Spezialfall von 1.4. (a+ b)2 = a2 + b2 + 2ab5. (a� b)(a+ b) + b2 = a2 oderab+ �a� b2 �2 = �a+ b2 �26. Variante von 5.7. (a� b)2 = a2 + b2 � 2ab8. 4ab+ (a� b)2 = (a+ b)2
9. (a+ b)2 + (a� b)2 = 2(a2 + b2)10. Variante: (2a+ b)2 + b2 = 2[(a+ b)2 + a2]11. [Goldener Schnitt:]L�ose die Gleichung a(a� x) = x2 .12. Cosinussatz im stumpfwinkligen Dreieck, wo-bei �c cos� als L�ange eines Lotes interpretiertwird.13. Cosinussatz im spitzwinkligen Dreieck, wobeic cos� als L�ange eines Lotes interpretiert wird.14. Quadratur des Rechtecks, d.h. L�osung der Glei-chung x2 = ab.Buch III: KreisgeometrieDe�nitionen 1{11: Begri�e der Kreisgeometrie1. Kreise sind gleich, wenn Durchmesser oder Halb-messer gleich sind.2. Eine Gerade ber�uhrt einen Kreis, wenn sie ihnnur in einem Punkt tri�t (w�ortlich: sie tri�taber schneidet nicht).3. Kreise ber�uhren sich, wenn sie sich tre�en, abernicht schneiden.4. Sehnen in einem Kreis hei�en gleich weit vonder Mitte, wenn die Lote vom Mittelpunkt aufsie gleich sind.5. Ist ein Lot gr�o�er, so hei�t die ensprechendeSehne weiter entfernt.
6. Ein Kreisabschnitt ist die von einer Sehne undeinem Kreisbogen begrenzte Figur.7. Der (Sehnen-Tangenten-)Winkel eines Abschnit-tes ist der zwischen Sehne und Kreisbogen.8. Peripheriewinkel eines Abschnittes ist der Win-kel an einem Punkt des Kreisbogens �uber derSehne.10. Ein Kreisausschnitt ist die Figur, die von zweiHalbmessern und einem Kreisbogen begrenztwird.11. �Ahnliche Kreisabschnitte sind solche mit glei-chem Sehnen-Tangenten-Winkel.Propositionen (Aufgaben und Lehrs�atze) 1{37:1. Finde den Mittelpunkt M des Kreises K .2. Eine Sehne ist im Innern des Kreises.3. Halbiert ein Durchmesser eine Sehne, so stehter senkrecht, und umgekehrt.4. Zwei nicht durchs Zentrum gehende Sehnen hal-bieren sich nicht.5. Sich schneidende Kreise haben verschiedene Zen-tren.6. Sich ber�uhrende Kreise haben verschiedene Zen-tren.7. Sei P 6=M ein Punkt im Kreis K , der Durch-messer PM schneide den Kreis in den PunktenA;B , so da� M auf AP liegt. Dann w�achst dieL�ange des Verbindungsstrahls von P zu denPunkten von K , beginnend mit PB , streng

monoton bis PA und f�allt dann wieder strengmonoton bis PB . Jeder Zwischenwert wird ge-nau 2mal angenommen.8. Sei P ein Punkt au�erhalb von K , der "Durch-messer\ PM schneide K in den Punkten A;B ,so da� M auf PA liegt. Dann w�achst die L�angedes Verbindungsstrahls von P zu den Punktenvon K , beginnend mit PB , streng monotonbis PA und f�allt dann wieder streng monotonbis PB . Jeder Zwischenwert wird genau 2malangenommen.9. Ist ein Punkt P von 3 Punkten eines KreisesK gleich weit entfernt, so ist P das Zentrumvon K .10. 2 Kreise schneiden sich in h�ochstens 2 Punkten.3) Im folgenden wird nicht die geometrische Form (Summe bzw. Di�erenz von Rechtecken) gegeben, sondern einealgebraische Interpretation. 4



11/12. Ber�uhren sich 2 Kreise, so liegt der Ber�uhr-punkt auf der Verbindungsgeraden der Zentren.13. 2 Kreise ber�uhren sich in h�ochstens einem Punkt.14. Gleiche Sehnen eines Kreises haben gleiche Ent-fernung vom Zentrum und umgekehrt.15. Die gr�o�ten Sehnen sind die Durchmesser. Jekleiner die Sehne, desto gr�o�er der Abstandvom Zentrum.16. Das Lot im Endpunkt eines Durchmessers liegtau�erhalb des Kreises. Zwischen Lot und Kreispa�t keine Gerade, der Winkel zwischen Lotund Kreis ist kleiner als jeder geradlinige Win-kel.17. Ziehe von einem Punkt eine Tangente an einenKreis.18. Ber�uhrt eine Tangente t den Kreis K im PunktP , so ist der Radius MP senkrecht zu t.19. Ber�uhrt eine Tangente den Kreis K im PunktP , so l�auft das in P auf der Tangente errichteteLot durch das Zentrum von K .20. �Uber einem Kreisbogen ist der Mittelpunktwin-kel doppelt so gro� wie ein Peripheriewinkel.21. Alle Peripheriewinkel �uber einem Kreisbogensind gleich.22. In einem Sehnenviereck addieren sich Gegen-winkel (also Peripheriewinkel �uber gleicher Seh-ne auf verschiedenen Seiten) zu 2 Rechten.23. �Ahnliche Kreisabschnitte �uber derselben Sehnenach derselben Seite sind gleich, d.h. werdenvom selben Kreis gebildet.

24. �Ahnliche Kreisabschnitte �uber gleichen Sehnensind gleich (= kongruent).25. Zeichne den Kreis zu gegebenem Kreisabschnitt.26. Zu gleichen Mittelpunkts- bzw. Peripheriewin-keln geh�oren in gleichen Kreisen gleiche Bogen.27. Umkehrung von Prop. 26.28. Gleiche Sehnen in gleichen Kreisen grenzen glei-che Bogen ab, wenn man kleinere und gr�o�ereBogen paart.29. Umkehrung von Prop. 28.30. Halbiere einen Kreisbogen.31. Der Peripheriewinkel im Halbkreis ist ein Rech-ter, in einem gr�o�eren Abschnitt kleiner (spitz),in einem kleineren Abschnitt gr�o�er (stumpf).32. Die Sehnentangentenwinkel sind gleich den Pe-ripheriewinkeln der Sehne.33. Zu gegebener Sehne und gegebenem Periphe-riewinkel konstruiere einen Kreisabschnitt.34. Konstruiere zu gegebenem Kreis und Sehnen-tangentenwinkel einen Kreisabschnitt.35. Schneiden sich zwei Sehnen im Kreis, so istdas Rechteck aus den Teilen der einen Sehne(�achen)gleich demRechteck aus den Teilen derandern Sehne.36. Ist AB eine Sehne des Kreises K , auf derenVerl�angerung der Punkt P liegt und ist PQeine in Q ber�uhrende Tangente an K , so giltPQ2 = PA � PB .37. Umkehrung von Prop. 36.Buch IV: Regul�are Polygone, In- und UmkreiseDe�nitionen 1{7: Polygone1. Eine geradlinige Figur [kurz: Polygon] hei�teingeschrieben in ein anderes Polygon, wenn dieEcken des ersten Polygons auf den entsprechen-den Seiten des zweiten liegen.2. Dann umschreibt das zweite Polygon das erstePolygon.3/6. Ein Polygon hei�t eingeschrieben in einen Kreis,wenn jede Ecke des Polygons auf dem Kreisum-fang liegt.
Dann umschreibt der Kreis das Polygon.4/5. Ein Polygon umschreibt einen Kreis, wenn jedeSeite des Polygons den Kreisumfang ber�uhrt.Dann hei�t der der Kreis dem Polygon einge-schrieben.7. Eine Strecke pa�t in einen Kreis, wenn ihre En-den auf dem Kreisumfang liegen. [Wir nennensie Sehne.]Propositionen (Aufgaben und Lehrs�atze) 1{16: In- und Umkreise, regul�are Polygone1. Konstruiere in einem Kreis eine Sehne gegebe-ner L�ange < Durchmesser.2. Konstruiere ein Dreieck mit gegebenen Winkelnund Umkreis.3. Konstruiere ein Dreieck mit gegebenen Winkelnund Inkreis.4. Konstruiere den Inkreis eines Dreiecks.5. Konstruiere den Umkreis eines Dreiecks.6. Konstruiere Quadrat zu gegebenem Umkreis.7. Konstruiere Quadrat zu gegebenem Inkreis.

8. Konstruiere Inkreis eines Quadrates.9. Konstruiere Umkreis eines Quadrates.10. Konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck, des-sen Basiswinkel doppelt so gro� sind wie derdritte Winkel (also 72� , St�uck eines regul�arenZehnecks).11. Konstruiere ein regul�ares F�unfeck zu gegebe-nem Umkreis.12. Konstruiere ein regul�ares F�unfeck zu gegebe-nem Inkreis.5



13. Konstruiere Inkreis eines regul�aren F�unfecks.14. Konstruiere Umkreis eines regul�aren F�unfecks.15. Konstruiere regul�ares Sechseck zu gegebenem Umkreis.16. Konstruiere regul�ares F�unfzehneck zu gegebe-nem Umkreis.Buch V: Proportionenlehre | eine Version der reellen ZahlenDieses Buch geht wesentlich auf Eudoxos von Knidos zur�uck, der eine sehr ra�nierte Grundlegung derin der Geometrie ben�otigten reellen Zahlen versucht. Leider de�niert Eudoxos, zumindest in der beiEuklid �uberlieferten Form, nicht die entsprechenden Rechenoperationen der Addition und Multipli-kation als allgemein ausf�uhrbare Operationen, obschon Euklid in Prop. VI.23 eine Multiplikation vonVerh�altnissen gebraucht. Das w�are sehr leicht m�oglich gewesen, wenn man die Existenz der viertenProportionalen thematisiert h�atte. Damit bleibt die abstrakte, elegante Darstellung in Buch V hin-ter Dedekinds verwandter Grundlegung der reellen Zahlen als Schnitte in der geordneten Menge derrationalen Zahlen zur�uck.Die eudoxische Lehre von den Proportionen geht von einem allgemeinen Gr�o�enbegri� aus, der inBuch VI durch verschiedene Beispiele (L�angen, Winkel, Fl�acheninhalte, Volumina) illustriert wird.Die Gr�o�en einer festen Art sollen eine durch� > � :() 9 : � = � +  (�)archimedisch (Def. 4) angeordnete additive abelsche Halbgruppe bilden (bei Winkeln mu� man das alseine Fiktion ansehen, die in der Realit�at durch ein Rechnen modulo vier Rechten realisiert wird, wasdie Anordnung etwas behindert). Aus Anordnungsgr�unden ist das  in (�) eindeutig bestimmt, manschreibt  =: �� � .De�nitionen 1{18: Verh�altnisse und Proportionen.Zun�achst werden nach pythagoreischer Art ganzzahlige Teile und Vielfachen von Gr�o�en de�niert.Dann folgen die Grundde�nitionen des Eudoxos �uber Verh�altnisse� : � = ��und Proportionen � : � =  : �gleichartiger (physikalisch: gleichdimensionaler) Gr�o�en, wobei die wesentliche Frage nach der Existenzder vierten Proportionalen 8� 8� 8 9� : � : � =  : �ungestellt bleibt 4) . Letztere braucht man, um mit den Verh�altnissen rechnen zu k�onnen, sie also wieZahlen zu behandeln; das leistet Euklid nicht und hier ist die Achillesferse der antiken Mathematik.Die 4. Proportionale braucht man, um Verh�altnisse auf den gleichen Nenner zu bringen, so da� sieaddiert werden k�onnen (Prop. 24), ebenso, um Verh�altnisse multiplizieren zu k�onnen (Def. 17 zeigtWohlde�niertheit des Produktes): �� = � =) �� � �" := " (y)4) Bei Strecken kann man die 4. Proportionale leicht durch den Strahlensatz realisieren, vgl. Satz VI.12.6



Dann bilden die Verh�altnisse eine multiplikative Gruppe und bilden einen angeordneten Halbk�orper(d.h. von den 4 Grundrechenarten ist nur die Subtraktion nicht voll ausf�uhrbar). Hat man die 4. Pro-portionale, so operiert der Halbk�orper der Verh�altnisse als Halbk�orper von Automorphismen auf derHalbgruppe der Gr�o�en: �� � � := � :Die Operation ist einfach transitiv, nach Wahl einer Einheitsgr�o�e " kann man die Gr�o�en und dieVerh�altnisse identi�zieren �"  ! �und dann auch eine Multiplikation auf den Gr�o�en mit Eins " einf�uhren. Die Hilbertsche Streckenad-dition bzw. Streckenmultiplikation, um zu einem Koordinatenk�orper einer Geometrie zu kommen, istim Grunde nichts anderes, als was hier l�uckenhaft vorgef�uhrt wird.Die meisten der folgenden De�nitionen sind keine De�nitionen, sondern S�atze, die hier einen Namen er-halten. Die Aufz�ahlung dieser S�atze ist das Programm, das in den Propositionen erf�ullt (d.h. bewiesen)wird.1/2. Eine Gr�o�e � ist Teiler der Gr�o�e � , wenn � ein Vielfaches von � ist: � = n � � mit n 2 IN.3. Ein Verh�altnis ist eine Relation des "wie gro�\ zwischen zwei gleichartigen Gr�o�en.4. [Archimedisches Axiom:] Gr�o�en besitzen ein Verh�altnis, wenn sie vervielf�altig einander �ubertre�enk�onnen.5. [De�nition der Gleichheit positiver reeller Zahlen:] 5) Vier gleichartige Gr�o�en �; �; ; � haben dasselbeVerh�altnis, wenn f�ur je zwei nat�urliche Zahlen n;m gilt:n� > m� =) n > m�n� < m� =) n < m� :6. Man schreibt dies als Proportion � : � =  : � .7. Gilt nur die zweite Implikation in 5., so ist das Verh�altnis � : � gr�o�er als das Verh�altnis  : � .9. Bei einer steten Proportion � : � = � :  sagt man, � :  sei das doppelte Verh�altnis von � : � .10. Stehen vier Gr�o�en in steter Proportion, also� : � = � :  =  : �so ist � : � das dreifache Verh�altnis von � : � .12. Vertauschung von Verh�altnissen: � : � =  : � =) � :  = � : �13. Umkehrung von Verh�altnissen: � : � =  : � =) � : � = � : 14. Verbindung von Verh�altnissen [Addition von 1]: � : � =  : � =) (�+ �) : � = ( + �) : �15. Trennung von Verh�altnissen [Subtraktion von 1]: F�ur � > � gilt� : � =  : � =) (�� �) : � = ( � �) : �16. Umwendung von Verh�altnissen [= Umkehrung der Trennung]: F�ur � > � gilt� : � =  : � =) � : (�� �) =  : ( � �)17. Verh�altnis �uber Gleiches weg: � : � = �0 : �0 ; � :  = �0 : 0 =) � :  = �0 : 018. �Uberkreuztes Verh�altnis: � : � = �0 : 0 ; � :  = �0 : �0 =) � :  = �0 : 0 .Propositionen (Aufgaben und Lehrs�atze) 1{25:Mit �; �; ; �; "; � werden gleichartige Gr�o�en bezeichnet, mit m;n nat�urliche Zahlen, mit �; � Verh�alt-nisse (positive reelle Zahlen).5) w�ortlich: Man sagt, da� Gr�o�en in demselben Verh�altnis stehen, die erste zur zweiten wie die dritte zur vierten,wenn bei beliebiger Vervielf�altigung die Gleichvielfachen der ersten und dritten den Gleichvielfachen der zweitenund vierten gegen�uber, paarweise entsprechend genommen, entweder zugleich gr�o�er oder zugleich gleich oderzugleich kleiner sind. 7



1. Distributivgesetz: m(�+ �) = m�+m�2. Distributivgesetz: (m+ n)� = m�+ n�3. Assoziativgesetz: m(n�) = (mn)�4. Rationale Vielfache von Verh�altnissen:�� = � =) m�n� = mn�5. Distributivgesetz: m(�� �) = m��m�6. Distributivgesetz: (m� n)a = m�� n�7. "Verh�altnis\ ist gleichheitskompatibel:� = � =) � = � ; � = �8. Ungleichungen zwischen Gr�o�en und Verh�alt-nissen:� < � =) � < � ; � > �9. Umkehrung von Prop. 7.10. Umkehrung von Prop. 8.11. Beweis von Axiom I.1 f�ur Verh�altnisse.12. Medianbildung:�� = � =) �� = �+ � + � :Man kann das als Distributivgesetz � �(�+�) =� ��+� �� f�ur die Operation eines Verh�altnisses� auf der Halbgruppe der Gr�o�en ansehen.13. Wohlde�niertheit von Def. 7:�� = � ; � > "� =) �� > "�14. Ungleichungen zwischen Gr�o�en bei gleichemVerh�altnis:�� = � ; � >  =) � > �

15. Rationales Erweitern von Verh�altnissen:�� = m�m�16. Beweis von Def. 12.17. Beweis von Def. 15.18. Beweis von Def. 14.19. Umkehrung von Prop. 12.20. Variation von Def. 17:�� = �0�0 ; � = �00 � >  =) �0 > 021. Variation von Def. 18:�� = �00 ; � = �0�0 ; � >  =) �0 > 022. Beweis von Def. 1723. Beweis von Def. 1824. Addition von Verh�altnissen:� = �� = � ; � = "� = �� =)�+ � := �+ "� =  + ��25. Verallgemeinerte arithmetisch-geometrische Un-gleichung (� =  ):�� = � ; � > � � � > � =) �+� > �+
Buch VI: �AhnlichkeitslehreDie Proportionenlehre des Eudoxos aus Buch V wird jetzt in der Geometrie angewendet, wobei Teile der�Ahnlichkeitslehre schon vor Eudoxos existierten, z.B. bei Hippokrates. Die Lehre des Eudoxos aus Buch Vsoll der Sicherung dieser Ergebnisse dienen. Noch im heutigen Schulunterricht hat man Schwierigkeiten,etwa den Strahlensatz f�ur nichtrationale Verh�altnisse zu beweisen, ohne auf eine fundierte Theorie derreellen Zahlen zur�uckgreifen zu k�onnen. �Ahnliches gilt f�ur die Volumenformeln in Buch XII.Die �Ahnlichkeitslehre dient auch zur L�osung quadratischer Gleichungen, so in Prop. 28:Gegeben eine geradlinige Figur C mit Fl�ache F und ein Parallelogramm D mit Basis b und H�ohe h, sowieeine Strecke a. Gesucht ist ein Parallelogramm P mit Basis a, das nach Wegnahme eines zu D �ahnlichenParallelogramms ein Parallelogramm der Fl�ache F ist.Ist x die H�ohe des gesuchten Parallelogrammes, so hat das Parallelogramm P die Fl�ache ax, und ein zu D�ahnliches Parallelogramm der H�ohe x hat die Basis bh �x, also die Fl�ache bh � x2 . Die Bestimmungsgleichungf�ur x ist also ax = F + bh � x2 :Eine reelle L�osung hat die Gleichung genau f�urF � hb � �a2�2 ;was in V.28 in geometrischer Sprache so beschrieben wird: Die gegebene Figur C darf nicht gr�o�er sein alsdas zu D �ahnliche Parallelogramm �uber der H�alfte der gegebenen Strecke a.8



De�nitionen 1{5 (2 und 5 unecht):1. �Ahnlich sind geradlinige Figuren, wenn entsprechende Winkel gleich und entsprechende Strecken propor-tional sind.3. [Goldener Schnitt, vgl. Prop. II.11]: Eine Strecke hei�t stet(ig) geteilt 6) , wenn sich die ganze Strecke zumgr�o�eren Abschnitt wie der gr�o�ere Abschnitt zum kleineren verh�alt, f�ur die Einheitsstrecke1x = x1� x ; also x2 + x� 1 = 04. H�ohe ist das vom Scheitel auf die Basis gef�allte Lot.Propositionen (Aufgaben und Lehrs�atze) 1{33: �Ahnlichkeitslehre, L�osung quadratischer Gleichungen.Vorbemerkung: "Gleich\ bedeutet bei Dreiecken und Parallelogrammen "�achengleich\.1. Dreiecke/Parallelogramme gleicher H�ohe verhal-ten sich wie die Grundlinien.2. Zieht man im Dreieck eine Parallele zu einerSeite, so teilt sie die beiden anderen Seiten imgleichen Verh�altnis. Umgekehrt folgt aus derTeilung im gleichen Verh�altnis, da� die Trans-versale parallel zur dritten Seite ist.3. Eine Winkelhalbierende im Dreieck teilt die Ge-genseite im Verh�altnis der beiden anderen Sei-ten, und umgekehrt.4. Zwei winkelgleiche Dreiecke haben die gleichenSeitenverh�altnisse.5. Umkehrung von Prop. 4.6. Haben zwei Dreiecke � und �0 denselben Win-kel �, und stehen die Nachbarseiten in Propor-tion, also b : c = b0 : c0 , so sind die Dreieckewinkelgleich.7. Haben zwei Dreiecke � und �0 denselben Win-kel � und stehen die Nachbarseiten eines ande-ren Winkels in Proportion und sind die drittenWinkel zugleich spitz oder stumpf, so sind dieDreiecke winkelgleich.8. F�allt man in einem rechtwinkligen Dreieck dasLot vom rechten Winkel auf die Hypotenuse,so sind die entstehenden Dreiecke dem ganzenDreieck �ahnlich.Daher ist die H�ohe die mittlere Proportionaleder Hypotenusenabschnitte.9. Teile eine Strecke in eine vorgegebene Anzahlgleicher Teile.10. Eine Teilung von einer Strecke auf eine andere�ubertragen.11. Zu zwei Strecken �, � die dritte Proportionale mit � : � = � :  �nden.12. Zu drei Strecken die vierte Proportionale �n-den.13. Zu zwei Strecken die mittlere Proportionale �n-den (= II.14).14. In gleichen winkelgleichen Parallelogrammen Pund P 0 sind die Seiten um gleiche Winkel um-gekehrt proportional: a : a0 = b0 : b .15. In gleichen, in einem Winkel �ubereinstimmen-den Dreiecken sind die Seiten um den gleichen

Winkel umgekehrt proportional. Umgekehrt gilt:Dreiecke, die in einem Winkel �ubereinstimmenmit umgekehrt proportionalen Verh�altnissen derSchenkel, sind gleich.16. [Spezialfall von 14.] Gilt eine Proportion � :� =  : � , so sind die Rechtecke aus den �au�e-ren und inneren Gliedern gleich, und umgekehrt,d.h. �� = � () �� = �17. [Spezialfall von 16.] Speziell gilt�� = � () � = �2 :18. �Uber einer Strecke ist eine zu einer gegebenengeradlinigen Figur �ahnliche geradlinige Figurzeichnen.19. Das Fl�achenverh�altnis �ahnlicher Dreicke ist dasQuadrat des Seitenverh�altnisses.20. �Ahnliche Vielecke lassen sich in die gleiche Zahl�ahnlicher Dreiecke zerlegen. Wieder verhaltensich die Fl�achen wie die Quadrate der Seiten.21. Polygone, die zu einem Polygon �ahnlich sind,sind auch untereinander �ahnlich.22. Stehen vier Strecken in einer Proportion, soauch �ahnliche Polygone �uber ihnen, und um-gekehrt.23. Das Verh�altnis der Fl�achen zweier winkelglei-cher Parallelogramme ist das Produkt7) der Ver-h�altnisse der Seiten.24. Nimmt man einen Punkt auf einer Diagona-le eines Parallelogramms und zieht durch ihndie Parallelen zu den Seiten, so entstehen umdie Diagonale Parallelogramme, die dem gan-zen Parallelogramm �ahnlich sind.25. Konstruiere ein Dreieck, das einem gegebenenDreieck �ahnlich, einem gegebenen Dreieck oderViereck gleich ist.26. Liefert die Konstruktion von Prop. 24, mit ei-nem beliebigen Punkt im Parallelogramm durch-gef�uhrt, �ahnliche Parallelogramme, so liegt derPunkt auf einer Diagonale.6) w�ortlich: "Teilung nach �au�erem und mittlerem Verh�altnis\.7) im Sinne von (y), Euklid spricht hier von dem "zusammengesetzten Verh�altnis\.9



27. Das arithmetische Mittel zweier Strecken ist gr�o-�er als das geometrische Mittel dieser Strecken,oder gleich, falls die beiden Strecken gleich sind.7)28. siehe Vorbemerkung zu Buch VI.29. Gegeben eine Strecke AB , ein ParallelogrammP und ein Fl�acheninhalt F . Lege an AB einParallelogramm der Fl�ache F mit Seite AC(die AB enth�alt) an, so da� der �uberschie�endeTeil zu P �ahnlich ist!9)30. [= Prop. II.11] Teile eine Strecke stet!31. Allgemeiner Satz von Pythagoras: In ei-
nem rechtwinkligen Dreieck seien �ahnliche Fi-guren �uber den Seiten gezeichnet. Dann istdie Summe der Figuren �uber den Schenkeln desrechten Winkels der Figur �uber der Hypotenusegleich.32. Sind ABC und CDE Dreiecke mit AB k CD ,AC k DE und AB : AC = DC : DE , so liegenB;C;E auf einer Geraden.33. Mittelpunkts- bzw. Peripheriewinkel haben das-selbe Verh�altnis, wie die Bogen, �uber denen siestehen.Buch VII: Teilbarkeit von ZahlenDe�nitionen 1{22: 10)1. Einheit ist das, wonach jedes Ding eines ge-nannt wird.2. Zahl ist die aus Einheiten zusammengesetzteMenge. [1 gilt nicht als Zahl bis ins 17:Jh.!]3/5. a teilt b, wenn b genau von a gemessen wird,d.h. wenn ein Vielfaches von a gleich b ist.[Achtung: 1 teilt b , aber b teilt b nicht]6/7. Gerade hei�t eine Zahl, wenn sie sich halbierenl�a�t, andernfalls ungerade.8-10. De�nition der Begri�e gerade mal gerade, gera-de mal ungerade, ungerade mal ungerade.11. Primzahl ist eine Zahl, die sich nur durch dieEinheit messen l�a�t.12. Relativ prim sind Zahlen, die sich nur durch dieEinheit als gemeinsames Ma� messen lassen.13. Zusammengesetzt hei�t eine Zahl, die sich durcheine andere Zahl messen l�a�t.

14. Relativ zusammengesetzt sind Zahlen, die eingemeinsames Ma� ( 6= 1) haben.15. mn := n+ n + : : :+ n, m-mal.16. Dann hei�t mn eine ebene Zahl und m und nihre Seiten.17. mnr hei�t eine r�aumliche Zahl mit den Seitenm;n; r .18. nn hei�t eine Quadratzahl.19. nnn hei�t eine Kubikzahl.20. Eine Proportion a : b = c : d zwischen Zahlenbedeutet die Existenz von Zahlen n;m; p; q mita = np ; b = mp ; c = nq ; d = mq21. �Ahnliche ebene oder r�aumliche Zahlen sind sol-che, deren Seiten in Proportion stehen, in derBezeichnung von Def. 20 z.B. ab und cd.22. Eine Zahl ist vollkommen, wenn sie die Summeihrer Teiler ist.Propositionen 1{39: Die hier auftretende Proportionenlehre mit rationalen Verh�altnissen ist vor-eudoxischund pythagoreischen Ursprungs.1. Sind zwei ungleiche Zahlen gegeben, und nimmtman abwechselnd jeweils die kleinere von dergr�o�eren weg, und geht dieses Verfahren bis zurEinheit, so waren die urspr�unglichen Zahlen re-lativ prim.2. Euklidischer Algorithmus: Finde zu zweinicht relativ primen Zahlen das gr�o�te gemein-same Ma� (den ggT).11)
Eine Zahl, die zwei Zahlen mi�t, mi�t auch ihrgr�o�tes gemeinsames Ma�.3. Finde das gr�o�te gemeinsame Ma� von 3 Zah-len.5. 1n (a+ b) = 1na+ 1n b.6. mn (a+ b) = mn a+ mn b.7. 1n (a� b) = 1na� 1n b.8) w�ortlich steht bei Euklid: "Von allen Parallelogrammen, die man an eine feste Strecke so anlegen kann, da� einParallelogramm fehlt, welches einem �uber ihrer H�alfte gezeichneten �ahnlich ist und �ahnlich liegt, ist das �uber derH�alfte angelegte, das selbst dem fehlenden �ahnlich ist, das gr�o�te.\Hier wird ein Extremalproblem gel�ost, das auch in der Protodi�erentialrechnung von Fermat 1629 auftritt: Be-stimme das Rechteck mit gegebenem Umfang von maximaler Fl�ache.9) Aufgabe: Analysiere diese Aufgabe wie Prop. 28 in der Vorbemerkung!10) De�nition 4 und Satz 4 sind ausgelassen, sie sagen etwa: Ist a kein Teiler von b, so ist ab kein Stammbruch, sonderneine Summe von Stammbr�uchen. Eine richtige Bruchrechnung aber entwickeln Euklid bzw. seine pythagoreischeVorlage nicht.11) Das geschieht durch die in Prop. 1 beschriebene, aber schon bei Aristoteles vorkommende Wechselwegnahme.10



8. mn (a� b) = mn a� mn b.9. a = 1n b, c = 1nd =) a : c = b : d.10. a = mn b, c = mn d =) a : c = b : d.11. F�ur a > c, b > d gilta : b = c : d =) (a� c) : (b� d) = a : b :12. a1 : b1 = a2 : b2 = : : : = an : bn =)a1 : b1 = (a1 + : : :+ an) : (b1 + : : :+ bn) :13. a : b = c : d =) a : c = b : d .14. a : b = d : e; b : c = e : f =) a : c = d : f .15. 1 : m = a : ma =) 1 : a = m : ma .[Spezialfall von Prop. 13 oder 17]16. Kommutativgesetz: ab = ba17. b : c = ab : ac .18. a : b = ac : bc .19. a : b = c : d () ad = bc .20. Sind a; b die kleinsten Zahlen mit dem Verh�alt-nis a : b, und ist c; d ein Zahlenpaar von glei-chem Verh�altnis, dann gibt es eine Zahl n mita = 1n c und b = 1nd.21. Sind a; b teilerfremd, so sind sie minimal mitdem Verh�altnis a : b.22. Umkehrung von 21.23. Sind a und mb relativ prim, so auch a und b.24. Sind a und b relativ prim zu c, so ist auch abrelativ prim zu c.

25. [Spezialfall von 24.] Sind a; b relativ prim, soauch a2; b.26. Sind a und b beide relativ prim zu c und zu d,so ist ab relativ prim zu cd.27. Sind a; b relativ prim, so auch a2; b2 , und a3; b3 .28. Sind a; b relativ prim, so auch a + b zu a undzu b.29. Eine Primzahl ist relativ prim zu jeder Zahlau�er ihren Vielfachen.30. Ist die Primzahl p ein Teiler von ab, so teilt peinen der Faktoren a oder b.31. Jede zusammengesetzte Zahl wird von einer Prim-zahl geteilt.32. Jede Zahl ist entweder Primzahl oder Vielfacheseiner Primzahl.33. Finde zu Zahlen a1; : : : ; an die kleinsten Zahlenmit demselben Verh�altnis, d.h. berechneggT(a1; : : : ; an) !34. Bestimme das kgV von n Zahlen.35. Teilen a und b die Zahl n, so auch kgV(a; b).36. Finde das kgV von 3 Zahlen.37/38. Ist b Teiler von a, so ist 1b � a eine ganze Zahl,und umgekehrt.39. Finde das kgV von n Zahlen a1 , : : : , an .Buch VIII: Geometrische FolgenPropositionen 1{27:1. Ist a; b; c; : : : ; h eine geometrische Folge (d.h. insteter Teilung a : b = b : c = : : :) und sind aund h relativ prim, so ist die Folge die kleinstemit dem gegebenen Verh�altnis.2. Finde zu gegebenem Verh�altnis n : m die klein-ste geometrische Folge mit diesem Verh�altnisund einer vorgegebenen Zahl von Gliedern.3. Ist a; b; : : : ; h eine geometrische Folge, die mi-nimal ist f�ur das gegebene Verh�altnis, so sind aund h relativ prim.4. Zu einer gegebenen Folge von Verh�altnissen ai :bi �nde die kleinste Folge mit diesen Verh�alt-nissen.5. Das Verh�altnis zweier ebener Zahlen ab und cdist zusammengesetzt aus (das Produkt von) denSeitenverh�altnissen a : c und b : d.6. Ist a; b; c; : : : ; h eine geometrische Folge und akein Teiler von b, so teilen sich keine zwei ver-schiedenen Glieder der Folge.7. [Spezialfall von 6.] Ist a; b; c; : : : ; h eine geome-trische Folge und a ein Teiler von h, so ist aauch ein Teiler von b.8. Kann man zwischen zwei Zahlen a und b einegeometrische Folge der L�ange n einschalten, sogeht das zwischen je zwei Zahlen vom selben

Verh�altnis a : b.9. Sind die Zahlen a; b relativ prim, und kann manzwischen sie eine geometrische Folge der L�angen einschieben, so kann man dies auch zwischen1 und a bzw. zwischen 1 und b tun.[Qn \ IN = INn ]10. [Umkehrung von 9.] Gibt es zwischen 1 und asowie 1 und b je eine geometrische Folge derL�ange n [d.h. a und b sind n-te Potenzen], sogibt es auch eine geometrische Folge der L�angen zwischen a und b.11. [Spezialfall von Prop. 10 und 5:] Zwischen 2Quadraten gibt es eine mittlere Proportionale:F�ur a = �2 und b = �2 folgt a : �� = �� : b .Das Verh�altnis zweier Quadrate ist zweimal dasVerh�altnis der Seiten.12. [Spezialfall von Prop. 10:] Zwischen zwei Ku-bikzahlen k�onnen zwei mittlere Proportionale(geometrische Folge der L�ange 3) eingeschobenwerden: a3 : a2b : ab2 : b3 . Das Verh�altniszweier Kubikzahlen ist dreimal das Verh�altnisder Seiten.13. Erhebt man eine geometrische Folge zum Qua-drat oder zur dritten Potenz, erh�alt man wiedereine geometrische Folge.11



14. a2 teilt b2 () a teilt b.15. a3 teilt b3 () a teilt b.16. �aquivalent zu Prop. 14.17. �aquivalent zu Prop. 15.18. Zwischen zwei �ahnlichen ebenen Zahlen gibt eseine mittlere Proportionale:a : b = c : d =) ab : bc = bc : cdDas Verh�altnis der �ahnlichen ebenen Zahlen istzweimal das Verh�altnis entsprechender Seiten:ab : cd = (a : c)2 .19. Zwischen zwei �ahnlichen r�aumlichen Zahlen gibtes zwei mittlere Proportionale:a : b : c = d : e : f =)abc : bcd = bcd : bdf = bdf : def :Das Verh�altnis der r�aumlichen Zahlen ist drei-mal das Verh�altnis entsprechender Seiten:abc : def = (a : d)3 .20. [Umkehrung von Prop. 18:] L�a�t sich zwischenzwei Zahlen eine mittlere Proportionale einschal-ten, sind die Zahlen �ahnliche ebene Zahlen: Ausa : c = c : b

folgt die �Ahnlichkeit von a; b mit � = ggT(a; c)wegen a = �� ; c = � ; b = �und � : � =  : � .21. Umkehrung von Prop. 19.22. Bilden 3 Zahlen eine geometrische Folge und istdie erste eine Quadratzahl, so auch die dritte.23. Bilden 4 Zahlen eine geometrische Folge und istdie erste eine Kubikzahl, so auch die dritte.24. Haben zwei Zahlen ein Verh�altnis wie eine Qua-dratzahl zu einer Quadratzahl, und ist die ersteein Quadrat, so auch die zweite.25. Haben zwei Zahlen ein Verh�altnis wie eine Ku-bikzahl zu einer Kubikzahl, und ist die ersteeine Kubikzahl, so auch die zweite.26. �Ahnliche ebene Zahlen haben zueinander einVerh�altnis wie eine Quadratzahl zu einer Qua-dratzahl.27. �Ahnliche r�aumliche Zahlen haben zueinanderein Verh�altnis wie eine Kubikzahl zu einer Ku-bikzahl.Buch IX: Geometrische Folgen, Beginn der ZahlentheoriePropositionen 1{27:1. [= Prop. VIII.26] Das Produkt zweier �ahnlicherebener Zahlen ist ein Quadrat:a : b = c : d =) (ab)(cd) = (ad)22. Umkehrung von 1.3. [Spezialfall von 4.:] Das Quadrat einer Kubik-zahl ist eine Kubikzahl.4. Das Produkt zweier Kubikzahlen ist eine Ku-bikzahl.5. [Umkehrung von 4.:] Sind a und ab Kubikzah-len, so auch b.6. Mit a2 ist auch a Kubikzahl.7. Ein Vielfaches einer ebenen Zahl ist eine r�aum-liche Zahl.8. Hat man eine mit 1 beginnende geometrischeFolge, so ist jedes zweite Glied ein Quadrat,jedes dritte Glied eine Kubikzahl, jedes sechsteGlied zugleich Quadrat und Kubikzahl.9. Ist 1; a; : : : eine geometrische Folge und a einQuadrat (Kubus), so ist jedes Glied ein Qua-drat (Kubus).10. Ist 1; a; : : : eine geometrische Folge und a keinQuadrat (Kubus), so sind nur die Glieder derFolge Quadrate (Kuben), die in Prop. 8 genanntsind.11. Ist 1; a; a2; a3; : : : ; an eine geometrische Folge,so teilt ar das Ende an , der Quotient ist an�r .

12. Ist 1; a; a2; a3; : : : ; an eine geometrische Folge,so sind die Primteiler von a genau die Primtei-ler von an .13. Ist 1; a; a2; a3; : : : ; an eine geometrische Folgeund a eine Primzahl, so sind die Teiler von angerade die zuvor in der Folge stehenden Zahlen.14. [Korollar von VII.30] Ist a das kgV der Prim-zahlen p1; : : : ; pn , so sind die a teilenden Prim-zahlen genau die Zahlen p1; : : : ; pn .15. Ist a; b; c eine unk�urzbare geometrische Folge,so ist die Summe zweier Glieder relativ primzum dritten.16. Sind a; b relativ prim, gibt es keine dritte Pro-portionale, d.h. keine geometrische Folge a; b; c.[a > 1]17. Eine geometrische Folge a; : : : ; b mit relativ pri-men Gliedern a; b l�a�t sich nicht weiter verl�an-gern. [a > 1]18. Wann kann man a; b zu einer geometrischenFolge mit 3 Gliedern verl�angern?[Antwort: a mu� b2 teilen]19. Wann kann man die vierte Proportionale in a :b = c :? �nden?20. Unendlichkeit der Primzahlen: Zu vorge-gebenen Primzahlen kann man weitere �nden.12



21. Gerade + Gerade = Gerade22. Eine gerade Anzahl ungerader Zahlen hat alsSumme eine gerade Zahl.23. Eine ungerade Anzahl ungerader Zahlen hat alsSumme eine ungerade Zahl.24. Gerade � Gerade = Gerade25. Gerade � Ungerade = Ungerade26. Ungerade � Ungerade = Gerade27. Ungerade � Gerade = Ungerade28. Ungerade � Gerade = Gerade29. Ungerade � Ungerade = Ungerade30. Teilt eine ungerade Zahl eine gerade Zahl, soauch ihre H�alfte.31. Ist eine ungerade Zahl relativ prim zu einerZahl, so auch zu ihrem Doppelten.32. Hat man die geometrische Folge 2; 4; : : :, so zer-legt sich jedes ihrer Glieder (nach dem ersten)nur in das Produkt zweier gerader Zahlen.33. Ist eine Zahl das Doppelte einer ungeraden Zahl,

hat jede Zerlegung die Gestalt ungerade mal ge-rade.34. Ist eine [gerade] Zahl nicht von der Art ausProp. 32 oder 33, so besitzt sie sowohl Zerlegun-gen der Gestalt gerade mal gerade wie gerademal ungerade.35. Summenformel der geometrischen Reihe:Ist a1; a2; : : : ; an+1 eine geometrische Folge, sogilt(an+1�a1) : (a1+a2+ : : :+an) = (a2�a1) : a136. Formel f�ur vollkommene Zahlen: Ist 1,2, : : : , a eine geometrische Folge, deren Summeeine Primzahl ist, so liefert das Produkt dieserSumme mit dem letzten Glied eine vollkomme-ne Zahl.[Also 2p�1 �(2p�1) ist vollkommen, wenn 2p�1prim ist. Da� dies alle geraden vollkommenenZahlen sind, hat Euler gezeigt. Eventuelle un-gerade vollkommene Zahlen m�ussen > 10200sein.]Weiteres zahlentheoretisches Material �ndet man in dem Lemma nach X.28: Finde zwei Quadrate, derenSumme ein Quadrat ist. L�osung (Euklid hat noch einen gemeinsamen Faktor m bei der Basis aller dreiQuadrate): p � q mod 2 =) (pq)2 + �p2 � q22 �2 = �p2 + q22 �2Ist ggT(p; q) = 1, liefert diese Formel genau die teilerfremden L�osungen von x2+y2 = z2 mit ungerademx und geradem y . Buch X: Quadratische Irrationalit�atenEs gibt zwei Antworten auf die Entdeckung des Irrationalen bei Euklid, eine "analytische\ und eine"algebraische\: Zum einen die in Buch V entwickelte Lehre von den Proportionen, mit denen Eudoxosden allgemeinen Umgang mit geometrischen Gr�o�en f�ur L�angen-, Fl�achen- oder Volumenberechnungenfundiert hat. Zum andern die hier in Buch X entwickelte Lehre des Theaitet von den Irrationalit�aten,die bei Konstruktion mit Zirkel und Lineal auftauchen, d.h. die Lehre von den geschachtelten Quadrat-wurzelausdr�ucken. Diese gen�ugen zur Behandlung der Platonischen K�orper in Buch XIII.Nicht nur die Theorie der 13 verschiedenen Typen von Irrationalit�aten nebst weiteren Hilfstypen, diehier aufgebaut wird, ist kompliziert, der Aufbau selbst ist dunkel, da der Autor seine motivierendenGedankeng�ange wohl zu verbergen wei�. Auch bedeutende Mathematiker haben bei der Lekt�ure vonBuch X gest�ohnt 12) . Im Zentrum steht die Identit�atqp��p� =rp�+p�� �2 �rp��p�� �2 ;12) Apollonios soll die Theorie weiter entwickelt haben; Pappos schrieb einen arabisch erhaltenen Kommentar; Leo-nardo von Pisa behandelte das Buch in Kap.14 seines Liber Abaci 1202/1228; eine Analyse gab Michael Stifelin seiner Arithmetica integra, N�urnberg 1544; Cardano behandelt das Buch mehrfach in seinen Schriften; SimonStevin auch, er nennt das Buch 1585 le croix des math�ematiciens. Weitere Kommentare von Meier Hirsch 1794,Poselger 1834, Nesselmann 1842 in Die Algebra der Griechen, Christensen 1889 [Zeitschrift f�ur Math. u. Physik(Hist.Abt.) 34, 201{217], eine Kurzanalyse gibt van der Waerden in seinem Buch Erwachende Wissenschaft.13



aber sehr sorgsam wird von allen vorkommenden Gr�o�en gezeigt, ob bzw. unter welchen Bedingungensie, im Sinne der nachstehenden De�nitionen, me�bar, rational oder irrational sind, und da� die verschie-denen Typen von Irrationalit�aten wirklich disjunkt sind, wesentliches Hilfsmittel ist die Eindeutigkeitder Summendarstellungen von Quadratwurzeln. Ich beschr�anke mich hier auf die Wiedergabe einigerDe�nitionen, die bereits andeuten, da� dieser erste k�uhne Entwurf nicht das letzte Wort ist: Er machtsich z.T. noch selbst das Leben schwer und erreicht die Klarheit heutiger Algebra nicht; manche S�atzewerden in bis zu 12 Teils�atze zerlegt je nach Typ der auftretenden Gr�o�en und mit 12 sehr �ahnlichenBeweisen versehen, wo bei richtiger Begri�sbildung ein Satz und ein Beweis gereicht h�atten.Die 115 S�atze von Buch X erfordern einen Kommentar, da sie nicht wie die vorhergehenden leicht mitSchulmathematik zu interpretieren sind. Nicht nur aus Platzgr�unden, sondern auch wegen des nichtausgereiften Inhaltes beschr�anke ich mich auf einen knappen Exkurs, der wenigstens einen Eindruck desBuches X vermitteln soll.De�nitionen I.1{4:1. Gr�o�en hei�en kommensurabel, wenn sie ein ge-meinsames Ma� haben, sonst inkommensurabel.2. Strecken hei�en quadratisch (oder quadriert)kommensurabel, wenn ihre Quadrate kommen-surabel sind.3. Nach Auswahl einer Einheitsstrecke e hei�endie mit ihr kommensurablen Strecken me�bar,die mit ihr quadratisch kommensurablen Strek-ken aussprechbar (rational), die anderen irra-tional.[Der Begri� "me�bar\ steht nicht explizit beiEuklid, sondern steht nur zur Klarheit hier.
Man kann nur bedauern, da� Euklid durch sei-ne Unterscheidung von 1- und 2-dimensionalenGr�o�en zu zwei verschiedenen Irrationalit�ats-begri�en bei Strecken und bei Fl�achen kommt.Eindimensional sind "me�bar\ genau die posi-tiven Zahlen in Q , "aussprechbar\ die Zahlenpq mit 0 < q 2 Q. Zweidimensional gibt eskeinen Unterschied zwischen me�bar und aus-sprechbar = rational.]4. Eine Fl�ache ist me�bar oder aussprechbar, wennsie mit dem Quadrat �uber e kommensurabelist, andernfalls unaussprechlich oder irrational.Die Propositionen 1{47 enthalten folgende De�nitionen: 13)21. Die mittlere Proportionale zwischen zwei aus-sprechbaren, aber nicht kommensurablen Strek-ken hei�t medial.4pa mit a 2 Q n Q222. Das Quadrat �uber einer medialen Strecke hei�tmedial; es hat eine Fl�ache pA.36. Die Summe zweier aussprechbarer, nicht kom-mensurabler Strecken hei�t binomial.pa+pb mit a; b 2 Q n Q237. Ist das Produkt zweier medialer Strecken mitaussprechbaremVerh�altnis ein me�bares Recht-eck, so hei�t die Summe der Strecken die ersteBimediale. 4pab2 + 4pa3b238. Ist das Produkt zweier medialer Strecken mitaussprechbarem Verh�altnis ein mediales Recht-eck, so hei�t die Summe der Strecken die zweiteBimediale.4pab2 + 4pa3c2 mit a; b; c 2 Q; a; bc =2 Q239. Ist das Produkt zweier Strecken mit irrationa-lem Verh�altnis ein mediales Rechteck und die

Summe ihrer Quadrate me�bar, so hei�t dieSumme der Strecken die gro�e Irrationale.ra+ abp1 + b2 +ra� abp1 + b240. Ist das Produkt zweier Strecken mit irratio-nalem Verh�altnis ein me�bares Rechteck unddie Summe ihrer Quadrate medial, so hei�t dieSumme der Strecken die Seite einer me�barenund einer medialen Fl�ache.sp1 + a2 + ab(1 + a2) +sp1 + a2 � ab(1 + a2)41. Ist das Produkt zweier Strecken mit irrationa-lem Verh�altnis ein mediales Rechteck und dieSumme ihrer Quadrate medial und inkommen-surabel zum Rechteck, so hei�t die Summe derStrecken die Seite der Summe zweier medialerFl�achen.4par1 + cp1 + c2 + 4par1� cp1 + c2De�nitionen II.1{6:13) mit Q seien die positiven rationalen Zahlen bezeichnet14



Sei a+ b eine Binomiale mit a > b und u+ v eineBinomiale mit(u+ v)2 = e(a+ b) :Dann ist u2 + v2 = ea ; 2uv = eb :Sei u� v = pa2 � b2 kommensurabel mit a.1. Ist a me�bar und b nicht, hei�t u + v ersteBinomiale.2. Ist a nicht me�bar, aber b, hei�t u+ v zweiteBinomiale.
3. Sind a; b beide nicht me�bar, so hei�t u + vdritte Binomiale.Sei nun pa2 � b2 inkommensurabel mit a.4. Ist a me�bar und b nicht, hei�t u + v vierteBinomiale.5. Ist a nicht me�bar, aber b, hei�t u+ v f�unfteBinomiale.6. Sind a; b beide nicht me�bar, so hei�t u + vsechste Binomiale.Die folgenden S�atze 48{84 enthalten weitere De�nitionen, die dritte Serie der De�nitionen liefert 6 weitereTypen von Irrationalit�aten (Apotome) der Gestalt u�v , die folgenden S�atze untersuchen die Arithmetikzwischen diesen verschiedenen Irrationalit�aten.Buch XI: RaumlehreDe�nitionen 1{28:1. Ein K�orper hat L�ange, Breite, Tiefe.2. Die Grenze eines K�orpers ist eine Fl�ache.3. Eine Gerade hei�t senkrecht zu einer Ebene,wenn sie senkrecht auf allen Geraden in derEbene steht, die sie tre�en.4. Zwei Ebenen stehen senkrecht, wenn die in ei-ner Ebene gebildeten Senkrechten zur Schnitt-geraden auf der anderen Ebene senkrecht ste-hen.5. Der Winkel einer Strecke mit einer die Streckeschneidenden Ebene ist der Winkel im Durch-sto�punkt der Strecke, gebildet mit der Verbin-dungsstrecke zum Fu�punkt des Lotes von derSpitze der Strecke auf die Ebene.6. Der Winkel zwischen zwei Ebenen ist der spit-ze Winkel, der von zwei Senkrechten auf derSchnittgeraden in den beiden Ebenen gebildetwird.7. Ebenenpaare hei�en �ahnlich geneigt zueinan-der, wenn ihre Winkel gleich sind.8. Ebenen hei�en parallel, wenn sie sich nicht tref-fen.9. �Ahnliche K�orper [= konvexe Polyeder] sind K�or-per mit �ahnlichen ebenen Seiten.14)10. Gleiche und �ahnliche K�orper sind solche mitgleichen und �ahnlichen Seiten.11. Ein Raumwinkel ist die Neigung gebildet ausmehr als zwei Geraden, die sich in einem Punkttre�en und nicht in derselben Ebene liegen.anders: Ein Raumwinkel ist enthalten zwischenmehr als 2 ebenen Winkeln, die nicht in dersel-ben Ebene liegen und von einem Punkt ausge-hen.

12. Eine Pyramide ist ein K�orper mit ebenen Sei-ten, der von einer Ebene zu einem Punkt hinkonstruiert ist [Tats�achlich betrachtet Euklidnur Tetraeder].13. Ein Prisma ist ein K�orper zwischen zwei paral-lelen, gleichen und �ahnlichen ebenen Figuren,die restlichen Seiten sind Parallelogramme [inarabischen Texten nur 3seitige Prismen, wasdem Gebrauch Euklids i.a. entspricht].14. Dreht man einen Halbkreis um seinen Durch-messer, so entsteht eine Kugel.15. Die Achse der Drehung hei�t Achse der Kugel.16. Das Zentrum der Sph�are ist das Zentrum desHalbkreises.17. Ein Durchmesser der Sph�are ist jede Streckedurch das Zentrum, die auf beiden Seite aufder Ober�ache endet.18. Dreht man ein rechtwinkliges Dreieck ganz umeinen Schenkel des rechten Winkels, so entstehtein Kegel. Ist der andere Schenkel gleich, klei-ner oder gr�o�er als der erste Schenkel, so hei�tder Kegel rechtwinklig oder spitzwinklig oderstumpfwinklig.19. Die Achse des Kegels ist die Achse der Drehung.20. Die Grund�ache des Kegels ist der durch denzweiten Schenkel erzeugte Kreis.21. Dreht man ein Rechteck ganz um eine Seite, soentsteht ein Zylinder.22. Die Drehachse hei�t Achse des Zylinders.23. Die Grund�achen des Zylinders sind die beidenKreise, die bei der Drehung durch die an dieAchse anliegenden Seiten erzeugt werden.24. �Ahnlich sind Kegel bzw. Zylinder, f�ur die Ach-sen und Durchmesser der Grund�ache propor-tional sind.14) Es w�are zu zeigen, da� daraus auch die Gleichheit der Fl�achenwinkel folgt.15



25. Ein W�urfel ist ein von 6 gleichen Quadratenbegrenzter K�orper.26. Ein Oktaeder ist ein von 6 gleichen gleichseiti-gen Dreiecken begrenzter K�orper. 27. Ein Ikosaeder ist ein von 20 gleichen gleichsei-tigen Dreiecken begrenzter K�orper.28. Ein Dodekaeder ist ein von 12 gleichen gleich-seitigen und gleichwinkligen F�unfecken begrenz-ter K�orper.Propositionen 1{19 [von 39]: Die folgende Stereometrie ist nicht in gleichem Ma�e durchgearbeitet wiedie Planimetrie in Buch I. Es fehlen Postulate, die die aus Buch I erg�anzen, es fehlen Kongruenzs�atzef�ur Dreikante (die Menelaos als S�atze �uber sph�arische Dreiecke im 1:Jh. liefert), einige Beweise sind (wieauch in Buch I) l�uckenhaft.1. Liegt ein St�uck einer Geraden in einer Ebene,so die ganze Gerade.2. Zwei sich schneidende Gerade liegen in einerEbene, ebenso ein Dreieck.3. Schneiden sich 2 Ebenen, ist ihr Schnitt eineGerade.4. Errichtet man auf dem Schnittpunkt zweier sichschneidender Geraden das Lot, so steht das Lotauf der von den sich schneidenden Geraden auf-gespannten Ebene senkrecht.5. Haben drei sich in einem Punkt schneidendeGeraden ein gemeinsames Lot, so liegen sie ineiner Ebene.6. Zwei Lote auf einer Ebene sind parallel.7. Verbindet man zwei Parallelen, so sind Verbin-dungsgerade und Parallelen in einer Ebene.8. Jede Parallele eines Lots einer Ebene ist wiederLot dieser Ebene.9. Besitzen zwei Geraden eine Parallele, so sindsie auch untereinander parallel.10. Schneidende Parallelen zu einem sich schnei-denden Geradenpaar schlie�en dieselben Win-kel ein.

11. F�alle das Lot von einem Punkt auf eine Ebene.12. Errichte das Lot auf einer Ebene in einem ihrerPunkte.13. Das Lot ist wohlbestimmt.14. Ebenen, auf denen eine Gerade senkrecht steht,sind parallel.15. Ist ein sich schneidendes Geradenpaar zu ei-nem anderen, nicht in derselben Ebene gelege-nen sich schneidenden Geradenpaar parallel, sosind die aufgespannten Ebenen parallel.16. Werden zwei parallele Ebenen von einer drittenEbene geschnitten, so sind die Schnitte paral-lele Geraden.17. Strahlensatz: Werden zwei Geraden von par-allelen Ebenen geschnitten, so werden sie imselben Verh�altnis geteilt.18. Steht eine Gerade senkrecht zu einer Ebene, sosind alle Ebenen durch diese Gerade senkrechtzu der Ebene.19. Sind zwei sich schneidende Ebenen senkrecht zueiner Ebene, so ist auch die Schnittlinie senk-recht zu dieser Ebene.Die folgenden Prop. 20{23, 26, 35 handeln von r�aumlichen Ecken aus drei Ebenen. Sind �; �;  dieWinkel in den Ebenen, so ist < �+ � ; � < �+  ; � < � +  ; �+ � +  < 4Rund diese Bedingungen reichen auch aus f�ur eine r�aumliche Ecke mit Winkeln �; �;  . Die Prop. 24, 25,27{34, 36, 37 behandeln Parallelache (= Spate) ohne formale De�nition: Ihre Gegenseiten sind gleicheund �ahnliche Parallelogramme, Diagonalebenen halbieren, die Volumina verhalten sich wie das Produktaus H�ohe und Grund�ache. Bei �ahnlichen Parallelachen verhalten sich die Volumina wie das Produktder Kantenl�angen. Verhalten sich die Kantenl�angen a; b; c wie a : b = b : c, so ist das Volumen dasselbewie bei einem winkelgleichen schiefen W�urfel der Kantenl�ange b.XII. Volumenmessungen mit Pr�a-In�nitesimalrechnungDer Inhalt des XII. Buches ist der nichtelementaren Berechnung von Volumina gewidmet (Volumen undOber�ache der Kugel hat erst Archimedes berechnet), wobei die Resultate meist �alterer Natur sind, dieBeweismethoden aber nicht. �Uber die Volumenformeln f�ur Pyramide oder Kegel sagt Archimedes z.B.:Demokrit hat sie gefunden (vielleicht aus �Agypten mitgebracht), aber erst Eudoxos hat sie bewiesen. DieBeweismethode ist eine Exhaustion krummlinig begrenzter K�orper durch Polyeder, aber selbst f�ur Tetra-eder wird eine beliebig oft durchgef�uhrte Zerlegung benutzt, um (unter Benutzung des Archimedischen16



Axioms) beliebig gute Absch�atzungen f�ur das gew�unschte Volumen zu erhalten. Im Grenzwert ergebensich die Euklidischen Behauptungen.Propositionen 1{18:1. �Ahnliche Vielecke in Kreisen verhalten sich wiedie Quadrate der Durchmesser.2. Kreise verhalten sich so wie die Quadrate ihrerDurchmesser.3. Jedes Tetraeder zerlegt sich in zwei [mit Fak-tor 12 ] �ahnliche Tetraeder und zwei gleiche Pris-men, die gr�o�er sind als die kleinen Pyramiden.4. Bei verschiedenen Pyramiden gleicher H�ohe lie-fert die Teilung von Prop. 3 Prismen, deren Vo-lumina sich verhalten wie die Grund�achen derPyramiden.5. Tetraeder mit gleicher H�ohe verhalten sich wiedie Grund�achen.7. Jedes Prisma �uber einem Dreieck ist in drei glei-che Tetraeder zerlegbar.8. �Ahnliche Tetraeder stehen im Verh�altnis desProduktes der 3 von entsprechenden Punktenausgehenden Kanten.

9. Tetraeder verhalten sich wie die Produkte ausH�ohe und Grund�ache.15)10. Ein Kegel ist ein Drittel des Zylinders mit glei-cher Grund�ache und H�ohe.11. Kegel (Zylinder) derselben H�ohe verhalten sichwie die Grund�achen.12. �Ahnliche Kegel (Zylinder) verhalten sich wiedie dritte Potenz des Grund�achendurchmes-sers.15. Das Volumen von Kegeln (Zylindern) ist pro-portional zum Produkt aus H�ohe und Grund-�ache.16. Konstruiere zwischen zwei konzentrische Kreiseein gleichseitiges Vieleck, dessen Ecken auf demgr�o�eren Kreis liegen, dessen Seiten den innerenKreis nicht ber�uhren.17. Dito f�ur konzentrische Kugeln.18. Kugeln verhalten sich wie die dritte Potenz ih-rer Durchmesser.XIII. Die Platonischen K�orperDas letzte Buch der Elemente Euklids behandelt die f�unf Platonischen K�orper. Es geht auf Theaitetzur�uck. Die Konstruktion der K�orper geht einher mit der Berechnung der zugeh�origen Seiten u.�a.1. Stete Teilung einer Strecke:a : x = x : (a� x) =) �x+ a2�2 = 5�a2�22. Umkehrung von 1.3. [Der kleinere Abschnitt einer steten Teilung lie-fert stete Teilung des gr�o�eren Abschnittes, vgl.auch 5.:] a : x = x : (a� x) =)�(a� x) + a2�2 = 5�x2�24. Bei stet geteilter Strecke sind die Quadrate �uberder ganzen Strecke und �uber dem kleineren Ab-schnitt dreimal so gro� wie das Quadrat �uberdem gr�o�eren Abschnitt:a : x = x : (a� x) =) a2 + (a� x)2 = 3x25. Setzt man den gr�o�eren Abschnitt einer stet ge-teilten Strecke an, so entsteht eine stete Tei-lung:a : x = x : (a� x) =) (a+ x) : a = a : x7. Sind in einem gleichseitigen F�unfeck drei Win-kel gleich, so ist das F�unfeck gleichwinklig.

8. Diagonalen im regul�aren F�unfeck teilen sich stet,ihre gr�o�eren Abschnitte sind gleich der F�unf-eckseite s5 : d5 : s5 = s5 : (d5 � s5)9. F�ur die Seiten des regul�aren 6- und 10-Ecks ineinem Kreis gilt(s6 + s10) : s6 = s6 : s10 :10. F�ur die Seiten des regul�aren 5-, 6- und 10-Ecksin einem Kreis gilts25 = s26 + s210 :11. Die Seite eines regul�aren F�unfecks in einemKreisvom Radius r ists5 = r2 �p10� 2p5 :12. Das gleichseitige Dreieck in einem Kreis vomRadius r hat die Seites3 = rp3 :15) w�ortlich: In gleichen Pyramiden mit dreieckigen Grund�achen sind die Grund�achen den H�ohen umgekehrt pro-portional. Und Pyramiden mit dreieckigen Grund�achen, in denen die Grund�achen den H�ohen umgekehrt pro-portional sind, sind gleich. 17



13. Konstruiere ein regelm�a�iges Tetraeder in einerKugel. Der Durchmesser der Umkugel eines re-gul�aren Tetraeders mit Kantenl�ange `4 ist2r = `4r32 :14. Konstruiere ein regul�ares Oktaeder in einer Ku-gel. Der Durchmesser der Umkugel eines re-gul�aren Oktaeders mit Kantenl�ange `8 ist2r = `8p2 :15. Konstruiere einen W�urfel in einer Kugel. DerDurchmesser der Umkugel eines W�urfels mitKantenl�ange `6 ist2r = `6p3 :16. Konstruiere ein regul�ares Ikosaeder in einer Ku-gel. Die Kante eines regul�aren Ikosaeders in

einer Kugel vom Radius r ist`20 = rq2� 2=p5 = rp5 �p10� 2p5 :Euklid erh�alt dieses Ergebnis durch Berechnungdes Umkreisradius � der von Ikosaederecken ge-bildeten regul�aren F�unfecke zu � = 2rp5 , undanschlie�ende Konstruktion eines F�unfecks mitUmkreisradius �.17. Konstruiere ein regul�ares Dodekaeder in einerKugel. Die Kante eines regul�aren Dodekaedersin einer Kugel vom Radius r ist`12 = r � p5� 1p3 :18. Zusammenfassung, Konstruktion aller Kanten.18.a Satz: Es gibt keine anderen regul�aren (konve-xen) K�orper au�er den 5 genannten K�orpern.
Bemerkung: Die sogenannten B�ucher XIV und XV der Elemente des Euklid enthalten Material, dasnach Euklid hinzugef�ugt wurde, z.B. in Buch XIV:Satz von Aristaios:Sind Ikosaeder und Dodekaeder derselben Kugel einbeschrieben, so haben ihre Fl�achen (Drei-ecke bzw. F�unfecke) denselben Umkreisradius. Daher haben sie auch dieselbe Inkugel.Satz von Apollonius/Hypsikles:Die Ober�achen (Volumina) von Dodekaeder und Ikosaeder verhalten sich so wie die W�urfel-kante zur Ikosaederkante.
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