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Bezeichnungen

Sei I' ein endlicher verbundener Graph, I'g die Menge seiner Knoten und I'y die Men-
ge seiner Kanten. Zunéchst sind mehrere Kanten pro Knoten, Kreise und Schleifen
erlaubt. Bei einigen Sétzen muss man jedoch bestimmte Félle ausschlielen.

Nun fixiert man eine Orientierung A des Graphen I'; d.h. man legt fiir jede Kante
[ € T'y einen Anfangspunkt a(l) € I'y und einen Endpunkt 5(1) € I'y fest.

Sei k ein Korper. Man ordnet
1. jedem Knoten a € I'y einen endlich dimensionalen k-Vektorraum zu.
2. jeder Kante [ € I'y eine Abbildung f; zu mit f; : Vg — Vi

Setze (V,f) als die Menge der Vektorrdume V, (o € T'y) und der Abbildungen
fl (l € Fl)

Definition 1

Sei (I, A) ein orientierter Graph. Definiere eine Kategorie £ (I', A) durch:

1. Die Objekte sind eine Menge von (V,f) mit Vektorrdumen V,, (a € Iy und
Abbildungen f; (I € T'y)

2. Ein Morphismus ¢ : (V. f) — (W,g) (V. f),(W,g) € L (I',A)) ist die
Menge ¢, : Vo, — W, | a € Ty, so dass fiir jede Kante [ € T'; das Diagramm

fi
Vaw Vi

Pa(l) ©B)
a)y ———Ws)

kommutiert. (g05(1) ofi=gio SOa(l))




Beispiel 1

Seien f;: Vi — Vy (i=1,2)

Definition 2

Sei (I, A) ein orientierter Graph.

1. Seien (V, f),(U,g) € £ (I';A). Dann heifit (W, h) mit W, = V, & U, und
h; = f; & g, direkte Summe.

2. Ein Objekt 0 # (V, f) € £ (I',A) heiit unzerlegbar, falls es keine Objekte
0# (U,g),(W,h) € L (I',A) gibt mit (V, f) = (U, g) & (W, h).

3. Ein Objekt L, («a € I'y) heifit irreduzibel, falls gilt:
(La)y =0 fiir v # o, (La)o = k und f; =0 fiir alle [ € Ty

Definition 3

1. Sei a € T" ein Knoten von I'. Dann definiere als I', die Menge der Kanten 1,
die o enthalten, dh. I'y ={1€l1 |a=a (1) oder a = 3 (1)}.

2. Sei A eine Orientierung von I' und o € I'y. Dann sei o,A die Orientierung von
[', die aus I' hervorgeht, wenn man alle Kanten 1 € I'* umdreht.

3. Seia € T'y. a heiBt (-)-zugdnglich (bzw. (+)-zugdinglich) bzgl. A, wenn 5(1)# «
(bzw. a(l)# a) V1 e I'y.

Konstruktion der Spiegelungsfunktoren

1. Sei 3 ein (+)-zug. Knoten des Graphen I' und der Orientierung A. Sei (V,f)
€ L(I", A). Wir konstruieren aus dem Objekt (V,f) ein Objekt (W,g) € L(T,
O'BA).




(a) Wir setzen W.:=V,, fiir v # 3. Sei IP={ly,...,l;} (dies sind genau die
Kanten, die § als Endpunkt haben).
Wir setzen Wg:={v = (v1,...,v) | vi € Vauy, S () = 0}.
Mit anderen Worten:
Sei h: ®F Vo) — Vi mit h(vi, ..., vp)=f, (v1) + ... + fi, (vg). Dann ist
Ws=Kern(h).

(b) Setze g, := f; fiir 1¢ I'”,
Sei nun 1=l; € I'?: Definiere g; als die Hintereinanderschaltung der natiirli-
chen Einbettung Wz — @g?zlva(lj) und der Projektion
_1Vaw,) = Va (= Wan)- )
Dann gilt g, : W3 — Wy, also werden beim Ubergang von f; zu g; die
Richtungen aller Kanten 1€ T'? gefindert. Daraus folgt (W,g)e L(T', 05A).

Wir bezeichnen das so konstruierte Objekt (W,g) mit Fjj (V, f).
Ein Morphismus ¢ = {¢,} (v € I'p) wird von Fj abgebildet auf:

90/: Fg(vvf) —>F3_(V/,f/)
@, =y fiir y # 0
go'ﬁ = @;6:1 Pal) |WB wobel [; € s

2. Sei « ein (-)-zug. Knoten des Graphen I' und der Orientierung A. Sei (V,f)
€ L(T', A). Konstruiere daraus ein Objekt (W,g) € L (T, o,A).

(a) Setze W:=V,, fiir v # a. Sei I'* = {lh,.... L,y und h : V, — B Vaay
mit h(v) = (fi, (v),. .. ,flk(vz.

Setze W, = @levﬁ(li)/[m h C @levﬁ(li)'

(b) Setze g, := f; fiir 1 '
Fiir 1=l; € T setze ¢ : Wsay — W, als Hintereinanderschaltung der
natiirlichen Einbettung Wsq) = Viq) — EB;‘?:lVﬁ(lj) und der Projektion
Oy Vi) = Wae
Also werden beim Ubergang von f; zu g; die Richtung aller Kanten le T
gedndert und somit gilt (W,g)e L(T, o).

Wir bezeichnen das so konstruierte Objekt (W,g) mit £, (V. f).
Ein Morphismus ¢ = {¢,} (v € I'g) wird von F, abgebildet auf:
v F (V) — Fo (VL)

@, =y fiir v # a

@l =@ vsu) lw, wobei l; € T

Man rechnet leicht nach, dass Fjj und F, Funktoren von L(T', A)nach L(T,05A)
bzw. L(I',0,A) sind. Dabei wird offensichtlich ein Objekt (V, f) € £ (I, A) durch
Fy (bzw. F,7) auf ein Objekt in L(T',03A) (baw. L(T', 0,A))abgebildet. Zu priifen
ist also, ob ein Morphismus wieder auf einen Morphismus abgebildet wird. Es ist
Fg(gow) = @, fir v # B und F; (¢,) = ¢, fir v # «, deshalb kommutieren die




entsprechenden Diagramme. Es geniigt also je Funktor nur das Diagramm auf Kom-
mutativitét zu priifen, das den entsprechenden Knoten enthélt. Fiir (+) - zugéngli-
che Knoten bedeutet dies nachzurechnen, dass das rechte Diagramm kommutuiert.
(Bezeichnungen wie oben)

fli ai,
Vo) Vs Vo) Wjs
Fy
Pa(ls) ©p Pa(l;) v
’ fﬂ ’ / g; ’
Vo Vs Vot W

Auch fiir (-) - zugéngliche Knoten ist zu zeigen, dass das rechte Diagramm kommu-
tiert.

Ju; g
Va V) Wa V)
Fg )
Pa PB(L:) P PBl:)
’ jﬂ ’ ’ gb ’
Va Vﬁ(li) W, Vﬁ(li)

Satz 1

1. Sei (I', A) ein orientierter Graph und sei § € I'y ein Knoten, der unter A (+) -
zuganglich ist. Sei V' € £ (I', A) ein unzerlegbares Objekt. Dann gibt es zwei
Fille:

(a) V= Lgund Fy (V) =0

(b) Fj (V) ist ein unzerlegbares Objekt, Fiy F (V) = V und fiir Fj (V), gilt:

dimFy (V), = dimV, fir v #f

dimFy (V) = —dimVs + Y dimVq)

ZGFB

2. Sei a € Ty ein Knoten, der unter A (-) - zugénglich ist. Sei V' € £ (I', A) ein
unzerlegbares Objekt. Dann gibt es zwei Félle:

(a) V= L,und FS(V)=0




(b) F(V)ist ein unzerlegbares Objekt, F, F.F (V) =V und fiir £ (V), gilt:

dimF;} (V), = dimV, fir v# «

dimF+(V)5 = —dimVa + Z ding(l)

«
lela

Beweis

Sei 8 (+) - zugénglich unter A
= [ ist (-) - zugénglich unter ozA
= Der Funktor Fij Fjf : L (I,A) — £ (T, A) ist definiert.

Nun konstruiert man fiir jedes Objekt V' € £ (I', A) einen Morphismus:
iy FgFf(V)—V
mit (i5), = id, fiir v # 3, denn FyFf(V), =V,

Um (26) 3 zu definieren betrachetet man zunéchst die Abbildungen:

Fy(V)g — @iersVap) — Vs

Es gilt: Kern h = Bild h Dies erkennt man aus der Konstruktion von & und &
Setze (it,) als die (triviale) Einbettung:

(Z"g/)g : FK;FE—(V)[} = @lenga(l)/Bild iL = @lepﬁVa(l)/KGrn h — Vﬁ

Man kann nun nachrechnen, dass z‘ﬁ/ ist ein Morphismus ist (Axiome priifen).
Fiir jeden (-) - zugénglichen Knoten konstruiert man analog einen Morphismus:

Py V= FFL(V)

Hierbei handelt es sich um die (triviale) Projektion.

Lemma 1
L Fy(Vi@Ve) = Fy(Vi) & Fi(Va)
2. p{ ist ein Epimorphismus und zg ist ein Monomorphismus.

3. Wenn z’?/ bzw. p{; Isomorpismen sind, gelten obige Dimensionsformeln (— Satz

1).




4. Das Objekt Kern p{ ist konzentriert bei o, d.h. (Kern pf), = 0 fiir v # a.
Das Objekt V/Bild(il.) ist konzentriert bei 3.

5. Wenn das Objekt V die Form FiW (bzw. F;W) hat, ist p¢ (bzw. if) ein
Isomorphismus.

6. Das Objekt V ist isomorph zu: Fﬁ’Fg(V) ® V/Bild z€ bzw. FIF, (V) &
Kern py,

Beweis

1) bis 4) offensichtlich.

5) nachrechnen und dabei die Definitionen von h und h verwenden.

6) zu zeigen: V = Fy Fy (V) @ V, wobei V = V/Bild i,

Die triviale Projektion ¢j : Vg — Vg hat den Schnitt ¢g : ‘75 — Vp. g ist
hierbei die triviale Einbettung und es gilt: (}; 0 g5 = id).

Setze ., = 0 fiir v # # und erhalte somit einen Morphismus g : ‘75 — V3

= ¢5: V3 — Vzund il : Fy Ff (V) — (V) liefern die behauptete direkte
Zerlegung.

Analog zeigt man: V = FXF (V) @ Kern(P2)

Fortsetzung des Beweises von Satz 1

Sei V € L (T, A) unzerlegbar, 5 € T (+) - zugénglich.

=V 2 F;Ff (V)& V/Bild i}, (Lemma 1.6))

Da V unzerlegbar ist, gibt es nun 2 Félle:

1.Fall: V = V/Bild 4,

=V, =0firvy#p

Da V unzerlegbar ist, muss gelten: V' = Lg

2.Fall: V = F[;FJ(V)

= 26 ist Isomorphismus

= Nach Lemma 1 gelten die Dimensionsformeln.

Zu zeigen: W = Fjf (V) ist unzerlegbar.

Angenommen W wire zerlegbarbar. Dann gibt es Wy, Wy # 0 mit W = W, & W,
V=F;F;(V)=F; (W)= Fg (W) ® Fz (W)

= Fy (W1) = 0 oder Fy (Wy) =0, da V unzerlegbar ist.

0.B.d.A. Fy(Wy) =0

=V =F; (W)

=W=F g (V)

Nach Lemma 1.5) ist dann pi : W — Fj Fy (W) ein Isomorphismus. =- Po(Wy) C
FyFy(Wa) =0




=Wy, =0
Analog zeigt man den 2. Teil von Satz 1.

Definition 4

Eine Folge von Knoten ay, . . ., ay, heifit (+)-zugénglich bzgl. A, wenn oy (+)-zugéng-
lich bzgl. A, ay (4)-zugénglich bzgl. o,, A, a3 (+)-zugéinglich bzgl. 6,,0,, A, usw.
Definition einer (-)-zugénglichen Folge analog.

Korollar

Sei (I'; A) ein orientierter Graph und ag,...,a; eine (+)-zug. Folge von Knoten.
Dann gilt:

1. Fiir jedes i mit 1 <4 < kist F, ---F,_ (Lq,) entweder 0 oder ein unzerleg-

Q5—1

bares Objekt in L(I', 04, ,) (hier L,, € L(I',0q;—1 - - 04, N)).

2. Sei V € L(I', A) unzerlegbar und F; --- F; (V)=0. Dann existiert ein i mit
Ve B By (Lay).

Q5—1

Beweis

Beweis durch mehrmaliges Anwenden von Satz 1.1 und Einsetzen.

Satz 2

Sei I' ein Graph ohne Kreise, insbes. ohne Schleifen (d.h. wenn « € 'y, dann exi-
stiert keine Reihe von Kanten, die o mit sich selbst verbindet), und seien A, A’
Orientierungen von I'. Dann gilt

i) Es existiert eine (4)-zugéngliche Reihe von Knoten ay, ..., aj, sodass
Oap - Oy A=A

ii) Seien M und M’ die Mengen der Isomorphieklassen der unzerlegbaren Objekte

in £(I';, A) und L(T", A’). Sei M C M bzw. M’ C M’ die Menge der Klassen der
Objekte F ---F;  (La,) bzw. F} ---Ff (L) (1 <4 < k). Dann induziert der

Funktor F --- F; eine Bijektion zwischen M \ M und M’ \ M'.

k

Beweis




i) Es reicht, den Fall zu betrachten , dass sich A und A’ nur in einer Kante 1 unter-
scheiden, denn dann folgt die Behauptung induktiv.

Der Graph I'\ [ besteht aus zwei jeweils zusammenhéngenden Teilgraphen. Sei I der
Teilgraph, der den Knoten (1) bzgl. A enthélt. Sei ay, ..., q; eine Nummerierung
der Knoten von I, sodass fiir jedes I’ € I'} der Index von «(l’) grofer ist als der
Index von (') (so eine Nummerierung existiert, da I" keine Kreise enthélt). Dann
ist aq,...,q (+)-zug., denn ay ist kein Endpunkt einer Kante bzgl. A, ay ist kein
Endpunkt einer Kante bzgl. o,, A usw.

AuBlerdem ist o,, - - 04, A = A, denn jede Kante aufer 1 wird genau zweimal umge-

dreht.

ii) Aus 1. wissen wir F --- F: L(I', A)— L(I, 04, -+~ 00, A)= L(I', A’) und aus
Korollar 2 folgt: Ist V # F_ -+ F . (Ly,), soist ) --- FF (V) # 0.

Dann folgt mit Satz 1 b), dass F,, --- F, Ff ---Ff (V) =V fiir alle V€ L(I',A)
und Fj - FFFS - F, (V)=V fiir alle V € L(I',A’). Also induziert I} --- F ei-

a1t ay ag

ne Bijektion zwischen M \ M und M’ \ M.

Detfinition 5

Sei (I',A) ein orientierter Graph ohne orientierte Kreise. Wir nummerieren die Kno-
ten von I' so, dass fiir jede Kante 1 € T'; der Index des Anfangsknotens «(1) grofer
als der Index des Endknotens (1) ist (vgl. Bew. von Satz 2 1.). Dann heiflen
OT:=F .- F} und ®7:=F_ --- F, Coxeterfunktoren.

Lemma 2

Seien aq, ..., a, die Knoten in [I' nummeriert wie in Def. 5. Dann gilt:
i) Die Folge ay, ..., a, ist (+)-zug. und die Folge a,, ..., o ist (-)-zug.
ii) Die Funktoren ®* und ®~ bilden die Kategorie £(I',A) in sich ab.

iii)®* und &~ hingen nicht von der Wahl der Nummerierung der Knoten ab.

Beweis

i) Siehe Beweis von Satz 2 1.

ii) o4, - 00, A = Aund o,, - --0,, A = A, da die Richtung jeder Kante genau zwei-
mal gedndert wird.

iii)Es gilt: Sind zwei (4)-zug. Knoten 71, 72 nicht durch eine Kante verbunden, so
kommutieren die Funktoren F,, und F,,.

Seien ay, ..., a, und of, ..., al, zwei Nummerierungen der Knoten von I' wie in Def.
5. Es ist ag = o, fiir ein m mit 1 < m < n. Dann sind die Knoten o}, ..., a],_ 4
nicht mit «; durch eine Kante verbunden (sonst Widerspruch zur Nummerierung




nach Def. 5).

Daraus folgt F, F;Cl = FJ L F;CIF;C = FJ L F;CIF; Fahre so fort mit
g, g usw. Dann folgt F, Foj = F} ... F}=®". Also hingt ®* nicht von der
Wahl der Nummerierung der Knoten ab.

Beweis fiir &~ analog.

Definition 6

Sei (I", A) ein orientierter Graph ohne orientierte Kreise.

1. Ein Objekt V' € £ (I',A) heifit (+) - drregulir (bzw. (-) - irregulir), falls

(®H) (V) = 0 (baw. (&) (V) = 0) fiir cin j € N

2. Ein Objekt V heiBt regulir, falls: V = ()7 (®T)/ (V) = ()71 (d)I(V) Vje
N

Satz 3

1. Jedes unzerlegbare Objekt V' L (I, A) ist entweder regulér oder irregulér.

2. Sei aq, ..., a, eine Nummerierung der Knoten von I, so dass fiir jede Kante
[ € 'y der Index von «(l) grofer ist als der von 3(1). Setze
Vi=F_F, - ---F, (L,)e L(,A)

o1 o2 Qi1 (673
Vi=FfFf - Ff €Ll,A) (1<i<n)

Dann ist ®*(V;) = 0 und jedes unzerlegbare Objekt V' € £ (I', A) mit &+ (V;) =
0 ist isomorph zu einem Objekt V;.

Analog gilt: ®~(V;) = 0 und jedes unzerlegbare Objekt V' € L (I',A) mit
&~ (V;) = 0 ist isomorph zu einem Objekt V;.

3. Jedes (+) (bzw. (-)) - irreguliire Objekt hat die Form (¢~ )*(V;) (bzw. (¢7)*(V;))
firein 1 <4 <nundein k € N.




