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Definition. Sei L eine Lie-Algebra. Dann setzt man L° := L, L' :=[L, L], ... ,L""' .= [L,L"].
Bemerkung. (Li)z‘eN nennt man die absteigende Zentralreihe von L, es gilt L D L' D L? D . ..

L? (i > 0) ist ein Ideal von L.

Definition. L heifit nilpotent, falls L™ = 0 fiir ein n.
r:=min{n | L™ = 0} nennt man die nilpotente Linge von L.

Beispiel. Betrachte L = Kz @ Ky und definiere [—, —] : L — L durch [Az 4+ py, Na + p'y] =
(Np — Ay/) z, dann ist (L, [—, —]) eine Lie-Algebra (nachrechnen).
L ist nicht nilpotent, denn fiir alle n > 1 ist L™ = Ka:

L'=[L, L= Span{()\',u,— )\//) x| N\ e K} =Kz

L*=[L,L'] = [L,Kz] = Span {Npz | X,p € K} =Kz

L3 =[L,L*] = [L,Kz] =Kz

Beispiel. Betrachte L = Kx®Ky®Kz und setze [z + py + vz, N + p'y + nu'z] = (Np — M) 2,
dann ist (L, [—, —]) eine Lie-Algebra (nachrechnen).
L ist nilpotent, denn:

L'=[L,L]= Span{()\’,u - )\u’) 2| N\ € K} =Kz
L*=[L,L'] =[L,Kz] =0
Lemma 1. Sei L eine Lie-Algebra und Z (L) das Zentrum von L.
i) Ist L nilpotent, dann sind alle Unteralgebren und homomorphen Bilder von L nilpotent.
ii) Ist L/Z (L) nilpotent, dann ist auch L nilpotent.
iit) Ist L nilpotent, dann ist Z (L) # 0.
Beweis.

i) Sei U eine Unteralgebra von L, dann gilt U? C L fiir alle i. Also folgt U™ C L™ = 0 fiir
ein n.
Sei M eine Lie-Algebraund ¢ : L — M ein surjektiver Lie—Algebren—-Homomorphismus,
dann gilt ¢ (L’) = M fir alle i:



Induktion tiber 3.
i=0: ¢(L)=M
it (L) =6 ([L,L1]) * =7 [o(L), 6 (L)] & [M, M] = M7+

Also M™ = ¢ (L") = ¢ (0) = 0 fiir ein n.

ii) Sei (L/Z (L))" = 0 fiir ein n.
Betrachte den kanonischen Homomorphismus 7 : L — L/Z (L), x — x + Z (L).
Dann folgt 7 (L") 2 (L/Z (L))" = 0, d.h. L™ C Kern 7 = Z (L).
Also gilt L"*! = [L,L"] C [L, Z (L)] = 0.

iii) Der letzte Term der absteigenden Zentralreihe, der ungleich Null ist, ist eine Teilmenge
von Z (L).

O]

Lemma 2. Seixz € End V nilpotent. Dann ist auch ad, nilpotent.

Beweis. Definiere l;, 7, : End V — End V durch I, (y) = zy, r, (y) = yx. Diese Abbildungen
sind nilpotent, da x nilpotent ist ((I;)" (y) = 2™y = Oy = 0) und es gilt l,r, (y) = zyz =
Tzlz (y). In jedem Ring (hier End (End V')) ist die Summe oder Differenz von zwei kommu-
tierenden, nilpotenten Elementen wieder nilpotent. Also ist ad, = [, — r, nilpotent. O

Definition. Sei L eine Lie-Algebra und g C L eine Unteralgebra. Dann heifit

n(g) :={z e L] [z,g] Cg}
der Normalisator von g unter L.

Satz 1. Sei0 # V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und L eine Unteralgebra von End V.
Besteht L aus nilpotenten Endomorphismen, dann existiert ein 0 #v € V mit L.v = 0.

Beweis. Induktion iiber dim L.

IA: dim L = 0 klar (oder dim L = 1, jeder nilpotente Endomorphismus hat einen Eigenvektor
zum Eigenwert 0).

IS: dim L > 0.

Sei U C L eine Unteralgebra. Fiir jedes x € U ist ad, nilpotent (Lemma 2).
Also ist auch ad, : L/U — LJ/U, y + U + ad; (y) + U nilpotent!. D.h. ady :=
{ad, | = € U} ist eine Unteralgebra von End(L/U), die aus nilpotenten Endomor-
phismen besteht.

Wegen dim ady = dim U < dim L koénnen wir also die IV anwenden und erhalten
einy+U # U mit ady. (y +U) =U, also [U,y] €U (y ¢ U). D.h. U C np (U).
Waéhle nun eine echte Unteralgebra U von L mit maximaler Dimension. Dann gilt
UcCn,(U)CL,alsong(U)= L. D.h. U ist ein Ideal von L. Fiir z € L\U gilt
nin U CU®KzCL,also L=U®Kz.

Nach IV ist W := {v €V | Uwv =0} nicht leer. Sei z € L,y € U, w € W,

!diese Abbildung ist fiir & € U wohldefiniert, denn ist y+U = y'+U, so folgt [z, y — 3] € U, also ad,, (y)+U =
ads (y') +U



dann folgt yz.w = x y.w — [x,y] .w = 0. W ist somit stabil unter L. Insbesondere

=0 eU
gilt z (W) C W, d.h. z kann als nilpotenter Endomorphismus von W aufgefasst

werden. Also existiert ein v € W mit z.v = 0 und folglich L.v = (U & Kz).v = 0.
O

Definition. Sei L eine Lie-Algebra und = € L. Wir nennen x ad-nilpotent, falls ad, ein
nilpotenter Endomorphismus ist.

Bemerkung. Die Identitidtsabbildung idy ist zwar (fiir V' # 0) nicht nilpotent, aber offen-
sichtlich ad—nilpotent.

Satz 2 (Engel). Sei L eine endlich-dimensionale Lie—Algebra. L ist genau dann nilpotent,
wenn alle Elemente von L ad—nilpotent sind.

Beweis.

,= Es gibt ein n, so dass [z1, [z2, [..., [Zn,y] ...]]] = 0 bzw. ad,, ady,ady,...ad,, (y) = 0 fir
alle z;,y € L. Insbesondere ist also (ad,)" = 0 fiir alle z € L.

»<=" Induktion iiber dim L.
TA: dim L = 0. D.h. L =0, also L nilpotent.
IS: dim L > 1.

adr, C End L erfiillt die Bedingungen vom vorherigen Satz. Also gibt es ein
0# z € Lmit ady.z =0,d.h. [L,z] = 0und somit Z (L) # 0. L/Z (L) besteht
aus ad—nilpotenten Elementen und hat kleinere Dimension als L. Nach I'V ist
L/Z (L) folglich nilpotent. Nach Lemma 1 ii) ist dann auch L nilpotent.
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