Seminarvortrag iiber Ext

Alexandra Bartsch und Bjorn Hoffmann

Dieser Vortrag soll eine Einfiihrung ist die Menge Fxt geben. Es werden die Defi-
nitionen einer Frweiterung und der Ext gegeben. Dann soll es unser Ziel sein, eine
Gruppenstruktur auf Ext zu definieren. Wir konstruieren eine Addition, die soge-
nannte Baer-Summe und werden am Schluss den Beweis liefern, dass Ext bzgl. der
Baer-Summe eine abelsche Gruppe ist.

1 Einfiihrung

Sei R ein kommutativer Ring.

Definition (Modul).
Sei R = (R, +, ) ein kommutativer Ring und M = (M, +) eine abelsche Gruppe. M
ist zusammen mit der Abbildung

RxM — R, (r,m)—r1-m
ein Modul iiber R, falls folgende Punkte fiir r, 7,79 € R, m, my, my € M erfiillt sind:
(M1) 7y - (ro-m) = (ry-m3)-m
(M2) (ri4+mr) - m=mr-m-+ry-m
(M3) 7+ (my+mg) =7-mq +1-ms
Ist 1-m = m so heifit M unitdrer Modul.

Beispiel.
Jeder K-Vektorraum ist ein Modul iiber K.

Definition (Kurze exakte Sequenz).
Seien M, M', M" Moduln iiber R. Eine Folge

VRV Vi
heifit exakt an der Stelle M, falls
Kern(v)) = Bild(yp)

Definition (Erweiterung).
Seien A und C Moduln iiber einem Ring R. Eine FErweiterung von A durch C ist
eine Sequenz der Form

E=(ko): 0-A5B5C—0,

die an jeder Stelle exakt ist.



Bemerkung.
Ist £ = (k,0) eine Erweiterung, so ist x injektiv und o surjektiv.

Beispiel.
Sei Z der Modul iiber sich selber. Dann ist

E=(ko0): 0—=nZ>Z>57Z/nZ — 0

eine Erweiterung von nZ durch Z/nZ, wobei x die natiirliche Inklusion und o die
Restklassenbildung ist.

Definition (Morphismus von Erweiterungen).
FEin Morphismus von Erweiterungen ist ein Tripel T' = (o, 3,7) : E — E’ von
Modulhomomorphismen, so dass das Diagramm

E 0 - A E_.B 7 _L.¢ > 0
r o I} v
E; 0 - A B ———C > 0

kommutiert. Ist A = A’ und C' = ", so heiflen zwei Erweiterungen isomorph, falls
es einen Morphismus I' = (14, 5,1¢) : E — E' gibt.

Bemerkung.
Die Bezeichnung isomorph macht tatséchlich Sinn, denn nach dem folgenden Five
Lemma ist # dann ein Modulisomorphimus.

Lemma 1.1 (Five Lemma).
Seil' = (o, 8,7) : E — E' ein Morphismus von Erweiterungen. Ist obiges Diagramm
kommutativ dann gilt:

(1) Sind o und vy Isomorphismen, so auch [3.
(i1) Sind o und ~y injektiv, so auch (.
(i1i) Sind o und vy surjektiv, so auch (.

Beweis.
Es reicht (ii) und (i) zu zeigen:

(11) Sei b € Kern(B). Da das Diagramm kommutiert, gilt:
vo(b) = o'B(b) =0

Nun ist v injektiv, also o(b) = 0. Da b € Kern(o) = Bild(k), gibt es ein a € A,
so dass k(a) =b. Wegen der Kommutativitit des Diagramms gilt nun:

wa(a) = fr(a) = 5(b) = 0

Da K’ injektiv ist, ist a(a) = 0. Dann ist aber a = 0, weil auch a injektiv ist.
Also b= k(a) = 0. Damit folgt die Behauptung.




(i1i) Sei V' € B'. Da v surjektiv ist und das Diagramm kommutiert, gibt es ein
c € C, so dass y(c) = o' (V). Weil o surjektiv ist, finden wir ein b € B mit
o(b) = c. Dann gilt:

o'(t) = yo(b) & o'B(b) = o'(V) < o' (B(b) — V') =0

Damit gibt es dann ein o’ € A" mit k'(a’) = B(b) — V. Nun ist auch o surjektiv,
also gibt es ein a € A mit a(a) = a'. Dann ist:

Br(a) = ala) = Bb) — b < B = B(b — r(a))
Damit haben wir ein Urbild gefunden und 3 ist surjektiv.
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Wir nennen nun zwei Erweiterungen kongruent, falls sie isomorph im obigen Sinne
sind. Dies liefert uns eine Aquivalenzrelation, und wir definieren nun:

Definition (Ext). )
Sind C, A Moduln iiber R, so sei Extg(C, A) die Menge aller Aquivalenzklassen von
Erweiterungen von A durch C.

Definition.
Eine Erweiterung E heifit gespalten, falls sie kongruent zu der folgenden Erweiterung
ist:

0-ASApC > C —0,

wobei x die Abbildung ( (1]

) und o die Projektion auf die zweite Koordinate ist.

Bemerkung.
Aquivalent dazu ist, dass
0—-A—-B%C—0

eine Erweiterung ist, wobei o ein Rechtsinverses hat, d.h. es gibt eine Abbildung
p:C — Bmit op = 1.

Beispiel.
Ist E eine Erweiterung durch einen projektiven Modul P, so ist sie kongruent zu der
gespaltenen Erweiterung. Dies sieht man an folgendem Diagramm:

P

0 - A »p—% . p . 0

Fiir Vektorrdume besteht die Menge Extr(C, A) also nur aus einem Element (dem
Nullelement), denn jeder Vektorraum ist frei, d.h., er ist isomorph zu einer direkten
Summe des Grundkoérpers, und damit auch projektiv.




2 Die Gruppenstruktur auf Ext

Nun haben wir die Menge Extr(C, A) kennen gelernt. Wir wollen nun eine Grup-
penstruktur auf Fxtr(C, A) definieren.

Definition (pullback).

Seien p : A — X, ¢ : B — X Modulhomomorphismen. Ein pullback von (p, 1) ist
ein Paar von Modulhomomorphismen « : Y — A, f:Y — B, so dass pa = 3
und folgende universelle Eigenschaft gilt:

Sindvy: 2 — A, §: Z — B zwei weitere Homomorphismen mit ¢y = 19, so gibt es
genau einen Homomorphismus ¢ : Z — Y mit v = a(, d = 8.

Lemma 2.1.

Ist E € Extr(C,A) eine Erweiterung und ist f : C' — C ein Modulhomomor-
phismus, dann gibt es eine Erweiterung Ey € Extp(C’, A) und einen Morphismus
I'=(1,h,f): Ef — E, so dass (h,0’) ein pullback von (o, f) ist.

K g

E 0 » A » B > > 0
r h f
Er 0 AP " 0
H\_/U/v
0

Beweis.
Betrachte folgende Abbildungen:

o BepCo "= B

3:Bac o Lc

Setze B' .= Kern(a — ) S B® C'. Dann ist h: B' — B, o' : B' — C" ein pullback
von (o, f), denn:
FEs ist zu zeigen, dass ch = fo'. Sei (x,y) € B'. Dann ist

a(z,y) = Bz, y) < o(x) = f(y)




Also:
oh(x,y) = o(x) = f(y) = fo'(x,y)

Universelle Figenschaft:
Setze k' : A — B', a— (k(a),0). Dann gilt

he'(a) = h(k(a),0) = k(a), 0 = o'k'(a) = o'(k(a),0) =0
und ' ist nach Konstruktion eindeutig. 0

Bemerkung.
E; € Extr(C', A)

Beweis.
Es ist zu zeigen;

(1) K ist injektiv.

(ii) o' ist surjektiv.
(111) Bild(k')=Kern(o’)

Zu (i):
Sei x € Kern(k'). Dann ist

0=h(x'(z) = r(z) " "E" 2 =0

Sei y € C'. Dann ist f(y) € C und da o surjektiv ist, gibt es ein v € B mit
o(x) = f(y). Somit ist nach dem Beweis von Lemma 2.1 (z,y) € B’ und Urbild von
y unter o’.

Zuliii):

Klar!

Lemma 2.2.
Seien By, By € Extp(C, A) mit By = Ey. Dann ist Eyy = Eoy

Beweis.
Betrachte folgendes Diagramm.:

Elf 0 > >B > ()
B
E 0 -B—2+—C - 0
~/ v ~/
EQf 0 > al >B/ |U >C” > ()
@ﬁ /
E2 0 > - B/ > > ()




Gesucht ist ein Isomorphismus 3. Es reicht zu zeigen, dass [3 : B — B’ existiert und
dass folgende Diagramme kommutieren:

Qe

A r B B C'
16 B
A—— 3 B——C
K g

G
_ ~/

B o

h f

B . C
g

0 existiert, wenn das grofie Diagramm kommutiert. Es gilt aber:
fo=09=0'¢g

Damit ist die Fxistenz von 3 gezeigt.

Warum kommutieren nun die obigen Diagramme?

Das 2. Diagramm kommutiert, weil es eben das obere, kleine Diagramm ist.
Damit das 1. Diagramm kommutiert muss gelten:

7 = BF

Betrachte dazu folgendes:

C

Kommutieren nun die kleinen Diagramme bzgl. k' und o &, so miissen diese wegen
der Findeutigkeitsaussage des pullback gleich sein. Es gilt aber:




Insgesamt haben wir also gesehen, dass die beiden Diagramme kommutieren, und
nach dem Five Lemma ist 3 ein Isomorphismus.

g

Korollar 2.1.
Die Erweiterung Ey aus Lemma 2.1 ist bis auf Kongruenz eindeutig.

Lemma 2.3.
Unter den Vorraussetzungen von Lemma 2.1, kann man jeden Morphismus
I'y = (a1, B1,7) : E1 — E als Komposition der folgenden schreiben:

ES3E LSE

wobei 'y = (aq, #',1) : Ey — E, und ' = (1,3,7) : E, — E. Hierbei ist " eindeutig.

Beweis.
Ey 0 - Ay s B — - 0
[y a1 o3
7, 0 - A cp— e > 0
r B 8
E 0 - A -B e - 0

Definiere 3’ : By — B', by — (B1(b1),01(b1)). Dann gilt p; = GBS und es gilt:
o' = o1, dass obere Diagramm kommutiert also. Nun ist aber klar, dass uns ('
dann obige Faktorisierung von I'y liefert.

Die Eindeutigkeit liefert uns Lemma 2.1 zusammen mit Korollar 2.1, denn ist
I'"=(1,5",7) : E" — E ein weiterer Morphismus, so kénnen wir diesen wie folgt
faktorisieren:

(1,8",7) = (1,8,7)(1,6,1)

wobei (1,5, 1) : " — E,. Dazu betrachte man folgendes Diagramm:




E" 0 - A g - - 0
(1,3,1) ;

70 - A B - - 0
(1,3,7) B g

E - A - B -0 - 0

Das bedeutet aber, dass E" = E,,.
O

Definition (pushout).

Seien v : X — A, ¥ : X — B Modulhomomorphismen. Ein pushout von (p,) ist
ein Paar von Modulhomomorphismen o : A — Y, §: B — Y, so dass ap = 1 und
folgende universelle Eigenschaft gilt:

Sindvy: A — Z, §: B — Z weitere Homomorphismen mit y¢ = 01, so gibt es
genau ein ¢ : Y — Z mit v = (a, § = (f.

Xx—*2 .4
(0 o
B Y
B
1)

Bemerkung.
Jeder pushout ist ein pullback in der oppositiren Kategorie. Also gelten alle obigen
Aussagen in entsprechender Weise fiir ein pushout.

Wir wollen der Vollstiandigkeit die obigen Aussagen nocheinmal fiir ein pushout
formulieren (ohne Beweis):

Lemma 2.4.

Ist E € Extr(C, A) eine Erweiterung und ist g : A — A’ ein Modulhomomorphis-
mus, dann gibt es eine Erweiterung E9 € Extg(C, A’), einen Morphismus
['=(g,h,1): E — EY9 und (h,r') ist ein pushout von (k,q). E9 ist bis auf Kongru-
enz eindeutiq.




E 0 » A > B - > (
r g h
!
E9 0 A —E Xe; >0
Bewelis.
O
Bemerkung.

Im Beweis von Lemma 2.1 konstruieren wir B’ als den Kern der oben genannten
Abbildungen. Hier ist B’ nicht der Kern, sondern der Cokern der entsprechenden
Abbildungen, und h,  sind die natiirlichen Inklusionen.

Lemma 2.5.
Unter den Vorraussetzungen von Lemma 2.4, kann man jeden Morphismus
'y = (a, B1,7m) : E — Ey als Komposition der folgenden schreiben:

ELE B E
wobei I' = (o, 5,1) : E — EY und I' = (1,3',71) : EY — Ey. Hierbei ist I' eindeutig.
Beweis.

g

Zusammengefasst: Ist f : C' — C ein Modulhomomorphismus und E € Extg(C, A),
so bezeichnen wir mit E die exakte Sequenz, welche mittels pullback aus E entsteht.
Analog bezeichnen wir mit EY die exakte Sequenz, welche aus E mittels pushout fiir
g: A— A entsteht.

Wir wollen nun eine Addition definieren, so dass Fxtg(C, A) eine abelsche Gruppe
wird. Dazu noch ein paar Vorbereitungen:

Proposition 2.1.
Es gilt fir £ € Extg(C, A):

(i) By, =F
(i) B =

(il) Efg = (Ef)g
(iv) BEI'Y = (B9)/

wobeig: C" = (', f:C"—-Cundg :A— A, f': A — A” Modulhomomorphis-

men sind.

Beweis.
Wir zeigen nur (i) und (iii). Die beiden anderen Aussagen werden analog bewiesen.




E 0 > A > B > C >0
¥
Ei. 0 > A > B’ > >0

Da beide Quadrate kommutieren, ist ¢ nach dem Five Lemma ein Isomorphis-
mus. Also E' = Fy,.

(iii)

E 0 - A A 7 _.C > 0
(0 f
- K‘, > / OJ > ! >
0 - A > B Ye; > 0
@ g
1! 1!
0 s A—" g% > 0
0

FEs ist zu zeigen, dass wo, o” pullback von (o, fog) ist. Dies ist aber leicht zu
sehen, denn wir bekommen eine Abbildung k' von A nach B’ mittels des ersten
pullbacks und dann eine Abbildung k" wegen des zweiten pullbacks. Beide Ab-
bildungen sind eindeutig wegen der pullback Eigenschaft und alle Diagramme
kommutieren.

g

Proposition 2.2.
Jeder Morphismus I'y = («,3,7) : E — E’ von Erweiterungen impliziert eine
Kongruenz E* = E!.

Beweis.

Nach Lemma 2.5 kénnen wir I'y wie folgt faktorisieren: I'y = I'sl' mit I' : B — E®
und 'y : E* — E’'. Nun ist I's aber von der Form I' in Lemma 2.1. Wegen der
Eindeutigkeit muss dann gelten: E* = E..

g
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Seien F1, By € Extr(C, A), etwa

0—-ALBL =0 0—-ABBEC-0
Unter Ey @ Fy versteht man folgende Erweiterung in Fatg(C @ C, A @ A):

fl 0 g1 0
I B

El@EQO%AEBA — Bl@BQ C@C—)O
Korollar 2.2.
Fiir E € Extr(C,A) und die Abbildungen
gAZA@AéA, (al,ag)'—>a1+a2,
go :CBC — C, (c1,62) — 1 + ¢,
fa:A—AD A ar (a,a),
fo:C—=CaC, c—(cc0)
qilt:
(i) (E® E)y, = B
A > B > Ap A Bo B cCaoC
fa fe
A A > B’ > A A > B >
(ii) By = (E @ B)s
A > B > Ap A B® B CeC
gc ga
A > B’ »Cal A > B »CaaC
Beweis.
Anwenden von Proposition 2.2.
O

Lemma 2.6.
Fiir £ € Extg(C,A) undg: A— A, f: C"— C gilt:

(£9)y = (Ep)?

Bemerkung.

Das Lemma besagt, dass es bei einer Hintereinanderschaltung von pullback und
pushout vollig egal ist, ob man zuerst den pullback und dann den pushout durchfiihrt
oder anders herum. Die Hintereinanderschaltung dieser beiden Abbildungen wird
spater sehr wichtig.

11



Beweis.
Betrachte folgendes Diagramm, der Einfachheit halber sind die Nullen weggelassen:

Ly > B T
/ vy

E l > C

(Ey)? g /E |

/ 2 %
B9 A — B" > C
K A
(Eg)f A’ ‘BH

Ziel ist es eine Abbildung 3 : B’ — B" zu finden, die ein Isomorphismus ist. Wir
suchen zundchst eine Abbildung ' : B’ — B’

A B

ap

A, IZ',/ B/ ﬂl
“a
K B/

Das (3 existiert folgt aus der universellen Eigenschaft des obigen pushouts, da dass
auflere Diagramm kommutiert:

apk = ak = K'g

Nun wollen wir folgendes Diagramm untersuchen:

BN

Bl/

/6/

B——C
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Damit 3 existiert muf gelten:

o'f=fa" ()
Dazu betrachte
A—F L5
g h 16
A/

/’%/ ’V/ OJ /
f&’\\‘
o'k C
Wie oben schon einmal gesehen gilt (%), wenn die inneren Diagramme bzgl o' 3 und
fo kommutieren. Nun gilt aber:

o'Bh =cap=0cp=f5
fo'h = fo
o'k =0= fd'R
O./K.// — O_lﬁ,’%l
Damit folgt (x).
Dann ist 3 nach dem Five Lemma ein Isomorphismus, da die folgenden Diagramme

kommutieren:

R

Al B B '
&) g
A’ = B B 7 '

Nun wollen wir die Baer Summe definieren.

Definition.
Sei f*:C — Ca®C, c— (¢,c)und g* : A A — A, (a1,as) — a; +ag. Weiter seien

E :0—-A—-B —-C—0

E2 0—>A—>BQHCHO

zwei Erweiterungen aus Extg(C, A). Definiere nun
[B1] + [Bo] = (B @ Bp)p-]” = [(B1 @ En)” |-

in Eztr(C, A). Diese Summe heilt Baer Summe.
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Lemma 2.7.
Fiir El; E2 € E.fL'tR(C, A) gllt

(El D E2)Oé1@az = Eill o) Egéz
Hierbei sind «; : A; — Al Modulhomomorphismen.

Beweis.
Betrachte folgende Diagramme.

Al =B1 =Cl A2 =BQ
(03] [6%)
Al > B > A, > B

AL @ Ay——>B1 @ Byo——C1 & Oy
(Oél @042)

Lemma 2.8.
Fiir E, Ey, Ey € Extg(C, A) gilt:

(i) (Er+ Ep)* = EY + E3
(i) Eotor = por 4 pos
(iii) (Er+ By), = Ev, + By,
(w) Ey 4y = E, + E,,

Cy

wobei v : A — A, a; : A — A; und vy : C' — C, v; : C; — C Modulhomomorphis-

men sind.

Beweis.

Wir werden nur (i) und (i) zeigen. Die anderen beiden werden analog bewiesen.

(i)

Def.

(Ey + Ey)” = ([(By & Ey) -] )"

Prop.2.1(iv)

[
[

(E1 @® Eg)p]™
(

IIIM Il

P2 (B @ By) )0
(B @ Ey) )y
FET (B @ (B )

EY + EY

E,® EQ)f*]g*(aesa)
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(i)

([(
((E ® B)er==),.)
Lem.2.6 a1@as *
= ([(E @ E)p.) @)y
KOT.EZ.2(i) ([(E)f*](al@az))g
PrOpézl(iv) (E)g*(m@az)f
= (E)al-i-ocz
Déf Ea1+a2

Satz 2.1.
Extr(C, A) ist bzgl. der Baer Summe eine abelsche Gruppe.

Beweis.
Assoziativitat: Seien Ey, Es, E3 € Fxtg(C, A). Dann ist:

(BEi+E)+ B = [(BeBeE)p )
T ((Ba)1]M @ [(Br @ Bo) ) )]
T ((Bse © (By @ By)pe]1489)) 1]
P ((Bs @ By © Ey)aeas)]49) )7
= (B2 ® B3 ® B1)(pra10)) " ') )7
T (B @ By @ (B )0 ®0) )7
FET (B B @ (i)
= [((B2® Es)p-]* @ Ey)pl?

Neutrales Element:
Die Klasse der gespaltenen Erweiterung ist das neutrale Element bzgl. der Baer Sum-
me, denn: Sei E € Extr(C,A) und E* eine gespaltene Erweiterung in Extr(C, A).
Dann ist:

E+E =E"“+E“=Ft =Flu=pF

Hierbei wurde verwendet: E* = E°4.
Inverses Element:
Zu einer Erweiterung E € Extg(C,A) ist die Erweiterung E~'4 das inverse Ele-
ment, denn:
E+E'4A=F“ 4 E 4= glamla) = g4 = g

Kommutativitat: Seien Ey, By € Extr(C, A) und

™M M&M— M M, (m1,m2)'—> (m2,m1)

15



Dann qgilt: o f* = f* und g*1t4 = g*. Damit folgt:

v
)
-

E) + By

N

Prop.2.1(iv)

Lem.2.6

Prop.2.1(iv)

)
@
=

(B, & Es)p]”
[(By @ Es)repe]”

[(El S E2)Tc]f*)g
(B2 @ E1)™]p)?
(B> @ E1)™)9 ) e
(B2 @ E1)? ™)
(B> @ E1)? g

Es + Fy

*

*

(
(
(
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