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Vorwort des Herausgebers.

Das Studium der herrlichen Geisteserzeugnisse unseres unsterblichen
Gauss ist für jeden Mathematiker, der es ernsthaft mit seiner Wissenschaft
meint, eine unabweisbare Pflicht. Grossen Dank ist man daher der König-
lichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen schuldig, dass sie durch
Veranstaltung einer billigen in einzelnen Bänden erhältlichen Ausgabe der
Gauss'schen Werke im Originaltext jedermann in den Stand gesetzt hat,
sich dieselben anzuschaffen. Wenn nun trotz der leichten Erhältlichkeit
des Originals hier noch der Versuch mit einer deutschen Ausgabe der
Disquisitiones arithmeticae und der in lateinischer Sprache geschriebenen
im zweiten Bande der Gesammelten Werke enthaltenen zahlentheoretischen
Abhandlungen gewagt wird, so hat dies in der Erwägung seinen Grund,
dass eben die sprachlichen Schwierigkeiten des Originals für viele Leser
keine geringen sind und um so drückender empfunden werden, als das Ver-
ständnis des Inhaltes selbst, und zwar nicht bloss beim ersten Studium
desselben, eine sehr bedeutende Geistesthätigkeit erfordert und alle Kräfte
in Anspruch nimmt. Der des Faches kundige Gelehrte wird allerdings
lieber zum Originale greifen. Denn wie in den Augen des Kenners ein
Werk der Skulptur oder Malerei zwar durch die Gediegenheit und Bedeutung
des behandelten Stoifes und durch die Feinheit in der Anordnung und Aus-
führung der einzelnen Teile Anerkennung findet, aber erst durch die That-
sache, dass es Original ist, seinen wahren Wert erhält, so auch ein Werk
der schöngeistigen oder fachwissenschaftlichen Literatur. Nur das Original-
werk zeigt uns die Genialität seines Schöpfers im vollen Glänze und erfüllt
uns mit jenem geistigen Vergnügen, welches die Bewunderung grosser
Männer gewährt. Da nun die Disquisitiones arithmeticae ein durch seinen
Inhalt wie durch seine Form hervorragendes klassisches Werk sind, so kann
das Studium derselben im Originaltext nicht dringend genug empfohlen
werden. Wem es aber zunächst nur darum zu thun ist, mit dem Inhalte
selbst bekannt zu werden, der wird es jedenfalls dankbar annehmen, wenn
es ihm durch Hinwegräumung äusserer Schwierigkeiten ermöglicht wird,
seine ganze Aufmerksamkeit auf die Sache zu richten. Daher darf man
sich immerhin der Hoffnung hingeben, dass die vorliegende deutsche Ausgabe
vielen Lesern sehr willkommen sein wird.
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Was nun diese Ausgabe selbst anlangt, so hätten in dieselbe von den
kleineren Abhandlungen wohl nur die von Gauss selbst veröffentlichten auf-
genommen werden sollen; ich habe aber auch die in seinem Nachlasse vor-
gefundenen, im zweiten Bande seiner Werke enthaltenen Fragmente nicht
ausschliessen wollen, weil sie noch manches Goldkörnchen, manche wertvolle
Bemerkungen und interessante Sätze enthalten, obwohl sie weder sachlich
noch formell vollkommen druckfertig genannt werden können und daher
wohl in der Gesamtausgabe seiner Werke aber nicht hier einen Platz be-
anspruchen durften. Um den Character und Geist der Gauss'schen Arbeiten
möglichst rein und frei von jedem Beiwerk wiederzuspiegeln, habe ich mich
aller eigenen Anmerkungen enthalten und nur die bereits sanctionierten,
von Herrn Professor Dedekind herrührenden Bemerkungen zu einigen Ab-
handlungen mit gütiger Erlaubnis des Verfassers aus dem zweiten Bande
der Göttinger Ausgabe übernommen.

Für diejenigen, denen dieser Band selbst nicht zur Hand ist, füge ich
zur Orientierung hier noch einige daraus entnommene Notizen hinzu. An
einigen Stellen der Disqu. arithm. wird auf einen achten Abschnitt ver-
wiesen, obwohl ein solcher nicht vorhanden ist; ferner haben die hier mit-
geteilten Artikel aus der „Lehre von den Besten" und die Abhandlung auf
Seite 678 eine eigentümliche Numerierung. Es findet dies dadurch seine
Erklärung, dass Gauss seine ursprünglichen Aufzeichnungen, welche den
Titel „Analysis residuorum" tragen, einer gänzlichen Umarbeitung unterzog,
aus welcher die Disquisitiones arithmeticae hervorgingen, deren achter Ab-
schnitt die auf Seite 589 u. ff. mitgeteilten Untersuchungen zum Gegenstande
haben sollte. Als zu umfangreich wurden diese Untersuchungen aber
schliesslich von den Disqu. arithm. ausgeschlossen und der achte Abschnitt
einer eingehenderen Betrachtung der Lehre von der Kreisteilung vorbehalten,
daher das darauf bezügliche Fragment (Seite 678) sich in der Numerierung
seiner Artikel unmittelbar an die Disqu. arithm. anschliesst. Die Artikel
in den beiden Abschnitten aus der „Lehre von den Resten" tragen dieselben
Nummern wie im ursprünglichen Manuskript.

Vor einigen Jahren ist von mir eine Übersetzung des so überaus selten
gewordenen Legendre'schen Werkes „Theorie des nombres" herausgegeben
worden; es sei mir erlaubt, meiner Freude darüber Ausdruck zu geben, dass
es mir vergönnt war, auch das zweite und bedeutendere klassische Werk
über Zahlentheorie, die Disquisitiones arithmeticae von Gauss, dem mathe-
matischen Publikum in deutscher Sprache zu überreichen. Ich hoffe damit
der Wissenschaft auch einen kleinen Dienst erwiesen zu haben.

Berl in, im März 1889.
Der Herausgeber.

Vorrede des Verfassers zu den Arithmetischen
Untersuchungen.

Die in diesem Werke enthaltenen Untersuchungen beziehen sich auf
denjenigen Teil der Mathematik, der es mit den ganzen Zahlen zu thun hat,
während die gebrochenen Zahlen meistenteils, die imaginären immer aus-
geschlossen bleiben. Die sogenannte unbestimmte oder Diophantische Ana-
lysis, welche aus unendlich vielen dem unbestimmten Problem genügenden
Lösungen diejenigen auszuwählen lehrt, welche ganzzahlig oder wenigstens
rational sind (meistens auch noch unter der Bedingung, dass sie positiv
seien), ist nicht jene Disziplin selbst, sondern vielmehr ein sehr specieller
Teil derselben und verhält sich zu ihr ungefähr so, wie die Kunst, die
Gleichungen zu reduzieren und aufzulösen (Algebra), zur gesamten Analysis.
Wie nämlich in das Gebiet der Analysis alle Untersuchungen gehören,
welche über die allgemeinen Eigenschaften und Beziehungen der Zahl-
grössen angestellt werden können, so bilden die ganzen Zahlen (und die
gebrochenen, insofern sie durch ganze bestimmt werden) den eigentlichen
Gegenstand der Arithmetik. Da aber das, was gewöhnlich unter dem Namen
Arithmetik gelehrt wird, kaum über die Kunst zu zählen und zu rechnen
(d. h. die Zahlen durch geeignete Zeichen etwa nach dem dekadischen
Systeme darzustellen und die arithmetischen Operationen auszuführen) hin-
ausgeht, mit Hinzufügung noch einiger Sachen, die entweder gar nicht zur
Arithmetik gehören (wie die Lehre von den Logarithmen) oder doch wenig-
stens nicht den ganzen Zahlen eigentümlich sind, sondern für alle Zahl-
grössen gelten, so scheint es sachgemäss zu sein, zwei Teile der Arithmetik
zu unterscheiden und das Erwähnte zur elementaren Arithmetik zu rechnen,
dagegen alle allgemeinen Untersuchungen über die eigentlichen Beziehungen
der ganzen Zahlen der höheren Arithmetik, von der hier allein die Eede
sein wird, zu überweisen.

Zur höheren Arithmetik gehört das, was Eucl id in den „Elementen"
Buch VII u. ff. mit der bei den Alten gewohnten Eleganz und Strenge
gelehrt hat; doch beschränkt sich dies auf die ersten Anfänge dieser
Wissenschaft. Das berühmte Werk des Di o p h an t, welches ganz den Pro-
blemen aus der unbestimmten Analysis gewidmet ist, enthält viele Unter-
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Buchungen, welche wegen ihrer Schwierigkeit und der Feinheit der Kunst-
griffe eine nicht geringe Meinung von dem Geiste und Scharfsinn ihres
Verfassers erwecken, besonders wenn man die Geringfügigkeit der Hülfs-
mittel bedenkt, welche ihm zu Gebote standen. Da aber diese Aufgaben
mehr eine gewisse Gewandtheit und geschickte Behandlung als tiefere
Prinzipien erfordern und überdies zu speciell sind und selten zu allgemei-
neren Schlüssen führen, so dürfte dieses Buch mehr aus dem Grunde eine
Epoche in der Geschichte der Mathematik bilden, weil es die ersten Spuren
einer characteristischen Kunst und der Algebra in sich enthält, als weil es
die höhere Arithmetik mit neuen Entdeckungen bereichert hat. Bei weitem
das Meiste verdankt man den Neueren, von denen zwar nur wenige Männer,
aber Männer von unvergänglichem Kuhme, wie P. de Fermat, L. Euler,
L. Lagrange, A. M. Legendre , den Zugang zu dem Heiligtume dieser
göttlichen Wissenschaft erschlossen und gezeigt haben, von wie grossen
Reichtümern es überfüllt ist. Ich unterlasse es jedoch hier anzuführen,
welche Entdeckungen von jedem einzelnen dieser Geometer ausgegangen
sind, da man dies aus den Vorreden zu den Zusätzen, mit denen Lagrange
Euler's Algebra bereichert hat, und zu dem bald zu erwähnenden erst
kürzlich erschienenen Werke von Legendre erfahren kann und überdies
die meisten an gehöriger Stelle in diesen Arithmetischen Untersuchungen
Erwähnung finden wetden.

Der Zweck dieses Werkes, dessen Herausgabe ich schon vor fünf Jahren
versprochen hatte, war der, .die Untersuchungen aus der höheren Arithmetik,
die ich teils vor teils nach jener Zeit angestellt habe, zur allgemeineren
Kenntnis zu bringen. Damit sich aber Niemand wundere, dass ich die
Wissenschaft hier fast von ihren ersten Anfängen an wiederholt und viele
Untersuchungen von Neuem aufgenommen habe, mit denen sich schon
andere beschäftigt haben, glaube ich darauf hinweisen zu müssen, dass ich,
als ich mich zuerst im Anfange des Jahres 1795 dieser Art von Unter-
suchungen zuwandte, von allem dem, was von Neueren auf diesem Gebiete
geleistet worden war, nichts wusste und aller Hülfsmittel. durch welche ich
mir davon hätte einige Kenntnis verschaffen können, baar war. Während
ich nämlich damals mit einer ändern Arbeit beschäftigt war, stiess ich
zufällig auf eine ausgezeichnete arithmetische Wahrheit (wenn ich nicht irre,
war es der Satz des Artikels 108), und da ich dieselbe nicht nur an und für
sich für sehr schon hielt, sondern auch vermutete, dass sie mit anderen
hervorragenderen Eigenschaften im Zusammenhang stehe, bemühte ich mich
mit ganzer Kraft, die Prinzipien, auf denen sie beruhte, zu durchschauen
und einen strengen Beweis dafür zu erhalten. Als mir dies endlich nach
Wunsch gelungen war, hatten mich die Keize dieser Untersuchungen derart

Vorrede des Verfassers. VII

umstrickt, dass ich sie nicht mehr verlassen konnte; so kam es, dass, während
das Eine immer zu dem Ändern den Weg bahnte, das in den vier ersten
Abschnitten dieses Werkes Mitgeteilte grösstenteils erledigt war, ehe ich
von ähnlichen Arbeiten anderer Geometer etwas zu Gesicht bekommen hatte.
Als mir darauf Gelegenheit wurde, die Schriften dieser grossen Geister durch-
zusehen, erkannte ich zwar, dass der grössere Teil meiner Überlegungen
längst abgethanen Sachen gewidmet gewesen war, um so lebhafter aber
bestrebte ich mich, den Fussstapfen jener folgend, die Arithmetik weiter
auszubauen; so wurden verschiedene Untersuchungen angestellt, von denen
die Abschnitte V, VI und VII einen Teil wiedergeben. Als ich nach einiger
Zeit den Entschluss fasste, die Früchte meiner Anstrengungen zu veröffent-
lichen, liess ich mich, dem Wunsche vieler nachgebend, um so lieber über-
reden, auch von jenen früheren Untersuchungen nichts zu unterdrücken,
weil es damals noch kein Buch gab, aus dem man die in den Denkschriften
der Akademieen zerstreuten Arbeiten anderer Geometer über diese Gegen-
stände hätte kennen lernen können, sodann weil viele von ihnen vollständig
neu und zum grossen Teil nach neuen Methoden behandelt waren, endlich
weil sie alle sowohl unter einander als auch mit den späteren Untersuchungen
durch ein so enges Band zusammenhingen, dass auch das Neue nicht be-
quem genug auseinandergesetzt werden konnte, ohne dass das andere von
Anfang an wiederholt worden war.

Inzwischen erschien das ausgezeichnete Werk des schon vorher um die
höhere Arithmetik hochverdienten Legendre , Essai d'une theorie des nombres^
Paris a. VI, in welchem er nicht nur alles, was bis dahin in dieser Wissen-
schaft gearbeitet worden war, sorgfaltig zusammentrug und in Ordnung
brachte, sondern auch noch sehr viel Neues aus seinem Eigenen hinzuthat.
Da mir dieses Buch zu spät in die Hände kam, nachdem bereits der grösste
Teil meines Werkes gedruckt war, habe ich es nirgends, wo die Analogie
des Gegenstandes Gelegenheit dazu gegeben hätte, erwähnen können; nur
hinsichtlich einiger weniger Stellen hielt ich es für notwendig in den Zu-
sätzen einige Bemerkungen hinzuzufügen, die der edeldenkende und auf-
geklärte Mann, wie ich hoffe, nicht übeldeuten wird.

Während des Druckes dieses Werkes, welcher mehrere Male unterbrochen
und durch mancherlei Hindernisse bis ins vierte Jahr hinausgezogen wurde,
habe ich nicht nur diejenigen Untersuchungen, die ich zwar schon früher
angefangen, deren Veröffentlichung aber ich auf eine andere Zeit zu ver-
schieben beschlossen hatte, um nicht das Buch allzu umfangreich werden
zu lassen, weiter fortgesetzt, sondern noch mehrere andere neue in Angriff
genommen. Auch wurden mehrere, die ich aus demselben Grunde nur
obenhin berührt habe, weil eine ausführlichere Behandlung weniger not-
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wendig erschien (z. B. die, welche in den Artikeln 37, 82 u. ff. und ändern
Stellen angeführt sind), später wieder aufgenommen und haben dieselben
zu allgemeineren Untersuchungen, die der Veröffentlichung wert erscheinen,
Veranlassung gegeben (vgl. auch, was in den Zusätzen über Artikel 306
gesagt ist). Schliesslich habe ich, da das Buch besonders wegen der grossen
Ausdehnung des fünften Abschnittes bei weitem umfangreicher geworden
war, als ich erwartet hatte, mehreres, was anfänglich für dasselbe bestimmt
war, und unter ändern den ganzen achten Abschnitt (welcher in diesem
Bande bereits an einigen Stellen erwähnt wird und eine allgemeine Abhand-
lung über die algebraischen Congruenzen jeden Grades enthält) weglassen
müssen. Alles dieses, welches mit Leichtigkeit einen mit dem vorliegenden
gleichstarken Band ausfüllen wird, werde ich veröffentlichen, sobald sich
die Gelegenheit dazu bietet.

Dass ich bei mehreren schwierigen Untersuchungen mich synthetischer
Beweise bedient und die Analysis, durch welche dieselben gefunden sind,
unterdrückt habe, ist besonders durch das Streben nach Kürze veranlasst,
der ich mich soviel wie möglich befleissigen musste.

Die Theorie der Kreisteilung oder der regulären Polygone, welche im
siebenten Abschnitt behandelt wird, gehört zwar an und für sich nicht in
die Arithmetik; doch müssen ihre Prinzipien einzig und allein aus der
höheren Arithmetik geschöpft werden; dies wird vielleicht den Geometern
ebenso überraschend sein, wie ihnen hoffentlich die neuen Wahrheiten, die
man aus dieser Quelle schöpfen kann, angenehm sein werden.

Hierauf habe ich den Leser aufmerksam machen wollen. Über den
Gegenstand selbst zu urteilen, ist nicht an mir. Ich wünsche nichts leb-
hafter, als dass sie denen, denen der Fortschritt der Wissenschaft am Herzen
liegt, gefallen mögen, sei es nun, dass sie bisherige Lücken ausfüllen, sei
es, dass sie den Zugang zu Neuem öffnen.
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Erster Abschnitt,

Yon der Congruenz der Zahlen im Allgemeinen.

Congruente Zahlen, Moduln, Reste und Mchtreste,

l.
Wenn die Zahl a in der Differenz der Zahlen &, c aufgeht, so werden

l und c nach a congruent, im ändern Falle incongruent genannt. Die Zahl
a nennen wir den Modul. Jede der beiden Zahlen Z>, c heisst im ersteren
Falle Best, im letzteren aber Nichtrest der ändern.

Diese B e z e i c h n u n g e n ge l t en in Bezug auf alle ganzen, posi-
tiven sowohl wie negativen*), Zah len , sie sind aber nicht auf gebrochene
Zahlen auszudehnen. So sind z. B. — 9 und -f- 16 nach dem Modul 5
congruent; — 7 ist nach dem Modul 11 Rest, nach dem Modul 3 aber
Nichtrest von 4- 15. Da übrigens die Null durch jede beliebige Zahl ge-
teilt wird, so ist jede Zahl als nach jedem beliebigen Modul sich selbst
congruent zu betrachten.

2.
Sämt l i che Eeste e iner gegebenen Zahl a nach dem M o d u l m

sind in der Fo rme l a 4- 7cm en tha l t en , wo 7c eine unbestimmte ganze
Zahl bezeichnet. Von den Sätzen, die wir später aufstellen werden, lassen
sich die leichteren hieraus ohne Mühe beweisen; doch wird jeder die Richtig-
keit derselben ebenso leicht durch den blossen Anblick erkennen können.

Die C o n g r u e n z der Zah len w e r d e n wir im F o l g e n d e n durch
das Z e i c h e n = andeu t en und den Modul da, wo es nötig sein wird, in
Klammern hinzufügen: — 16EE9 (mod. 5), —7^15 (mod. 11).**)

*) Der Modul ist offenbar stets absolut , d. h. ohne jedes Vorzeichen, zu nehmen.
**) Dieses Zeichen habe ich wegen der grossen Analogie, die zwischen der

Gleichheit und der Congruenz stattfindet, gewählt. Aus demselben Grunde hat Le-
gendre in seinem unten öfter zu erwähnenden Werke geradezu das Gleichheitszeichen
für die Congruenz beibehalten; doch habe ich Bedenken getragen, ihm darin zu folgen,
um keine Zweideutigkeit entstehen zu lassen.



Erster Abschnitt.

3.

[Art. 3-9]

Satz. Sind m a u f e i n a n d e r f o l g e n d e ganze Zah len
a, a 4-1, a -t- 2, . . . , a -4- m — l

und eine andere A gegeben, so wird eine und nur eine von
jenen dieser letzteren nach dem Modul m congruen t sein.

a £
Ist nämlich eine ganze Zahl, so ist a = A-} ist es aber eine

gebrochene Zahl, so sei die nächstgrössere ganze Zahl (oder wenn der
Bruch negativ ist, die nächstkleinere, ohne Kücksicht auf das Vorzeichen)
gleich Ä; dann wird A -t- km zwischen a und a -h m liegen und daher die
gesuchte Zahl sein. Offenbar aber liegen die Quotienten

a —A a+l — A a + V — A
"> • 5 — 5 * * 'm m m

sämtlich zwischen k — l und k 4- l; daher kann nicht mehr als einer von
ihnen eine ganze Zahl sein.

Kleinste Reste.
4.

Es wird demnach jede Zahl sowohl in der Reihe 0, l, 2,. .., m—l
wie in der Reihe 0, — l , — 2 , . . . , — ( m — 1 ) einen Rest besitzen und
zwar werden wir diese die kleinsten Reste nennen. Oifenbar giebt es,
falls nicht 0 der Rest ist, stets zwei solche, einen posi t iven und einen
negativen. Sind dieselben der Grosse nach ungleich, so ist der eine kleiner

als -^-, im ändern Falle beide gleich -^-, abgesehen vom Vorzeichen. Hier-

aus geht hervor, dass eine jede Zahl einen Rest besitzt, der die Hälfte des
Moduls nicht übersteigt und der absolut kleinste Rest genannt wird.

Die Zahl —13 besitzt z. B. nach dem Modul 5 den kleinsten positiven
Rest 2, der zugleich der absolut kleinste Rest ist, dagegen den kleinsten
negativen Rest — 3. Die Zahl -f- 5 ist nach dem Modul 7 ihr eigener
kleinster positiver Rest, — 2 dagegen der kleinste negative und zugleich
absolut kleinste Rest derselben.

Elementare Sätze über die Congruenzen.
5.

Nachdem wir diese Bezeichnungen festgestellt haben, wollen wir die-
jenigen Eigenschaften congruenter Zahlen, die sich auf den ersten Blick
darbieten, zusammenstellen.

Die jen igen Zahlen , w e l c h e nach e inem zusammengese t z t en
Modul congruent s ind , sind auch nach j e d e m Tei le r desse lben
congruent .

Von der Gongruenz der Zahlen im Allgemeinen. 3

Wenn mehre re Zahlen einer und derse lben Zahl nach einem
und demselben Modul congruent sind, so sind sie (nach dem-
se lben Modu l ) unter e i n a n d e r congruent .

Auch in den folgenden Sätzen wird vorausgesetzt, dass der Modul der-
selbe bleibt.

Congruen te Zahlen haben d iese lben , i n c o n g r u e n t e aber
versch iedene k le ins te Reste.

6.
Hat man beliebig viele Zahlen A, B, (7, ... und ebenso viele

andere a, b, c, ..., we lche j e n e n nach i rgend w e l c h e m Modu l
congruen t s ind , also

A = a, B = b, ...,
so ist:

A + B + CH =a + & + (M
Ist A = a, B^b, so ist: A — B = a — b.

7.

Ist A = a, so ist auch kA = ka.
Ist k eine positive Zahl, so ist dieses nur ein besonderer Fall des Satzes

im vorhergehenden Artikel, der entsteht, wenn man daselbst A = B = C= • • •
und a = & = <? = • • • setzt. Ist k negativ, so wird — k positiv, daher
— k A = — ka und hieraus k A = ka.

Ist A = a, B = b, so ist auch AB^äb.
Denn es ist AB~Ab~ba.

Hat man bel iebig viele Z a h l e n A, B, (7, ... und ebenso viele
a n d e r e a, b, c, . . . , w e l c h e j e n e n congruen t s ind, also A~a,
B=b, ..., so sind auch d i e P r o d u c t e aus den Zah len j e d e r Re ihe
congruent , also ABC...=äbc...

Nach dem vorhergehenden Artikel ist AB = äb und aus demselben
Grunde ABC= abc; auf dieselbe Weise können beliebig viele andere Factoren
hinzutreten.

Wenn alle Zahlen A, B, C, ... gleich angenommen werden, ebenso die
entsprechenden a, b, c, ..., so erhält man den Satz:

Ist A=a und k eine ganze posi t ive Zahl, so ist Ak~ak.

9.
Es sei X eine a lgebra i sche F u n c t i o n der u n b e s t i m m t e n

Grosse x von der Form:
Axa + Bxb + Cxc H ,

wo A, B, C, ... i rgend welche ganze Z a h l e n , a, &, c, ... aber
ganze n i c h t nega t ive Zah l en beze i chnen . W e n n a l sdann de r
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Unbes t immten x Werte be ige leg t w e r d e n , die nach e inem be-
liebigen Modul congment sind, so werden auch die daraus sich
ergebenden Werte der Funct ion X e inander cong ruen t sein.

Es seien f, g einander congruente Werte von x. Dann ergiebt sich
aus dem vorhergehenden Artikel:

/""EE/und Afa~Aga; ebenso Bfb=Bgb u. s. w. Daher:

Afa+ Bfb + Cfc 4- ... = V + Bg*+ C/ + -, w. z. b. w.
Uebrigens sieht man leicht, wie sich dieser Satz auf Functionen von

mehreren Unbestimmten ausdehnen lässt.

10.

Wenn demnach für x alle aufeinander folgenden ganzen Zahlen gesetzt
und die Werte der Function X auf ihre kleinsten Reste gebracht werden,
so werden diese eine Eeihe bilden, in welcher nach einem Intervall von
m Gliedern (wo m den Modul bezeichnet) immer dieselben Glieder wieder-
kehren, oder diese Keihe wird aus einer unendlichvielmal wiederholten
Periode von m Gliedern gebildet sein. Ist z. B. X = x3 — 8# 4- 6 und
m = 5, so werden für x = 0, l, 2, 3... die Werte von X die folgenden
kleinsten positiven Reste ergeben: l, 4, 3, 4, 3, l, 4, wo die fünf ersten l, 4,
3, 4, 3 sich bis ins Unendliche hin wiederholen; und wenn die Reihe rück-
wärts fortgesetzt wird, d. h. wenn x negative Werte gegeben werden, so
geht dieselbe Periode in umgekehrter Reihenfolge der Glieder hervor. Dar-
aus ist offenbar, dass andere Glieder als die, welche diese Periode bilden,
in der ganzen Reihe nicht statthaben können.

11.

In diesem Beispiel kann demnach X weder = 0 noch = 2 (mod. 5) und
noch viel weniger = 0 oder = 2 werden. Daraus folgt, dass die Gleichungen
x3 — Sx + 6 = 0 und x3 — 8# 4- 4 = 0 durch ganze Zahlen und infolge
dessen, wie bekannt, durch rationale Zahlen nicht aufgelöst werden
können. Allgemein ist ersichtlich, dass die Gleichung X=0, wenn die
Function X der Unbekannten x die Form

x* 4- Axn~l 4- Bxn~* H 4- N

hat, wo A, J?, 0,... ganze Zahlen sind und n eine ganze positive Zahl ist
(auf welche Form bekanntlich alle algebraischen Gleichungen zurückgeführt
werden können), keine rationale Wurzel hat, wenn man nicht der Congruenz
X^O nach irgend einem Modul Genüge leisten kann. Dieses Kriterium,
welches sich uns hier unmittelbar darbot, soll im achten Abschnitt*) aus-
führlicher behandelt werden. Sicherlich wird man sich schon aus dieser
Probe einen kleinen Begriff von dem Nutzen dieser Untersuchungen
bilden können.

*) Vgl. das Vorwort des Herausgebers.

Von der Congruenz der Zahlen im Allgemeinen. 5

Gewisse Anwendungen.
12.

Auf die in diesem Kapitel angeführten Sätze gründet sich mehreres,
was in der Arithmetik gelehrt zu werden pflegt, z. B. die Regeln zur Unte r -
s u c h u n g der Te i lba rke i t einer gegebenen Zahl durch 9, 11 oder durch
andere Zahlen. Nach dem M o d u l 9 sind alle Zahlen, welche Potenzen von
10 sind, der Einheit congruent. Hat daher die gegebene Zahl die Form
a 4- 10& 4- lOOc 4- • • •, so wird dieselbe denselben kleinsten Rest nach dem
Modul 9 geben wie a 4- & 4 c 4- • • • Hieraus ist ersichtlich, dass, wenn
die einzelnen Ziffern der dekadisch ausgedrückten Zahl ohne Rücksicht auf
die Stelle, welche sie einnehmen, addirt werden, diese Summe und die ge-
gebene Zahl dieselben kleinsten Reste darbieten und daher diese durch 9
geteilt werden kann, wenn jene durch 9 teilbar ist, und umgekehrt. Das-
selbe gilt vom Teiler 3. Da ferner, nach dem M o d u l 11, 100^1 ist, so
ist allgemein l O2* = l , l()2*+1 = 10 = — l, und die Zahl von der Form
a 4- 10&4- lOOc H wird nach dem Modul 11 denselben kleinsten Rest
geben wie a — b 4- c , woraus sich sofort die bekannte Regel ergiebt.
Aus demselben Prinzip lassen sich leicht alle ähnlichen Vorschriften ableiten.

Ebenso ist in dem Vorhergehenden der Grund für die Regeln zu suchen,
welche man gewöhnlich zur P rü fung der Richt igkei t a r i thmet i scher
R e c h n u n g e n empfiehlt. Wenn nämlich aus gegebenen Zahlen andere durch
Addition, Subtraction, Multiplikation oder Potenzerhebung abzuleiten sind,
so werden an Stelle der gegebenen Zahlen die kleinsten Reste derselben
nach einem willkürlichen Modul (gewöhnlich 9 oder 11, da sich in unserm
dekadischen Systeme die Reste nach diesen, wie wir soeben gezeigt haben,
so leicht finden lassen) gesetzt. Die aus diesen entstehenden Zahlen müssen
denen, welche aus den gegebenen Zahlen abgeleitet worden waren, congruent
sein. Ist dieses nicht der Fall, so folgt, dass sich ein Fehler in die Rechnung
eingeschlichen habe«

Da jedoch dies und Ähnliches hinlänglich bekannt ist, so dürfte es
überflüssig sein, länger dabei zu verweilen.



Vorbereitende Sätze über Primzahlen u. s. w.

Zweiter Abschnitt.

Von den Congmenzen ersten Grades.

Vorbereitende Sätze über Primzahlen, Faetoren u. s, w.
13.

Satz. Das Product aus zwei p os i t iven Zahlen, welche kleiner
als e ine gegebene Pr imzah l sind, lässt sich nicht durch diese
Primzahl teilen.

Es sei p eine Primzahl und a eine positive Zahl <_p; dann wird be-
hauptet, dass es keine positive Zahl b<p von der Beschaffenheit giebt,
dass a&^O (mod.. p) ist.

Beweis. Angenommen, es gäbe Zahlen &, c, d, ..., die sämtlich kleiner
als p und von der Beschaffenheit sind, dass a&~0, ac = 0, ad^Q, . . . ,
(mod. p) ist. Von allen diesen sei 6 die kleinste, so dass keine der
Zahlen, die kleiner als & sind, jene Eigenschaft besitzt. Dann ist offenbar
&>!. Denn wäre 5=1, so würde äb = a<:p (nach Voraussetzung), also
nicht durch p teilbar sein. Mithin lässt sich p, da es eine Primzahl ist,
nicht durch l teilen, sondern wird zwischen zwei aufeinanderfolgende Viel-
fache von &, etwa zwischen mb und (m -f-1) &, fallen. Ist p — mb = &', so
wird V eine positive Zahl und kleiner als & sein. Da nun nach unserer
Annahme äb = Q (mod. p) ist, so hat man auch mäb = Q (nach Artikel 7)
und somit, wenn man dies von ap~ 0 subtrahiert: a (p — w&) = a&' = 0,
d. h. V müsste zur Eeihe der Zahlen ü, c, d, . . . gerechnet werden, obwohl
es kleiner als die kleinste & dieser Zahlen ist. Dies widerspricht aber
unserer Annahme.

14.
Wenn w e d e r « n o c h & durch die Pr imzahl j» sich t e i l en l ä s s t ,

so ist auch das Product ab durch p nicht teilbar.
Die kleinsten positiven Eeste der Zahlen a, & nach dem Modul p seien

a, ß, von denen (nach Voraussetzung) keiner gleich 0 ist. Wäre nun
a&^:0 (mod. jp), so würde auch, da a&=aß ist, aß^O sein, was mit dem
vorhergehenden Satze nicht verträglich ist.

Der Beweis dieses Satzes ist bereits von Euclid, Eiern. VII, 32, gegeben
worden. Wir haben ihn jedoch nicht weglassen wollen, einmal weil von
den Neueren einige entweder nur nichtige Gründe für einen Beweis des
Satzes ausgegeben oder ihn ganz und gar übergangen haben, sodann weil
sich das Wesen der hier angewendeten Methode, deren wir uns später zur
Aufsuchung viel versteckter liegender Wahrheiten bedienen werden, an
einem einfacheren Beispiele leichter verstehen lässt.

15.
Wenn ke ine der Zahlen a, &, c, d, ... durch die Pr imzah l p

sich tei len lässt, so ist auch das Produc t äbcd ... durch p nicht
teilbar.

Nach dem vorigen Artikel ist ab durch p nicht teilbar; daher auch
nicht abc, daher auch nicht äbcd u. s. w.

16.
Satz. Jede z u s a m m e n g e s e t z t e Zahl lässt sich nur auf eine

einzige Weise in P r imfac to ren zer legen .
Beweis. Dass jede zusammengesetzte Zahl in Primfactoren zerlegt

werden kann, ist aus den Anfangsgründen bekannt; dass dies aber nicht
auf mehrere verschiedene Arten geschehen könne, wird mit Unrecht meisten-
teils stillschweigend angenommen. Denken wir uns, dass die zusammen-
gesetzte Zahl A, welche gleich aab"c*... sei, wo # , & , < ? , . . . ungleiche Prim-
zahlen bezeichnen, noch auf eine andere Weise in Primfactoren zerlegbar
sei, so ist zunächst klar, dass in diesem zweiten System von Faetoren andere
Primzahlen als a, &, c, , . . nicht vorkommen können, da die aus letzteren
zusammengesetzte Zahl A sich durch keine andere Primzahl teilen lässt.
Andererseits darf aber auch in diesem zweiten System von Faetoren keine
der Primzahlen a, b, c, ... fehlen, da sie ja sonst die Zahl A (nach vorigem
Artikel) nicht teilen würde. Daher können sich diese beiden Zerlegungen
in Faetoren nur insoweit unterscheiden, dass in der einen irgend eine Prim-
zahl öfter enthalten ist als in der ändern. Es sei p eine solche Primzahl,
welche in der einen Zerlegung w-mal, in der ändern aber n-msil vorkommt,
und es sei m>n. Hebt man dann den Factor p aus jedem der beiden
Systeme w-mal weg, so wird er in dem einen noch (m—#)-mal übrig bleiben,
in dem ändern aber gar nicht mehr vorkommen, d. h. man erhält für die

^Zahl — zwei Zerlegungen in Faetoren, deren eine vom Factor p vollständig
P

frei ist, während die andere ihn (m—w)-mal enthält. Dies steht aber im
Widerspruch mit dem, was wir soeben bewiesen haben.

17.
Wenn daher die zusammengesetzte Zahl A das Product aus den Zahlen

B, C, D, . . . ist, so ist klar, dass unter den Primfactoren der Zahlen
Bf C, D, ... keine ändern vorkommen können, als die, welche auch in
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den Factoren der Zahl A auftreten, und dass jeder dieser Primfactoren in
J5, (7, D, . . . zusammen ebenso oft vorkommen muss wie in A. Hieraus
ergiebt sich ein Kriterium, nach welchem man entscheiden kann, ob eine
Zahl B eine andere A teilt oder nicht. Jenes ist der Fall, wenn B weder
andere Primfactoren, noch irgend einen öfter enthält als A. Ist irgend eine
dieser Bedingungen nicht erfüllt, so ist B kein Teiler von A.

Hieraus kann man mit Hülfe der Combinationsrechnung leicht ableiten,
dass, wenn

A = a*tfj...
ist, wo a, &, c, ... wie oben verschiedene Primzahlen bezeichnen, die Anzahl
der verschiedenen'Teiler von A mit Einschluss von l und A gleich

( a + l ) ( p + l ) ( 7 + l ) . . . .
ist.

18.

Ist daher A = aa&ßcT . . . , K= &x Ü'nf'..., und sind die Primzahlen
a, &, c, . . . , 1t, l, m, ... sämtlich von einander verschieden, so haben offenbar
A und K keinen gemeinschaftlichen Teiler ausser l, oder sie sind zu ein-
ander prim.

Das mehreren gegebenen Zahlen A, B, 0, . . . gemeinschaftliche grösste
Mass bestimmt man folgendermassen: Man zerlege alle jene Zahlen in ihre
Primfactoren und suche von diesen diejenigen heraus, welche allen Zahlen
A, J5, C, ... gemeinschaftlich sind (giebt es keine solchen, so giebt es auch
keinen allen gemeinschaftlichen Teiler). Sodann merke man sich, wie oft
ein jeder dieser Primfactoren in den einzelnen Zahlen A, B, 0, ... enthalten
ist, oder wie viel Dimensionen ein jeder in den einzelnen Zahlen A, B, C, ...
hat. Endlich gebe man jedem einzelnen Primfactor die kleinste von allen
Dimensionen, welche er in A, B, 0, ... hat, und bilde aus den so erhaltenen
Potenzen ein Product; dieses wird dann das gesuchte gemeinschaftliche
Mass sein.

Wenn man aber das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen
A, J5, (7, ... haben will, so muss man folgendermassen verfahren. Man
sammle alle Primzahlen, welche irgend eine, der Zahlen A, B, 0, ... teilen,
gebe jeder einzelnen die grösste von allen Dimensionen, welche sie in den
Zahlen A, JB, C, ... hat, und bilde aus allen so erhaltenen Potenzen ein
Product; dieses wird dann das gesuchte gemeinschaftliche Vielfache sein.

Beispiel, Es sei J.=504 = 23-32-7, J?=2880 = 26-32-5, 0=864=25-33.
Um den grössten gemeinschaftlichen Teiler zu finden, hat man die Prim-
factoren 2, 3, denen die Dimensionen 3, 2 zu geben sind, so dass derselbe
gleich 23 • 32 = 72 wird. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache dagegen
ist: 2 6 .3 3 .5 .7 = 60480.

Die Beweise lassen wir ihrer Leichtigkeit wegen fort. Wie übrigens
diese Aufgaben zu lösen sind, wenn die Zerlegung der Zahlen -4, J5, 0, ...
in Factoren nicht gegeben ist, ist aus den Elementen bekannt.

Vorbereitende Sätze über Primzahlen u. s. w. 9

19.

Wenn die Zahlen a, b, c,... zu einer ändern Je prim sind, so
ist auch das Product aus j e n e n äbc ... p r im zu k.

Denn da keine der Zahlen a, b, c, ... mit Je einen Primfactor gemein-
schaftlich hat und das Product äbc... nur die Primfactoren haben kann,
welche Factoren irgend einer der Zahlen a, b, c, ... sind, so hat auch das
Product äbc . . . mit k keinen Primfactor gemeinschaftlich. Daher sind k
und äbc... nach dem vorhergehenden Artikel prim zu einander.

Wenn die Zahlen a, b, c,... prim zu einander sind und e inze ln
eine andere Zah l Je teilen, so ist auch das P roduc t aus jenen ein
Teiler der Zahl Je.

Dies ergiebt sich ebenso leicht aus den Artikeln 17 und 18. Denn
ist p ein beliebiger Primteiler des Productes äbc. . . , und ist derselbe
n-mal darin enthalten, so muss offenbar irgend eine der Zahlen a, b, c, ...
denselben Teiler ebenfalls n-mal enthalten. Daher enthält auch #, welches
durch jene Zahl geteilt wird, rc-mal den Teiler p. Analoges gilt von den
übrigen Teilern des Productes äbc...

Wenn daher zwei Zahlen m, n nach mehreren zu einander
pr imen M o d u l n a, b, c, . . . congruen t sind,, so werden sie auch
nach dem Produc te aus diesen e inander congruen t sein.

Denn da m—n durch jede einzelne der Zahlen a, b, c, ... teilbar ist,
so ist es auch durch das Product derselben teilbar.

Wenn end l ich a zu b prim und aJe durch b te i lbar ist, so
wi rd auch Je durch b teilbar sein.

Denn da aJe sowohl durch a als auch durch b teilbar ist, so ist es
äk k

auch durch das Product ab teilbar, d. h. es ist -=- = j- eine ganze Zahl.

20.

Sobald die Zahl A = a*$cr..., wo a, b, c, . . . e inander un-
gleiche Pr imzah len b e z e i c h n e n , i rgend eine Potenz- i s t , etwa
A = Jcn, so werden sämtl iche Exponen ten a, ß, 7, ... durch n
te i lbar sein.

Denn die Zahl k enthält keine ändern Primfactoren als a, b, c, ...,
und zwar enthält sie alle diese. Kommt der Factor a darin a'-mal vor,
so wird dieser Faktor in kn oder A wa'-mal vorkommen. Daher ist nu! = a

a ß
und — eine ganze Zahl. Ebenso beweist man, dass — , . . . ganze Zahlen sind,

21.
Wenn a, b, c, ... prim zu e inander sind, und das Produkt

äbc ... i rgend e ine Potenz, etwa äbc ... =#*, ist, so w e r d e n die
e inze lnen Zahlen a,b,c, ... g le ichfa l ls Po tenzen sein.

Es sei a = l^m^p* ..., wo l,m,p,... von einander verschiedene Prim-
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zahlen bezeichnen, von denen nach Voraussetzung keine ein Factor der
Zahlen &, c, . . . ist. Daher wird das Product dbc ... den Factor l X-mal,
den Factor m jx-mal u. s. w. enthalten. Somit sind (nach vorigem Artikel)
X, p, n, ... durch n teilbar, und daher ist

~ ü —
jV= r mV-..

eine ganze Zahl. Dasselbe gilt bezüglich der Zahlen Z>, c, ...
Diese Sätze über die Primzahlen mussten wir zuerst vorausschicken.

Jetzt wenden wir uns zu denen, die zu unserem Ziele in näherer Beziehung
stehen.

22.
Wenn die Zahlen ß, b durch eine andere Je te i lbar und nach

dem zu k p r imen Modul m e inander c o n g r u e n t sind, so sind auch
a b
-r und -r- nach d e m s e l b e n Modul e inander congruent .

Denn offenbar ist a — b durch k und, nach Voraussetzung, auch durch m

durch m teilbar, d. h. es istteilbar; daher ist (nach Artikel 19)
IV

a __b
~7T—~r (mod. m).

Wenn aber, u n t e r sonst g l e i c h e n V o r a u s s e t z u n g e n , m und k

den gröss ten g e m e i n s c h a f t l i c h e n Te i l e r e h a b e n , so isl T^T
_ m^mod. e /

Denn — und — sind prim zu einander. Da aber a — b sowohl durch k
c c

als durch m und daher auch sowohl durch — als durch — und somite e e
km

durch — teilbar ist, so ist auch
a — b , , m , .rt . a b ( . m\
—;—durch—teilbar, oder-^^y l mod.— I.

K G >C K \ € /

23.
W e n n a p r im zu m ist, und e, f nach dem M o d u l m i ncongruen te

Z a h l e n sind, so werden auch ae und af nach dem Modul m in-
c o n g r u e n t sein.

Dieser Satz ist nur eine Umkehrung des Satzes im vorhergehenden
Artikel.

Hieraus aber geht hervor, dass, wenn a mit sämtlichen ganzen Zahlen
von 0 bis m — l multipliciert wird und die Producte nach dem Modul m
auf ihre kleinsten Reste gebracht werden, diese letzteren sämtlich von
einander verschieden sind. Und da die Anzahl dieser Reste, von denen
keiner grösser als m ist, gleich m ist, und es ebenso viele Zahlen von 0

bis m — l giebt, so folgt, dass keine dieser Zahlen unter jenen Resten
fehlen kann.

24.
Der Ausdruck ax + b, in welchem a, b gegebene Zahlen und x eine

unbestimmte oder veränderliche Zahl bezeichnet, kann nach dem zu a
pr imen Modul m j ede r bel iebigen gegebenen Zahl congruent
werden.

Die Zahl, welcher jener Ausdruck congruent werden soll, sei c und der
kleinste positive Rest von c — b nach dem Modul m sei e. Dann giebt es
nach dem vorhergehenden Artikel notwendig einen Wert von x < m von
solcher Beschaffenheit, dass der kleinste Rest des Products ax nach dem
Modul m gleich e ist. Ist v dieser Wert, so hat man av = e = c — &,
mithin av + b = c (mod. m).

25.
Den Ausdruck, welcher zwei c o n g r u e n t e G r o s s e n nach Ana-

logie einer Gle ichung mit e inander ve rb inde t , nennen wir eine
Congruenz, Enthält dieselbe eine Unbekannte, so heisst die Congruenz ge-
löst, wenn man für diese Unbekannte einen der Congruenz genügenden
Wert (Wurzel) findet. Hieraus erkennt man ferner, was eine au f lö sba re
und eine nicht au f lö sba re Congruenz ist. Endlich sieht man leicht,
dass hier ähnliche Unterscheidungen stattfinden können, wie bei den Glei-
chungen. Von t ranscenden ten Congruenzen werden weiter unten Bei-
spiele vorkommen; die a lgebra i schen aber werden je nach der höchsten
in ihnen enthaltenen Potenz der Unbekannten in C o n g r u e n z e n ers ten ,
z w e i t e n und höhe ren Grades eingeteilt. Ebenso können auch mehrere
Congruenzen mit mehreren Unbekannten, über deren Elimination das Nähere
mitzuteilen sein wird, gegeben sein.

Auflösung der Congruenzen ersten Grades.
26.

Die Congruenz ersten Grades ax-\-b = c ist nach Artikel 24 stets
auf lösbar , wenn der Modu l zu a prim ist. Ist v ein passender Wert
von x oder eine Wurzel der Congruenz, so werden offenbar alle Zahlen, welche
v nach dem Modul der gegebenen Congruenz congruent sind, auch Wurzeln
sein (Artikel 9). Ebenso leicht sieht man, dass alle Wurze ln v congruen t
sein müssen; denn ist t eine andere Wurzel, so ist av-l-b^at-i-b, daher
av^at und somit v~t (Artikel 22). Hieraus folgt, dass die Congruenz
# = -y(mod.m) die vollständige Lösung der Congruenz ax-i-b~c darstellt.

Da die Lösungen der Congruenz durch Werte, welche x congruent
sind, auf der Hand liegen und in dieser Hinsicht congruente Zahlen
als äquivalent zu betrachten sind, so werden wir derartige Lösungen der
Congruenz für eine und dieselbe halten. Wenn daher unsere Congruenz
ax + b~c andere Lösungen nicht zulässt, so werden wir sagen, dass sie
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nur auf eine einzige Weise lösbar sei oder nur eine einzige Wurzel habe.
So besitzt z. B. die Congruenz 6# + 5^13 (mod. 11) keine ändern Wurzeln
als die, welche ̂ 5 (mod. 11) sind. Anders verhält sich die Sache bei Con-
gruenzen höherer Grade oder bei Congruenzen ersten Grades, in denen die
Unbekannte mit einer Zahl multipliciert ist, zu welcher der Modul nicht
prim ist.

27.
Es bleibt uns noch übrig, über die A u f f i n d u n g der Lösung einer

derart igen C o n g r u e n z einiges hinzuzufügen.
Zunächst bemerken wir, dass die Congruenz ax-+-t~u, deren Modul

wir zu a prim voraussetzen, von der Congruenz a#=itl abhängt. Denn
weün diese durch x^r befriedigt wird, so wird jener durch x = ±(u — f)r
genügt. Der Congruenz ax ̂  ± l ist aber, wenn man den Modul mit &
bezeichnet, die unbestimmte Gleichung ax = by ± l äquivalent, und wie
diese zu lösen sei, ist heutzutage hinreichend bekannt. Wir begnügen uns
daher, hier den Algorithmus der Rechnung herzusetzen.

Wenn die Grossen A, B, C, D, E, .. . so von den Grossen a, ß, 7, S, ...
abhängen, dass man hat:

4 = «, B=$A + l, C=tB + A, Z) = 8C+J5, E^tV+C, . . . ,

so bezeichnen wir sie der Kürze wegen in folgender Weise:

A = \*\, B = [o, ß], C=[a, ß, 7], D = [a, ß, 7, *], .. .*)

Es sei nun die unbestimmte Gleichung ax = by±: l, in welcher a, b
positiv sind, vorgelegt. Wir nehmen, was erlaubt ist, an, dass a nicht
kleiner als b sei. Dann bilden wir nach Art des bekannten Algorithmus,
durch welchen man den grössten gemeinschaftlichen Teiler zweier Zahlen
sucht, mittelst gewöhnlicher Division die Gleichungen:

a = ab 4- c, & = ßc 4- ,̂ c = 7^ + e, . . . ,

so dass a, ß, 7, . . . , c, d, e, ... positive ganze Zahlen sind und &, c, df, e, .. .
fortwährend abnehmen, bis wir zu einer Gleichung von der Form

m = \*.n -t- l
gelangen, was bekanntlich einmal eintreten muss. Dann ist:

*) Diese Beziehung lässt sich noch viel allgemeiner betrachten, was wir viel-
leicht bei einer ändern Gelegenheit thun werden. Hier fügen wir nur zwei Sätze bei,
die bei der gegenwärtigen Untersuchung Anwendung finden, nämlich:

(1) [«, ß, r,..., x, n]. [ß, T, ...,*]- [«, ß, r, • • -, X ] . [ß, r, • •., x, rf = ± i,
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem die Anzahl der Zahlen
a, ß, y, ..., X, p. gerade oder ungerade ist.

(2) Die Reihenfolge der Zahlen a, ß, y, ... kann umgekehrt werden, also:

[a, ß, y, ..., X, [jj = Qx, X, ..., y, ß, a].

Die Beweise, welche nicht schwer sind, unterdrücken wir hier.

a = O, [x, . . . , 7, ß, a], & = [>, JA, ..., 7, ß].
Nimmt man sodann

x = |>, . . . , 7, ß] y = [>, • • • , T, ß» «l
so wird ax = ly + l, wenn die Anzahl der Zahlen a, ß, 7, ..., (x, n gerade,
dagegen ax = l>y — l, wenn sie ungerade ist.

28.
Die allgemeine Auflösung derartiger unbestimmter Gleichungen hat zu-

erst Euler gelehrt, Comment. Petrop. T. VIIp. 46.*) Die Methode, deren
er sich bediente, besteht in der Substitution anderer Unbekannten an Stelle
von x, y und ist heutzutage hinreichend bekannt. Lagrange griff die Sache
ein wenig anders an: Aus der Theorie der Kettenbrüche nämlich ist be-

ci
kannt, dass, wenn man den Bruch j- in einen Kettenbruch

l

a-f--

ß -
l

7-H

+

^verwandelt und diesen nach Weglassung seines letzten Gliedes — wieder zu

x
einem gewöhnlichen Bruche — macht, ax = % ± l ist, falls a prim zu & ist.

y
Uebrigens ergiebt sich aus beiden Methoden derselbe Algorithmus. Die
Untersuchungen von Lagrange finden sich in Hist. de TAc. de Berlin
Annee 1767 p. 175 und nebst ändern in den Zusätzen zur französischen Über-
setzung von Euler's Algebra.

29.
Die Congruenz ax -h t = u, deren Modul nicht prim zu a ist, lässt sich

leicht auf den vorhergehenden Fall zurückführen. Es sei m der Modul und
8 der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, m. Zunächst ist klar,
dass jeder der Congruenz nach dem Modul m genügende Wert von x der-
selben auch nach dem Modul ö genügt (Artikel 5). Es ist aber immer
ax =. 0 (mod. ö), da 8 ein Teiler von a ist. Daher ist die vorgelegte Con-
gruenz nur lösbar, wenn t ~ u (mod. 8), d. h. t — u durch 8 teilbar ist.

Setzen wir daher a = 80, m = 8/', t — ^==8#, so wird e zu f prim
sein, und der gegebenen Congruenz Sex + 8#^0 (mod. 8/) wird die folgende
ex 4- Jc = Q (mod. /") äquivalent sein, d. h. jeder Wert von #, welcher dieser
genügt, wird auch jener genügen und umgekehrt. Denn offenbar lässt

*) Vgl. die Zusätze am Schlüsse der Disquisitiones.
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sich ex + k durch /"teilen, wenn sich Sex + 8k durch 8/* teilen lässt und
umgekehrt. Die Congruenz «0 + Ä=0 (mod. f) haben wir aber oben auf-
lösen gelehrt, woraus zugleich folgt, dass, wenn v einer der Werte von
x ist, 0=0 (mod. /") die vollständige Lösung der gegebenen Congruenz
darstellt.

30.
W e n n der Modu l z u s a m m e n g e s e t z t ist, ist es zuwei len

besser, sich fo lgender Methode zu bedienen.
Es sei der Modul = mn und die gegebene Congruenz ax^b. Man löse

zunächst diese Congruenz nach dem Modul m und nehme an, dass ihr ge-

nügt werde, wenn x =v (mod. -g-) ist, wo 8 den grössten gemeinschaftlichen

Teiler der Zahlen m und a bezeichnet. Nun ist klar, dass jeder der Congruenz
ax = b nach dem Modul mn genügende Wert von x derselben auch nach

m
dem Modul m genügen muss und daher in der Form v + -*- x1 enthalten

ist, wo x' eine unbestimmte Zahl bezeichnet, obwohl nicht umgekehrt alle
m

in der Form v + -g- x' enthaltenen Zahlen der Congruenz nach dem Modul

m
mn genügen. Wie aber x1 bestimmt werden muss, damit v-\--*-x' eine

Wurzel der Congruenz 00 = & (mod. mn) werde, lässt sich aus der Lösung

der Congruenz -g~0' -f- av = b (mod. mri), welcher die folgende •*•#'—

(mod. n) äquivalent ist, ersehen. Es folgt hieraus, dass die Lösung jeder
beliebigen Congruenz ersten Grades nach dem Modul mn zurückgeführt
werden kann auf die Lösung zweier Congruenzen nach den Moduln m und n.
Man erkennt leicht, dass, wenn n wiederum das Product aus zwei Factoren
ist, die Lösung der Congruenz nach dem Modul n von der Lösung zweier
Congruenzen abhängt, deren Moduln jene Factoren sind. Al lgemein hängt
d ie Lösung einer C o n g r u e n z nach i rgend e inem z u s a m m e n -
gesetz ten Modu l von der Lösung ande re r C o n g r u e n z e n ab , deren
Moduln Factoren jener Zahl sind. Diese letzteren können aber, wenn
es zweckmässig erscheint, immer so angenommen werden, dass sie Prim-
zahlen sind.

Beispiel. Ist die Congruenz 190^1 (mod. 140) vorgelegt, so löse man
sie zunächst nach dem Modul 2, wodurch sich ergiebt x^l (mod. 2).
Setzt mau x — l -f- 20', so wird 380' = — 18 (mod. 140), welcher die
folgende: 190' — — 9 (mod. 70) äquivalent ist. Löst man diese letztere
wiederum nach dem Modul 2, so wird 0'~ l (mod. 2) und daher, wenn
0' = l + 20" gesetzt wird: 380":=—-28 (mod. 70) oder 190" EZ—14 (mod. 35).
Diese nach dem Modul 5 gelöst giebt: x" ̂ 4 (mod. 5), und wenn man
a" = 4+ 50'" setzt, so wird: 950'"= —90 (mod. 35) oder: 190"'=—18
(mod. 7). Aus dieser endlich folgt: 0"'^2 (mod. 7), und wenn man

Auflösung der Congruenzen ersten Grades. 15

x"' = 2 + Ix"" setzt, so findet man 0 = 59 + 1400"". Daher ist 0 — 59
(mod. 140) die vollständige Lösung der vorgelegten Congruenz.

31.

In ähnlicher Weise, wie die Wurzel der Gleichung a0 = & durch — ausge-

drückt wird, werden wir auch irgend eine Wurzel der Congruenz ax^b mit — be-

zeichnen und den Modul der Congruenz der Deutlichkeit halber hinzusetzen. So
19

bezeichnet z.B. p=- (mod. 12) jede Zahl, welche = 11 (mod. 12) ist (was auch

der Analogie nach durch -=- (mod. 12) bezeichnet werden kann). Allgemein

geht aus dem Vorhergehenden hervor, dass — (mod. c) keine reelle Bedeutunga
hat (oder, wenn man lieber will, ein imaginärer Ausdruck ist), wenn a und c
einen gemeinschaftlichen Teiler haben, der nicht zugleich auch b teilt.

Abgesehen von diesem Falle aber wird der Ausdruck — (mod. c) stets -reelle

Werte haben und zwar unendlich viele; letztere aber werden sämtlich nach
dem Modul c congruent sein, wenn a prim zu c ist, oder nach dem Modul
f>

•TT, wenn 8 der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen c und a ist.

Mit diesen Ausdrücken kann man fast ebenso rechnen, wie mit den
gewöhnlichen Brüchen. Einige Eigenschaften, die sich leicht aus dem
Vorhergehenden ableiten lassen, setzen wir hierher.

1. Wenn nach dem Modul c a = or, &~ß ist, so sind die Ausdrücke
d a
-r (mod. c) und g- (mod. c) äquivalent.

2. -Tg (mod. c8) und j- (mod. c) sind äquivalent.

3. TT- (mod. c) und -r (mod. c) sind äquivalent, wenn k prim zu c ist.

Wir könnten noch viele andere ähnliche Sätze anführen; da dieselben
aber keine Schwierigkeit bieten und für das Folgende nicht so nötig sind,
gehen wir zu etwas anderem über.

Die Zahl zu finden, welche gegebenen Resten nach
gegebenen Moduln congruent ist.

32.
Die Aufgabe, welche im Folgenden oft zur Anwendung kommen wird,,

nämlich: Alle Zahlen zu f inden, welche nach beliebig vielen ge-
gebenen Modu ln gegebene ßeste lassen, kann mit Hülfe des Vorher-
gehenden leicht gelöst werden. Es seien zunächst zwei Moduln A und J? ge-
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geben, nach denen eine gesuchte Zahl 8 den Zahlen a und & respective congruent
sein soll. Es sind daher alle Werte von 8 unter der Form Ax + a enthalten, wo x
eine unbestimmte Zahl, aber von solcher Beschaffenheit ist, dass Ax-\-a~^b
(mod. B) wird. Wenn nun 8 der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen
A und B ist, so wird die vollständige Lösung dieser Congruenz die folgende

/ 7?\
Form haben x^v (mod.-g J, oder es wird, was auf dasselbe hinauskommt,

JcB
x = v 4- -y- sein, wo Je eine willkürliche ganze Zahl bezeichnet. Somit wird

TcAB
die Formel Av + a - alle Werte von 0 umfassen, d. h. z^

mod. -£-l wird die vollständige Lösung des Problems sein. — Kommt zu

den Moduln A, B noch ein dritter C hinzu, nach welchem die gesuchte
Zahl e congruent c sein soll, so muss man offenbar in derselben Weise weiter
verfahren, da die beiden früheren Bedingungen bereits in eine einzige zu-
sammengefasst sind. Ist also s der grösste gemeinschaftliche Teiler der

Zahlen —r— und C und x = w f mod. — ) die Lösung der Congruenz

~ß-x-+-Av-\-a =.c (mod. 0), so wird die Aufgabe durch die Congruenz

#~—^— + Av-}-a (mod.—r—) vollständig gelöst sein. — In ähnlicher

Weise hat man zu verfahren, wie viele Moduln auch immer gegeben sein

mögen. Es mag bemerkt werden., dass —r-, —•=.— die kleinsten gemein-
0 0£

schaftlichen Vielfachen resp. der Zahlen A, B und A, J5, G sind; man er-
kennt hieraus leicht, dass, wie viele Moduln A^ J5, C, ... auch vorhanden
sein mögen, die vollständige Lösung die folgende Form haben wird: &~r
(mod. Jf), wo M der kleinste gemeinschaftliche Dividuus jener Zahlen ist.
Ist ferner irgend eine der Hülfscongruenzen unlösbar, so folgt daraus, dass
das Problem eine Unmöglichkeit in sich schliesst. Offenbar aber kann dies
nicht der Fall sein, wenn alle Zahlen A, B, C, ... unter einander prim sind.

Beispiel. Die Zahlen J., #, (7; a, 6, c seien resp. 5D4, 35, 16; 17,
— 4, 33. Hier sind die beiden Bedingungen, dass s^Yl (mod. 504) und
= — 4 (mod. 35) sein solle, der einen: # ™ 5 2 1 (mod. 2520) äquivalent.
Letztere, mit der folgenden: #^33 (mod. 16) verbunden, liefert #=3041
(mod. 5040).

33.
Sind alle Zahlen A, B, C, ... zu einander prim, so ist bekanntlich

das Product aller das kleinste gemeinschaftliche Vielfache derselben. In
diesem Falle werden offenbar alle Congruenzen & a (mod. A), z~~b
(mod. J5), ... einer einzigen 8 ̂  r (mod. 7?), in welcher JR das Product der

Zahlen A, J5, 0, . . . bezeichnet, vollkommen äquivalent sein. Hieraus folgt
umgekehrt, dass die eine Bedingung $ = r (mod. K) in mehrere zerlegt
werden kann. Wenn nämlich E auf irgend eine Weise in zu einander
prime Factoren A, J?, 0, . . . zerlegt ist, so werden die Bedingungen z = r
(mod. A), # = r (mod. J5), #^r (mod. C), . . . die gegebene vollständig
erschöpfen. Diese Bemerkung eröffnet uns einen Weg, nicht nur die Un-
möglichkeit der Aufgabe, falls sich eine solche etwa aus den gegebenen
Bedingungen ergeben sollte, sofort zu erkennen, sondern auch die Kechnung
bequemer und kürzer durchzuführen.

34.
Die gegebenen Bedingungen seien wie oben: # = a (mod. -4), # = &

(mod. B\ z=c (mod. 0), . . . Man löse sämtliche Moduln in zu einander prime
Factoren, A in A'A"Ar" . . . , B in B'B"B"r ... u. s. w. und zwar derart
auf, dass die Zahlen Ä, A1, . . . , JB', B", . . . entweder Primzahlen oder
Potenzen von Primzahlen sind. Ist daher eine der Zahlen J., JB, (7, . . .
schon an sich eine Primzahl oder die Potenz einer solchen, so ist für diese
eine Zerlegung in Factoren nicht nötig. Dann ergiebt sich aus dem Vorher-
gehenden, dass man für die gegebenen Bedingungen die folgenden sub-
stituieren kann:

~a (mod. A'\ e^a (mod. A'\
= & (mod. £'), *==& (mod. B"\

= a (mod.
= b (mod.

U. S. W.

Wären nun nicht sämtliche Zahlen A, I?, C, . . . zu einander prim,
z. B. A nicht prim zu B, so könnten offenbar nicht alle Primteiler von A
nnd B von einander verschieden sein, vielmehr müsste unter den Factoren
A', A", A", ... der eine oder der andere vorkommen, welcher unter den
Factoren B', B", B'", . . . einen sich gleichen oder ein Vielfaches oder
einen genauen Teil von sich hätte. Wäre zuerst A' = B', so müssten die
Bedingungen 0 = a (mod. A') und & = & (mod. B'} identisch oder also
a = l> (mod. A' oder J5') sein, so dass eine von diesen beiden weggelassen
werden könnte. Wäre aber a nicht = b (mod. A\ so würde die Aufgabe
etwas Unmögliches verlangen. Wenn z w e i t e n s B' ein Vielfaches von A'
wäre, so müsste die Bedingung # = a (mod. ^L') in der folgenden # = &
(mod. B') enthalten, oder es müsste die aus der letzteren folgende #~&
(mod. A'} mit der ersteren identisch sein. Hieraus folgt, dass die Be-
dingung # = a (mod. A'), falls sie nicht mit den ändern im Widerspruch
steht (in welchem Falle das Problem unmöglich ist), weggelassen werden
kann. Sind anf diese Weise alle überflüssigen Bedingungen weggelassen,
so werden offenbar alle Moduln, welche von A1, A", A"', . . . , B', B", B"', . . .
u. s. w. noch übrig bleiben, prim zu einander sein. Wir können alsdann
hinsichtlich der Möglichkeit des Problems sicher sein und nach den vorher

Vorschriften verfahren.
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35.
Beispiel. Soll wie oben e^ 17 (mod. 504), = ~ 4 (mod. 35) und = 33

(mod. 16) sein, so lassen sich diese Bedingungen in die folgenden zerlegen:
0EE 17 (mod. 8), = 17 (mod. 9), —17 (mod. 7)
#=—4 (mod. 5), ^—-4 (mod. 7)
$= 33 (mod. 16).

Von diesen können die Bedingungen: #~17 (mod. 8) und #=17
(mod. 7) weggelassen werden, da die erstere in der Bedingung <e^33 (mod. 16)
enthalten, die letztere aber mit $ = — 4 (mod. 7) identisch ist. Es bleiben
daher die folgenden Bedingungen:

!

17 (mod. 9)
— 4 (mod. 5)
— 4 (mod. 7)

33 (mod. 16),
aus denen & = 3041 (mod. 5040) folgt.

Überdies ist klar, dass es meistens bequemer sein wird, wenn man von
den übrig bleibenden Bedingungen diejenigen, welche aus einer und der-
selben Bedingung hervorgegangen waren, wieder für sich zusammennimmt.
Sind z. B. von den Bedingungen z^a (mod. A'}, z=a (mod. J."), ...
einige weggelassen worden, so wird die aus den übrigen zusammengesetzte
die folgende sein: z^a nach einem Modul, welcher das Product aller von
A, A", A", . . . noch übrig gebliebenen Moduln ist. So wird in unserm
Baispiel aus den Bedingungen $ = — 4 (mod. 5), # = — 4 (mod. 7) gerade
die, aus welcher sie entstanden waren, nämlich z = — 4 (mod. 35), ohne
Weiteres wieder hergestellt. Ferner folgt hieraus, dass es mit Kücksicht
auf die Kürze der Rechnung nicht völlig gleichgültig ist, welche von den
überflüssigen Bedingungen weggelassen wird; doch liegt es nicht in unserer
Absicht, auf diese und andere practische Kunstgriffe, welche leichter durch
Übung als durch besondere Vorschriften zu lernen sind, an dieser Stelle
näher einzugehen.

36.
Wenn sämtliche Moduln A, B. C, D,... un te r sich prim sind,

so ist es oft besser , sich der fo lgenden Me thode zu bedienen.
Man bestimme eine Zahl a, welche nach A der Einheit, nach dem Pro-
ducte der übrigen Moduln aber der Null congruent ist, oder es sei a ein be-
liebiger (meistens ist es vorteilhaft den kleinsten zu nehmen) mit BCD . . .

multiplicierter Wert des Ausdrucks - (mod. A) (Siehe Artikel 32).

Ebenso sei ß = l (mod. B) und=0 (mod. ACD . . .), 7 = 1 (mod. C) und = 0
(mod. ABD . . .) u. s. w. Wenn dann eine Zahl z gesucht wird, welche nach
den Moduln A, B, C, D, ... respective den Zahlen a, &, c, d, ... congruent
ist, so kann man setzen:

$= oca -f- ß& + TC + 8d H ---- (mod. ABCD . . .)
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Augenscheinlich nämlich ist aa ~ a (mod. J.), während die übrigen
Glieder ß&, 70, ... sämtlich = 0 (niod. Ä) sind ; daher ist z = a (mod. A).
Analog ist der Beweis bezüglich der übrigen Moduln. Diese Lösung ist der
früheren vorzuziehen, wenn mehrere derartige Probleme zu lösen sind, für
welche die Moduln A, B, 0, ... ihre Werte beibehalten; dean dann er-
halten die Zahlen a, ß, 7, . . . constante Werte. Dies ist der Fall bei einem
Problem der Zeitrechnung, bei welchem gefragt wird, das wievielste Jahr
in der Julianischen Periode eine gegebene Römer -Zinszahl, güldene Zahl
und Sonnenzirkel besitze. Hierbei ist J. = 15, J9=19, 0=28. Da nun

der Wert des Ausdrucks TQ— 00 (mod. 15) oder -FÖÖ~~ (mod. 15) gleich 13

ist, so ist a = 6916. Analog findet man ß = 4200 und 7 = 4845. Demnach
ist die gesuchte Zahl der kleinste Rest der Zahl 691 6 a -f- 4200 & + 4845 c,
wo a die Römer- Zinszahl, & die güldene Zahl und c den Sonnenzirkel
bezeichnet.

Lineare Congruenzen mit mehreren Unbekannten.
37.

Das Vorhergehende möge hinsichtlich der Congruenzen ersten Grades
mit einer einzigen Unbekannten genügen. Wir haben aber noch über Con-
gruenzen zu handeln, in denen mehrere Unbekannte vorkommen. Da aber
dieser Abschnitt, falls wir die Einzelheiten mit aller Strenge auseinander-
setzen wollten, nicht ohne Weitschweifigkeit durchgeführt werden kann, und
es hier nicht in unserer Absicht liegt, eine erschöpfende Darstellung zu geben,
wir vielmehr nur das anführen wollen, was der Aufmerksamkeit am würdigsten
zu sein scheint, so werden wir unsere Untersuchung hier auf wenige Bemer-
kungen beschränken und uns eine eingehendere Darlegung dieses Gegen-
standes für eine andere Gelegenheit vorbehalten.

1. In analoger Weise wie bei Gleichungen erkennt man, dass man auch
hier ebensoviel Gleichungen haben muss, als Unbekannte zu bestimmen sind.

2. Es seien also ebensoviele Congruenzen

(Ä)
(A)
(A")

ax -h & z/ -h cz +
a'x + Vy + c'z 4-
a"x + V'y + c"z +

•=/" (mod. m)
•==/'

gegeben, als Unbekannte #, #, #, ... vorhanden sind.
Man bestimme nun Zahlen £, £', £", . . . vermittelst der Gleichungen

4- c'V • • = 0

und zwar so, dass sie sämtlich ganze Zahlen werden und keinen gemein-
schaftlichen Factor haben, was, wie aus der Theorie der linearen Gleichungen
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bekannt ist, immer möglich ist. In ähnlicher Weise bestimme man Zahlen
#, t/, v", ..., t, £', £", ... mittelst der Gleichungen:

av + a'v' -h a"v" -i = 0
cv -f- cV + c V H = 0

• • • = 0
K

3. Werden die Congruenzen -4, 4', A', . . . zuerst resp. mit £, S', £", . . . ,
sodann mit 0, t/, 0", ... u. s. w. multipliciert und sodann die Producte jedes-
mal addiert, so werden sich offenbar folgende Congruenzen ergeben:

(06 4- a'6' + «"E" 4- • • •) x = ft + A' + /*'E" 4- • • •
(Zw + 6V -f- &'V + - - -) y = fo + /V + /"V H- • ••

+.. . )*=#+ /T + /*'C" + • • •

die wir der Kürze wegen in folgender Weise darstellen wollen:

4. Nunmehr sind m e h r e r e Fäl le zu unterscheiden.
Erstens, wenn sämtliche Coefficienten 2 («£), 2 (##),... der Unbekannten

zu dem Modul m der Congruenzen prim sind, so lassen sich diese Con-
gruenzen nach den vorher angegebenen Kegeln lösen, und die vollständige
Lösung des Problems wird dargestellt werden durch Congruenzen von der
Form: x^p (mod. wt), y = q[ (mod. m), . . .*).

Sind z. B. die Congruenzen gegeben:

b8~l, %x 4- 2y 4- 0 = 3 (mod. 8),

so findet man 5 = 9, 6' = l, E" = — 14; hieraus wird — 15#^— 26, daher
x ̂ 6 (mod. 8). Auf dieselbe Weise findet man 15^/^ — 4, 15# = 1 und
hieraus y = 4, # = 7 (mod. 8).

5. Zweitens, wenn nicht sämtliche Coefficienten 2 (a£), 2 (bv\ . . . zum
Modul prim sind, so seien a, ß, 7, ... die grössten gemeinschaftlichen Teiler
von m und 2 (a!;), 2 (60), 2 c£), . . . respective. Offenbar ist dann die Auf-
gabe unmöglich, wofern nicht jene auch zugleich Teiler der Zahlen 2 (/*£),
2 (fv\ 2 (/"£), . . . respective sind. Wenn aber diese Bedingungen stattfinden,
so werden die Congruenzen in (3) durch solche von den Formen x~p

*) Es mag bemerkt werden, dass dieser Schluss eines Beweises bedarf, den wir
aber hier unterdrücken. Denn eigentlich folgt aus unserer Deduction nichts weiter,
als dass die gegebenen Congruenzen durch andere Werte der Unbekannten #, i/, z,...
nicht gelöst werden können; dass diese aber genügen, folgt nicht. Möglicherweise
nämlich könnte es gar keine Lösung geben. Ein ähnlicher Paralogismus wird auch
in der Theorie der linearen Gleichungen häufig begangen.

mod. — ) , y^q. (mod.-ö-L 2 = r ( mod. — ), . . . vollständig gelöst werden,

oder es wird, wenn man lieber will, a verschiedene f d. i. nach dem Modul m
(a — l) m}

incongruente, wie p, p -i > . . , Werte von a?, ß verschiedeneer ' -^ a
Werte von #, u. s. w. geben, welche jenen Congruenzen genügen; und offenbar
werden alle Lösungen der gegebenen Congruenzen (wenn es deren über-
haupt giebt) unter jenen enthalten sein. Indessen darf man diesen Schluss
nicht umkehren; denn in den meisten Fällen werden nicht alle Combinationen
aller a Werte von x mit allen Werten von y und allen Werten von # u. s. w.
der Aufgabe genügen, sondern nur einige von ihnen, deren Zusammenhang
man durch eine oder mehrere Bedingungscongruenzen darstellen kann. Da
aber die vollständige Lösung dieses Problems für das folgende nicht not-
wendig ist, so führen wir hier diesen Gegenstand nicht weiter durch, sondern
begnügen uns, durch ein Beispiel einen Begriff davon zu geben.

Die gegebenen Congruenzen seien:

3# + by + # = 4, 2#-f- 3# + 2#^7, bx-i-y -4- 3# = 6 (mod. 12).

Hier werden die Zahlen £, £', S"; #, t/, t>"; t, £', £" respective gleich
1^—2, 1; l, l , — 1; —13,22,—!, und aus diesen folgt: 4#EE— 4, 7y=5,
28^^96. Hieraus ergeben sich vier Werte von #, nämlich # = 2, 5, 8, 11,
ein Wert von #, nämlich #=11, vier Werte von #, nämlich #^0, 3, 6, 9
(mod. 12). Um nun zu wissen, welche Combinationen der Werte von x mit
den Werten von 2 man nehmen darf, substituieren wir in den gegebenen
Congruenzen für #, #, & respective 2 -h 3tf, 11, 3w, wodurch dieselben über-
gehen in die folgenden:

EEO, 15 + 15* 4- 9^ = 0 (mod. 12),

und diesen sind, wie man leicht sieht, die folgenden äquivalent:

^0, 5-|- 52 + 3^^0 (mod. 4).

Die erste erfordert offenbar, dass u~t-t-l (mod. 4) sei; setzt man
diesen Wert in die beiden ändern Congruenzen ein, so findet man, dass
auch diesen dadurch genügt wird. Hieraus folgt, dass die folgenden Werte
von x\ 2, 5, 8, 11 (welche sich ergeben, wenn man £ = 0, l, 2, 3 setzt)
notwendig mit den folgenden Werten von 0 respective #^3, 6, 9, 0
combiniert werden müssen, so dass man überhaupt vier Lösungen erhält,
nämlich :

x= 2, 5, 8, 11 (mod. 12)
y = ll, H, H, 11
0 = 3 , 6, 9, 0.

Diesen Untersuchungen, durch welche der Zweck des Abschnittes
bereits erreicht ist, fügen wir noch einige auf ähnliche Prinzipien sich
stützende Sätze hinzu, die wir im Folgenden häufig gebrauchen werden.
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Verschiedene Sätze.
38.

Aufgabe. Man soll f i n d e n , w i e v i e l pos i t i ve Zahlen es giebt,
die kleiner als e ine gegebene pos i t ive Zah l A und zugle ich
prim zu ihr sind.

Bezeichnen wir die Anzahl der positiven Zahlen, welche kleiner als
eine gegebene Zahl und zugleich prim zu ihr sind, durch den vor die Zahl
gesetzten Buchstaben 9, so wird <p(A) gesucht.

I. Ist A eine Pr imzahl , so sind offenbar alle Zahlen von l bis A — l
prim zu A; daher ist in diesem Falle:
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sein. Diese Anzahl ist aber, wie aus der Combinationslehre bekannt, gleich

II. Ist A eine Potenz einer Pr imzahl , etwa = pm^ so werden alle
Zahlen mit Ausnahme der durch p teilbaren prim zu A sein. Daher sind von den
pm — l Zahlen die folgenden wegzulassen: p, 2p, 3p, ..., (pm~1 — l)jp; es
bleiben also pm— l — (pm~l — 1) oder pm~l (p — 1) Zahlen übrig, so dass ist:

?(/")= K'1 (P -1).

III. Die üb r igen Fälle lassen sich le icht auf diese z u r ü c k -
füh ren mit Hülfe des fo lgenden Satzes:

Ist A in zu e inander pr ime Fac to ren M, N, P, . . . zer legt ,
so ist

Derselbe wird folgendermassen bewiesen. Es seien m, w', m", ... die
Zahlen, welche prim zu M und kleiner als M sind und deren Anzahl somit
cp(J£) ist. Ebenso seien w, ri, n", ... resp. _p, jp', y, ... die Zahlen,
welche prim zu N resp. P und kleiner als N resp. P sind und deren Anzahl
gleich <p(.2V) resp. 9 (P) ist, u. s. w. Nun sind bekanntlich alle zum Producte
A primen Zahlen auch zu den einzelnen Factoren M, , JV, P, . . . prim und
umgekehrt (Artikel 19). Ferner sind alle Zahlen, welche irgend einer der
Zahlen m, w', w", . . . nach dem Modul M congruent sind, prim zu M und
umgekehrt; und dasselbe gilt bezüglich N, P, . . . Demnach ist die Auf-
gabe auf die folgende zurückgeführt: Zu bestimmen, wieviel Zahlen es
unterhalb A giebt, welche irgend einer der Zahlen m, m', m", . . . nach
dem Modul If, irgend einer der Zahlen n, ri, n", . . . nach dem Modul N
u. s. w. congruent sind. Aus Artikel 32 folgt aber, dass alle Zahlen, welche
nach den einzelnen Moduln M. , N, P, . . . bestimmte Eeste geben, nach
deren Producte A congruent sind und dass es daher unterhalb A nur eine
einzige Zahl giebt, welche nach den einzelnen Zahlen Jf, JV, P, . . . gegebenen
Resten congruent ist. Demnach wird die gesuchte Zahl der Anzahl der
Combinationen der einzelnen Zahlen m, m', m", ... mit den einzelnen
Zahlen n, n', n" ', . , . und den einzelnen Zahlen p, y, p", ... u. s. w. gleich

IV. Nun sieht man leicht, wie dies auf den betrachteten Fall anwend-
bar ist. Zerlegt man A in seine Primfactoren oder bringt man A auf die
Form a a &^c Y . . . , wo a, b, c, ... von einander verschiedene Primzahlen
bezeichnen, so ist:

y(A) = <p(a"). 9(&ß). 9(cT) - • • = a"'1 (a- 1). ̂ (fc- 1). ̂ (c- 1) . . . ,

oder kürzer:
A= A

Beispiel. Ist A = 60 = 22 - 3 • 5, so ist <p(4) = £ - f • £ • 60 = 16. Diese
zu 60 primen Zahlen sind: l, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,
49, 53, 59.

Die erste Lösung dieses Problems tritt auf in der Abhandlung Euler 's
Theoremata arithmetica nova methodo demonstrata in den Comm. nov. Ac.
Petrop. VIII p. 74. Der Beweis ist später in einer ändern Abhandlung:
Speculationes circa quasdam insignes proprietates numerorum, Acta Petrop.
VIII p. 17, wiederholt.

39.
Wird die Bedeutung des Functionszeichens 9 in solcher Weise bestimmt,

dass y(A) die Anzahl der Zahlen, welche prim zu A und nicht grösser als
A sind, ausdrücken solle, so ist ersichtlich, dass 9(1) nicht mehr gleich 0,
sondern gleich l ist, und dass hierdurch in allen ändern Fällen nichts ge-
ändert wird. Nehmen wir diese Definition an, so erhalten wir folgenden Satz:

Wenn a, a', a", ... sämtl iche Teiler von A (l und A selbst
n ich t ausgesch lossen) dars te l len , so ist

?(«) + <p(a') + 9(a") + . . . = A.

Beispiel. Ist A = 30, so ist: <p(l) + 9(2) -h 9(3) -h 9(5) -F 9(6) + 9(10)
-h 9(15) -l- 9(30) = 1 + 1-4-2 + 44-2 + 4 + 8 + 8 = 30.

Beweis. Multipliciert man sämtliche Zahlen, welche prim zu a und nicht
A A

grösser als a sind, mit — , ebenso alle zu a' primen Zahlen mit -7 u. s. w.,

so erhält man y(a) + 9(a') + 9(a") + • • • Zahlen, die alle nicht grösser
als A sind. Aber

l . alle diese Zahlen sind von einander verschieden. Dass nämlich alle
diejenigen Zahlen, welche aus demselben Teiler von A hervorgegangen sind,
einander ungleich sind, ist an und für sich klar. Wenn aber aus verschie-
denen Teilern M, N, und zu ihnen respective primen Zahlen jx, v gleiche Zahlen

A A
hervorgegangen wären, d. h. wenn -^ JA = -^r v wäre, so müsste jiJV= vjf

sein. Nimmt man nun (was erlaubt ist) M >> N an, so müsste Jf, da es
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prim zu JA und ein Teiler von püVist, auch ein Teiler von N, also die grössere
Zahl ein Teiler der kleineren sein, was absurd ist.

2. unter diesen Zahlen kommen die Zahlen l, 2, 3, . . . , A sämtlich vor.
Ist nämlich t eine beliebige A nicht übersteigende Zahl und 8 das grösste

A
gemeinschaftliche Mass der Zahlen A und t, so ist y ein Teiler von A,

zu welchem -^ prim ist. Offenbar wird daher die Zahl t unter denjenigen

vorkommen, welche aus dem Teiler y hervorgegangen sind.

3. Hieraus folgt, dass die Anzahl aller dieser Zahlen gleich A ist.
Daher:

<p(a) H- <p(a') -+- <p(a") H = A.

40.
Ist JA der grösste geme inscha f t l i che Teiler der Zahlen A, B,

C, D,..., so k a n n man Zahlen a, b, c, d}... von der B e s c h a f f e n h e i t
bes t immen, dass

a A + bB H- cO H = fx
ist.

Beweis. Betrachten wir zuerst nur zwei Zahlen A, B, und ist X der
grösste gemeinschaftliche Teiler derselben, so ist die Congruenz Ax=\
(mod. B) lösbar (Artikel 30). Ist die Wurzel derselben = a, und setzt man

= ß? so wird: a.A 4- ßJ? = X, wie verlangt wurde.

Tritt noch eine dritte Zahl C hinzu und ist X' der grösste gemeinschaft-
liche Teiler von X und (7, so bestimme man zwei Zahlen k und 7 derart,
dass ÄX + 7(7=X' ist. Dann wird: JcaA -+• Jc$B -h 7 (7 = X'. Offenbar aber
ist X' ein gemeinschaftlicher Teiler von A, B, C, und zwar ist es der
grösste, denn gäbe es noch einen grösseren ft, so würde der Ausdruck

A 7? C1 X'
#a--cr + ^ß '~cr~*~ 'T 'T = : = ~Qr eine ganze Zahl, also die grössere Zahl 0 ein

Teiler der kleineren sein müssen. Das Verlangte ist daher geleistet, wenn
man #a = a, Aß = &, 7 == c, X' = p setzt.

Auf gleiche Weise kann man fortfahren, wie viele andere Zahlen auch
immer hinzutreten mögen.

Wenn daher die Zahlen A, B, C, D. ... keinen gemeinschaftlichen Teiler
haben, so kann man offenbar bewirken, dass

wird.
a A + W + cC H =

41.
Ist p eine Pr imzahl und hat man p Dinge, unter denen be-

liebig viele, nur n i c h t gerade a l le , e inande r gleich sein k ö n n e n ,
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so wird die A n z a h l der Permuta t ionen dieser Dinge durch p
t e i lba r sein.

Beispiel. Die fünf Gegenstände -4, J., A, B, B können auf zehn ver-
schiedene Arten versetzt werden.

Der Beweis dieses Satzes kann leicht aus der bekannten Theorie der
Permutationen abgeleitet werden. Denn giebt es unter diesen Gegenständen
a, welche gleich A, sodann &, welche gleich J5, ferner c, welche gleich 0
u. s. w. sind (wo die Zahlen a, &, c, . . . auch die Einheit bezeichnen
können), so dass

a + l + c-\ =p

ist, so ist die Anzahl der Permutationen gleich

l-2-3 "--p

Nun ist an und für sich klar, dass der Zähler dieses Bruches durch
den Nenner teilbar ist, da die Anzahl der Permutationen eine ganze Zahl
sein inuss. Der Zähler aber ist teilbar durch p, der Nenner dagegen,
welcher aus Factoren, die kleiner als p sind, gebildet ist, ist nicht teilbar
durch p (Artikel 15). Demnach ist die Anzahl der Permutationen durch p
teilbar (Artikel 19).

Es dürfte jedoch, hoffe ich, manchem der folgende Beweis nicht un-
willkommen sein.

Wenn in zwei Permutationen die Ordnung der Gegenstände, aus denen
sie gebildet sind, nur in so fern abweicht, dass derjenige Gegenstand,
welcher in der einen den ersten Platz einnimmt, in der ändern einen ändern
Platz hat, die übrigen aber in beiden in derselben Reihenfolge fortschreiten
und auf den letzten Gegenstand in der einen derjenige folgt, welcher in
der ändern der erste ist, so nennen wir diese Permutationen ähnliche
Permutationen.*) So werden in unserm Beispiele AB A AB nnd AB AB A
ähnliche Permutationen sein, weil die Gegenstände, welche in der ersteren
den ersten, zweiten u. s. w. Platz einnehmen, in der letzteren an dem
dritten, vierten, u. s. w. Platze in derselben Reihenfolge sich befinden.

Da nun jede Permutation aus p Gegenständen besteht, so kann man
offenbar zu jeder p — l ähnliche finden, wenn man denjenigen Gegenstand,
welcher der erste gewesen war, an den zweiten, dritten u. s. w. Platz fort-
rückt Wenn unter diesen identische sich nicht befinden können, so ist
klar, dass die Anzahl aller Permutationen durch p teilbar werden wird, da
diese ^-mal grösser ist, als die Anzahl aller unähnlichen Permutationen.

*) Denkt man sich ähnliche Permutationen in einen Kreis geschrieben, so dass
der letzte Gegenstand dem ersten benachbart wird, so wird überhaupt kein Unter-
schied existieren, da kein Platz der erste oder letzte genannt werden kann.
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Wir nehmen daher an, dass zwei Permutationen

PQ...TV...YZ, V...YZPQ...T,

von denen die eine aus der ändern durch das Fortrücken der Glieder ent-
standen ist, identisch seien oder dass P = 7 u. s. w. sei. Ist das Glied P,
welches in der ersteren das erste ist, in der letzteren das n-i- lte, so wird
also in der letzteren Eeihe das n -h lte Glied dem ersten, das n -f- 2te Glied
dem zweiten u. s. w., also das %n + lte Glied wiederum dem ersten gleich
und aus demselben Grunde auch das 3n -f- lte, u. s. w., allgemein das
Jcn+-mie gleich dem wten (Hierbei ist, sobald ~kn-^m>p ist, entweder
die Reihe V... YZPQ . . . T immer wieder von Anfang an wiederholt zu
denken oder von Im -f- m das nächstkleinere Vielfache von^> zu subtrahieren).
Wenn daher k so bestimmt wird, dass Jcn^l (mod. p) ist, was möglich
ist, da p eine Primzahl sein soll, so folgt allgemein, dass das mte Glied
dem m -h lten oder dass jedes Glied dem folgenden gleich ist, d. h. dass
alle Glieder einander gleich sind, was gegen die Voraussetzung ist.

42.
Wenn die Coef f i c i en ten A, B, C, .. ., N; a, b, c, ..., n zwe ie r

Func t ioner i von der Form

Bx1 ' + ••• + #
H \-n

sämt l ich r a t i o n a l e , aber n icht sämtl ich ganze Zah len sind und
das Product aus (P) und (Q) du rch

darges te l l t wird, so k ö n n e n die C o e f f i c i e n t e n 9l, 33, . . . , 3 nicht
sämtlich g a n z e Zah l en sein.

Beweis. Man drücke alle Brüche unter den Coeificienten A, B, ...
a, b, ... durch die möglich kleinsten Zahlen aus und wähle nach Belieben
eine Primzahl j?, welche in einem oder mehreren von den Nennern dieser
Brüche ohne Eest aufgeht. Nimmt man an, was erlaubt ist, dassj? in dem
Nenner irgend eines gebrochenen Coefficienten in (P) aufgeht, so wird es

offenbar, wenn man (Q) durch p teilt, auch in ^-^ wenigstens einen ge-

brochenen Coefficienten geben, dessen Nenner denFactorp enthält ( nämlich

den ersten Coefficienten — ). Nun sieht man leicht, dass es in P ein Glied,

einen Bruch, geben wird, dessen Nenner mehr Dimensionen von p, als die
Nenner aller vorhergehenden ähnlichen Glieder, und nicht weniger als die
Nenner aller folgenden, besitzt. Dieses Glied sei G-x9 und die Anzahl der
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Dimensionen von p im Nenner von G sei t. Ein ähnliches Glied giebt es

in ^-^; dasselbe sei F#T und die Anzahl der Dimensionen von » im Nenner
p 1

von F sei T. Dann ist offenbar t + T mindestens gleich 2. Nach diesen Vor-
bereitungen wird das Glied xg+^ des Products von (P) und (§) einen ge-
brochenen Coefficienten haben, dessen Nenner t -f- T — l Dimensionen von
p enthält. Dies wird folgendermassen bewiesen.

Es seien 'Gxg+l, "Gz9*2, ... diejenigen Glieder, welche in (P) dem
Gliede Gx9 vorangehen, G'x9~l, G"f%9~~2, ... aber diejenigen, welche ihm

(0)
folgen. Ebenso seien T#T , "F#Y , ... diejenigen Glieder, welche in —

dem Gliede Tx* vorangehen, F'o^1, r"#T~2 aber diejenigen, welche ihm
folgen. Dann ist offenbar der Coefficient des Gliedes x9+^ in dem Producte

aus (P) und — gleich:

+ TG' + 'TG" 4- • - -

Der Teil 6rF ist ein Bruch, welcher, in den kleinsten Zahlen ausge-
drückt, im Nenner £ + T Dimensionen von p enthält; die übrigen Teile
aber enthalten, wenn sie Brüche sind, im Nenner weniger Dimensionen von
p, da sie sämtlich Producte aus je zwei Factoren sind, von denen der eine
nicht mehr als £, der andere aber weniger als T Dimensionen von p enthält,
oder von denen der eine nicht mehr als T, der andere aber weniger als t

0
Dimensionen von p besitzt. Demnach ist 6rF von der Form —773-, während

fP +

die Summe der übrigen Teile von der Form _s ist, wo ö eine positive
f P

Zahl ist und e, f, f den Factor p nicht enthalten. Somit ist die Summe

aller gleich t_^ . Da der Zähler dieses Ausdrucks durch p nicht teil-

bar ist, so kann der Nenner durch keine Reduction weniger Dimensionen
von p erhalten als t 4- T. Daher ist der Coefficient des Gliedes xg+^ in dem
Producte von (P) und (Q) gleich

— l Dimensionen von p ent-d. h. er ist ein Bruch , dessen Nenner
hält. Damit ist der Satz bewiesen.

43.
Die C o n g r u e n z wten Grades

Axm -f- Bxm'1 -i- Cxm'2 + 4- MX 4- JV=0,



28 Zweiter Abschnitt. [Art. 44]

deren Modu l eine in A nicht au fgehende Pr imzahl p ist, kann
nicht auf mehr denn auf m ve rsch iedene Arten gelöst werden
oder hat nicht mehr als m nach dem Modul p i n c o n g r u e n t e
Wurzeln (Siehe Artikel 25. 26).

Wäre dies nicht der Fall, so nehmen wir an, dass es Congruenzen ver-
schiedener Grade m, n, ... gäbe, welche mehr als m, n, ... Wurzeln haben,
und es sei m der kleinste Grad, so dass alle ähnlichen Congruenzen der
niederen Grade mit unserm Satze in Übereinstimmung sich befinden. Da
wir dies für den ersten Grad schon oben (Artikel 26) bewiesen haben, so
ist klar, dass m entweder gleich 2 oder grösser als 2 ist. Es besitze also
die Congruenz

Axm -t- Bxm~l + • • • + MX -f- N=0

wenigstens m-\-l Wurzeln, welche # = a, #=ß, # = 7, ... sein mögen,
und man nehme an, was erlaubt ist, dass alle Zahlen a, ß, 7, ... positiv und
kleiner als p seien und dass die kleinste von allen a sei. Man substituiere
nun in der gegebenen Congruenz y + a für #, wodurch sie übergehen
möge in:

Aym 4- JSy1-1 4- C'ym~2 4- - • • 4- M'y 4- JV = 0.

Dann wird offenbar dieser Congruenz genügt werden, wenn man y = 0 oder
2/ = ß — a oder 3/^7 — a u. s. w. setzt, welche Wurzeln alle von einander
verschieden sind und deren Anzahl gleich m + l ist. Daraus aber, dass
# = 0 eine Wurzel ist, folgt, dass JV7 durch p teilbar ist. Daher ist auch
der Ausdruck

y(A'ym~l 4- B'/1"8 4- • • • + Jf) = 0 (mod. p),

wenn man y einen der m Werte ß — a, 7 — a, ..., welche sämtlich grösser
als 0 und kleiner als p sind, beilegt, und daher wird in allen diesen Fällen
auch

Aym~l 4- B'ym~2 H h M == 0 (Artikel 22)

sein, d. h. die Congruenz

Aym-1 4- B'ym~* H h -M7 = 0,

welche vom m—lten Grade ist, wird m Wurzeln haben und somit im Wider-
spruch stehen mit unserem Satze (offenbar nämlich ist A = A und daher,
wie erforderlich, A nicht teilbar durch p), obwohl wir angenommen haben, dass
alle Congruenzen von niedrigerem Grade als dem mten mit demselben in
Übereinstimmung sich befinden. Damit ist der Satz allgemein bewiesen.

44.
Obwohl wir angenommen haben, dass der Modul p im Coefficienten des

höchsten Gliedes nicht aufgehen solle, ist doch der Satz auf diesen Fall
nicht beschränkt. Wenn nämlich der erste Coefficient oder auch einige der
folgenden durch p teilbar wären, so könnte man diese Glieder ruhig weg-
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lassen und dadurch schliesslich die Congruenz auf eine- von niedrigerem
Grade zurückführen, bei welcher der erste Coefficient nicht mehr durch p
teilbar wäre, es müssten denn gerade alle Coefficienten durch p teilbar sein,
in welchem Falle die Congruenz eine identische und die Unbekannte völlig
unbestimmt sein würde.

Dieser Satz wurde zuerst von Lagrange aufgestellt und bewiesen (Mem.
de l'Ac. de Berlin, Annee 1768 p. 192). Er kommt auch vor in einer Ab-
handlung von Legendre , Beclierches d'Analyse indeterminee, Hist. de l'Ac.
de Paris 1785 p. 466. Eule r bewies in den Nov. Comm. Ae. Petrop. XVIII
p. 93, dass die Congruenz xn — 1—0 mehr wie n verschiedene Wurzeln nicht
haben könne. Obwohl dieselbe nur ein specieller Fall ist, ist die Methode,
deren er sich bediente, auf alle Congruenzen leicht anwendbar. Einen noch
specielleren Fall hatte er schon vorher in den Comm. nov. Ac. Petrop. V.
p. 6 absolviert, aber die hierbei gebrauchte Methode lässt sich nicht allgemein
anwenden. Unten im Abschnitt VIII werden wir den Satz noch auf eine
andere Art beweisen: aber wie verschieden auch beim ersten Anblick
alle diese Methoden erscheinen könnten, so würden doch Kundige, die sie
vergleichen wollten, sich leicht überzeugen, dass sie alle auf demselben
Princip aufgebaut sind. Da übrigens dieser Satz hier nur gleichsam als
Hülfssatz zu betrachten ist und eine vollständige Auseinandersetzung hier
nicht hergehört, so überheben wir uns der Mühe, zusammengesetzte Moduln
noch besonders zu behandeln.
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Dritter Abschnitt.

Von den Potenzresten.

Die Reste der Glieder einer mit der Einheit anfangenden
geometrischen Reihe bilden eine periodische Reihe.

45.
Satz. In jeder geomet r i schen Progress ion l, a, a2, a3, ... giebt

es ausser dem e r s t en Gliede l noch ein anderes der Einheit nach
dem zu a p r imen Modul p congruen tes Glied a\ dessen Exponen t
t<p ist.

Beweis. Da der Modul p zu a und somit auch zu jeder beliebigen
Potenz von a prim ist, so ist kein Glied der Progression =0 (mod. p\
sondern vielmehr ein jedes irgend einer der Zahlen l, 2, 3, . . . , p—l
congruent. Da die Anzahl dieser Zahlen gleich p — l ist, so können offen-
bar, wenn mehr als p — l Glieder der Progression in Betracht gezogen
werden, diese nicht sämtlich verschiedene kleinste Reste haben. Demnach
befinden sich unter den Gliedern l, a, a2, a3, . . . , ap~l mindestens zwei
congruente. Es sei also am = an und m> n\ dann wird, wenn man durch
a" dividiert, am~n=l (Artikel 22), wo m — n<p und >0 ist.

Beispiel. So findet man in der Progression 2, 4, 8, ... als erstes
Glied, welches nach dem Modul 13 der Einheit congruent ist, das Glied
212 = 4096. In derselben Progression ist nach dem Modul 23 : 211 = 2048 = 1.
Ebenso ist die sechste Potenz der Zahl 5, d. i. 15625, nach dem Modul 7,
dagegen die fünfte, 3125, nach dem Modul 11 der Einheit congruent. In
einigen Fällen also wird schon eine Potenz mit kleinerem Exponenten als
p—l der Einheit congruent, in ändern dagegen muss man bis zur p—lten

Potenz "aufsteigen.
46.

Wird die Progression über das Glied hinaus, welches der Einheit
congruent ist, fortgesetzt, so gehen dieselben Reste, welche man im Anfang
hatte, wiederum hervor. Ist nämlich a*~ l, so wird at+1=a, a*+2 = a2,
u. s. w., bis man zu dem Gliede a2t gelangt, dessen kleinster Rest wiederum

= l ist, und die Periode der Reste beginnt von Neuem. Man erhält daher
eine t Reste umfassende Periode, welche, nachdem sie zu Ende ist, immer
von Anfang an sich wiederholt; und es können in. der ganzen Progression
keine ändern Reste vorkommen, als die, welche in dieser Periode enthalten
sind. Allgemein ist amt= l und amt+n=an, was wir in unserer Bezeichnung
so darstellen:

Ist r = p (mod. £), so ist auch ar=ap (mod. p).

47.
Aus diesem Satze ergiebt sich ein einfaches Ver fahren , die Reste

von P o t e n z e n mit bel iebig hohem Exponenten au fzuf inden , sobald
man weiss, welche Potenz der Einheit congruent ist. Sucht man z. B. den Rest,
welcher bei der Division der Potenz 31000 durch 13 übrig bleibt, so ist,
wegen 33 = 1 (mod. 13), t = 3. Da nun 1000 = 1 (mod. 3), ist, so ist
31000EB3 (mod. 13).

48.
Ist a* die niedrigste Potenz, welche der Einheit congruent ist (ausser

a° = l, auf welchen Fall wir hier keine Rücksicht nehmen), so werden jene
t Glieder, welche die Periode der Reste bilden, sämtlich verschieden sein,
wie man aus dem Beweise des Artikels 45 ohne Mühe erkennt. Dann kann
aber der Satz des Artikels 46 umgekehrt werden, nämlich: Ist am=an

(mod. jp), so ist m = n (mod. t). Denn wenn m, n nach dem Modul t in-
congruent wären, so würden ihre kleinsten Reste verschieden sein. Nun
ist aber a11 = am, av = aw, daher cf = av, d. h. nicht alle Potenzen unterhalb d
würden incongruent sein, was gegen die Voraussetzung ist.

Wenn daher cf = l (mod. p) ist, so ist Je = 0 (mod. £), d. h. k ist durch
t teilbar.

Bisher haben wir von beliebigen Moduln, wofern sie nur zu a prim
sind, gesprochen. Jetzt wollen wir die Moduln, welche absolute Primzahlen
sind, gesondert betrachten und auf diesem Grunde nachher die allgemeinere
Untersuchung aufbauen.

Es werden zunächst Moduln, welche Primzahlen sind,
betrachtet.

49.
Satz. Ist p eine Primzahl , we lche in a nicht au fgeh t , und

ist et die n iedr igs te Potenz von a, welche nach dem Modul p
der Einhei t c o n g r u e n t ist, so ist der Exponen t t en tweder
gleich p— l oder ein al iquoter Teil dieser Zahl.

Man vergleiche die Beispiele im Artikel 45.
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Beweis, Da wir bereits gezeigt haben, dass t entweder =p — l oder
• — l ist, so bleibt nur übrig uns davon zu überzeugen, dass im letzteren

Falle t immer ein aliquoter Teil von p — l ist.
I. Man nehme die kleinsten positiven Reste aller dieser Glieder l, a,

a2, . . . , af~l und bezeichne dieselben durch a, a', a", . . . , so dass a = l,
a' = a, a" = a2, ... ist. Offenbar sind alle diese verschieden, denn wenn
zwei Glieder am, an dieselben Eeste Hessen, so würde (unter der Annahme
w>w) am~n = l und m — n<t sein, was absurd ist, da nach Voraus-
setzung keine niedrigere Potenz als a* der Einheit congruent ist. Ferner
sind alle Zahlen a, a', a", ... in der Keine der Zahlen l, 2, 3, ..., p — l
enthalten, doch werden sie dieselbe nicht ganz erschöpfen, da t<p~l
ist. Den Complex aller Zahlen a, a', a", ... werden wir durch (A) be-
zeichnen. Es wird also (A) t Glieder umfassen.

II. Man nehme nun aus der Eeihe der Zahlen l, 2, 3, ..., p — l irgend
eine ß, welche in dem Complex (A) fehlt, multipliciere ß mit allen Zahlen
a, a', a", ... und bezeichne die daraus entstehenden kleinsten Reste mit
ß, ß', ß/;, . . . , deren Anzahl dann ebenfalls gleich t ist. Diese Reste werden
aber sowohl unter sich als von allen den Zahlen a, a', a", ... verschieden
sein. Wäre nämlich die erste Behauptung nicht richtig, so hätte man etwa
ßam = ßan und daher, nach Division durch ß, am~an, was mit dem eben
Bewiesenen im Widerspruch steht; wäre aber die zwei te Behauptung falsch,
so hätte man etwa ßa™ = an und daher, unter der Annahme, dass w<w.ist,
ß =aw~~m, d. h. es würde ß irgend einer der Zahlen a, a', a", ... congruent
sein, was gegen die Voraussetzung ist. Ist jedoch m>n, so folgt, nach
Multiplikation mit a*~m, ßa^a<+w~m oder, da af= l ist, ß = aH"n~"m, was
aus demselben Grunde absurd ist. Bezeichnet man den Complex aller Zahlen
ß, ß', ß", . .., deren Anzahl gleich t ist, mit (J5), so hat man in beiden
Complexen (A) und (J5) aus der Reihe l, 2, 3, ... ,p — l bereits 2t Zahlen.

Wenn daher (^L) und (B) alle diese Zahlen umfassen, so ist ~ = t, und

der Satz ist bewiesen.
III. Fehlen aber noch einige, so sei eine von diesen gleich 7. Mit

dieser multipliciere man sämtliche Zahlen a, a', a", ..., bezeichne die kleinsten
Reste der Producte mit 7, 7', 7", ... und den Complex aller dieser mit (0).
Dann wird also (C) t Zahlen der Reihe l, 2, 3, . . . , p — l enthalten, und
diese werden sowohl unter sich als von den in (A) und (J5) enthaltenen
Zahlen verschieden sein. Die beiden ersten Behauptungen werden auf
dieselbe Weise wie in II., die dritte folgendermassen bewiesen: Wäre
7a™^ßan, so würde entweder 7 — $an~m oder 7= $at+n~m sein, je nachdem
m<n oder m > n wäre; in jedem Falle würde also 7 entgegen der Voraus-
setzung irgend einer im Complex (2?) enthaltenen Zahl congruent sein. Man
hat daher 3t Zahlen aus der Reihe 1,2, 3, ..., p — l, und wenn keine weiter

fehlen, so wird t==
p-l

und daher der Satz bewiesen sein.
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IV. Wenn aber immer noch welche fehlen, so muss man in derselben
Weise zu einem vierten Complex (D) von Zahlen weitergehen. Da aber
die Anzahl der Zahlen l, 2, 3, ..., p—l eine endliche ist, so muss die-
selbe offenbar einmal erschöpft werden und daher ein Vielfaches von t sein.
Somit ist t ein aliquoter Teil von p — 1.

Der Fermat'sche Satz.

50.
v — l

Da also ^—,— eine ganze Zahl ist, so folgt, wenn man beide Seitent

der Congruenz a*^ l zur ^—.—e Potenz erhebt, o*"""1 — !, oder: Die
v

Differenz ap~l — l ist stets durch p te i lbar , wenn p eine in a
nicht aufgehende Primzahl ist.

Dieser Satz, welcher sowohl wegen seiner Eleganz als wegen seines
hervorragenden Nutzens höchst beachtenswert ist, wird gewöhnlich nach
seinem Erfinder das Fermat 'sche Theorem genannt Siehe Fermatii
Opera Mathematica, Tolosae 1679, p. 163. Einen Beweis fugt der Erfinder
nicht hinzu, doch behauptet er, im Besitze eines solchen zu sein. Euler
veröffentlichte zuerst einen Beweis in der Abhandlung: Theorematum
quorundam ad numeros primos spectantium demonstratio, Comm. Acad.
Petrop. T. VIII*) Derselbe stützt sich auf die Entwicklung der Potenz
(a 4-1)^, bei der man aus der Form der Coefficienten sehr leicht herleitet, dass
stets (a + Vf — ap — l durch p teilbar ist und daher auch (a -+- l)17 — (a-Hl)
durch p sich teilen lässt, falls cf — a durch p teilbar ist. Da nun lp —• l
stets durch p teilbar ist, so ist es auch 2P — 2, demnach auch 3* — 3 u. s. w.
und allgemein ap — a. Wenn daher p in a nicht aufgeht, so wird auch
o^"1 — l durch p teilbar sein. — Dies wird genügen, um das Wesen der
Methode klarzulegen. Einen ähnlichen Beweis hat Lambert in den Acta
Erudit. 1769 p. 109 angegeben. Da jedoch die Entwicklung der Potenz eines
Binoms der Theorie der Zahlen ziemlich fremdartig zu sein schien, hat
Eule r einen anderen Beweis gesucht, der in den Comment. nov. Petrop.
T. VII p. 70 zu finden ist und mit dem von uns im vorhergehenden Artikel
gegebenen völlig übereinstimmt. Im Folgenden werden sich uns noch einige

*) In einer früheren Abhandlung war er noch nicht zum Ziele gelangt. Comm.
Ac. Petr. T. VI p. 106. — In dem berüchtigten Streite zwischen Maupertuis und
König, der wegen des Prinzips der kleinsten Aktion entstanden war, aber bald zu
ändern Sachen überging, behauptet König im Besitze eines Briefes von Leibnitz zu
sein, in dem ein mit dem Euler'sehen vollkommen übereinstimmender Beweis enthalten
sei. Appel au public, p. 106. Wenn wir auch die Glaubwürdigkeit dieses Zeug-
nisses nicht in Zweifel ziehen wollen, so hat doch sicher Leibnitz seine Erfindung
nie veröffentlicht. Vgl. Hist. de VAc. de Berlin, Annee 1750 p. 530.
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andere darbieten. An dieser Stelle wollen wir noch einen anfügen, der sich
auf ähnliche Principien stützt, wie der erste von Euler. Der folgende Satz,
von welchem unser Satz nur ein besonderer Fall ist, wird unten auch bei
anderen Untersuchungen Anwendung finden.

51.
Die pi(* Potenz des Po lynoms a - h & + c - f - « « - i s t d e m Ausdruck

ap-*-bp + (? + • •• nach dem Modul^ congruen t , fa l ls^ e inePr im-
zahl ist.

Beweis. Bekanntlich wird die pie Potenz des Polynoms a -f- b + c -\— •
gebildet aus Gliedern von der Form xaa $ CT ..., wo a -f- ß + 7 H =p
ist und die Zahl x angiebt, auf wie viel Arten p Gegenstände, von denen
a, ß, 7, ... respective gleich a, &, c, ... sind, permutiert werden können.
Wir haben aber oben im Artikel 41 gezeigt, dass diese Zahl immer durch
p teilbar ist, wenn nicht alle Gegenstände gleich sind, d. i. wenn nicht
irgend eine der Zahlen a, ß, 7, ... gleich _p, die übrigen aber gleich 0 sind.
Hieraus folgt, dass alle Glieder von ( a 4- & -f- c -f- • • «)p mit Ausnahme von
ap, &p, cp,.. durch p teilbar sind. Dieselben können also, sobald es sich
um eine Congruenz nach dem Modul p handelt, ganz weggelassen werden,
und es wird:

(a +1 + c + - •.)p = ap -f- bp H- cp + • • •

Werden nun sämtliche Grossen a, 6, c, ... gleich l gesetzt und ihre
Anzahl gleich #, so wird #** = &, wie im vorigen Artikel.

Über die Anzahl der Zahlen, denen Perioden entsprechen,
in welchen die Anzahl der Glieder ein gegebener Teiler

von p — l ist.
52.

Da somit keine ändern Zahlen als diejenigen, welche Teiler von p — l
sind, Exponenten der kleinsten Potenzen, zu welchen irgend welche Zahlen
erhoben werden müssen, um der Einheit congruent zu werden, sein können,
so entsteht die Frage, ob alle Teiler von p — l hierzu sich eignen, und
ferner, wenn sämtliche durch p nicht teilbare Zahlen nach dem Exponenten
ihrer niedrigsten, der Einheit congruenten Potenz in Klassen geteilt werden,
wie viele Zahlen auf die einzelnen Exponenten kommen werden. Hierbei
kann man sogleich bemerken, dass es ausreicht, wenn alle positiven Zahlen
von l bis p — l in Betracht gezogen werden. Denn offenbar müssen con-
gruente Zahlen, um der Einheit congruent zu werden, auf dieselbe Potenz
erhoben werden, und daher ist jede Zahl auf denselben Exponenten wie ihr
kleinster positiver Rest zu beziehen. Wir müssen daher unsere Aufmerk-
samkeit darauf richten, zu ermitteln, wie nach diesem Gesichtspunkte die
Zahlen l, 2, 3,. .., p — l unter die einzelnen Factoren von p — l zu ver-

Reste der Glieder einer geometrischen Reihe. 35

teilen sind. Der Kürze wegen wollen wir, wenn d einer der Teiler von
p — l (zu denen auch l und p — l zu rechnen sind) ist, mit fy(d) die An-
zahl der positiven unterhalb p gelegenen Zahlen bezeichnen, deren dfte Potenz
die niedrigste ist, welche der Einheit congruent ist.

53.

Damit diese Untersuchung leichter verständlich werde, setzen wir ein
Beispiel her. Für p =19 werden sich die Zahlen l, 2, 3, ..., 18 unter
die Teiler der Zahl 18 in folgender Weise verteilen:

l
2
3
6
9

18

1.
18.
7. 11.
8. 12.
4. 5. 6. 9. 16. 17.
2. 3. 10. 13. 14. 15.

In diesem Falle wird also <K1) = l, <R2) = l, <R3) = 2, «6) = 2,
<])(9) = 6, <p(18) = 6. Eine geringe Aufmerksamkeit zeigt hierbei, dass
ebenso viele Zahlen zu jedem Exponenten gehören, als es Zahlen giebt, die
nicht grösser als er und prim zu ihm sind, oder dass wenigstens in diesem
Falle, mit Beibehaltung der Bezeichnung im Artikel 39, ty(d) = y ( d ) ist.
Dass aber diese Bemerkung allgemein gültig sei, können wir folgender-
massen beweisen.

I. Hat man irgend eine Zahl a, welche zum Exponenten d gehört
(d. h. deren die Potenz der Einheit congruent ist, während alle niedrigeren
Potenzen derselben nicht congruent sind), so werden alle Potenzen derselben
a2, a3, a4, ..., ad oder deren kleinste Reste erstere Eigenschaft (nämlich dass
die die Potenz derselben der Einheit congruent ist) ebenfalls besitzen und
da dies auch so ausgedrückt werden kann, dass die kleinsten Reste der
Zahlen a, a2, a3, ..., ad (welche sämtlich von einander verschieden sind)
Wurzeln der Congruenz xd = l sind, diese Congruenz aber mehr als d ver-
schiedene Wurzeln nicht haben kann, so ist klar, dass es ausser den
kleinsten Resten der Zahlen a, a2, a3,..., ad andere Zahlen zwischen l und
p — l incl. nicht giebt, deren die Potenzen der Einheit congruent sind.
Hieraus geht hervor, dass sich alle zum Exponenten d gehörige Zahlen
unter den kleinsten Resten der Zahlen a, a2, a3,.. ., ad vorfinden. Welcher
Art dieselben aber sind und wie gross ihre Anzahl ist, lässt sich so be-
stimmen : Ist Je eine zu d prime Zahl, so werden sämtliche Potenzen von a*,
deren Exponenten kleiner als d sind, der Einheit nicht congruent sein.

Denn es sei-j- (mod. d)^m (siehe Artikel 31), so ist: a*™^a; wenn daher

die ete Potenz von ak der Einheit congruent und e < d wäre, so würde auch
o/cme ̂  i un(j daher gegen die Voraussetzung ae ~ l sein. Hieraus erhellt,
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dass der kleinste Rest von ak zum Exponenten d gehört. — Wenn aber k
mit d irgend einen gemeinschaftlichen Teiler 8 hat, so gehört der kleinste

Rest von ak nicht zum Exponenten d, weil ja alsdann schon die-*-te Potenz
kd

der Einheit congruent ist (es wird nämlich -*- durch d teilbar oder = 0
Ted

(mod. d) und daher a8 = l sein). Hieraus folgt, dass zum Exponenten d
soviele Zahlen gehören, als es unter den Zahlen l, 2, 3, ..., d relative
Primzahlen zu d giebt. Man muss aber im Gedächtnis behalten, dass dieser
Schluss sich auf die Annahme stützt, dass man bereits eine zum Exponenten d
gehörige Zahl a habe. Daher bleibt die Möglichkeit offen, dass zu irgend
einem Exponenten überhaupt gar keine Zahl gehört, und unser Schluss ist
dahin zu beschränken, dass fy(d) entweder = 0 oder = <p(d) ist.

54.
II. Sind nun d, d', d", ... sämtliche Teiler von p — l, so ist, weil

alle Zahlen l, 2, 3, . . . , p — l unter dieselben verteilt sind:

• • • = p -

In Artikel 40 haben wir aber bewiesen, dass

ist, und aus dem vorhergehenden Artikel folgt, dass fy(d) entweder gleich
oder kleiner, aber nicht grösser als y(d) sein könne, und dasselbe gilt von
<p(ef ) und cp(d') u. s. w. Wenn daher irgend ein (oder mehrere) Glied der
Reihe ty(d\ <K<f ), <KO» • • • kleiner als das entsprechende Glied der Reihe
<p(d), <p(oO> ?(^")» • • • wäre, so würde die Summe jener der Summe dieser
nicht gleich sein können. Hieraus schliessen wir endlich, dass ty(d) stets
gleich <?(d) ist und somit von der Grosse von p — l nicht abhängt.

55.
Die grösste Beachtung aber verdient ein besonderer Fall des vorigen

Satzes, nämlich dass es immer Zahlen giebt, deren niedrigste Potenz ,
welche der Einheit congruent ist, die p — lte ist, und zwar ebenso
viele zwischen l und p — l, als es unterhalb # — l zu p — l prime Zahlen giebt
Da der Beewis dieses Satzes keineswegs so auf der Hand liegt, als es auf den
ersten Anblick scheinen könnte, so wollen wir wegen der Bedeutung des Satzes
noch einen ändern von dem vorigen etwas verschiedenen Beweis anfügen,
zumal die Verschiedenheit der Methoden gewöhnlich sehr viel zur Erläuterung
etwas schwerer verständlicher Dinge beiträgt. Man zerlege p — l in seine
Primfactoren, und zwar sei p — l = aa&ßcT . . . , wo a, &, c, . . . ungleiche
Primzahlen bedeuten. Alsdann können wir den Beweis des Satzes in
fo lgender Weise durchführen:

Reste der Glieder einer geometrischen Reihe. 37

I. Es lässt sich immer eine (oder mehrere) Zahl A finden, welche zum
Exponenten aa gehört, und ebenso Zahlen B, C, ..., welche respective zu
den Exponenten b , CT, ... gehören.

II. Das Product aller Zahlen A, B, C,... (oder der kleinste Rest dieses
Products) gehört zum Exponenten p — 1.

Dies beweisen wir folgendermassen.

I. Ist g irgend eine der Zahlen l, 2, 3, ..., p— l, welche der Congruenz

x a =1 (mod. p) nicht genügt, da nicht alle diese Zahlen dieser
Congruenz, deren Grad kleiner als p —l ist, genügen können, so be-

haupte ich, dass, wenn die ——te Potenz von g congruent h gesetzt wird,

diese Zahl oder ihr kleinster Rest zum Exponenten aa gehört.
Denn offenbar wird die a*te Potenz von h der p — lten Potenz von g

d. i. der Einheit congruent sein, während die aa~lte Potenz von h der
p l
- Potenz von g congruent d. i. der Einheit nicht congruent ist; und um so

weniger können die aa~2, aa~3ten u. s. w. Potenzen von h der Einheit con-
gruent sein. Der Exponent der kleinsten der Einheit congruenten Potenz
von k oder der Exponent, zu welchem h gehört, muss aber (nach Artikel 48)
in der Zahl aa aufgehen. Mithin muss notwendig, da aa durch keine anderen
Zahlen als durch sich selbst und durch niedrigere Potenzen von a teilbar
ist, a* der Exponent sein, zu welchem h gehört. Auf analoge Weise zeigt
man, dass es Zahlen giebt, die zu den Exponenten 2 ,̂ CY, ... gehören.

II. Nehmen wir an, dass das Product aus allen Zahlen A, B, C, ...
nicht zum Exponenten p — l, sondern zu einem niedrigeren t gehöre, so

wird t in p —-1 aufgehen (Artikel 48), oder es wird
p-l

eine ganze die

Einheit übersteigende Zahl sein. Man sieht aber leicht, dass dieser Quotient
entweder eine der Primzahlen a, b, c, ..., oder wenigstens durch irgend
eine derselben, z. B. durch a, da bezüglich der ändern der Beweis derselbe

p — l
bleibt, teilbar ist (Artikel 17). Es wird daher t in aufgehen und

v— l
somit wird auch das Product ABC... auf die te Potenz erhoben der

Einheit congruent sein (Artikel 46). Es ist aber klar, dass die einzelnen

Zahlen B, C, ... (ausser A), auf die — te Potenz erhoben, der Einheit

congruent werden, da die Exponenten feß, CT, . . . , zu welchen die einzelnen
p — l

gehören, in - aufgehen, Daher wird sein:

p—i p—i P—I P-I
A a B a Ca ...~Aa =1.
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Hieraus folgt, dass der Exponent, zu welchem A gehört, ein Teiler von

(Artikel 48) d. i. g+1 eine ganze Zahl sein muss. Nun kann abera
p-l V...

keine ganze Zahl sein (Artikel 15); somit müssen wir endlich

schliessen, dass unsere Annahme nicht richtig sein kann, dass vielmehr das
Product ABC ... wirklich zum Exponenten p —• l gehört.

Der letztere Beweis scheint etwas weitläufiger als der erste, dieser aber
dafür weniger direct zu sein als jener.

56.

Dieser Satz liefert ein ausgezeichnetes Beispiel dafür, wie grosse Vorsicht
oft in der Theorie der Zahlen erforderlich ist, damit man nicht das für aus-
gemacht annehme, was es in Wirklichkeit nicht ist, Lamber t erwähnt in
seiner schon oben angeführten Abhandlung, Acta Erudit. 1769 p. 127, diesen
Satz, ohne auch nur von der Notwendigkeit eines Beweises zu reden.
Niemand aber hat den Beweis versucht ausser Euler: Comment. nov. Ac.
Petrop. T. XVIII für das Jahr 1773, Demonstrationes circa residua ex divi-
sione potestatum per numeros primos resultantia p. 85 u. ff. Man sehe
besonders Artikel 37, wo er sich über die Notwendigkeit eines Beweises
weitläufiger auslässt. Doch leidet der Beweis, welchen der scharfsinnige
Autor giebt, an zwei Mängeln. Der eine besteht darin, dass er im Ar-
tikel 31 u. ff. stillschweigend annimmt, dass die Congruenz xn=l (mit
Übertragung der dort angewandten Redeweise in unsere Bezeichnung) wirklich
n verschiedene Wurzeln habe, obwohl vorher nur bewiesen worden ist, dass
sie nicht mehr als n Wurzeln haben kann; der andere ist der, dass er die
Formel des Artikels 34 nur durch Induction abgeleitet hat.

Primitive Wurzeln, Grundzahlen, Indices.

57.

Die zum Exponenten p — l gehörigen Zahlen w e r d e n wir mit
Eule r primitive Wurzeln nennen. Wenn also a eine primitive Wurzel
ist, so werden die kleinsten Eeste der Potenzen a, a2, a3 , . . . , ap~l sämtlich
von einander verschieden sein, woraus sich leicht ergiebt, dass sich unter
diesen alle Zahlen l, 2, 3, . . . , p— l, deren Anzahl ebenso gross ist, wie
die jener kleinsten Reste, vorfinden müssen, d. h. dass jede durch p nicht
teilbare Zahl irgend einer Potenz von a congruent ist. Diese ausgezeichnete
Eigenschaft ist von dem grössten Nutzen und kann die arithmetischen, auf
die Congruenzen bezüglichen Operationen sehr erheblich erleichtern, etwa
in derselben Weise, wie die Einführung der Logarithmen die Operationen
der gemeinen Arithmetik, Wir werden nach Belieben irgend eine

Theorie der Indices. 39

primitive Wurzel a als Basis oder Grundzahl annehmen und auf diese
alle durch p nicht teilbaren Zahlen beziehen, und wenn ae^b (mod. #)
ist, so werden wir e den Index von & nennen. Wenn z.B. für den
Modul 19 die primitive Wurzel 2 als Basis genommen wird, so werden

den Zahlen 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. 14. 15. 16. 17. 18.

die Indices 0. 1. 13. 2. 16. 14. 6. 3. 8. 17. 12. 15. 5. 7. 11. 4. 10. 9

entsprechen. Übrigens ist klar, dass, wenn die Basis dieselbe bleibt, einer
jeden Zahl mehrere Indices zukommen, dass aber diese sämtlich nach dem
Modul p — l congruent sind. So oft daher von den Indices die Eede sein
wird, werden diejenigen, welche nach dem Modul p -— l congruent sind, als
äquivalent betrachtet werden, ähnlich wie die Zahlen selbst, wenn sie nach
dem Modul p congruent sind, als äquivalent gelten.

Algorithmus der Indices.

58.

Die auf die Indices bezüglichen Sätze sind durchaus analog denen,
welche für die Logarithmen gelten.

Der Index des Products aus beliebig vielen Factoren ist
der Summe der Indices der e inze lnen Factoren nach dem Modul
p— l congruent.

Der Index der Potenz irgend einer Zahl ist dem Producte
aus dem Index der gegebenen Zahl und dem Exponenten der
Potenz nach dem Modul p—l congruent.

Die Beweise lassen wir ihrer Leichtigkeit halber weg.
Hieraus ist ersichtlich, dass, wenn man eine Tafel construieren wollte,

aus der man die Indices aller Zahlen für verschiedene Moduln entnehmen
könnte, aus derselben sowohl alle Zahlen, welche grösser als der Modul
sind, als auch alle zusammengesetzten Zahlen fortgelassen werden könnten.
Eine Probe einer solchen Tafel ist am Schlüsse dieses Werkes als Tafel I
angefügt. Auf derselben stehen in der ersten Vertikalreihe die Primzahlen
und deren Potenzen von 3 bis 97, die als Moduln zu betrachten sind, neben
jeder von ihnen die zur Basis genommenen Zahlen; dann folgen die Indices
der aufeinanderfolgenden Primzahlen, von denen immer je fünf durch einen
kleinen Zwischenraum getrennt sind; in derselben Weise sind am Kopfe
der Tafel die Primzahlen angeordnet, so dass man leicht und sicher finden
kann, welcher Index einer gegebenen Primzahl nach einem gegebenen Modul
entspricht.

Ist z. B. p = 67 so ist der Index der Zahl 60, wenn man 12 zur Basis
nimmt:

= 2 ind. 2 -f- ind. 3 -f- ind. 5 (mod. 66) = 58 4- 9 -h 39 = 40.
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59.

Der Index j edes Wertes des Ausdrucks j- (mod. p) (Artikel 31)

ist nach dem Modul p — l der Dif ferenz der Indices des Zählers
a und des Nenners & congruent , wofern die Zahlen a und ö durch
p nicht teilbar sind.

Ist nämlich c irgend ein Wert des Ausdrucks, so ist &c = a (mod. p\
daher:

ind. b -t- ind. c= ind. a (mod. p — 1)
und somit

ind. c = ind. a — ind. ö.

Wenn man daher eine Tafel hat, aus welcher der einer jeden Zahl nach
jedem beliebigen Primzahlmodul entsprechende Index, und eine andere, aus
welcher die zu einem gegebenen Index gehörige Zahl entnommen werden
kann, so lassen sich sämtliche Congruenzen ersten Grades mit der grössten
Leichtigkeit lösen, da man alle auf solche zurückführen kann, deren Modul
eine Primzahl ist (Artikel 30). Ist z. B. die Congruenz 29# + 7 ̂ 0 (mod. 47)

vorgelegt, so wird: # = (mod. 47), also:

ind. x = ind. (—7) — ind. 29 = ind. 40 — ind. 29 = 15 — 43 == 18 (mod. 46).

Der Index 18 aber gehört zur Zahl 3. Demnach ist x = 3 (mod. 47).
Eine zweite Tafel haben wir allerdings nicht hinzugefügt, doch kann an

Stelle dieser eine andere dienen, wie wir im sechsten Abschnitt zeigen werden.

Über die Wurzeln der Congruenz x* = A.
60.

In analoger Weise, wie wir im Artikel 31 die Wurzeln der Congruenzen
ersten Grades bezeichnet haben, werden wir im Folgenden auch die Wurzeln
der reinen Congruenzen höherer Grade durch ein Zeichen darstellen. Wie

nämlich j/3 nichts anderes bedeutet als eine Wurzel der Gleichung xn—A,

so wird mit Hinzufügung des Moduls durch j/Qf (mod. p) jede beliebige
Wurzel der Congruenz xn = A (mod. p) bezeichnet werden. Wir werden
sagen, dass dieser Ausdruck yTÄ. (mod. p) so viele Werte besitze, als er
nach dem Modul p incongruente Werte hat, da sämtliche nach p con-
gruente Werte als äquivalent zu betrachten sind (Artikel 26). Überdies
ist klar, dass, wenn A und B nach dem Modul p congruent waren, die

Ausdrücke ^A (mod. p) und ̂ B (mod. p) einander äquivalent sein werden.

Setzt man nunj/5T=# (mod. jp), so wird n ind. x = ind. A (mod.
p—l). Aus dieser Congruenz ergeben sich nach den Regeln des vorigen

Abschnitts die Werte von ind. x und aus diesen die entsprechenden Werte
von x. Man sieht aber leicht, dass x soviele Werte besitzt, als die Con-
gruenz n ind. x ̂  ind. A (mod. p — 1) Wurzeln hat. Offenbar also wird
•j/Gi nur einen Wert haben, wenn n zu p — l prim ist; wenn aber die Zahlen
n und p — l einen gemeinschaftlichen Teiler 8 haben und dieser der grösste
ist, so wird ind. x 8 nach dem Modul p — l incongruente WTerte und daher

^A ebensoviele nach dem Modul p incongruente Werte haben, wofern

ind. A durch 8 teilbar ist. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so wird ̂  A
keinen reellen Wert besitzen.

Beispiel. Man sucht die Werte des Ausdrucks j/Tf (mod. 19). Dann
muss man also die Congruenz 15 ind. x = ind. 11 ̂ 6 (mod. 18) lösen,
und findet dadurch die drei Werte ind. x = 4, 10, 16 (mod. 18). Diesen
entsprechen aber die Werte #~6, 9, 4 (mod. 19).

61.
So einfach auch diese Methode ist, wenn man die nötigen Tafeln zur

Hand hat, so dürfen wir doch nicht vergessen, dass sie eine indirecte ist.
Es wird daher der Mühe wert sein, zu untersuchen, wieviel directe Methoden
vermögen, und zwar werden wir hier das anführen, was sich aus dem Vor-
hergehenden folgern lässt, dagegen das andere, welches tiefere Betrachtungen
erfordert, für den achten Abschnitt vorbehalten. Wir beginnen mit dem
einfachsten Fall, in welchem .A = l ist, wo also die Wurzeln der Congruenz
xn^l (mod. p) gesucht werden. Hier muss somit, wenn eine beliebige
primitive Wurzel zur Basis genommen wird, wind. x ^0 (mod. p — 1)
sein. Diese Congruenz wird, wenn n zu p — l prim ist, nur eine einzige
Wurzel haben, nämlich ind. x^O (mod. p — 1), daher hat in diesem

n _
Falle y l (mod. p) einen einzigen Wert, nämlich = 1. Wenn aber die
Zahlen n und p — l den (grössten) gemeinschaftlichen Teiler 8 haben, so
wird die vollständige Lösung der Congruenz n ind. x = 0 (mod. p — 1)

sein: ind. x = 0(mod.
~~~

(Siehe Artikel 29), d. h. es wird ind. x nach

dem Modul p — l irgend einer der Zahlen

congruent sein müssen oder 8 nach dem Modul p— l incongruente Werte
besitzen; daher wird auch x in diesem Falle 8 verschiedene (nach dem
Modul p incongruente) Werte haben. Hieraus ist ersichtlich, dass der Aus-
druck i/T ebenfalls 8 verschiedene Werte hat, deren Indices mit den vor-
her angegebenen Zahlen völlig übereinstimmen. Daher ist der Ausdruck

j/T(mod. p) dem Ausdruck j/T~ (mod. p) durchaus äquivalent, d. h. die
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Congruenz x* = l (mod. p) hat dieselben Wurzeln wie xn ~ l (mod. p). Die
erstere aber wird von niedrigerem Grade sein als letztere, wofern 8 und n
ungleich sind.

Beispiel. ]/T (mod. 19) hat drei Werte, weil 3 der grösste gemein-
schaftliche Teiler der Zahlen 15 und 18 ist, und diese werden zu gleicher
Zeit die Werte von j/T(mod. 19) sein. Diese sind aber l, 7, 11.

62.
Durch diese Keduction gewinnen wir also den Vorteil, dass wir keine

ändern Congruenzen von der Form xn^\ zu lösen brauchen, als solche, in
denen n ein Teiler von p — l ist. Weiter unten werden wir aber zeigen,
dass sich die Congruenzen von dieser Form immer noch weiter erniedrigen
lassen, doch reicht hierzu das Vorhergehende nicht aus. Nur einen Fall
können wir schon hier erledigen, nämlich den, wo n — 2 ist. Offenbar nämlich

r»

sind -t- l und — l die Werte des Ausdrucks j/T", da er mehr wie zwei
nicht haben kann und 4-1 und — l immer incongruent sind, wofern nicht
der Modul gleich 2 ist, in welchem Falle es an sich klar ist, dass j/1 nur
einen Wert haben kann. Hieraus folgt, dass + l und — l auch die Werte

des Ausdrucks pT sein werden, falls m zu -^-5— prirn ist. Dies ist immer

der Fall, so oft der Modul derart ist, dass
?— l

eine absolute Primzahl

ist (es müsste denn gerade p — l = 2m sein, in welchem Falle alle Zahlen
l, 2, 3, . . . , p— l Wurzeln sind), z. B. wenn p = 3, 5, 7, 11, 23, 47, 59,
83, 107, ... ist. Als Corollar mag hier hinzugefügt werden, dass der Index

p l
von — l immer =—g— (mod. p—1) ist, welche primitive Wurzel man

auch zur Basis nehmen möge. Denn es ist: 2 ind. (—1) — 0 (mod. p—1);

daher ist ind. (—1) entweder ^0 oder =^-5— (mod. p — 1). Es ist aber
L

0 immer der Index von 4- l und 4-1 und — l müssen stets verschiedene
Indices haben (ausser im Falle p = 2, auf den wir hier erst keine Kücksicht
zu nehmen brauchen).

63.
Im Artikel 60 haben wir gezeigt, dass der Ausdruck ff~Z (mod.j?)

entweder 8 verschiedene Werte oder gar keinen Wert besitzt, wenn 8 der
grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen n und p — l ist. Wie wir nun
eben j/'A und j/J. als äquivalent nachgewiesen haben, wenn A~l ist, so

werden wir jetzt allgemeiner beweisen, dass der Ausdruck j/3" immer auf

einen ändern yB reduciert werden kann, dem er äquivalent ist. Bezeichnet
man nämlich irgend einen Wert jenes Ausdrucks durch #, so wird xn^A.

Ist nun t irgend ein Wert des Ausdrucks — (mod. p — 1), der, wie aus Artikel 31

ersichtlich ist, reelle Werte besitzt, so wird xnt~ A*. Es ist aber xnt~x*
wegen in ̂  8 (mod. p — 1). Somit ist x* = A\ und daher wird jeder beliebige

n,— $ —- n.—
Wert von VA auch ein Wert von y A sein. So oft also der Ausdruck y A

reelle Werte hat, wird er dem Ausdruck y A* völlig äquivalent sein, da jener
weder andere noch weniger Werte hat als dieser, obwohl es geschehen kann,

dass, wenn y A keinen reellen Wert hat, doch yj& reelle Werte besitzt.
2i7Beispiel. Werden die Werte des Ausdrucks y 2 (mod. 31) gesucht, so

ist der grösste den Zahlen 21 und 30 gemeinschaftliche Teiler gleich 3 und
ß

irgend ein Wert des Ausdrucks -^r (mod. 30) ebenfalls gleich 3. Besitzt
2l.— 3, 3 —

daher der Ausdruck V 2 reelle Werte, so wird er dem Ausdruck V 23 oder V S
äquivalent sein, und in der That findet man, dass die Werte des letzteren
Ausdrucks, nämlich 2, 10, 19, auch dem ersteren genügen.

64.
Damit wir aber nicht Gefahr laufen, diese Operation vergeblich unter-

nommen zu haben, müssen wir eine Kegel ermitteln, nach welcher
n

man sogleich beur te i l en kann, ob \A reelle Wer te zulässt o d e r
nicht. Hat man eine Tafel der Indices zur Hand, so ist die Sache klar;
denn aus Artikel 60 geht hervor, dass es reelle Werte giebt oder nicht,
je nachdem der Index von A für irgend eine zur Basis genommene primitive
Wurzel durch 8 teilbar ist oder nicht. Dies kann jedoch auch ohne Hülfe
einer solchen Tafel gefunden werden. Setzt man nämlich den Index von A

gleich &, so wird, wenn dieser durch 8 teilbar ist, * durch p — l teilbar

sein und umgekehrt. Nun ist aber der Index der Zahl A gleich

Wenn daher J/3T (mod. p) reelle Werte hat, so wird A 8 der Einheit con-
gruent sein, im ändern Falle dagegen nicht. So hat man in dem Beispiel

Ol

des vorigen Artikels 210= 1024^1 (mod. 31), woraus folgt, dass }/2~(mod. 31)
reelle Werte hat. Ebenso erhalten wir hieraus die Überzeugung, dass
_

y — l (mod. p) stets zwei reelle Werte hat, wenn p von der Form 4m -f- 1,
dagegen keinen, wenn p von der Form 4m 4- 3 ist, da ( — l)2w=l und
( — i)2m+1 = — l ist. Dieser elegante Satz, welcher gewöhnlich in folgender
Form ausgesprochen wird: Ist p eine Primzahl von der Form 4m -(-l,
so kann man immer eine Quadra t zah l a2 von so lcher Beschaffen-
heit f i n d e n , dass a24-l durch p tei lbar wird; ist aber p eine
Pr imzahl von d e r F o r m 4 w — l, so giebt es eine solche Quadrat-
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zahl nicht — ist in dieser Weise von Euler in den Comm. nov. Acad.
Petrop. T. XVIIIp. 112 für das Jahr 1773 bewiesen worden. Einen ändern
Beweis hatte er schon viel früher gegeben in den Comm. nov. T. V p. 5,
welcher Band 1760 erschien. In einer früheren Abhandlung in den Comm.
nov. T. IV p. 25 war er damit noch nicht zu Stande gekommen. Später
hat dann auch Lagrange in den Nouveaux Mem. de l'Ac. de Berlin,
A. 1775 p. 342 einen Beweis des Satzes gegeben. Noch einen ändern
Beweis werden wir im folgenden Abschnitte, wo im Specielleren über diesen
Gegenstand gehandelt werden wird, bringen.

65.

Nachdem wir alle Ausdrücke j/CT (mod. p) auf solche zurückzuführen
gelehrt haben, wo n ein Teiler der Zahl p — l ist, und zugleich ein Kri-
terium dafür erlangt haben, zu entscheiden, ob sie reelle Werte besitzen
oder nicht, wollen wir jetzt derartige Ausdrücke yd" (mod. p), in denen n
ein Teiler von p — l ist, etwas genauer betrachten. Zuerst werden wir
zeigen, welche Beziehung die einzelnen Werte des Ausdrucks zu einander
haben, sodann werden wir gewisse Kunstgriffe angeben, mittelst deren man
sehr häufig einen Wert des Ausdrucks finden kann.

Erstens, wenn A^l und r irgend einer der n Werte des Ausdrucks
n
y l (mod. p} oder rn = l (mod. p) ist, so werden auch sämtliche Potenzen von
r Werte jenes Ausdrucks sein; von diesen aber werden so viel von einander
verschieden sein, als der Exponent, zu welchem r gehört, Einheiten hat
(Art. 48). Ist daher r der zum Exponenten n gehörige Wert, so werden die
Potenzen desselben r, r2, r3,.. .,rn (wo man für den letzten auch die Ein-

n.
heit setzen kann) sämtliche Werte des Ausdrucks y l (mod. p) umfassen.
Welche Hülfsmittel aber existieren, um solche Werte, welche zum Exponenten
n gehören, zu finden, werden wir im achten Abschnitt ausführlicher aus-
einandersetzen.

Zwei tens , wenn A der Einheit nicht congruent und ein Wert des
n

Ausdrucks yA (mod. p\ welcher & heissen möge, bekannt ist, so kann man
daraus die übrigen in folgender Weise finden. Sind (wie wir eben gezeigt
haben)

1 nf nfi r
n~l

l, / , / , . . . , /

sämtliche Werte von y l, so werden

#, #r, #r3, ..., 0rn~1

sämtliche Werte des Ausdrucks j/Z sein. Denn dass alle diese Werte der
Congruenz xn = A genügen, geht daraus hervor, dass, wenn man irgend
einen derselben = #rk setzt, die nie Potenz davon, nämlich 0V1*, wegen
rn = l und 0n = J., congruent A wird, und dass alle diese Werte ver-

schieden sind, ist aus Artikel 23 leicht ersichtlich. Mehr Werte aber als
diese, deren Anzahl gleich n ist, kann der Ausdruck yA nicht haben. So

2

wird z. B., wenn der eine Wert des Ausdrucks yCT gleich z ist, der andere
gleich —0 sein. Schliesslich muss man hieraus folgern, dass man nicht

n —
alle Werte des Ausdrucks yA finden kann, wenn nicht zugleich sämtliche
Werte des Ausdrucksyl bekannt sind.

66.
Das zweite, was wir uns vorgenommen hatten, war zu zeigen, inweichem

n/—Falle ein Wert des Ausdrucks yA (mod. p) (wo n als Divisor von p—l
vorausgesetzt ist) direct gefunden werden kann. Dies ist der Fall,
wenn irgend ein Wert irgend einer Potenz von A congruent wird, und da
dieser Fall nicht selten eintritt, wird es nicht überflüssig sein, ein wenig
bei dieser Sache zu verweilen. Es sei, wenn es überhaupt einen giebt, z
ein solcher Wert oder z = JL*und A = sn (mod.#). Hieraus folgt A=Akn.
Hat man daher eine Zahl Je von solcher Beschaffenheit, dass A = Akn ist,
so wird Ak der gesuchte Wert sein. Dieser Bedingung ist aber die folgende
äquivalent, dass l ^Icn (mod. t) sein soll, wo t den Exponenten, zu welchem
A gehört, bezeichnet (Artikel 46, 48). Damit aber diese Congruenz möglich

sei, ist erforderlich, dass n prim zu t sei. In diesem Falle wird k= —> * r — n

(mod. £); haben aber t und n einen gemeinschaftlichen Teiler, so kann kein
Wert $ einer Potenz von A congruent sein.

67.
Da wir aber für diese Lösung t selbst kennen müssen, wollen wir

sehen, wie wir verfahren können, wenn diese Zahl nicht bekannt ist. Zu-

erst ist leicht ersichtlich, dass t in- - aufgehen muss, wofern j/J. (mod.^)

reelle Werte hat, wie wir hier immer voraussetzen. Ist nämlich ein be-
liebiger Wert dieses Ausdrucks gleich y, so ist sowohl y)~1^l, als auch
yn = A (mod.jp). Erhebt man daher beide Seiten der letzteren Congruenz

i jp— i -,
auf die — - te Potenz, so wird A n =1, und daher muss — - durch tn ' ' n

teilbar sein (Artikel 48). Wenn nun zu n priin ist, so lässt sich die

Congruenz im vorigen Artikel, nämlich Jen = l, auch nach dem Modul
p — l
-

lösen, und der der Congruenz nach diesem Modul genügende Wert von k
P— lwird offenbar derselben Congruenz auch nach dem Modul £, welcher in

aufgeht, genügen (Artikel 5). Dann ist also das, was gesucht wurde, ge-
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funden. — Ist aber^ n nicht prim zu w, so werfe man alle Primfactoren

Dadurchvon — , welche zugleich in n aufgehen, aus — heraus.n n

erhalten wir eine zu n prime Zahl nq -, wo q das Product aus allen jenen

Primfactoren, die wir fortgeworfen haben, bezeichnet. Wenn nun die Be-
dingung, zu welcher wir im vorigen Artikel gelangt sind, nämlich dass t
zu n prim sei, stattfindet, so wird auch t prirn zu q sein und daher auch

v — l / v—l\in ._ aufgehen. Löst man also die Congruenz Jen—l [mod. ^ lnq

(was möglich ist, weil n zu JP-1
nq

nq

prim ist), so wird der Wert von Je der

Congruenz auch nach dem Modul t genügen, was verlangt wurde. Dieser
ganze Kunstgriff besteht darin, eine Zahl zu ermitteln, welche die Stelle
von t, das wir nicht kennen, vertreten kann. Jedoch muss man wohl im

Gedächtnis behalten, dass wir, im Fallejp-1
zu n nicht prim ist, an-

genommen haben, dass die Bedingung des vorigen Artikels erfüllt ist. Ist
dies nicht der Fall, so sind alle Schlüsse irrig; und wenn man beim un-
achtsamen Befolgen der gegebenen Kegeln einen Wert von z findet, dessen
nte Potenz der Zahl A nicht congruent ist, so ist dies ein Zeichen, dass die
Bedingung nicht erfüllt ist und daher diese Methode überhaupt nicht an-
gewendet werden kann.

68.
Aber auch in diesem Falle kann es oft von Vorteil sein, sich die Mühe

gemacht zu haben, und es verlohnt sich zu untersuchen, wie sich dieser
falsche Wert zu dem richtigen verhält. Wir wollen also annehmen, dass
k, 0 der Regel nach bestimmt seien, dass aber zn nicht =A (mod._p) sei.

nITWofern wir nur die Werte des Ausdrucks l/— (mod.#) bestimmen können,
i zn

werden wir dann, indem wir jeden einzelnen mit z multiplicieren, Werte

»t— 72"von yA erhalten. Ist nämlich v irgend ein Werth von l/ —, so wird
r Z

n/~Ä~ nf—

(vz) =A Der Ausdruck l/— ist aber insofern einfacher als j/J., weil
r zn

— (mod, p) meistens zu einem kleineren Exponenten gehört, als A. Wenn

nämlich d der grösste gemeinschaftliche Teiler von t und q ist, so wird
j^

— (mod. p) zum Exponenten d gehören, was folgendermassen bewiesen

A l
wird. Substituiert man für z seinen Wert, so wird ——= • lcn_Y (mod. p).

Z jA.

Nun ist aber Jen

p-1

Wurzeln der Congruenz a?w^

l
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l durch teilbar (nach vorigem Artikel), dagegen

p-1
durch t (ebenda) oder ^ , * durch -r. Ferner ist -r prim zu j (nach

jp-1
nd

tq p-1
Voraussetzung) und somit auch , durch ~ oder durch -=-, also7 Mft ff nq a'

auch Jen — l durch -v und (kn — 1) d durch t teilbar. Hieraus folgt:

A(lcn~^d^l (mod.jp), woraus man leicht ableitet, dass— zur dten Potenz
z

A
erhoben der Einheit congruent wird. Dass aber — nicht zu einem kleineren

z
Exponenten als d gehören kann, lässt sich zwar leicht beweisen, doch halten
wir uns, da dies für unsern Zweck nicht erforderlich ist, damit nicht auf.

Wir können also sicher sein, dass — (mod. p) stets zu einem kleineren
ß

Exponenten gehört als A, einen einzigen Fall ausgenommen, nämlich wenn
t in q aufgeht und daher d = t ist.

^Doch was nützt es, dass — zu einem kleineren Exponenten gehört, als
z

A
A? Es giebt mehr Zahlen, die A sein können, als solche, die — sein können,

z
und wenn wir mehrere solche Ausdrücke wie yA nach demselben Modul ent-
wickeln sollen, haben wir den Vorteil, dass wir mehrere aus einer und derselben
Quelle ableiten können. So werden wir z. B. stets wenigstens einen Wert

o

des Ausdrucks J/Z (mod. 29) zu bestimmen imstande sein, wofern nur die
2

Werte v o n y — l (mod. 29) (welche ±12 sind) bekannt sind. Denn aus
dem vorigen Artikel ist leicht ersichtlich, dass ein Wert derartiger Ausdrücke
immer direct bestimmt werden kann, wenn t ungerade ist, und dass d = 2 wird,
wenn t gerade ist; ausser — l aber gehört keine Zahl zum Exponenten 2.

Q

Beispiele. Man sucht die Werte von ]/3T(mod. 37). Hier ist p — l = 36,

w = 3, ^-5—= 12 und daher # = 3. Es muss daher 3&^1 (mod. 4) sein,
rf

und dies ist der Fall, wenn man & = 3 setzt. Hieraus ergiebt sich #^31
(mod. 37) =6, und in der That findet man: 63^31 (mod. 37). Wenn die

3
Werte des Ausdrucks yl (mod. 37) bekannt sind, lassen sich auch die

q

übrigen Werte von ]/6~ bestimmen. Jene sind aber l, 10, 26, und multi-
pliciert man 6 mit diesen, so erhält man die übrigen Werte = 23 und 8.

2
Wenn aber der Wert des Ausdrucks y3 (mod. 37) gesucht wird, so ist

p l
n = 2, =18 und daher q = 2. Hiernach muss sein 2&= l (mod. 9)

und somit k=b (mod. 9). Daher ist £ = 35~21 (mod. 37). Aber 2l2 ist
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nicht =3, sondern ^34. Es ist jedoch ^j (mod. 37) — — l und y—l

(mod. 37) = ± 6. Hieraus erhält man die richtigen Werte =t 6 • 21 = ± 15.

Dies ist ungefähr das, was wir hier über die Entwicklung derartiger
Ausdrücke anführen können. Bekannt ist, dass directe Methoden oft ziemlich
weitläufig ausfallen, doch haftet dieser Übelstand nicht allen directen Methoden
in der Theorie der Zahlen an, und deshalb glaubten wir nicht umhin zu
können, zu zeigen, wieviel sie hier zu leisten vermögen. Auch mag hier be-
merkt werden, dass es nicht in unserer Absicht liegt, die besonderen Kunst-
griffe, die sich dem Geübten nicht selten darbieten, ausführlicher zu entwickeln.

Zusammenhang zwischen den Indices in verschiedenen
Systemen.

69.
Wir kehren jetzt zu den Wurzeln, die wir primitive genannt haben,

zurück. Wir zeigen, dass, wenn eine beliebige primitive Wurzel zur Basis
genommen wird, alle Zahlen, deren Indices prim zu p — l sind, ebenfalls
primitive Wurzeln sind, dass es aber ausser diesen keine weiter giebt, so
dass dadurch zugleich unmittelbar die Anzahl der primitiven Wurzeln
bekannt ist. (Man sehe Artikel 53.) Welche primitive Wurzel wir aber zur
Basis nehmen wollen, ist im Allgemeinen unserem Belieben überlassen, woraus
erhellt, dass es auch hier, wie bei der logarithmischen Rechnung, gewisser-
massen mehrere Systeme geben könne*); wir wollen zusehen, in welcher
Weise sie mit einander verknüpft sind. Es seien a und b zwei primitive
Wurzeln und m irgend eine andere Zahl, und es sei, wenn a zur Basis
genommen wird, der Index von &^ß, der Index von m aber = p. (mod.j)—1);
wenn aber b zur Basis genommen wird, so sei der Index von a=a, der
Index von m aber = v (mod. p — 1). Alsdann ist aß^l (mod. p—1).
Denn es ist a^ = &, daher a*^^b*^a (mod.p) nach Voraussetzung, somit
aß^l (rnod.^) —• 1). Durch analoge Schlüsse findet man v = a{x und jx^ßv
(mod. p — 1). Hat man daher eine Tafel der Indices, welche für die Basis a
construiert ist, so lässt sich dieselbe leicht in eine andere verwandeln, deren
Basis b ist. Denn wenn für die Basis a der Index von b congruent ß ist, so

ist für die Basis b der Index von a congruent -g- (mod. p — 1), und wenn

man mit dieser Zahl alle Indices der Tafel multipliciert, so erhält man alle
Indices für die Basis b.

*) Nur darin besteht ein Unterschied, dass bei den Logarithmen die Anzahl der
Systeme unendlich gross, hier aber nur so gross ist, als die Anzahl der primitiven
Wurzeln. Denn offenbar erzeugen congruente Grundzahlen dasselbe System.

Indices in verschiedenen Systemen.

70.

49

Obwohl aber eine gegebene Zahl mehrere Indices erhalten kann, wenn
man andere und andere primitive Wurzeln zur Basis nimmt, so werden die-
selben doch darin übereinstimmen, dass sie sämtlich mit p— l ein und
denselben grössten gemeinschaftlichen Teiler haben. Denn wenn für die
Basis a der Index einer gegebenen Zahl m, für die Basis b aber n ist und
die grössten diesen Indices mit p — l gemeinschaftlichen Teiler jx, v als
ungleich vorausgesetzt werden, so wird der eine derselben der grössere, z. B.
[x>>v, sein, und es wird daher JJL in n nicht aufgehen. Bezeichnet man
aber den Index von a, wenn b zur Basis genommen wird, mit a, so ist nach
vorigem Artikel n = am (mod. p — 1) und daher wird JA auch in n aufgehen,
was unserer Annahme widerspricht.

Dass dieser grösste, den Indices einer gegebenen Zahl und der Zahl
p—l gemeinschaftliche Teiler von der Basis nicht abhängt, geht auch

P—-daraus hervor, dass er gleich
t

ist, wo t den Exponenten bezeichnet,

zu welchem die Zahl, von deren Indices die Rede ist, gehört. Denn wenn
der Index für eine beliebige Basis gleich Je ist, so ist t die kleinste Zahl
(die Null ausgeschlossen) von der Art, dass das Product aus Je und t ein
Vielfaches von p — l wird (Vgl. Artikel 48 u. 58), oder es ist der kleinste

Wert des Ausdrucks y- (mod. p — 1) ausser Null ; dass dieser aber gleich
K

dem grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen Je und p — l ist, geht
aus Artikel 29 ohne Schwierigkeit hervor.

71.

Man beweist ferner leicht, dass man die Basis stets so nehmen kann,
dass die zum Exponenten t gehörige Zahl einen beliebig gegebenen Index,

p — l
sofern dessen grösster mit p — l gemeinschaftlicher Teiler gleich — -. — ist,

v

erhält. Bezeichnen wir diesen grössten gemeinschaftlichen Teiler der Kürze
wegen mit d, ist ferner der gegebene Index = dm und der Index der gegebenen
Zahl, wenn eine beliebige primitive Wurzel a zur Basis genommen wird,

= dn, so werden m und n zu oder t prim sein. Wenn dann e der Wert

des Ausdrucks -7- (mod. p — 1) und zugleich prim zu p — l ist, so wird

ae eine primitive Wurzel sein, und wenn diese zur Basis genommen wird,
so wird, wie verlangt wurde, die gegebene Zahl den Index dm erhalten
(denn es ist a*dm ~ adn = der gegebenen Zahl). Dass aber der Ausdruck
dn
-j— (mod.. p— 1) zu jp — l prime Werte besitzt, lässt sich folgendermassen

beweisen. Jener Ausdruck ist nach Artikel 31,2 dem folgenden äquivalent:
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— (mod. —-j—l oder — (mod. t), und alle Werte desselben sind prim zu t;

denn wenn irgend ein Wert e mit t einen gemeinschaftlichen Teiler hätte,
so müsste dieser Teiler auch in me und daher auch in n, welcher Zahl me
nach dem Modul t congruent ist, aufgehen. Dies ist aber gegen die Vor-
aussetzung, nach welcher n prim zu t ist. Wenn also sämtliche Primteiler
von p — l auch in t aufgehen, so werden sämtliche Werte des Ausdrucks

— (mod. f) zu p — l prim und die Anzahl derselben gleich d sein. Wenn

aber p — l noch andere Primteiler f, g, h, ... hat, die in t nicht aufgehen,
M

so werde irgend ein Wert des Ausdrucks — (mod. tf) = e gesetzt. . Dann

lässt sich aber, weil t, f, g, h, ... sämtlich prim zu einander sind, eine
Zahl e finden, welche nach dem Modul t der Zahl e, nach den Moduln
f, g, h, . .. aber beliebigen zu diesen respective primen Zahlen congruent
wird (Artikel 32). Eine solche Zahl wird daher durch keinen Primfactor
von p — l teilbar und somit prim zu p — l sein, wie verlangt. Schliesslich
ergiebt sich aus der Theorie der Combinationen ohne Schwierigkeit, dass

) — l f— l g — \ h—l
t ' f ' g ' *

aber diesen Exkurs nicht allzuweit auszudehnen, übergehen wir den Beweis,
da er für unseren Zweck nicht so sehr erforderlich ist.

die Anzahl solcher Werte gleich ist. Um

Besonderen Zwecken dienende Grundzahlen.

72.
Obwohl es im Allgemeinen völlig willkürlich ist, welche primitive Wurzel

zur Basis genommen wird, können doch zuweilen die einen G r u n d z a h l e n
besondere Vorteile vor ändern gewähren. In Tafel I haben wir stets
die Zahl 10, sobald sie primitive Wurzel war, zur Basis genommen; anders-
wo haben wir die Basis immer so bestimmt, dass der Index der Zahl 10

» — l
möglichst klein, d. i. == —-— wurde, wo t den Exponenten bezeichnet, zut
welchem 10 gehört. Welchen Vorteil wir hiervon haben, werden wir im
sechsten Abschnitt zeigen, wo dieselbe Tafel noch zu ändern Zwecken an-
gewendet werden wird. Da aber auch hier noch etwas Willkürliches übrig
bleiben kann, so haben wir, um etwas Bestimmtes festzusetzen, von allen
primitiven Wurzeln, welche das Gesuchte leisten, immer die kleinste zur
Basis gewählt. So hat z. B. für # = 73, wobei t = 8 und d = 9 ist, ae

72 • 2
8 > 3 = 6 Werte, nämlich die Werte 5, 14, 20, 28, 39, 40. Wir haben daher

den kleinsten 5 zur Basis genommen.

Methode zur Bestimmung der primitiven Wurzeln.

73.
Die Methoden , die pr imit iven Wurzeln zu f inden , beruhen

zum grossen Teil auf Versuchen. Vergleicht man das, was wir im
Artikel 55 vorgetragen haben, mit dem, was wir unten über die Lösung
der Congruenz xn == l angeben werden, so hat man so ziemlich Alles, was
sich durch directe Methoden leisten lässt. Eule r gesteht in Opusc. Analyt.
T. I p. 152, dass es äusserst schwierig zu sein scheine, solche Zahlen zu
finden und dass ihr eigentliches Wesen zu den tiefsten Geheimnissen der
Zahlen zu rechnen sei. Aber durch Probieren können sie ziemlich leicht
in folgender Weise bestimmt werden. Der Geübte wird wissen, dass man
die Weitläufigkeit des Verfahrens durch mannigfache besondere Kunstgriife
abkürzen kann; doch lernt man diese viel schneller durch praktische Übung
als durch theoretische Vorschriften kennen.

1. Man nehme nach Belieben eine zu p (so werden wir stets den
Modul bezeichnen) prime Zahl a (meistens ist es der Kürze der Rechnung
wegen gut, sie möglichst klein, z. B. die Zahl 2, zu nehmen) und bestimme
deren Periode (Artikel 46), d. i. die kleinsten Beste ihrer Potenzen, bis man
zu einer Potenz o* gelangt, deren kleinster Rest l ist.*) Ist nun t=p— l,
so ist a eine primitive Wurzel.

2. Ist aber t<p — l, so nehme man eine andere Zahl &, welche in
der Periode von a nicht enthalten ist, und suche in ähnlicher Weise deren
Periode. Bezeichnet man den Exponenten, zu welchem b gehört, mit w, so
erkennt man leicht, dass u weder gleich t noch ein aliquoter Teiler von t
sein kann; denn in beiden Fällen würde b*^ l werden, was nicht möglich
ist, da die Periode von a alle Zahlen umfasst, deren ttQ Potenz der Einheit
congruent ist (Artikel 53). Wenn nun u=p — l wäre, so würde b
eine primitive Wurzel sein; wenn aber u zwar nicht gleich p—l, aber
doch ein Vielfaches von t ist, so haben wir das gewonnen, dass wir eine
zu einem grösseren Exponenten gehörige Zahl kennen und somit unsrem
Ziele, welches in der Auffindung der zum grössten Exponenten gehörigen
Zahl besteht, bereits näher sind. Wenn dagegen u weder gleich p —l noch
ein Vielfaches von t ist, so können wir doch eine Zahl finden, welche zu
einem Exponenten, der grösser als t und u ist, gehört, nämlich zu einem
Exponenten gehört, der gleich dem kleinsten gemeinschaftlichen Dividuus
der Zahlen t und u ist. Ist dieser Exponent gleich y, so löse man y derart
in zwei zu einander prime Factoren m, n auf, dass der eine in t, der andere

*) Man wird von selbst einsehen, dass man nicht diese Potenzen selbst zu wissen
braucht, da der kleinste Rest einer jeden leicht aus dem kleinsten Rest der vorher-
gehenden Potenz erhalten werden kann.
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in u aufgeht.*) Ist dann ferner am ~ A, bn = B (mod. p), so wird das
Product AB die zum Exponenten y gehörige Zahl sein. Denn es ist leicht
ersichtlich, dass A zum Exponenten m, B zum Exponenten n gehört; daher
wird das Product AB zu mn gehören, weil m und n prim zu einander sind,
was auf ganz dieselbe Weise wie in Artikel 55 II bewiesen werden kann.

3. Wenn nun y~y>— l ist, so wird AB eine primitive Wurzel sein.
Ist dieses aber nicht der Fall, so muss man in analoger Weise wie vorher
eine andere Zahl nehmen, welche in der Periode von AB nicht vorkommt.
Diese wird entweder eine primitive Wurzel sein, oder sie wird zu einem
Exponenten, der grösser als y ist, gehören oder es wird wenigstens ver-
mittelst derselben (wie vorher) eine Zahl, die zu einem Exponenten, der
grösser als y ist, gehört, gefunden werden können. Da somit die Zahlen,
welche aus der Wiederholung dieser Operation hervorgehen, zu fortwährend
wachsenden Exponenten gehören, so ist klar, dass schliesslich eine Zahl,
die zu dem grössten Exponenten gehört, d. h. also eine primitive Wurzel
ist, gefunden werden wird.

74.
Durch ein Beispiel werden diese Vorschriften deutlicher werden. Die

Zahl, für welche die primitive Wurzel gesucht wird, sei p = 73. Man
probiere zunächst die Zahl 2, deren Periode die folgende ist:

1. 2. 4. 8. 16. 32. 64. 55. 37. 1. ...
0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. ...

Da somit bereits die Potenz mit dem Exponenten 9 der Einheit con-
gruent ist, so ist 2 keine primitive Wurzel. Man versuche also eine andere
in der Periode von 2 nicht vorkommende Zahl, z. B. die Zahl 3, deren
Periode ist:

1. 3. 9. 27. 8. 24. 72. 70. 64. 46. 65. 49. 1. ...
0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. ...

Es ist daher auch 3 keine primitive Wurzel. Der kleinste gemeinschaftliche
Dividuus der Exponenten, zu welchen 2 und 3 gehören (d. i. der Zahlen 9 und
12), ist 36 und dieser giebt nach den Vorschriften des vorigen Artikels zer-

*) Wie dies geschehen kann, ergiebt sich leicht aus Artikel 18. Man zerlege y
in solche Factoren, die entweder selbst von einander verschiedene Primzahlen oder
Potenzen verschiedener Primzahlen sind. Jeder von diesen geht in einer der beiden
Zahlen t und u (oder auch in beiden) auf. Man schreibe sie einzeln entweder neben
die Zahl t oder neben die Zahl w, je nachdem sie in jener oder dieser aufgehen.
Geht einer in beiden auf, ist es gleichgültig, neben welche man ihn schreibt. Ist
das Product der Factoren, welche neben t geschrieben sind, gleich w, das der übrigen
gleich n, so sieht man leicht, dass m in t und n in u aufgeht und dass mn = y ist.

legt die Factoren 9 und 4. Man erhebe nun 2 zur Potenz mit dem Expo-
nenten 3. Das Product aus diesen, nämlich 54, wird somit zum Exponenten
36 gehören. Wenn man schliesslich die Periode von 54 berechnet und eine
in dieser nicht enthaltene Zahl, z. B. die Zahl 5, von Neuem probiert, so
wird man finden, dass diese eine primitive Wurzel ist.

Verschiedene Sätze über Perioden und primitive Wurzeln.

75.
Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, wollen wir einige Sätze an-

führen, die ihrer Einfachheit wegen der Beachtung nicht unwert erscheinen.
Das Product aus allen Gl iedern der Per iode irgend einer

Zahl ist =-j-l, wenn ihre Anzahl oder der Exponent , zu welchem
die Zahl gehör t , unge rade ist, und EE— l , wenn jener E x p o n e n t
gerade ist.

Beispiel. Für den Modul 13 besteht die Periode der Zahl 5 aus den
Gliedern l, 5, 12, 8, deren Product 480 EE — l (mod. 13) ist.

Nach eben demselben Modul besteht die Periode der Zahl 3 aus den
Gliedern l, 3, 9, deren Product 27 EE l (mod. 13) ist.

Beweis. Ist der Exponent, zu welchem die Zahl gehört, t und der Index

der Zahl selbst ^—— , was nach Artikel 71 immer möglich ist, wenn diet
Basis richtig bestimmt wird, so ist der Index des Products aus allen Gliedern
der Periode

,-1) JL=1..(«- 1)(P-

d. h. =0 (mod. p
p

1), wenn t ungerade, und =—^ -, wenn £ gerade ist.

i, in letzterem aberDaher ist in ersterem Falle jenes Product EE l (mod.
EE~ l (mod. i?) (Artikel 62).

76.
Wenn in dem vorigen Satze die Zahl eine primitive Wurzel ist, so um-

fasst die Periode derselben alle Zahlen l, 2, 3, . . , , p—l, deren Product
somit stets EE — l ist (denn p — l ist stets gerade, den einen Fall p = 2
ausgenommen, in welchem — l und -\- l äquivalent sind).

Dieser elegante Satz, der gewöhnlich folgendermassen ausgesprochen
wird: Das um die Einhei t ve rmehr t e Product aller Zahlen, die
kleiner als eine gegebene Pr imzahl sind, ist du rch diese Prim-
zahl teilbar, wurde zuerst von War in g veröffentlicht und von diesem
Wilson zugeschrieben (Meditationes algebraicae, ed. 3. pag. 380). Aber
keiner von beiden konnte ihn beweisen, und War ing gesteht, dass der
Beweis um so schwieriger erscheine, weil man sich keine Bezeichnung denken
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könne, welche eine Primzahl auszudrücken vermöchte. — Nach unserer
Meinung aber müssen derartige Wahrheiten vielmehr aus Begriffen denn
aus Bezeichnungen geschöpft werden. Später hat Lagrange einen Beweis
gegeben (Nouv. Mem. de l'Academie de Berlin, 1771). Derselbe stützt sich
auf die Betrachtung der Coefficienten, welche sich aus der Entwicklung des
Productes

(x 4- 1) (x + 2) (x + 3) . . . . (x + p — 1)

ergeben. Setzt man nämlich dieses Product

so werden die Coefficienten A, B, . . . , M durch p teilbar sein , während
jy= l • 2 • 3 • • • (p— 1) ist. Nun ist für x = l das Product durch p teil-
bar; alsdann aber wird dasselbe = l 4- N (mod. p), somit lässt sich not-
wendig l + N durch p teilen.

Schliesslich hat Euler in Opusc. analyt T. 1. p. 329 einen Beweis
gegeben, der mit dem unsrigen übereinstimmt. Da nun solche Männer
diesen Satz ihres Nachdenkens über ihn nicht unwert erachtet haben, hoifen
wir keinem Tadel zu begegnen, wenn wir noch einen Beweis hierhersetzen.

77.
Wenn das Product zweie r Z a h l e n a und b nach dem Modul p

der Einheit congruent ist, wollen wir diese Zahlen a und b nach
Euler einander associiert nennen . Dann wird nach dem vorhergehenden
Abschnitte jede positive Zahl, die kleiner als p ist, eine und nur eine
associierte positive Zahl haben, die ebenfalls kleiner als p ist. Nun kann
man aber leicht beweisen, dass von den Zahlen l, 2, 3, . . . , # — l nur
allein l und p — l sich selbst associiert sind. Denn da die sich selbst
associierten Zahlen Wurzeln der Congruenz x2 = l sind und diese vom
zweiten Grade ist, so kann dieselbe nicht mehr als zwei d. h. keine ändern
Wurzeln als l und p — l haben. Lässt man daher diese bei Seite, so
werden von den übrigen Zahlen 2, 3, . . . , p — 2 je zwei associiert, also
ihr Products l sein. Somit ist auch das Product aus allen, nämlich
l • 2 • 3 • • • (p— 1) =p — l oder = — 1.

Z. B. sind nach dem Modul 13 von den Zahlen 2, 3, 4, . . . , 11 die
folgenden zu einander associiert: 2 und 7, 3 und 9, 4 und 10, 5 und 8,
6 und 11; denn es ist 2 • 7 = l, 3 - 9 = 1, u. s. w. Daher ist 2 - 3 - 4 « - - 11 = l
und somit l - 2 - 3 • • • 12 EE — 1.

78.
Man kann aber auch den Wilson 'schen Satz allgemeiner so

aussprechen. Das Product aus allen Zahlen , welche kleiner als
irgend eine gegebene Zahl A und zugleich prim zu ihr sind, ist
nach dem Modul A der entweder negat iv oder posi t iv ge-

nommenen Einheit congruent . Die Einheit ist negativ zu nehmen,
wenn A von der Form pm oder 2pm ist, wo p eine von 2 verschiedene Prim-
zahl bezeichnet, und überdies, wenn -4 = 4 ist, positiv aber in allen übrigen
Fällen. Der Satz, wie er von Wilson angegeben wurde, ist unter dem
ersten Falle enthalten. — Z. B. ist für A = 15 das Product aus den Zahlen
l, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14 = 1 (mod. 15). Einen Beweis fügen wir der Kürze
wegen nicht hinzu; nur bemerken wir, dass derselbe auf ähnliche Weise
geführt werden kann wie im vorigen Artikel, nur dass die Congruenz
x2 = l mehr als zwei Wurzeln haben kann, welche gewisse besondere Be-
trachtungen erfordern. Es könnte auch der Beweis aus der Betrachtung der
Indices ähnlich wie in Artikel 75 abgeleitet werden, wenn man das, was
wir sogleich über die zusammengesetzten Moduln sagen werden, hinzunimmt.

79.
Wir kehren nun zur Aufzählung der anderen Sätze zurück (Artikel 75).
Die Summe aller Glieder der Per iode einer be l ieb igen Zahl

ist =0. So ist im Beispiel des Artikel 75: l -t- 5 + 12 •+- 8 = 26 = 0
(mod. 13).

Beweis. Ist die Zahl, um deren Periode es sich handelt, gleich a,
und der Exponent, zu welchem sie gehört, gleich tf, so ist die Summe aller
Glieder der Periode:

/ A ^(mod. p).a — l

Nun ist aber a' — l = 0; daher ist diese Summe immer = 0 (Artikel 22),
wofern nicht etwa a — l durch p teilbar oder a = l ist. Diesen Fall
müssen wir also ausnehmen, wenn wir auch ein einziges Glied eine Periode
nennen wollen.

80.
Das Product aller primitiven Wurzeln ist = l, den einen Fall

p = 3 ausgenommen, denn in diesem giebt es nur die eine primitive
Wurzel 2.

Beweis. Wird eine beliebige primitive Wurzel zur Basis genommen,
so werden die Indices aller primitiven Wurzeln Zahlen sein, die prim zu
p — l und zugleich kleiner als p — l sind. Aber die Summe dieser Zahlen
d. h. der Index des Products aus allen primitiven Wurzeln ist =0 (mod.
p — 1) und daher das Product selbst =1 (mod. p); denn man sieht leicht,
dass, wenn Je eine zu p — l prime Zahl ist, auch p —-l — k zu jp — l prim
sein wird und dass somit je zwei solche zu p — l prime Zahlen eine Summe
bilden, die durch p — l teilbar ist; (k kann nämlich nie gleich p — l — Je
sein, ausser in dem Falle p — 1 = 2 oder p = 3, den wir ausgenommen

haben; denn offenbar ist in allen übrigen Fällen ^-5— nicht prim zu p—l).
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81.
Die Summe aller p r im i t i ven W u r z e l n ist en tweder ~0 (wenn

p — l durch i rgend ein Quadra t te i lbar ist) o d e r ^ d b l (mod. p)
(wenn p— l das Product ungleicher Pr imzahlen ist; hierbei ist
das posit ive oder negat ive Zeichen zu nehmen, je nachdem die
Anzah l dieser Pr imzahlen gerade oder ungerade ist).

Beispiel. 1) Für p= 13 hat man die primitiven Wurzeln 2, 6, 7, 11,
deren Summe 26 = 0 (mod. p) ist. — 2) Für p =11 sind die primitiven
Wurzeln 2, 6, 7, 8, deren Summe 23 = -h l (mod. 11) ist. — 3) Für p = 31
sind die primitiven Wurzeln 3, 11, 12, 13, 17, 21, 22, 24, deren Summe
123 = — l (mod. 31) ist.

Beweis. Wir haben oben (Artikel 55, II) bewiesen, dass, wenn p — l
= aa $ c*... (wo a, & , # , . . . ungleiche Primzahlen sind) ist und A, B, C, ...
irgend welche respective zu den Exponenten aa, Z^, CY , . . . gehörende Zahlen
sind, alsdann sämtliche Producte ABC... primitive Wurzeln darstellen. Man
kann aber auch leicht beweisen, dass jede primitive Wurzel durch ein solches
Product dargestellt werden kann und zwar nur auf eine einzige Weise.*)

Hieraus folgt, dass man diese Producte an Stelle der primitiven Wurzeln
nehmen kann. Da aber in diesen Producten alle Werte von A mit allen
Werten von B u. s. w. combiniert werden müssen, so ist die Summe aller
dieser Producte gleich dem Product aus der Summe aller Werte von A in
die Summe aller Werte von B in die Summe aller Werte von 0 u. s. w.,
wie in der Theorie der Combinationen gezeigt wird. Bezeichnet man alle
Werte von A, B, ... bezüglich durch A, A', A", ...;#,£', B", ,
so wird die Summe aller primitiven Wurzeln

= (A + A' + A" 4- • •.) (B + B1 + B" + • • •) • • •

Ich behaupte nun, dass, wenn der Exponent a = l ist, die Summe A + A'
+ A" H = — l (mod. p) wenn aber a >> l ist, diese Summe ̂  0 sein
wird und analog bei den ändern ß, 7, .... Sobald dieses bewiesen ist, er-
hellt die Eichtigkeit unseres Satzes ohne Weiteres. Denn wenn p — l durch
eine Quadratzahl teilbar ist, so wird irgend einer der Exponenten a, ß, 7, ...
die Einheit übersteigen und daher wird irgend einer der Factoren, deren
Producte die Summe aller primitiven Wurzeln congruent ist, = 0 und somit
auch das Product selbst = 0 sein. Wenn aber p — l durch keine Quadrat-

*) Man bestimme nämlich Zahlen a, B, c, ... so, dass a ̂  l (mod. aa) und ~ 0
(mod.6ß CT . . . ) ,& = ! (mod. 6ß) und = 0 (mod. aa CT ...) u. s. w. wird (vgl. Ar-
tikel 32). Dann ist a + fc + c -\ :̂ l (mod. p — 1) (Artikel 19). Wenn nun
irgend eine primitive Wurzel r durch ein Product ABC... dargestellt werden soll,
so nehme man A = /*a, B^E.r*, C— rc , . . . ; dann wird A zum Exponenten aa, B zum
Exponenten $, u. s. w. gehören und es wird das Product aus allen A, B, C,... = r
(mod. p) sein. Schliesslich sieht man leicht, dass A, B, C,... auf keine andere Weise
bestimmt werden können.

zahl teilbar ist, so werden sämtliche Exponenten a, ß, 7, ... gleich l sein;
demnach wird die Summe aller primitiven Wurzeln dem Producte aus soviel
Factoren, von denen jeder =. — l ist, congruent, als es Zahlen a, 5, c, ...
giebt, und daher^il, je nachdem die Anzahl dieser Zahlen gerade oder
ungerade ist. Jene Behauptungen werden aber folgendermassen bewiesen.

1) Wenn a = l und A die zum Exponenten a gehörige Zahl ist, so
sind die ändern zu diesem Exponenten gehörigen Zahlen J2, J3,...,
Aa~l. Nun ist aber

, , A et—l

die Summe der vollständigen Periode und daher = 0 (Artikel 79); somit:

2) Ist aber qt > l und A die zum Exponenten aa gehörige Zahl , so
erhält man die anderen zu diesem Exponenten gehörigen Zahlen, wenn
man von den Zahlen A\ A\ A\ . . . , Aa"~l die Zahlen Aa, A2a, A*a, . . .
weglässt (vgl. Artikel 53). Daher ist die Summe derselben

d. h. congruent der Differenz zweier Perioden und somit =0.

Über Moduln, welche Potenzen von Primzahlen sind.
82.

Alles, was wir bisher auseinandergesetzt haben, stützt sich auf die
Annahme, dass der Modul eine Primzahl ist. Es bleibt noch der Fall zu
betrachten, wo für den Modul eine zusammengesetzte Zahl genommen
wird. Da jedoch hier weder so elegante Eigenschaften zum Vorschein
kommen, wie im ersteren Falle, noch auch besonders feine Kunstgriffe
nötig sind, um sie zu finden, vielmehr beinahe alles aus der blossen An-
wendung der vorher dargelegten Prinzipien abgeleitet werden kann, so
würde es überflüssig und ermüdend sein, hier alle Einzelheiten zu erschöpfen.
Wir wollen daher nur kurz auseinandersetzen, was diesem Fall mit dem
vorigen gemeinsam und was ihm eigentümlich ist.

83.
Die Sätze der Artikel 45—48 sind bereits allgemein bewiesen; der Satz

des Artikel 49 muss aber folgendermassen abgeändert werden.
B e z e i c h n e t f die Anzah l der Zahlen , die prim zu m und zu-

gleich kle iner als m sind, d. h. ist f = <p(w) (Artikel 38), so ist
der E x p o n e n t t der n i ed r igs t en Po tenz e iner gegebenen zu m
pr imen Zahl a, w e l c h e nach dem Modul m der Einhei t cong ruen t
ist, e n t w e d e r gleich f oder ein al iquoter Teil dieser Zahl.
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Der Beweis des Satzes im Artikel 49 kann auch für diesen Fall gelten,
wenn man nur m an die Stelle von p, f an Stelle von p — l und an Stelle
der Zahlen l, 2, 3, . . . , p — l die Zahlen setzt, welche prim zu m und
zugleich kleiner als m sind. Wir weisen daher den Leser hierauf hin.
Übrigens lassen sich die übrigen Beweise, von denen wir dort (Artikel 50,
51) gesprochen haben, nicht ohne grosse Weitläufigkeiten auf diesen Fall
anwenden. Hinsichtlich der folgenden Sätze aber (Artikel 52 u. ff.) herrscht
ein grosser Unterschied zwischen den Moduln, welche Potenzen von Prim-
zahlen sind, und denen, welche durch mehrere Primzahlen sich teilen
lassen. Wir werden daher die Moduln der ersten Art für sich betrachten,

84.
Ist der Modul m = pn, wo p eine Primzahl bezeichnet, so wird

f=pn~1(p—1) (Artikel 38). Wenn man nun die Untersuchungen in den
Artikeln 53,54 auf diesen Fall anwendet, so wird man, wenn man die im vorigen
Artikel angegebenen Änderungen vornimmt, finden, das alles dort Bewiesene
auch für diesen Fall gültig ist, wofern nur vorher der Beweis geführt ist,
dass die Congruenz von der Form xt — 1=0 (mod. pn) nicht mehr als t
verschiedene Wurzeln haben kann. Für einen Primzahlmodul haben wir
diese Thatsache aus dem allgemeinen Satze des Artikel 43 abgeleitet, der
jedoch in seiner ganzen Ausdehnung nur von Primzahlmoduln gilt und da-
her nicht auf diesen Fall angewendet werden darf. Wir werden indessen
mittelst einer besonderen Methode beweisen, dass der Satz auch für diesen
besonderen Fall richtig ist. Weiter unten (Abschnitt VIII) werden wir
dasselbe leichter finden lehren.

85.
Wir wollen folgenden Satz beweisen:
Ist e der grösste geme inscha f t l i che Tei ler der Z a h l e n d und

Pn~l (P— 1)? so bes i tz t die C o n g r u e n z # * = l (mod. pn)e ve r sch iedene
Wurzeln.

Es sei e = #pv, so dass k den Factor p nicht enthält und daher in der
Zahl p—l aufgeht. Dann wird die Congruenz x*—! nach dem Modul p
k verschiedene Wurzeln haben, und wenn man diese durch A, J5, C, . . .
bezeichnet, so wird jede Wurzel derselben Congruenz nach dem Modul pn

irgend einer der Zahlen A, B, C,... nach dem Modul p congruent sein müssen.
Wir werden nun beweisen, dass die Congruenz xt:=l (mod.j/1) p* Wurzeln
hat, die A, ebenso viele, die B, u. s. w. nach dem Modul p congruent sind.
Daraus folgt dann, dass die Anzahl aller Wurzeln gleich kp* oder gleich e
ist, wie behauptet wurde. Jenen Beweis aber werden wir in der Weise
führen, dass wir zuers t zeigen, dass, wenn a eine zu A nach dem Modul
p congruente Wurzel ist, auch

Wurzeln sind; zwei tens , dass andere mit A nach dem Modul p con-
gruente Zahlen als die, welche in der Form a -f- hpn~* (wo h eine beliebige
ganze Zahl bezeichnet) enthalten sind, keine Wurzeln sein können, woraus
folgt, dass man p* und nicht mehr verschiedene Wurzeln erhält. Dasselbe
gilt von den Wurzeln, welche den einzelnen Zahlen J5, (7, ... congruent
sind. Drit tens werden wir zeigen, wie man immer eine Wurzel, welche
A nach dem Modul p congruent ist, finden kann.

86.
Satz: Wenn t wie im vorigen Art ikel eine Zahl ist, die

durch p aber nicht durch pv+1 te i lbar ist, so wird

(a + /*/)'- a'==0 (mod. /+v), aber = ^hp^t (mo&.p*+*+l).

Der letzte Teil des Satzes findet nicht statt, wenn p = 2 und zugleich
fx = l ist.

Der Beweis dieses Satzes könnte aus der Entwicklung der Potenz eines
Binoms abgeleitet werden, wenn man zeigte, dass alle Glieder nach dem
zweiten durch j)fM~v+1 teilbar sind. Da jedoch die Betrachtung der Nenner
der Coefficienten zu einigen Weitläufigkeiten führt, ziehen wir die folgende
Methode vor.

Setzen wir zunächst jx > l und v = l voraus, so wird, weil

3? — y* = (x — y) (X* i + J H -h y
ist,

(a-

Nun ist aber:

(a a1"1].

^ = a (mod. p2).

Daher wird jedes Glied (a + Ä/")'""1, (« + V/^o, ... =a'-1 (mod. /)
und daher die Summe aller = fa'~l (mod. p2) oder von der Form fa'"1

H- Fp2, wo V eine beliebige Zahl bezeichnet. Demnach wird (a -\- hp^^f — ae

von der Form:

of-lhp^t -f- FÄ/-+2 , d. h. = a'"1 A/"* (mod. ̂ +2) und = 0 (mod, p*+1)

Für diesen Fall ist somit der Satz bewiesen.
Wenn nun der Satz, während immer noch jx>>l bleibt, für andere

Werte von v nicht richtig wäre, so würde es notwendig irgend eine Grenze
geben, bis zu welcher der Satz stets richtig, über die hinaus er aber nicht
richtig sein würde. Es sei der kleinste Wert von v, für welchen er nicht mehr
gilt, gleich cp. Dann sieht man leicht, dass, wenn t durch p9"1, nicht aber
durch p* teilbar ist, der Satz noch richtig ist, dass er es jedoch nicht mehr
ist, wenn man tp an die Stelle von t setzt. Wir haben daher:

oder = a* + a<
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* ~

wo u eine ganze Zahl bezeichnet. Da aber der Satz für v = l bereits be-
wiesen ist, so wird:

(a* + a*

und daher auch
(a

d. h. der Satz ist auch richtig, wenn man tp für £ setzt, d. i. auch für v = cp,
was im Widerspruch steht mit unsrer Annahme. Daraus erhellt, dass der
Satz für alle Werte von v richtig ist.

87.

Es bleibt nur noch der Fall übrig, wo JA = l ist. Mittelst einer Methode,
die der im vorigen Artikel angewandten ganz ähnlich ist, kann man ohne
Zuhülfenahme des Binomialtheorems beweisen, dass

(a £—l)Ap(mod./)

*—2)Ap
y-» = a«-i. a ~\t— 3)Ajp

ist, so dass das Aggregat (da die Anzahl der Teile gleich t ist) wird:

Da aber t durch p teilbar ist, so wird auch — — ~ — *u allen Fällen

durch p teilbar sein, ausgenommen den Fall, wo p = 2 ist, den wir schon
im vorigen Artikel ausgeschlossen haben. In den übrigen Fällen aber wird

- — 5-̂ - a?~~2hp — 0 (mod. p2) und daher auch jenes Aggregat = ta~l (mod.j?2),

wie im vorigen Artikel. Im Übrigen ist der Beweis hier ebenso wie dort.
Wir schliessen daher allgemein, den einen Fall p=2 ausgenommen,

dass man hat:

und (a + Ap1*)* nicht = a* für jeden Modul, der eine höhere Potenz von p
ist als .p1*4"*, vorausgesetzt jedoch, dass h durch p nicht teilbar und pv die
höchste Potenz von p ist, welche in der Zahl t aufgeht.

Hieraus leitet man sogleich die Sätze l und 2 ab, die wir uns im Ar-
tikel 85 zu beweisen vorgenommen hatten. Nämlich

ers tens , wenn a*=l, so ist auch (a + Apn~v)' ̂  l (mod. pn},
zwei tens , wenn irgend eine Zahl a', welche .A und daher auch a nach

dem Modul j?, der letzteren aber nicht nach dem Modul pn~^ congruent ist,
der Congruenz #*=! (mod. pn} genügte, und wenn wir annehmen, dass a'
= a -f- /px ist, so dass l durch p nicht teilbar ist, so wird X <c n — v 5 als-

dann aber ist (« -f- /px)' ~ a nach dem Modul #X4"V, aber nicht nach dem
Modul pw, welcher eine höhere Potenz von p ist. Demnach kann a' keine
Wurzel der Congruenz x* = l sein.

88.

Drit tens sollten wir irgend eine Wurzel der Congruenz x* = l (mod.#w)
finden, die A congruent ist. Wir werden hier nur zeigen, wie dies geschehen
kann, wenn bereits eine Wurzel derselben Congruenz nach dem Modul pn~l

bekannt ist. Offenbar genügt dies, da wir vom Modul .p, für welchen A
eine Wurzel ist, zum Modul p2 und so fort zu allen folgenden Potenzen
übergehen können.

Es sei also a eine Wurzel der Congruenz x* = l (mod. pn~l), und es
werde gesucht die Wurzel derselben Congruenz nach dem Modul p71, so setze
man diese gleich a -f- hpn~^~~1, welche Form dieselbe nach dem vorigen Ar-
tikel haben muss (den Fall, wo v = n — l, werden wir nachher für sich
betrachten; grösser aber als n— l kann v nicht sein). Es muss also sein:

Ap* ) =1
Nun ist aber:

(« -1 (mod.jp").

Bestimmt man daher h so, dass l = a'-j-a* lhtpn v 1 (mod. pn) oder
(weil nach Voraussetzung l = a* (mod. pn~1} und t durch j>v teilbar ist) so,

a< j ^
dass ——: h v?~~lh -r teilbar wird durch *?, so hat man das Gesuchtep*—i p* •*
gefunden. Dass dies aber immer möglich ist, geht aus dem vorhergehenden
Abschnitt hervor, da wir angenommen haben, dass t durch keine höhere

Potenz von p teilbar sein solle als durch pv und daher a*"1 —zu^prim ist.
P

Ist aber v = n — l d. h. ist t durch pn~~l oder auch durch eine höhere
Potenz von p teilbar, so wird jeder Wert A, welcher der Congruenz x*=l
nach dem Modul p genügt, derselben auch nach dem Modul pn genügen.
Denn ist t = pn~lt, so wird t~i (mod.^?—1); mithin wird, da ^L* = l
(mod.#) ist, auch Ä* ™ l (mod. p). Setzt man also Ar = l + Ap, so ist

4'= (l -t-Ap/^EEl (mod./) (Artikel 87).

89.

Alles, was wir im Artikel 57 u. ff. mit Hülfe des Satzes, dass die Con-
gruenz #*= l nicht mehr als t verschiedene Wurzeln haben kann, abgeleitet
haben, gilt auch für einen Modul, welcher eine Potenz einer Primzahl ist;
und wenn wir primitive Wurzeln diejenigen Zahlen nennen, welche zum
Exponenten pn~l (p— 1) gehören oder in deren Perioden sich alle durch
p nicht teilbaren Zahlen vorfinden, so wird es auch hier primitive Wurzeln
geben. Alles ferner, was wir oben von den Indices und deren Anwendung,
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sowie über die Auflösung der Congruenz #*=! angegeben haben, lässt
sich auch auf diesen Fall anwenden. Da dies keinen Schwierigkeiten unter-
liegt, würde es überflüssig sein, alles vollständig zu wiederholen. Überdies
haben wir gezeigt, wie man die Wurzeln der Congruenz x*^ l nach dem
Modul pn aus den Wurzeln derselben Congruenz nach dem Modul p ableiten
kann. Doch müssen wir noch Einiges über den Fall, wo irgend eine Potenz
von 2 der Modul ist, einen Fall, den wir oben ausgenommen haben, hinzufügen.

Moduln, welche Potenzen von 2 sind.

90.
Wenn man irgend eine Potenz der Zahl 2, welcher höher ist

als die zweite, z. B. 2W zum Modul nimmt, so ist die Potenz mit
dem Exponenten 2n~2 von jeder u n g e r a d e n Zahl der Einheit con-
gruent.

Z. B. ist 38 = 6581 = l (mod. 32).
Denn jede ungerade Zahl ist entweder in der Form l -i- 4Ä oder in

der Form — l + 4/a enthalten, woraus der Satz unmittelbar folgt (Satz des
Artikel 86).

Da somit der Exponent, zu welchem eine beliebige ungerade Zahl,
nach dem Modul 2n gehört, ein Teiler von 2W~2 sein muss, so wird jede
Zahl zu einer von den folgenden Zahlen: l, 2, 4, 8, ..., 2W~2 gehören. Zu
welcher von diesen sie gehört, kann man leicht folgendermassen ent-
scheiden. Ist die gegebene Zahl gleich 4A ± l und der Exponent der
grössten Potenz von 2, welche in h aufgeht, gleich m (wo m auch gleich 0
sein kann, wenn nämlich h ungerade ist), so ist der Exponent, zu welchem
die gegebene Zahl gehört, gleich 2n~m~2, falls n > m -4- 2. Ist aber n
gleich oder kleiner als m 4- 2, so ist die gegebene Zahl = ± l und gehört
daher zum Exponenten l oder zum Exponenten 2. Denn wie aus Artikel 86
ohne Schwierigkeit hervorgeht, wird jede Zahl von der Form db l 4- 2m+2&
(die der Form 4h ± l äquivalent ist), wenn man sie zu einer Potenz mit
dem Exponenten 2w~"m~~2 erhebt, nach dem Modul 2n der Einheit congruent;
erhebt man sie aber zu einer Potenz mit einem Exponenten, der eine
niedrigere Potenz von 2 ist, so ist sie der Einheit nicht congruent. Daher
gehört jede Zahl von der Form 8# + 3 oder 8& -f- 5 zum Exponenten 2W~~2.

91.
Hieraus geht hervor, dass es hier primitive Wurzeln in dem Sinne, wie

wir oben den Ausdruck aufgefasst haben, nicht giebt, nämlich keine Zahlen
giebt, deren Periode alle Zahlen umfasst, die kleiner als der Modul und
prim zu demselben sind. Trotzdem sieht man leicht, dass man auch hier
etwas Analoges hat. Man findet nämlich, dass eine Potenz einer Zahl von
der Form 8ß -f- 3 mit ungeraden Exponenten immer von der Form 8k -h 3,

eine Potenz aber mit geradem Exponenten immer von der Form 8&-f-l ist;
keine Potenz kann also von der Form 8& -f- 5 oder 8Ä + 7 sein. Da somit
die Periode einer Zahl von der Form 8& + 3 aus 2W~~2 verschiedenen
Gliedern besteht, deren jedes entweder von der Form 8# -f- 3 oder von der
Form 8ß -h l ist, und es nicht mehr solcher Zahlen, welche kleiner als der
Modul sind, giebt als 2W~2, so ist offenbar jede Zahl von der Form 8Ä H- l
oder 8& H- 3 nach dem Modul 2n irgend einer Potenz einer beliebigen Zahl
von der Form SJc -f- 3 congruent. Auf analoge Weise kann man zeigen,
dass die Periode einer Zahl von der Form SJc 4- 5 alle Zahlen von den
Formen SJc -f-1 und 8# + 5 enthält. Wenn daher eine Zahl von der Form
8ÄH-5 zur Basis genommen wird, so werden alle Zahlen von der Form
8# -|- l und SJc -f- 5, positiv genommen, und alle Zahlen von der Form
SJc -f- 3 und 8ß -f- 7, negativ genommen, reelle Indices erhalten und zwar
sind hier nach dem Modul 271"2 congruente Indices als äquivalent zu be-
trachten. In dieser Weise ist unsere Tafel I zu verstehen, in welcher wir
für die Moduln 16, 32 und 64 (denn für den Modul 8 ist keine Tafel nötig)
stets die Zahl 5 zur Basis genommen haben. Z. B. entspricht der Zahl 19,
welche von der Form 8^ + 3 und daher negativ zu nehmen ist, für den
Modul 64 der Index 7, was bedeutet, dass 57=—19 (mod. 64) ist. Den
negativ genommenen Zahlen von der Form &n-+-l und 8w + 5 und den
positiv genommenen Zahlen von der Form 8^ + 3 und Sn 4- 7 aber würden
gewissermassen imaginäre Indices beizulegen sein. Führte man diese ein,
so könnte man die Kechnung mit den Indices auf einen sehr einfachen
Algorithmus zurückführen. Da wir aber zu weit geführt werden würden,
wollten wir dies in aller Strenge auseinandersetzen, so sparen wir uns diesen
Punkt für eine andere Gelegenheit auf, wenn wir etwa die Theorie der
imaginären Grossen, die nach unsrer Ansicht bisher von Niemand auf klare
Begriffe zurückgeführt worden ist, darzulegen versuchen werden. Kundige
werden diesen Algorithmus leicht selbst finden; minder Geübte werden
trotzdem diese Tafel gebrauchen können, ebenso wie diejenigen, welche mit
den neueren Untersuchungen über die imaginären Logarithmen nicht be-
kannt sind, sich der Logarithmen bedienen, wenn sie nur die oben dar-
gelegten Prinzipien verstanden haben.

Aus mehreren Primzahlen zusammengesetzte Moduln.

92.
Hinsichtlich eines aus mehreren Primzahlen zusammengesetzten Moduls

kann beinahe a]les, was auf die Beste der Potenzen Bezug hat, aus der
allgemeinen Theorie der Congruenzen abgeleitet werden. Da wir aber
weiter unten weitläufiger zeigen werden, wie man beliebige Congruenzen nach
einem aus mehreren Primzahlen zusammengesetzten Modul auf Congruenzen,
deren Modul eine Primzahl oder eine Potenz einer Primzahl ist, reducieren
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kann, brauchen wir uns hier mit diesem Gegenstande nicht lange auf-
zuhalten. Wir bemerken nur, dass die schöne Eigenschaft, welche für die
ändern Moduln gilt, nämlich dass es stets Zahlen giebt, deren Periode
sämtliche zum Modul prime Zahlen enthält, hier nicht stattfindet, den
einen Fall ausgenommen, wo der Modul das Doppelte einer Primzahl oder
einer Potenz einer Primzahl ist. Wenn nämlich der Modul m auf die Form
Aa Bb Cc..., wo A, B, (7, ... verschiedene Primzahlen bezeichnen, ge-
bracht, ferner Aa~l (A — 1) mit a, Bb~l (B — 1) mit ß, u. s. w. bezeichnet
wird und schliesslich K eine zu m prime Zahl ist, so wird #a^l (mod. J"),
$ = l (mod. JB6), u. s. w. Wenn nun JA das kleinste gemeinschaftliche
Vielfache der Zahlen a, ß, 7, ... ist, so wird #^=1 nach allen Moduln Aa,
J5& , . . . und daher auch nach dem Modul m, welcher das Product aus jenen
ist. Ausgenommen aber den Fall, wo m das Doppelte einer Primzahl oder
einer Potenz einer Primzahl ist, ist der kleinste gemeinschaftliche Dividuus
der Zahlen a, ß, 7, ... kleiner als das Product derselben (da die Zahlen
a, ß, Y, ... nicht prim zu einander sein können, sondern wenigstens den
gemeinschaftlichen Teiler 2 haben). Demnach kann von keiner Zahl die
Periode soviel Glieder enthalten, als es Zahlen giebt, die prim zum Modul
und kleiner als dieser sind, da deren Anzahl gleich dem Product der Zahlen
a, ß, 7, ... ist. So ist z. B. für m =1001 die sechzigste Potenz einer
jeden zu m primen Zahl der Einheit congruent, weil 60 der kleinste ge-
meinschaftliche Dividuus der Zahlen 6, 10, 12 ist. — Der Fall aber, wo
der Modul das Doppelte einer Primzahl oder der Potenz einer Primzahl ist,
ist jenem, wo der Modul eine Primzahl oder die Potenz einer solchen ist,
vollkommen analog.

93.
Die Schriften, in denen andere Geometer den in diesem Abschnitte dar-

gelegten Gegenstand behandelt haben, haben wir bereits vorübergehend er-
wähnt. Diejenigen aber, welche einiges weitläufiger als es uns hier der
Wunsch nach Kürze gestattete, behandelt sehen möchten, verweisen wir ins-
besondere auf die folgenden Abhandlungen Euler 's , die wegen der Klarheit,
durch die sich dieser grosse Mann stets vor allen ändern auszeichnete, be-
sonders empfehlenswert sind:

Theoremata circa residua ex divisione potestatum relicta. Comm. nov. Petr.
T. VII p. 49.

Demonstrationes circa residua ex divisione potestatum per numeros primos
resultantia, Ibid. T. XVIII p. 85.

Auch kann man die Abhandlungen 5 und 8 in seinen Opusculis analy-
ticis T. I hinzunehmen.

Vierter Abschnitt.

Von den Congruenzen zweiten Grades.

Quadratische Reste und Nichtreste.
94.

Satz. Nimmt man irgend eine Zahl m zum Modul , so können
von den Zahlen 0, l, 2, 3, . . . , m— l, wenn m gerade ist, nicht
mehr als ^m- j -1 , und wenn m unge rade ist, nicht mehr als
-|w~h^ einem Quadrate congruen t werden.

Beweis. Da die Quadrate congruenter Zahlen ebenfalls congruent sind,
so wird jede Zahl, welche irgend einem Quadrate congruent werden kann,
auch einem Quadrate, dessen Wurzel kleiner als m ist, congruent sein. Wir
brauchen daher nur die kleinsten Eeste der Quadrate 0, l, 4, 9, . . . , (m— l)2

zu betrachten. Man sieht aber leicht, dass (m—1)2= l, (w —2) 2 = 22,
(m — 3)2=32, u. s. w. ist. Daher werden auch, wenn m gerade ist, die
kleinsten Eeste der Quadrate (%m— l)2 und (^m+l)3 , (Jw — 2)2 und
(|w-f-2)2 u .s .w. dieselben sein; wenn aber m ungerade ist, so werden
die Quadrate (£ m — $ und ß m -f- £)2, (£ m — f)2 und ($ ™ +1)2 n. s. w.
congruent sein. Daraus geht hervor, dass andere Zahlen als die, welche
einem der Quadrate 0, l, 4, 9, . . . , (-| w)2 congruent sind, bei geradem m
einem Quadrate nicht congruent werden können, bei ungeradem m aber
jede Zahl, welche einem Quadrate congruent ist, notwendig irgend einem
der folgenden 0, l, 4, 9, . . . , (%m — ^-)2 congruent ist. Daher giebt es
im ersten Falle höchstens ^ m -f-1, im zweiten höchstens ^ m -f- ^ ver-
schiedene kleinste Eeste.

Beispiel. Nach dem Modul 13 findet man für die Quadrate der Zahlen
0, l, 2, 3, ..., 6 die kleinsten Eeste 0, l, 4, 9, 3, 12, 10; nach diesen
kehren sie aber in umgekehrter Eeihenfolge wieder. Daher kann keine
Zahl, welche nicht einem von diesen Eesten congruent ist, oder keine Zahl,
welche einem von den folgenden 2, 5, 6, 7, 8, 11 congruent ist, einem
Quadrate congruent sein.
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Nach dem Modul 15 findet man folgende Reste: 0, l, 4, 9, l, 10, 6, 4;
hiernach kehren dieselben in umgekehrter Reihenfolge wieder. Hier ist
also die Anzahl der Reste, welche einem Quadrate congruent werden
können, noch kleiner als %m-\-%, da dieselben 0, l, 4, 6, 9, 10 sind. Die
Zahlen 2, 3, 5, 7, 8, 11, 12, 13, 14 aber und diejenigen, welche einer von
diesen congruent sind, können keinem Quadrate nach dem Modul 15
congruent werden.

95.
Hieraus folgt, dassfür jeden beliebigen Modul sämtliche Zahlen

in zwei Klassen verteilt werden können, von denen die eine alle Zahlen,
die irgend einem Quadrate congruent werden können, die andere diejenigen,
bei denen dies nicht möglich ist, enthält. Jene werden wir quadratische
Beste der als Modul genommenen Zahl*), diese aber quadratische
Nichtreste derselben nennen, oder werden uns auch, sobald keine Zweideutig-
keit daraus entstehen kann, einfach der Ausdrücke „Reste und Nichtreste"
bedienen. Offenbar reicht es übrigens aus, wenn alle Zahlen 0, l, 2, ...,
m — l in die beiden Klassen gebracht sind, da congrueute Zahlen zu der-
selben Klasse zu rechnen sind.

Auch bei dieser Untersuchung werden wir mit Primzahlmoduln beginnen;
dies wird man also immer stillschweigend anzunehmen haben, auch wenn
nicht ausdrücklich daran erinnert wird. Die Primzahl 2 ist aber auszu-
schliessen, oder es sind nur ungerade Primzahlen zu betrachten.

So oft der Modul eine Primzahl ist, ist die Anzahl der Reste,
welche kleiner als derselbe sind, gleich der Anzahl der

Nichtreste.

96.
Nimmt man eine Pr imzahl p zum Modul, so s ind von den

Zahlen 1,2, 3, ...,# — l die Hälfte quadrat ische Beste, die übrigen
Nichtreste , d. h. es giebt £ G? — 1) Reste und ebensovie le Nicht-
reste.

Man zeigt nämlich leicht, dass alle Quadrate l, 4, 9, ..., J (p — l)2

einander incongruent sind. Denn wenn r2^r'2 (mod. p) werden könnte und
die Zahlen r und / von einander verschieden und nicht grösser als ^(p—1)

*) Eigentlich bedienen wir uns hier dieses Ausdrucks in einem ändern Sinne,
als wir es bisher gethan haben. Wir müssten nämlich sagen, r sei Rest des Quadrates
a2 nach dem Modul m, wenn r=Eo2 (mod. m) ist. Der Kürze wegen werden wir
aber in diesem Abschnitt stets r den quadratischen Rest von m selbst nennen und
haben nicht zu befürchten, dass hieraus irgend eine Zweideutigkeit entstehen wird.
Denn den Ausdruck Rest werden wir, wenn er dasselbe bezeichnet wie congruente
Zahl, von nun an nur anwenden, wenn von kleinsten Resten die Rede ist, wobei
kein Zweifel entstehen kann.

wären, so würde, wenn man r > r' annimmt, was erlaubt ist, (r — r') (r H- r'}
positiv und durch p teilbar sein. Nun ist aber jeder der beiden Factoren
r— r' und r-\-r' kleiner als jp, somit kann unsre Annahme nicht stattfinden
(Artikel 13). Es giebt daher •£ (p — 1) quadratische Reste unter den Zahlen
l, 2, 3, ... ,p — l; mehr aber kann es unter ihnen nicht geben, weil mit
Hinzurechnung des Restes 0 sich ^ (p -f-1) ergeben, welche Zahl die Anzahl
aller Reste nicht übersteigen kann. Daher werden die übrigen Zahlen
Nichtreste und deren Anzahl somit gleich £ (p — 1) sein.

Da die Null immer Rest ist, so werden wir diese sowie die durch den
Modul teilbaren Zahlen von diesen Untersuchungen ausschliessen, weil dieser
Fall von selbst klar ist und die Kürze der Sätze nur stören würde. Aus
demselben Grunde haben wir auch den Modul 2 ausgeschlossen.

97.

Da mehreres, was wir in diesem Abschnitt auseinandersetzen werden,
anch aus den Prinzipien des vorigen Abschnitts abgeleitet werden kann,
und es nicht unnützlich ist, eine und dieselbe Wahrheit auf verschiedenen
Wegen zu ermitteln, so wollen wir diesen Zusammenhang klarlegen. Man
sieht aber leicht ein, dass alle einem Quadrate congruente Zahlen gerade
Indices, diejenigen aber, welche einem Quadrate in keiner Weise con-
gruent werden können, u n g e r a d e Indices haben. Da nun p —l eine
gerade Zahl ist, so wird es gleichviel gerade und ungerade Indices, nämlich
von jeder Art ^ (p — 1), und ebensoviele Reste und Nichtreste geben.

Beispiele. Für die Moduln sind Reste

3 l
5 l, 4
7 l, 2, 4

11 l, 3, 4, 5, 9
13 l, 3, 4, 9, 10, 12
17 l, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16

die übrigen Zahlen aber, welche kleiner als diese Moduln sind, sind Nichtreste.

Die Antwort auf die Frage, ob eine zusammengesetzte Zahl
Rest oder Nichtrest einer gegebenen Primzahl sei, hängt

von der Natur der Factoren ab.

98.
Satz. Das Product aus zwei quadratischen Resten der Prim-

zahl p ist ein Rest ; das Product aus einem Rest und einem
Nich t res t ist ein Nich t res t ; endlich das Produc t aus zwei
Nichtres ten ist ein Rest.
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Beweis. I. Sind A, B die aus den Quadraten a2, l2 entstehenden Beste

oder also A=a2, B~b2, so wird das Product AB dem Quadrate der Zahl
ab congruent also ein Eest.

II. Ist A ein Kest, etwa = a2, B dagegen ein Nichtrest, so wird AB

ein Nichtrest. Denn setzt man, wenn dies möglich ist, AB = Jc2 und ist

der Wert des Ausdrucks — (mod.^)=&, so wird a2B = a2b2, daher J5 = &2,

d. h. B wird unserer Voraussetzung entgegen ein Rest.

Andrer Beweis. Multipliciert man alle unter den Zahlen l, 2, 3, ...,
p — l enthaltenen Eeste (deren Anzahl gleich ^ (p — 1) ist) mit A, so
werden alle Producte quadratische Reste und zwar sämtlich einander in-
congruent sein. Multipliciert man nun den Nichtrest B mit J., so wird das
Product keinem der bereits erhaltenen Producte congruent sein. Wäre es
daher ein Rest, so würde man ^ (p + 1) incongruente Reste haben, unter
denen der Rest 0 sich noch nicht befände. Dies widerspricht aber dem
Artikel 96.

III. Sind A und B Nichtreste und multipliciert man alle unter den
Zahlen l, 2, 3, ..., p — l vorkommenden Reste mit -4, so erhält man nach
II. $ (p — 1) einander incongruente Nichtreste. Nun kann aber das Product
AB keinem von diesen congruent sein. Wenn es also ein Nichtrest wäre,
so hätte man \ (p-fl) einander incongruente Nichtreste, was dem Ar-
tikel 96 widerspricht. Daher u. s. w.

Leichter noch kann man diese Sätze aus den Prinzipien des vorigen
Abschnittes ableiten. Denn weil die Indices der Reste stets gerade, die der
Nichtreste aber stets ungerade sind, so wird der Index des Products zweier
Reste oder Nichtreste gerade und daher das Product selbst ein Rest. Da-
gegen wird der Index des Products aus einem Rest und einem Nichtrest
ungerade und daher das Product selbst ein Nichtrest.

Beide Beweismethoden können auch auf folgende Sätze angewendet
werden:

Der Wert des Ausdrucks T- (mod. p) ist ein Rest, wenn die

Zahlen a und l gleichzeitig Reste oder Nicht res te sind; der-
selbe wird aber ein Nichtrest sein, wenn von den Zahlen a und b
die eine ein Rest, die andere ein Nichtrest ist.

Diese Sätze lassen sich auch durch Umkehrung der vorhergehenden
Sätze erhalten.

99.

Allgemein ist das Product aus beliebig vielen Factoren ein Rest, sowohl
wenn dieselben sämtlich Reste sind als auch wenn die Anzahl der unter
ihnen vorkommenden Nichtreste gerade ist; wenn aber die Anzahl der Nicht-
reste, welche sich unter den Factoren vorfinden, ungerade ist, so ist das

Product ein Nichtrest. Man kann daher leicht entscheiden, ob eine ge-
gebene Zahl Rest ist oder nicht, wenn man nur weiss, was die einzelnen
Factoren desselben sind. Wir haben daher in die Tafel II nur die Prim-
zahlen aufgenommen. Die Einrichtung dieser Tafel ist folgende. Am Rande
stehen die Moduln*), am Kopfe der Seite aber die aufeinanderfolgenden
Primzahlen; so oft irgend eine von diesen Rest eines Moduls ist, ist in den
beiden gleichzeitig zugehörigen Raum ein kleiner Strich gesetzt worden;
wenn aber die Primzahl Nichtrest des Moduls ist, ist der betreffende Raum
leer geblieben.

Über Moduln, welche zusammengesetzte Zahlen sind,

100.
Bevor wir zu schwierigeren Sachen übergehen, müssen wir noch Einiges

über nicht prime Moduln hinzufügen.
Wenn eine beliebige Potenz pn der Primzahl p (wo wir annehmen, dass

p nicht gleich 2 sei) zum Modul genommen wird, so sind die eine Hälfte
aller Zahlen, welche durch p nicht teilbar und kleiner als der Modul sind;
Reste, die andere Nichtreste, d. h. die Anzahl der einen und der ändern ist.
gleich i (p —l)*"^1.

Wenn nämlich r ein Rest ist, so wird er irgend einem Quadrate con-
gruent sein, dessen Wurzel die Hälfte des Moduls nicht übersteigt. (Vgl.
Artikel 94). Nun sieht man leicht, dass es %(p— V)pn~l Zahlen giebt,
welche durch p nicht teilbar und kleiner als die Hälfte des Moduls sind,
man hat daher nur zu zeigen, dass die Quadrate aller dieser Zahlen ein-
ander incongruent sind oder verschiedene quadratische Reste ergeben. Wenn
nun die Quadrate zweier Zahlen a und &, die durch p nicht teilbar und
kleiner als die Hälfte des Moduls sind, congruent wären, so müsste a2 — b2

oder (a — b) (a-\- b) durch pn teilbar sein (wenn man, was erlaubt ist, an-
nimmt, dass a > b sei). Dies wäre aber nur möglich, wenn entweder die
eine der Zahlen a — &, a 4- b durch pn teilbar wäre, was nicht der Fall
sein kann, weil beide kleiner als pn sind, oder wenn die eine durch pm, die
andere durch pn~m d. h. beide durch p sich teilen Hessen. Aber auch dies
ist nicht möglich. Denn offenbar würde dann auch die Summe und Differenz
derselben nämlich 2«, 2& durch p und somit auch a und b durch p teilbar
sein, was der Voraussetzung widerspricht. Hieraus folgt schliesslich, dass
es unter den Zahlen, welche durch p nicht teilbar und kleiner als der Modul
sind, £ (p — 1) pn~1 Reste giebt und dass die übrigen, deren Anzahl gleich
gross ist, Nichtreste sind. — Man könnte diesen Satz auch nach Analogie
von Artikel 97 aus der Betrachtung der Indices ableiten.

*) Wie wir uns auch von den zusammengesetzten Moduln freimachen können,
werden wir bald zeigen.
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101.
Jede durch p nicht tei lbare Zahl , w e l c h e Rest von p ist, ist

auch Rest von#n und die, welche Nichtrest ist von jp, ist auch
Nichtrest von_pn .

Der letzte Teil dieses Satzes ist an sich klar. Wenn daher der erste
Teil unrichtig wäre, so würde es unter den Zahlen, welche kleiner als pn

und zugleich durch p nicht teilbar wären, mehr Beste von p als von pn,
d.h. mehr als $pn~l(p — 1) geben. Man sieht aber ohne Schwierigkeit,
dass die Anzahl der Beste der Zahl p unter jenen Zahlen genau gleich
tJP""1^"-!) i«*-

Ebenso leicht ist es, ein Quadrat wirklich zu finden, welches nach dem
Modul pn einem gegebenen Beste congruent ist, wenn man ein diesem Beste
nach dem Modul p congruentes Quadrat hat.

Wenn man nämlich ein Quadrat hat, a2, welches einem gegebenen
Beste A nach dem Modul p^ congruent ist, so leitet man daraus ein dem
Beste A nach dem Modul p* (wo v >> ^ aber < 2fx vorausgesetzt wird)
congruentes Quadrat auf folgende Weise her. Man setze die Wurzel des
gesuchten Quadrates gleich dba-f-a^, welche Form dieselbe, wie man
leicht sieht, haben muss. Dann soll sein : a2 ± ^axp^ + x2p2^ = A (mod. j9v),
oder, da 2jx > v ist, A — a2 = ± 2axp^ (mod. jöv). Ist A — a2 =p*d, so ist

x der Wert des Ausdrucks ± ~ ), welcher dem Ausdruck db — -

(mod.pv) äquivalent ist.
Ist also ein Quadrat gegeben, welches A nach dem Modul p congruent

ist, so leitet man daraus ein Quadrat ab, welches A nach dem Modul p2

congruent ist; von hier kann man dann zum Modul #4, sodann zum Modul ps

u. s. w. aufsteigen.
Beispiel. Ist der Best 6, welcher nach dem Modul 5 dem Quadrate l

congruent ist, gegeben, so findet man das Quadrat 92, welchem er nach
dem Modul 25 congruent ist, ferner das Quadrat 162, welchem er nach dem
Modul 125 congruent ist, u. s. w.

102.

Was aber die durch p teilbaren Zahlen anlangt, so ist klar, dass deren
Quadrate durch p* teilbar sein werden, und dass daher alle zwar durch p
aber nicht durch p2 teilbaren Zahlen Nichtreste von pn sind. Allgemein
aber sind, wenn eine Zahl pkA, wo A durch p nicht teilbar ist, gegeben
ist, folgende Fälle zu unterscheiden:

1. Ist Jc^n, so ist pkA = Q (mod.#n), d. h. die gegebene Zahl ist
ein Best.

2. Ist Tc<n und ungerade, so ist pkA ein Nichtrest
Wenn nämlich p kA=p2*+lA = s2 (mod.pw) wäre, so würde s2 durch

p**+l teilbar sein, und dies könnte nur der Fall sein, wenn s durch p*+l

teilbar wäre. Dann würde aber s2 auch durch j>2x+2 und somit auch (da

2x4-2 sicher nicht grösser als n ist) pkA d. i. p**+1A durch dieses teilbar
sein, oder es würde A durch p sich teilen lassen müssen, was der Voraus-
setzung widerspricht.

3. k ist kleiner als n und gerade. Dann wird pkA ein Best oder Nicht-
rest von pn sein, je nachdem A Best oder Nichtrest von p ist. Denn wenn
A Best ist von p, so wird es auch Best von pn~k. Setzt man aber A = a2

(mod.y~~*), so wird Apk = a?pk (mod.#w) und a*pk ist ein Quadrat. Wenn
dagegen A Nichtrest von p ist, so kann pkA nicht Best von pn sein. Denn
setzte man pkA^a? (mod.^?71), so würde notwendig a2 durch pk teilbar sein
müssen. Der Quotient würde ein Quadrat sein, welchem A nach dem
Modul pn~k und daher auch nach dem Modul p congruent wäre, d.h. A
würde Best von p sein. Dies widerspricht aber der Voraussetzung.

103.

Da wir den Fall j? = 2 ausgeschlossen haben, müssen wir über diesen
noch einiges hinzufügen. Ist die Zahl 2 der Modul, so ist jede Zahl Best;
Nichtreste giebt es nicht. Ist aber 4 der Modul, so werden alle ungeraden
Zahlen von der Form 4& 4- l Beste, alle Zahlen aber von der Form 4& -h 3
Nichtreste sein. Ist endlich 8 oder eine höhere Potenz von 2 der Modul,
so werden alle ungeraden Zahlen von der Form 8&4-1 Beste, alle ändern
aber oder alle diejenigen, welche von einer der Formen 8Ä + 3, 8# + 5,
8Ä+7 sind, Nichtreste sein. Der letzte Teil dieses Satzes erhellt daraus,
dass das Quadrat einer jeden ungeraden Zahl, mag dieselbe von der Form
4# 4- l oder von der Form 4#— l sein, von der Form 8Ä+ l wird. Den
ersten Teil beweisen wir folgendermassen.

1. Wenn die Summe oder Differenz zweier Zahlen durch 2n—1 teilbar
ist, so sind die Quadrate der Zahlen nach dem Modul 2n congruent. Denn
wenn die eine gleich a gesetzt wird, so ist die andere von der Form
yi~lh ± a, und das Quadrat dieser findet man = a2 (mod. 2W).

2. Jede ungerade Zahl, welche quadratischer Best von 2n ist, wird
einem Quadrate congruent sein, dessen Wurzel eine ungerade Zahl und
kleiner als 2W~2 ist. Es sei nämlich a2 irgend ein Quadrat, welchem jene
Zahl congruent ist, und die Zahl a = ± a (mod. 271"1), so dass a die Hälfte
des Moduls nicht übersteigt (Artikel 4); dann ist a2 = a2. Somit ist auch
die gegebene Zahl =a2. Offenbar werden dann sowohl a als a ungerade
und a<:2n~~2 sein.

3. Die Quadrate aller ungeraden Zahlen, die kleiner als 2W~2 sind, sind
nach dem Modul 2W incongruent. Es seien nämlich r und s zwei solche
Zahlen. Wären deren Quadrate nach dem Modul 271 congruent, so würde
(r — s) (r -\- s) durch 2n teilbar sein (wo r > s angenommen ist). Man sieht
aber leicht, dass die Zahlen r — s und r H- s zu gleicher Zeit nicht durch 4
teilbar sein können, daher muss, wenn die eine nur durch 2 teilbar ist, die
andere durch 2n~1 teilbar sein, damit das Product durch 2n teilbar werde.
Dies ist aber absurd, da jede der beiden Zahlen kleiner als 2n~2 ist.
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4. Wenn nun endlich diese Quadrate auf ihre kleinsten positiven Reste
reduciert werden, so erhält man 2W~3 von einander verschiedene quadratische
Reste, welche kleiner als der Modul sind*) und von denen jeder von der
Form 8# -+- 1 sein wird. Da es aber genau 2W~3 Zahlen von der Form
8&-f-l, welche kleiner als der Modul sind, giebt, so müssen sich diese
notwendig sämtlich unter jenen Resten vorfinden. Dies sollte aber bewiesen
werden.

Um ein einer gegebenen Zahl von der Form 8Ä -f- 1 nach dem Modul 2n

congruentes Quadrat zu finden, kann man ein analoges Verfahren ein-
schlagen wie in Artikel 101, Man vergleiche auch Artikel 88. — Schliess-
lich gilt von den geraden Zahlen dasselbe, was wir im Artikel 102 allgemein
auseinandergesetzt haben.

104.
Hinsichtlich der Anzahl der ve rsch iedenen (d. h. nach dem Modul

incongruenten) Werte, we lche der Ausdruck 7= j/^f(mod.y*) be-
sitzt, wenn A Rest von pn ist, kann man aus dem Vorhergehenden leicht
Folgendes ableiten. (Die Zahl p setzen wir, wie vorher, als Primzahl voraus
und schliessen der Kürze wegen den Fall n = l sogleich aus.)

I. Wenn A durch p n icht te i lbar ist, so hat Fe inen Wert für
^ = 2, M = l , nämlich 7=1; zwei Werte, wenn p ungerade ist, sowie
auch für p = 2, ^ = 2; es wird nämlich, wenn man den einen =v setzt,
der andere = — v sein; vier Werte für p = 2, w>>2; es sind nämlich,
wenn man den einen = v setzt, die übrigen = — -y, 2M~1 -+- v, 2n~1 — v.

H. Wenn A durch p aber nicht durch^ w te i lbar ist, so sei die
höchste Potenz von p, welche in A aufgeht, jp2|X (offenbar nämlich wird
der Exponent derselbe gerade sein müssen) und A = ap^. Dann ist klar,
dass alle Werte von V durch p^ teilbar sind und alle aus der Division
hervorgehenden Quotienten Werte des Ausdrucks 7'= j/a (mod.j9n~2fx) werden.
Aus diesen wird man alle verschiedenen Werte von V erhalten, wenn man
alle zwischen 0 und pn~^ gelegenen Werte des Ausdruckes V mit p^
multipliciert. Daher werden jene dargestellt durch

wenn v unbestimmt alle v e r s c h i e d e n e n Werte des Ausdrucks V ausdrückt,
so dass die Anzahl jener gleich p*, typ oder 4p^ wird, je nachdem die
Anzahl dieser (nach Fall I) gleich l, 2 oder 4 ist.

III. Ist A durch pn tei lbar, so sieht man leicht, dass, wenn man
n = *2m oder = 2m — l setzt, je nachdem es gerade oder ungerade ist,
alle durch pm teilbaren Zahlen, und keine ändern, Werte von 7 sind.
Daher sind 0, pm, 2pm, ..., (pn~m — l)pm sämtliche von einander ver-
schiedene Werte, und die Anzahl dieser ist gleich pn~m.

*) Da nämlich die Anzahl der ungeraden Zahlen unterhalb 2n J gleich 2n 6 ist.
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105.
Es b le ib t der Fall übrig, wo der Modul m aus mehre ren Prim-

zahlen z u s a m m e n g e s e t z t ist. Ist m = abc..., wo a, b, c, ... von
einander verschiedene Primzahlen oder Potenzen verschiedener Primzahlen
bezeichnen, so ist sofort klar, dass, wenn n ein Rest von m ist, auch n
Rest der einzelnen a, &, c, ... sein wird, und dass daher sicher n Nicht-
rest von m ist, wenn es ein Nichtrest irgend einer der Zahlen a, b, c, ...
ist. Umgekehrt wird n, wenn es Eest der einzelnen Zahlen a, b, c, ... ist,
auch Rest des Productes sein. Denn setzt man n = A2, B2, C2,... respective
nach den Moduln a, b, c,..., so wird offenbar, wenn man nach Artikel 32
eine Zahl N abgeleitet hat, welche A, B, C,... respective nach den Moduln
# , & , < ? , . . . congruent ist, n = N2 nach allen diesen Moduln und daher auch
nach dem Producte m sein. — Da man leicht sieht, dass auf diese Weise
aus der Combination jedes Wertes von A oder des Ausdrucks ^n (mod. a)
mit jedem Werte von JB mit jedem Werte von C u. s. w. ein Wert von N oder
des Ausdrucks ^n (mod. m) entsteht, sowie ferner, dass aus verschiedenen
Combinationen verschiedene N und aus allen sämtliche N hervorgehen, so
ist die Anzahl sämtlicher verschiedenen Werte von N gleich dem Producte
aus den Anzahlen der Werte von A, B, C, . . . , die wir im vorigen Artikel
zu bestimmen gelehrt haben. — Ferner ist klar, dass, wenn ein Wert des
Ausdrucks ^n (mod. m) oder von N bekannt ist, dieser zugleich ein Wert
aller A, B, C, ... sein wird, und da aus diesem nach dem vorigen Artikel
alle übrigen Werte dieser Grossen abgeleitet werden können, so folgt leicht,
dass man aus einem Werte von N alle übrigen erhalten kann.

Beispiel, Der Modul sei 315; es wird gefragt, ob 46 Rest oder Nicht-
rest desselben sei. Die Primteiler der Zahl 315 sind 3, 5, 7, und die Zahl
46 ist Rest eines jeden derselben und daher auch Rest von 315. Da ferner
46 = l und = 64 nach dem Modul 9, — l und E£ 16 nach dem Modul 5,
= 4 und = 25 nach dem Modul 7 ist, so findet man als Wurzeln der
Quadrate, denen 46 nach dem Modul 315 congruent ist, folgende Zahlen:
19, 26, 44, 89, 226, 271, 289, 296.

Allgemeines Kriterium dafür, dass eine gegebene Zahl Rest
oder Nichtrest einer gegebenen Primzahl ist.

106.
Aus dem Vorhergehenden folgt, dass, wenn man nur in jedem Falle

entscheiden kann, ob eine gegebene Pr imzahl Rest oder Nichtrest einer
gegebenen Primzahl ist, alle übrigen Fälle auf diesen sich zurückführen
lassen. Wir müssen daher unsere Bemühungen darauf richten, für jenen
Fall sichere Kriterien zu ermitteln. Bevor wir aber diese Untersuchung in
Angriff nehmen, wollen wir ein gewisses aus dem vorigen Abschnitte sich



74 Vierter Abschnitt. [Art. 107—110]

ergebendes Kriterium anführen, dass zwar in der Praxis fast gar keine An-
wendung findet, aber wegen seiner Einfachheit und Allgemeinheit er-
wähnenswert ist.

Jede beliebige Zahl A^ welche durch die Primzahl 2w-hl
nicht teilbar ist, ist Eest oder Nichtres t dieser Primzahl, je
nachdem Am~-{-l oder s—l (mod. 2w + 1) ist.

Ist nämlich für den Modul 2m -h l in einem beliebigen Systeme der
Index der Zahl A gleich a, so wird a gerade sein, wenn A Eest von 2m -h l
ist, dagegen ungerade, wenn A Nichtrest ist. Der Index der Zahl Am

ist aber ma, d. h. er ist = 0 oder = m (mod. 2w), je nachdem a gerade
oder ungerade ist. Hieraus wird schliesslich in dem ersteren Falle Am~-f-l,
im letzteren dagegen Am^—l (mod. 2m+1). Vgl. Artikel 57 und 62.

Beispiel. 3 ist Kest von 13, weil 36 = 1 (mod. 13) ist; dagegen ist 2
Nichtrest von 13, weil 26 = — l (mod. 13) ist.

Sobald aber die zu untersuchenden Zahlen auch nur massig gross sind,
wird dieses Kriterium wegen der Weitläufigkeit der Rechnung völlig un-
brauchbar.

Untersuchungen über die Primzahlen, deren Reste oder
Nichtreste gegebene Zahlen sind.

107.
Es ist zwar sehr leicht, für einen gegebenen Modul alle Zahlen anzu-

geben, welche Reste oder Nichtreste desselben sind. Denn wenn jene Zahl
= m gesetzt wird, so muss man die Quadrate bestimmen, deren Wurzeln die
Hälfte von m nicht übersteigen, oder auch Zahlen, welche diesen Quadraten
nach m congruent sind (für die Praxis giebt es noch bequemere Methoden),
und dann werden alle Zahlen, welche irgend einem von diesen nach m con-
gruent sind, Reste, alle Zahlen aber, welche keinem von ihnen congruent
sind, Nichtreste von m sein. — Aber die umgekehrte Aufgabe: Wenn
irgend eine Zahl gegeben ist, alle Zahlen zu bestimmen, von
denen jene Rest oder Nichtrest ist, ist bedeutend schwieriger. Dieses
Problem, von dessen Lösung dasjenige, welches wir uns im vorigen Artikel
vorgenommen haben, abhängt, wollen wir im Folgenden behandeln und
fangen dabei mit den einfachsten Fällen an.

Der Rest — 1.

108.

Satz. Von allen Primzahlen von der Form 4^+1 ist — l
quadra t i scher Rest, dagegen Nichtrest von allen Primzahlen
von der Form 4^ + 3,
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Beispiel. — l ist Rest der Zahlen 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73,
89, 97, ... und ergiebt sich respective aus den Quadraten der Zahle« 2, 5,
4, 12, 6, 9, 23, 11, 27, 34, 22, ...; dagegen Nichtrest der Zahlen 3, 7, 11,
19, 23, 31, 43, 47, 59, 67, 71, 79, 83, ....

Diesen Satz haben wir schon in Artikel 64 erwähnt. Der Beweis aber
ergiebt sich leicht aus Artikel 106. Denn für eine Primzahl von der Form
4n+l ist (— l)2n=l, für eine Primzahl aber von der Form 4n + 3 hat
man (— l)2n+1~— 1. Dieser Beweis stimmt mit dem am erwähnten Orte
angeführten überein. Wegen der Eleganz und der Brauchbarkeit des Satzes
wird es jedoch nicht überflüssig sein, denselben noch auf eine andere
Art zu beweisen.

109.
Den Complex aller Reste der Primzahl p, welche kleiner sind als p,

mit Ausschluss des Restes 0 wollen wir mit dem Buchstaben C bezeichnen.
p — l

Da die Anzahl dieser Reste stets gleich ^ ist, so ist dieselbe offenbar

gerade, wenn p von der Form 4n 4- l, dagegen ungerade, wenn p von der
Form 4n + 3 ist. Nach Analogie des Artikel 77, wo von den Zahlen im
Allgemeinen gehandelt wurde, mögen solche Reste, deren P r o d u c t — l
(mod. p) ist, associierte Reste genannt werden; denn offenbar wird,

wenn r ein Rest ist, auch — (mod. p) Rest sein. Da nun ein und derselbe

Rest mehrere associierte Reste unter den Resten C nicht haben kann, so
leuchtet ein, dass alle Reste C in Klassen verteilt werden können, deren
jede je zwei associierte Reste enthält. Nun ist klar, dass, wenn es keinen
sich selbst associierten Rest gäbe, d. h. wenn jede Klasse je zwei ungleiche
Reste enthielte, die Anzahl aller Reste das Doppelte der Anzahl aller Klassen
sein würde. Giebt es dagegen irgend welche sich selbst associierte Reste,
d. h. etliche Klassen, welche nur einen einzigen Rest, oder, wenn man lieber
will, denselben Rest zweimal enthalten, und setzt man die Anzahl dieser
Klassen gleich a, die der übrigen gleich 5, so wird die Anzahl aller Reste
C gleich a -f- 2& sein. Ist daher p von der Form 4^—f- l, so ist a eine gerade
Zahl; ist dagegen 4} von der Form 4n + 3, so ist a ungerade. Andere Zahlen
aber, als l und p — l, welche kleiner als p sind, können sich nicht selbst
associiert sein (Vgl. Artikel 77), und die erstere l kommt sicher unter den Resten
vor. Daher muss im ersteren Falle p — l (oder, was hier dasselbe ist, — 1)
Rest, im letzteren aber Nichtrest sein, denn sonst würde in jenem Falle a = l,
in diesem aber a = 2 sein, was nicht möglich ist.

110.
Auch dieser Beweis rührt von Eule r her, der auch zuerst den ersten

gefunden hat. Vgl. Opusc. Anal. T. /. p. 135. — Man wird leicht erkennen,
dass derselbe auf ähnlichen Principien beruht, wie unser zweiter Beweis
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des Wilson'schen Satzes im Artikel 77. Wenn man aber diesen Satz
voraussetzen will, so kann man den Beweis noch leichter führen. Unter

den Zahlen l, 2, 3, ..., p — l giebt es nämlich
p-l

quadratische Eeste

von p und ebensoviel Nichtreste. Daher ist die Anzahl der Nichtreste
gerade, wenn p von der Form 4^ + 1, ungerade, wenn p von der Form
4^ + 3 ist. Somit wird das Product aus allen Zahlen l, 2, 3, ..., p — l
im ersten Falle ein Eest, im zweiten ein Nichtrest (Artikel 99). Dieses Product
ist aber stets = — l (mod. p); mithin ist — l im ersten Falle ein Eest,
im zweiten ein Nichtrest.

111.
Wenn daher r Eest irgend einer Primzahl von der Form 4^ 4-1 ist,

so wird auch — r Eest dieser Primzahl sein, dagegen werden alle Nicht-
reste einer solchen Zahl, auch wenn sie mit dem negativen Zeichen ge-
nommen werden, Nichtreste bleiben.*) Das Gegenteil ist der Fall bei den
Primzahlen von der Form 4n 4- 3, deren Eeste zu Nichtresten werden, wenn
man das Vorzeichen ändert und umgekehrt. Vgl. Artikel 98.

Übrigens leitet man aus dem Vorhergehenden leicht die allgemeine
Regel her: — l ist Eest aller Zah len , welche w e d e r durch 4
noch durch irgend eine Pr imzahl von der Form 4n 4- 3 teilbar
s ind, dagegen Nicht res t aller übrigen. Vgl. Artikel 103 und 105.

Reste + 2 und — 2.
112.

Wir gehen jetzt zu den Eesten -f- 2 und — 2 weiter.
Sammeln wir aus der Tafel II alle Primzahlen, deren Eest 4- 2 ist, so

erhalten wir die folgenden: 7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 79, 89, 97. Man
bemerkt aber leicht, dass sich unter diesen keine Zahlen von der Form
8^ 4- 3 und 8w -H 5 finden. Wir wollen daher zusehen, ob wir diesen
Inductionsschluss streng begründen können.

Zunächst bemerken wir. dass jede zusammengesetzte Zahl von der
Form Sn 4- 3 oder Sn 4- 5 notwendig einen Primfactor von einer der beiden
Formen 8^4-3 oder 8^4-5 enthält; denn offenbar lassen sich aus lauter
Primzahlen von der Form 8^4-1 und 8^4-7 keine ändern Zahlen, als solche,
welche von der Form Sn 4- l oder Sn 4- 7 sind, zusammensetzen. Wenn
daher unser Inductionsschluss allgemein richtig ist, so giebt es überhaupt
keine Zahl von der Form Sn 4- 3 oder Sn 4- 5, deren Eest 4- 2 ist. So
giebt es z. B. sicher keine Zahl von dieser Form unter 100, deren Eest

*) Wenn wir also von einer Zahl als von einem Rest oder Nichtrest einer Zahl von
der Form 4n 4- l sprechen, so können wir das Vorzeichen derselben ganz weglassen
oder auch ihr das doppelte Vorzeichen db beilegen.
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4- 2 ist. Wenn aber jenseits dieser Grenze solche Zahlen vorkommen sollten,
so möge die kleinste von allen gleich t gesetzt werden. Es wird also t ent-
weder von der Form 8^+3 oder von der Form 8^ + 5 sein, und 4- 2 wird
Eest von ihr sein, während es von allen kleineren Zahlen dieser Art Nicht-
rest ist. Setzt man 2 = c? (mod. t\ so kann man a immer so annehmen,
dass es ungerade und zugleich kleiner als t ist (denn es besitzt a mindestens
zwei positive Werte, die kleiner als t sind und deren Summe gleich t ist, von
denen somit die eine gerade, die andere ungerade ist. (Vgl. Artikel 104 und 105)).
Ist dies geschehen und ist a2 = % -t- tu oder tu = a? — 2, so wird a2 von
der Form Sn 4- l, tu also von der Form Sn — l und daher u entweder von
der Form Sn 4- 3 oder von der Form 8^ + 5 sein, je nachdem t von der
letzteren oder ersteren Form ist. Aus der Gleichung a2 = 2 4- tu folgt aber,
dass auch 2 = a2 (mod. u} d. h. 2 auch Eest von u ist. Man sieht jedoch
leicht, dass u < t ist und dass somit t im Widerspruche mit unserer Vor-
aussetzung nicht die kleinste Zahl ist, für welche unser Inductionsschluss
nicht gilt. Hieraus folgt offenbar, dass das, was wir durch Induction ge-
funden hatten, allgemein richtig ist.

Combinieren wir dies mit dem im Artikel 111 gefundenen Satze, so er-
halten wir folgende Sätze:

I. Für alle Pr imzah len von der Form 8w + 3 ist + 2 Nicht-
rest, — 2 dagegen Eest.

II. Für alle Pr imzahlen von der Form 8^4-5 ist sowohl 4-2
als auch — 2 ein Nichtrest .

113.
Durch analoge Induction findet man aus der Tafel II die folgenden

Primzahlen, deren Eest — 2 ist: 3, 11, 17, 10, 41, 43, 59, 67, 73, 83, 89,
97.*) Da sich unter diesen keine von der Form 8^ + 5 oder 8^4-7 vor-
findet, so untersuchen wir, ob dieser Inductionsschluss die Bedeutung eines
allgemeinen Satzes erhalten kann. Man zeigt auf ähnliche Weise wie im
vorigen Artikel, dass jede zusammengesetzte Zahl von der Form 8w 4- 5
oder Sn 4- 7 einen Primfactor von der Form 8^ + 5 oder 8^ + 7 enthält,
so dass, wenn unser Inductionsschluss allgemein richtig ist, —2 überhaupt von
keiner Zahl von der Form Sn-\-5 oder Sn 4- 7 Eest sein kann. Wenn es aber
derartige Zahlen gäbe, so möge die kleinste von allen gleich t gesetzt und
— 2 = a2 — tu werden. Hierbei ist, wenn a wie oben ungerade und kleiner
als t angenommen wird, u von der Form 8^ + 5 oder Sn 4- 7, je nachdem
t von der Form Sn-}-7 oder 8w + 5 ist. Daraus aber, dass a2 4- 2 ±= tu
und a < t ist, wird man leicht ableiten können, dass auch u kleiner als t
ist. Schliesslich wird — 2 auch Eest von u sein, d. h. t ist, im Wider-
spruche mit unserer Voraussetzung, nicht die kleinste Zahl, für welche

*) Wenn man nämlich — 2 als Product aus -h 2 und — l betrachtet. Vgl.
Artikel 111.
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unser Inductionsschluss nicht gilt. Daher ist notwendig — 2 Nichtrest
aller Zahlen von der Form 8w -h 5 und 8w -h 7.

Verbindet man dies mit dem Satze des Artikels 111, so ergeben sich
folgende Sätze:

I. Von allen Primzahlen von der Form 8^ + 5 ist s o w o h l
— 2 als -f- 2 Nichtrest, wie wir schon im vorigen Artikel gefunden
haben.

II. Von allen Primzahlen von der Form 8w-f-7 ist — 2 Nicht-
rest, H-2 dagegen Best.

Übrigens hätten wir in jedem der beiden Beweise für a auch einen
geraden Wert nehmen können; dann hätten wir aber den Fall, wo a von der
Form 4n -f- 2 ist, von demjenigen, wo es von der Form 4n ist, unterscheiden
müssen. Die Entwicklung schreitet genau ebenso vorwärts wie oben und
unterliegt keiner Schwierigkeit.

114.

Es bleibt noch ein Fall übrig, nämlich der, wo die Primzahl von der
Form Sn H- l ist. Bei diesem aber schlägt die vorige Methode fehl, vielmehr
erfordert derselbe durchaus eigentümliche Kunstgriffe.

Ist für einen Primzahlmodul von der Form 8n -f-1 eine beliebige
primitive Wurzel gleich a, so ist (Artikel 62) a4w = — l (mod. 8^+1),
welche Congruenz man auch in der Form (a2w-f-I)2~2a2w (mod. 8w+l),
oder auch in der Form (a2w— 1)2~— 2a2n darstellen kann. Hieraus folgt,
dass sowohl 2a2w als auch — 2a2w Best von Sn -h l ist. Da aber a2w ein
durch den Modul nicht teilbares Quadrat ist, so sind offenbar -f- 2 und — 2
Beste (Artikel 98)*).

115.

Es wird nicht unnütz sein, noch einen ändern Beweis dieses Satzes
anzufügen, der zu dem vorigen eine ähnliche Beziehung hat, wie der zweite
Beweis (Artikel 109) des Satzes im Artikel 108 zum ersten (Artikel 108).
Kundige werden dann leichter erkennen, dass sowohl jene wie diese beiden
Beweise nicht so sehr verschieden sind, wie es vielleicht auf den ersten
Blick erscheinen möchte.

I. Für einen beliebigen Primzahlmodul von der Form 4m -f-1 finden
sich unter den Zahlen l, 2, 3, ..., 4w, welche kleiner als der Modul sind,
m Zahlen, welche einem Biquadrate congruent sein können, während die
3m übrigen dies nicht können.

Man könnte dies zwar leicht aus den Prinzipien des vorigen Abschnitts
ableiten, doch ist der Beweis auch ohne diese nicht schwierig. Wir haben
nämlich bewiesen, dass für einen solchen Modul — l stets quadratischer

*) Kürzer wird der Beweis so geführt: Es ist («3n — an)2 = 2 + («4w -h 1) (a?n - 2)
und («3w + <zw)2 = — 2 + (a4w -f- 1) (a2n 4- 2). Mithin ^2~= ± (a3w - an) und

± (a3w + a
n) (mod. Sn + 1).
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Kest ist. Ist also f* = — l, so werden offenbar, wenn 0 irgend eine durch
den Modul nicht teilbare Zahl ist, die Biquadrate der vier Zahlen -f-$,
— 0, +#» ~ /# (die, wie man leicht sieht, einander incongruent sind)
einander congruent sein. Ferner ist klar, dass das Biquadrat irgend einer
Zahl, welche keiner von diesen vier congruent ist, den Biquadraten jener
nicht congruent werden kann (denn sonst würde im Widerspruch mit
Artikel 43 die Congruenz #4 = £4, welche vom vierten Grade ist, mehr als
vier Wurzeln haben). Hieraus folgert man leicht, dass sämtliche Zahlen
l, 2, 3, . . ., 4m nur m incongruente Biquadrate erzeugen, denen unter den-
selben Zahlen m Zahlen congruent sind, während die übrigen keinem
Biquadrate congruent sein können.

II. Nach einem Primzahlmodul von der Form 8^+1 kann — l einem
Biquadrate congruent werden ( — l wird biquadratischer Rest dieser Prim-
zahl sein).

Die Anzahl aller biquadratischen Reste, welche kleiner als Sn -f- l sind
(die Null ausgeschlossen), ist nämlich gleich 2w, d. h. gerade. Ferner
zeigt man leicht, dass, wenn r biquadratischer Rest von 8w+l ist, auch

der Wert des Ausdrucks — (mod. 8n + 1) ein solcher Rest ist. Hiernach

können sämtliche biquadratischen Reste in ähnlicher Weise in Klassen ver-
teilt werden, wie wir dies im Artikel 109 mit den quadratischen Resten
gethan haben. Ebenso schreitet auch der übrige Teil des Beweises in
ganz derselben Weise fort wie dort.

III. Nun sei #4= — l und h der Wert des Ausdrucks — (mod.8n-f-l).
y

Dann wird (wegen gh ~ 1) :

Nun ist aber #4= — l, somit — /&2 = #4A2^#2, also #2-f-Ä2^0 und
(g ± kf = ± 2, d. h. sowohl +2 wie — 2 ist quadratischer Rest von Sn -f- 1.

116.
Übrigens leitet man aus dem Vorhergehenden leicht die folgende

allgemeine Eegel her:
-4-2 ist Rest j eder Zahl, welche weder durch 4 noch durch

irgend eine Primzahl von der Form 8^ + 3 oder 8^-4-5 teilbar
ist, dagegen Nichtrest al ler übrigen (z. B. aller Zahlen von den
Formen 8w-f-3 und 8wH-5, mögen dieselben Primzahlen oder zusammen-
gesetzte Zahlen sein).

— 2 ist Rest jeder Zahl, welche weder durch 4 noch durch
irgend eine Primzahl von der Form 8^ + 5 oder 8^ + 7 te i lbar
ist, dagegen Nichrest aller übrigen.

Diese eleganten Sätze waren bereits dem scharfsinnigen Fermat
bekannt, Op. Mathem. p. 168. Einen Beweis aber, in dessen Besitze er zu
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sein behauptet, hat er nirgends mitgeteilt. Später ist ein solcher von Euler
stets vergeblich gesucht worden; dagegen fand Lagrange zuerst einen
strengen Beweis, Nouv. Mem. de l'Ac. de Berlin 1775, p. 349, 351. Dies
scheint Eule r noch nicht bekannt gewesen zu sein, als er seine in den
Opusc. Anatyt. T. 7, p. 259 aufbewahrte Abhandlung schrieb.

Reste 4- 3 und — 3.

117.
Wir gehen zu den Besten 4- 3 und — 3 über und beginnen mit dem

letzteren.
Von Primzahlen, deren Eest — 3 ist, findet man aus der Tafel II die

folgenden: 3, 7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97. Unter diesen
kommt keine von der Form 6^ + 5 vor. Dass es aber auch jenseits der
Grenzen der Tafel keine Primzahlen von dieser Form, deren Eest — 3 ist,
giebt, beweisen wir folgendermassen: Zunächst ist klar, dass jede zusammen-
gesetzte Zahl von der Form 6^ + 5 notwendig einen Primfactor von eben
derselben Form enthält. Bis zu der Grenze also, bis zu welcher es keine
Primzahlen von der Form 6^ 4- 5 giebt, deren Rest — 3 ist, wird es auch
keine solchen zusammengesetzten Zahlen geben. Wenn es aber jenseits der
Grenzen unsrer Tafel solche Zahlen gäbe, so sei die kleinste von allen gleich t
und es werde — 3 = a2 — tu gesetzt. Dann wird, wenn man a gerade und
kleiner als t annimmt, u<t und — 3 Eest von u sein. Wenn aber a von
der Form Qn ± 2 ist, so ist tu von der Form 6n 4- l und daher u von der
Form Qn 4- 5. Dies ist aber absurd, da nach unsrer Annahme t die kleinste
Zahl ist, für welche unser Inductionsschluss nicht gilt. Ist aber a von
der Forin 6n, so wird tu von der Form 36^ + 3 und daher \iu von der Form
12^4-1, also \u von der Form 6^4-5 sein. Offenbar aber ist — 3 Eest
von \u und \u <C t. Dies ist aber absurd. Daher ist klar, dass — 3 von
keiner Zahl von der Form 6^ + 5 Eest sein kann.

Da jede Zahl von der Form 6^ + 5 notwendig entweder unter der Form
12^4-5 oder unter der Form 12^4-11 enthalten ist und die erste wieder
unter die Form 4^4-1, die letzte aber unter die Form 4^4-3 fällt, so hat
man folgende Sätze:

I. Von jeder Pr imzahl von der Form 12^4-5 ist sowohl — 3
wie -f- 3 Nichtrest.

II. Von jeder Pr imzahl von der Form 12^4- 11 ist — 3 Nicht -
Test, 4-3 dagegen Eest.

118.
Als Zahlen, deren Eest 4- 3 ist, findet man aus der Tafel II die fol-

genden: 3, 11, 13, 23, 37, 47, 59, 61, 71, 73, 83, 97, und unter diesen be-
findet sich keine Zahl von der Form 12^4-5 oder 12w 4-7. Dass es aber

überhaupt keine Zahlen von den Formen 12^4- 5, 12^4-7 giebt, deren Eest
-f- 3 ist, kann auf ganz dieselbe Weise bewiesen werden, wie in den Artikeln
112, 113, 117, weshalb wir uns hier der Mühe überheben. In Verbindung
mit Artikel 111 erhalten wir daher folgende Sätze:

I. Von jeder Primzahl von der Form 12^4-5 ist sowohl 4-3*
wie — 3 Nichtres t (wie wir schon im vorigen Artikel gefunden haben).

II. Von jeder Primzahl von der Form 12^4-7 ist 4-3 Nicht-
rest, — 3 dagegen Eest,

119.
Auf diesem Wege aber lässt sich nichts hinsichtlich der Zahlen von

der Form 12^4-1 finden, die demnach besondere Kunstgriffe erfordern.
Auf inductivem Wege kann man zwar leicht folgern, dass 4- 3 und — 3
Eeste von allen Primzahlen dieser Form sind. Man braucht aber offenbar
nur zu beweisen, dass — 3 von allen solchen Zahlen Eest ist, weil dann
notwendig auch 4-3 Eest sein muss (Artikel 111). Wir werden jedoch all-
gemeiner beweisen, dass — 3 Eest einer jeden Pr imzahl von der Form
3n 4- l ist.

Es sei p eine derartige Primzahl und a eine für den Modul p zum Ex-
ponenten 3 gehörige Zahl (dass es solche giebt, geht aus Artikel 54 hervor,
weil 3 ein Teiler von p—l ist). Dann ist also a3^! (mod. jp), d. h.
a3— l oder (a24- a 4- 1) (« — 1) ist durch p teilbar. Offenbar kann aber nicht
a = l (mod. p) sein, da l zum Exponenten l gehört, mithin wird nicht a — l,
sondern vielmehr a2 + a 4- l, also auch 4a2 4- 4a 4- 4 durch p teilbar sein,
d. h. es ist (2a 4- l)2 = — 3 (mod. p) oder — 3 ist Eest von p.

Übrigens ist klar, dass dieser Beweis (welcher von dem Vorhergehenden
unabhängig ist) auch die Primzahlen von der Form 12^4-7, die wir schon
im vorigen Artikel abgethan haben, umfasst.

Man kann auch noch bemerken, dass diese Untersuchung nach Analogie
der in den Artikeln 109, 115 angewandten Methode geführt werden kann,
doch halten wir uns der Kürze wegen damit nicht auf.

120.
Aus dem Vorhergehenden ergeben sich leicht folgende Sätze: (Vgl. Ar-

tikel 102, 103, 105):
I. — 3 i st Eest aller Zahlen, welche weder du rch 8 n o c h durch

9 noch durch i rgend eine Pr imzah l von der Form 6^4-5 teilbar
s ind , dagegen Nichtrest aller übrigen.

II. 4-3 ist Eest aller Zahlen, we lche wede r durch 4 noch durch
9 noch durch i rgend eine Pr imzahl von der Form 12^4-5 oder
12^4-7 teilbar sind, dagegen Nich t res t aller übr igen.

Insbesondere möge man sich folgenden specie l len Fall merken.
— 3 ist Eest aller Pr imzahlen von der Form 3^4-l, oder , was

dasselbe ist, aller P r i m z a h l e n , we lche Eeste von 3 sind, Nicht-
Gauss.
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rest dagegen aller P r imzah len von der Form 6^4-5 oder , mit
Aussch luss von 2, a l ler Pr imzahlen von der Form 3^4-2, d. h.
aller derer , die Nicht res te von 3 sind. Man erkennt leicht, dass
hieraus alle übrigen Fälle von selbst folgen.

Die auf die Beste +3 und — 3 bezüglichen Sätze sind schon Fermat
bekannt gewesen, Opera Wallisii, T. II. p. 857, doch gab zuerst Eule r
die Beweise, Comm. Nov. Petr. T. VIII p. 105 u. ff. Um so mehr muss
man sich wundern, dass die Beweise der auf die Reste 4- 2 und — 2 bezüg-
lichen Sätze, die auf ganz ähnlichen Kunstgriffen beruhen, seinem Scharf-
sinn stets entgangen sind. Man vergleiche auch die Abhandlung von La-
grange, Nouv. Mem. de l'Ac. de Berlin 1775 p. 352.

Reste 4- 5 und — 5.
121.

Durch Induction findet man, dass 4- 5 von keiner ungeraden Zahl von
der Form bn 4- 2 oder 5n 4- 3 Rest ist, d. h. von keiner ungeraden Zahl,
welche Nichtrest von 5 ist. Dass aber diese Regel keine Ausnahme
erleidet, wird so bewiesen: Es sei, wenn es eine giebt, die kleinste Zahl,
welche von dieser Regel auszunehmen ist, gleich £, so dass dieselbe Nicht-
rest der Zahl 5 ist, während 5 Rest von t ist. Es sei ferner a2 =5 4- tu,
so dass a gerade und kleiner als t ist. Dann wird also u ungerade und
kleiner als t, 4- 5 aber Rest von u sein. Wenn nun a nicht durch 5 teil-
bar ist, so wird dasselbe von u gelten; offenbar aber ist tu Rest von
5, somit wird, da t Nichtrest von 5 ist, auch u Nichtrest von 5 sein.
D. h. es giebt einen ungeraden Nichtrest der Zahl 5, dessen Rest H- 5 ist
und der kleiner als t ist. Dies steht aber im Widerspruch mit unsrer
Voraussetzung. Ist dagegen a durch 5 teilbar, so setze man a = 5& und
46 = 50, so wird tv^—1^4 (mod. 5), d. h, tv wird Rest der Zahl 5 sein.
Im Übrigen schreitet der Beweis ebenso fort, wie im ersteren Falle.

122.
Von allen Pr imzahlen also, welche zu gleicher Zeit Nicht-

reste von 5 und von der Form 4n+l sind, d. h. von allen Prim-
zahlen von der Form 20^4-13 oder 20^4-17, sind +5 und — 5
Nichtreste; von allen Pr imzahlen von der Form 20^4-3 oder
20n 4- 7 dagegen ist +5 Nichtrest , — 5 aber Rest.

Auf ganz analoge Weise kann man zeigen, dass — 5 Nichtrest ist von
allen Primzahlen von einer der Formen 20^-Ml, 20^4-13, 20^4-17,
20n 4- 19, und hieraus folgt, wie man leicht sieht, dass +5 Rest ist von
allen Primzahlen von der Form 20^4-11 oder 20^ 4- 19, dagegen Nicht-
rest aller derer von der Form 20^4-13 oder 20^4-17. Und da jede
Primzahl ausser 2 und 5 (von denen ±5 Rest ist) in irgend einer der
Formen 20w4- l, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19 enthalten ist, so kann man offenbar

bereits über alle ein Urteil fällen, ausser über diejenigen, welche von
der Form 20w 4- l oder von der Form %Qn 4- 9 sind.

123.
Durch Induction findet man leicht, dass 4-5 und — 5 Reste aller

Pr imzahlen von der Form 20^4-1 oder 20^4-9 sind. Wenn nun
dies allgemein richtig wäre, so hätte man das elegante Gesetz, dass
4-5 Rest ist aller Pr imzahlen , welche Reste von 5 sind (denn diese
sind in einer der beiden Formen 5^+1 oder bn 4- 4 oder in irgend einer
der Formen 20^4-1, 9, 11, 19 enthalten und von der dritten und vierten
der letztern ist jenes bereits bewiesen worden), Nichtres t aber von allen
ungeraden Pr imzahlen , welche Nichtres te von 5 sind, wie wir
schon oben bewiesen haben. Es ist aber klar, dass dieser Satz genügt, um
zu entscheiden, ob 4- 5 (und somit auch — 5, wenn man dies als Product
aus 4- 5 und — l betrachtet) Rest oder Nichtrest irgend einer gegebenen
Zahl ist. Schliesslich möge man die Analogie dieses Satzes mit demjenigen,
welchen wir im Artikel 120 hinsichtlich des Restes — 3 angeführt haben,
bemerken.

Die Bestätigung jenes Inductionsschlusses ist jedoch nicht allzu leicht.
Ist eine Primzahl von der Form 2Qn 4- l oder allgemeiner von der Form
bn 4- l gegeben, so kann man die Sache in ähnlicher Weise erledigen, wie
in den Artikeln 114, 119. Ist nämlich a irgend eine für den Modul 5n 4- l
zum Exponenten 5 gehörige Zahl (dass es dergleichen giebt, geht aus dem
vorigen Abschnitt hervor), so ist a5= l oder (a—1) (a4 4- a3 4- a2 4- a 4-1)=0
(mod. 5^4-1). Da aber nicht a=l und somit auch nicht a—1=0 sein
kann, so wird notwendig a4 4- a3 4- a2 -h a 4- l = 0 sein. Daher ist auch
4(a44-a34-a24-a4- 1) = (2a2 4- a 4- 2)2 — 5a2 = 0, d. h. 5a2 ist Rest von
5n + l, und somit ist auch 5 Rest von 5n 4-1, weil a2 ein durch 5n 4- l
nicht teilbarer Rest ist (denn a ist durch bn 4- l nicht teilbar wegen a5= 1).

Der Fall aber, wo eine Primzahl von der Form bn 4- 4 gegeben ist,
erfordert tief erliegende Hülfsmittel. Da jedoch die Sätze, mit deren Hülfe
die Sache erledigt wird, im folgenden allgemeiner werden behandelt werden,
so wollen wir sie hier nur kurz berühren.

I. Wenn p eine Primzahl und 6 ein gegebener quadratischer Nichtrest
von p ist, so ist der Wert des Ausdrucks

(A)

(aus welchem, wie man leicht sieht, die Irrationalität nach der Entwicklung
herausfällt) durch p teilbar, welche Zahl man auch für x nehmen möge.
Aus dem blossen Anblick der Coefficienten, welche aus der Entwicklung
von A erhalten werden, geht nämlich hervor, dass alle Glieder vom zweiten
bis zum vorletzten einschliesslich durch p teilbar sind und dass somit
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A = 2(p-t-l)(x? -i-xb 2 )(mod.#) ist. Da aber b Nichtrest von p ist, so

ist b 2 = — l (mod..p) (Artikel 106); xp ist aber stets = x (nach vorigem
Abschnitt); somit -4^0.

II. In der Congruenz -4. = 0 (mod.p) hat die Unbestimmte x p Dimen-
sionen und sämtliche Zahlen 0, l, 2, ..., p — l sind Wurzeln derselben.
Nimmt man nun an, dass e ein Teiler von #4-1 sei, so wird der Ausdruck

(den wir mit B bezeichnen) nach der Entwicklung von der Irrationalität
frei werden, die Unbestimmte x wird in ihm e — l Dimensionen besitzen,
und es wird, wie aus den ersten Elementen der Analysis bekannt ist, A
durch B (unbestimmt) teilbar sein. Nun behaupte ich, dass es e — l Werte
von x giebt, welche, in B eingesetzt, B durch p teilbar machen. Setzt man
nämlich A = BC, so wird x in C p — e + l Dimensionen und daher die
Congruenz C=Q (mod. p) nicht mehr als p — e -t- l Wurzeln besitzen.
Hieraus folgt leicht, dass alle übrigen e — l Zahlen aus der Reihe 0, l, 2,
3, . . . , p — l Wurzeln der Congruenz 5 = 0 sind.

III. Man nehme nun an, dass p von der Form 5w -f- 4, e = 5, b Nicht-
rest von p und die Zahl a derart bestimmt sei, dass der Ausdruck

(a-f-

durch p teilbar ist. Jener Ausdruck aber ist:

= 10a4 4- 20a2& + 2&2 = 2 ((b 4- 5a2)2 — 20a4) ;

somit wird auch (b -f- 5a2)2 — 20a4 durch p teilbar, d. h. 20a4 ist Rest von p.
Da aber 4a4 ein durch p nicht teilbarer Rest ist (denn man sieht leicht,
dass a durch p nicht teilbar ist), so wird auch 5 Rest von p sein, was be-
wiesen werden sollte.

Hieraus geht hervor, dass der im Anfang dieses Artikels angegebene
Satz allgemein richtig ist.

Wir bemerken noch, dass man die Beweise für beide Fälle Lagrange
verdankt, Mem. de l'Ac. de Berlin 1775 p. 352 u. ff.

lieber ± 7.
124.

Durch ein ähnliches Verfahren beweist man,
dass — 7 Nichtrest ist von jeder Zahl , die Nicht res t von 7 ist.

Von welchen Primzahlen ist ± 7 Rest oder Nichtrest? 85

Durch Induction aber kann man schliessen,
dass — 7 Rest ist von jeder Pr imzah l , die Rest von 7 ist.

Dies ist jedoch bisher von Niemand streng bewiesen worden. Zwar ist
für diejenigen Reste von 7, welche von der Form 4n — l sind, der Beweis
leicht. Denn auf dem aus dem Vorhergehenden genugsam bekannten Wege
kann man zeigen, dass -f- 7 stets Nichtrest und somit — 7 Rest derartiger
Primzahlen ist. Aber hiermit ist wenig gewonnen, da man die übrigen
Fälle nicht nach dieser Methode behandeln kann. Nur einen Fall können
wir noch auf ähnliche Weise wie in Artikel 119 und 123 erledigen. Ist
nämlich p eine Primzahl von der Form In 4- l und a für den Modul p
eine zum Exponenten 7 gehörige Zahl, so sieht man leicht, dass der Ausdruck

4(a7—1
a—l

' = (2a3-f-a2— a— 2)2+ a)2

durch p teilbar und somit —7(a2-fa)2 Rest von p ist. Es ist aber
(a2+a)2 als Quadrat Rest von p und überdies nicht teilbar durch p\ denn
da a der Annahme nach zum Exponenten 7 gehört, so kann es weder
= 0 noch = — l (mod.jp) sein, d. h. es ist weder a noch a-\- l durch p
teilbar und daher auch nicht das Quadrat (a -f- l)2a2. Somit ist offenbar
auch 7 Rest von #, was bewiesen werden sollte. — Für die Primzahlen von
der Form 7^ + 2 oder In H- 4 aber schlagen alle bisher angegebenen
Methoden fehl. Übrigens ist auch dieser Beweis zuerst von Lagrange
gefunden worden, a. a. 0. — Unten im Abschnitt VII werden wir allgemein

4(/pp i)
beweisen, dass der Ausdruck _ . immer auf die Form X2 ^pp Y2 (wo

das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn p eine Primzahl von der Form
4^+1, das untere, wenn es eine solche von der Form 4^ + 3 ist) gebracht
werden kann, wo X und Y rationale von Brüchen freie Functionen von x
sind. Diese Zerlegung hat Lagrange über den Fall p = 7 hinaus nicht
ausgeführt. Vgl. a. a. 0. S. 352.

Vorbereitung auf die allgemeine Untersuchung.

125.
Da somit die vorher angewandten Methoden zur Führung der allgemeinen

Beweise nicht ausreichen, ist es Zeit, eine andere von diesem Mangel freie
Methode darzulegen. Wir beginnen mit einem Satze, den zu beweisen
unsern Bemühungen lange nicht gelingen wollte, obwohl die Richtigkeit
desselben auf den ersten Blick so offenbar zu sein scheint, dass manche
nicht einmal die Notwendigkeit eines Beweises anerkannt haben. Es ist
der folgende: Jede bel iebige Zahl , mit Ausnahme der positiv
genommenen Quadrate, ist Nichtrest irgend welcher Prim-
zahlen. Da wir uns aber dieses Satzes nur als eines Hülfssatzes zum
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Beweise anderer bedienen werden, so entwickeln wir hier nur diejenigen
Fälle, deren wir zu diesem Zweck hedürfen. Die Richtigkeit der übrigen
Fälle wird später von selbst sich ergeben. Wir zeigen daher, dass j ede
Primzahl von der Form 4 w + l , mag s ie pos i t iv o d e r negativ
genommen werden*) , Nich t res t i rgendwelcher Pr imzahlen ist,
und zwar (falls sie > 5 ist) von solchen, die kleiner als sie selbst sind.

Zunächs t sei, wenn eine Primzahl p von der Form 4^+1 (und
>17; jedoch ist —13 Nichtrest von 3, —17 Nichtrest von 5), die
negativ genommen werden soll, gegehen ist, 2« die erste gerade Zahl,
welche grösser ist als j/p; dann sieht man leicht, dass stets 4a2 < 2p oder
4a2 — p<p ist. Nun ist aber 4a2—p von der Form 4^ + 3, während
-\-p quadratischer Rest von 4a2—p ist (da p = 4a2 (mod. 4a2—p)). Wenn
daher 4a2 — p eine Primzahl ist, so wird —p Nichtrest von ihr sein; wenn
nicht, so muss notwendig irgend ein Factor von 4a2—p von der Form
4w-}-3 sein, und da -f-p auch von diesem Eest sein muss, so wird — p
Nichtrest desselben sein.

Bezüglich der Primzahlen, welche pos i t iv genommen werden sollen,
unterscheiden wir zwei Fälle. Zuerst sei p eine Primzahl von der Form
Sn 4- 5. Ist a eine beliebige positive Zahl < j/fp, so ist Sn + 5 — 2a2

eine positive Zahl von der Form Sn -h 5 oder 8^ + 3 (je nachdem a gerade
oder ungerade ist) und daher notwendig durch irgend eine Primzahl von
der Form 8^ + 3 oder 8^ + 5 teilbar, da das Product aus beliebig vielen
Zahlen von der Form Sn-}-l und Sn H- 7 weder die Form 8^ + 3 noch die
Form 8^ + 5 haben kann. Ist dieselbe gleich #, so wird 8w + 5 = 2a2 (mod.q).
Nun ist aber 2 Nichtrest von q (Artikel 112), somit auch 2a2**) und 8w-f* 5.

126.
Dass aber jede Primzahl von der Form 8^4-1, positiv genommen, stets

Nichtrest irgend einer Primzahl ist, welche kleiner als sie selbst ist, lässt
sich nicht durch so auf der Hand liegende Hülfsmittel beweisen. Da jedoch
diese Wahrheit von der grössten Wichtigkeit ist, können wir einen strengen
Beweis, obwohl derselbe ziemlich weitläufig ist, nicht übergehen. Wir schicken
voraus den folgenden

Hiilfssatz. Wenn man zwei Reihen von Zahlen

(I) A, B, C, ....
(H) A', B', C', ....

(ob die Anzahl der Glieder in beiden dieselbe ist oder nicht, darauf kommt
es nicht an) von solcher B e s c h a f f e n h e i t hat , dass, wenn p i rgend
eine Pr imzahl oder eine Potenz einer Pr imzahl , w e l c h e in irgend

einem Gl iede (oder auch in mehre r en Gliedern) der zweiten
Reihe aufgeht , bezeichnet , mindestens ebenso viele Glieder in
der ersten Reihe durch p teilbar sind, wie in der zwei ten , so
b e h a u p t e i c h , ist das Product aus allen Zahlen (I) teilbar durch
das Product aus al len Zah len (II).

Beispiel. Besteht (I) aus den Zahlen 12, 18, 45, (II) aus den Zahlen
3, 4, 5, 6, 9, so sind durch 2, 4, 3, 9, 5 in (I) respective 2, l, 3, 2, l
Glieder, in (II) respective 2, l, 3, l, l Glieder teilbar. Das Product aus
allen Gliedern von (I), welches gleich 9720 ist, ist aber teilbar durch das
Product aller Glieder von (II), nämlich durch 3240.

Beweis. Ist das Product aus allen Gliedern (I) gleich §, das Product
aus allen Gliedern (II) gleich §', so ist offenbar jede Primzahl, welche Teiler
von Q' ist, auch Teiler von Q. Wir werden nun zeigen, dass jeder Prim-
factor von Q' in Q mindestens ebenso viel Dimensionen besitzt, wie in Q'.
Es sei p ein solcher Teiler und man nehme an, dass in der Reihe (I) a
Glieder durch p, b Glieder durch _p2, c Glieder durch jp3, u. s. w. teilbar
seien und dass die Buchstaben a' V c', ... für die Reihe (II) die analoge
Bedeutung haben, so sieht man leicht, dass p in Q a H- b 4- c H , in Q'
aber a' 4- V 4- c' H Dimensionen hat. Nun ist aber nach Voraussetzung
a' sicher nicht grösser als a, br nicht grösser als &, u. s. w., somit sicher
a' 4- y 4- c' 4- • • • nicht > a 4- & 4- c 4- • • • — Da mithin keine Primzahl
in Q' mehr Dimensionen haben kann, als in Q, so ist Q durch Q' teilbar
(Artikel 17).

127.
Hülfssatz. In der Progression l, 2, 3, 4, ..., n kann es nicht

mehr du rch irgend eine Zahl h tei lbare Glieder geben, als in
der aus ebensovie len Gliedern bestehenden Reihe a, a 4- l,
a 4- 2, ..., a 4- n — 1.

Man sieht nämlich ohne Schwierigkeit, dass, wenn n ein Vielfaches

von h ist, in jeder der beiden Progressionen -r- Glieder durch h teilbar

sind. Ist jenes nicht der Fall, so setze man n = eh 4- f> so dass f< h ist;
dann werden in der ersten Reihe e Glieder, in der zweiten aber entweder
ebenso viel oder e 4- l Glieder durch h teilbar sein.

Hieraus folgt als Zusatz der aus der Lehre von den figurierten Zahlen
bekannte, aber bisher, wenn wir nicht irren, noch von Niemand direct
bewiesene Satz, dass

a (a 4- 1) (a 4- 2) (a 4- n — 1)

*) Dass 4-1 ausgenommen werden muss, ist von selbst klar.
**) Artikel 98. Offenbar ist nämlich a2 ein durch q nicht teilbarer Rest von

denn sonst würde auch die Primzahl p durch q teilbar sein, was absurd ist.

1 - 2 - 3 • • • • n

immer eine ganze Zahl ist.
Schliesslich hätte man diesen Hülfssatz allgemeiner so aus-

sprechen können;
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In der Progress ion a, a + l, a -f- 2, . . . , a -i- n— l giebt es
mindes tens ebenso viele einer gegebenen Zahl r nach dem
Modul h congruen te Glieder, als es in der Eeihe l, 2, 3, ..., n
durch h t e i l ba re Gl ieder giebt.

128.
Satz. Ist a i rgend e ine Zahl von der Form 8 w + l , p i rgend

eine zu a prime Zahl , de ren Best -f- a ist, schl iess l ich m e ine
beliebige Zahl, so b e h a u p t e ich, dass es in der Progress ion

a, J(a - 1), 2(a - 4), J(a - 9), 2(a — 16), ..., 2(a - m2) oder £(a - m2),

je nachdem m ge rade oder ungerade ist, m i n d e s t e n s ebenso
viele durch p teilbare Gl ieder giebt als in der f o l g e n d e n :

l, 2, 3, . . . , 2w + l.

Die erste Progession bezeichnen wir mit (I), die zweite mit (II).
Beweis. I. Ist p = 2, so werden in (I) alle Glieder mit Ausnahme des

ersten d. h. m Glieder durch p teilbar sein; ebensoviel auch in (II).
II. Ist p eine ungerade Zahl oder das Doppelte oder Vielfache einer

ungeraden Zahl und a = r2 (mod. p), so werden in der Progression — w,
— (m — 1), — (m — 2), . . . , -h m (welche in der Anzahl der Glieder mit
(II) übereinstimmt und mit (III) bezeichnet werden möge) mindestens
ebenso viele der Zahl r nach dem Modul p congruente Glieder enthalten
sein, als es in der Reihe (II) durch p teilbare Glieder giebt (nach vorigem
Artikel). Unter jenen können sich aber nicht zwei, die sich nur durch das
Vorzeichen, nicht aber durch die Grosse unterscheiden, vorfinden.*) Schliesslich
wird jedes derselben in der Eeihe (I) ein entsprechendes haben, welches
durch p teilbar ist. Wenn nämlich ±& irgend ein Glied der Eeihe (III)
ist, welches r nach p congruent ist, so wird a — b2 durch p teilbar sein.
Ist nun b gerade, so ist das Glied 2 (a — b2) der Eeihe (I) durch p teilbar.
Ist aber l ungerade, so ist das Glied £(a — b2) durch p teilbar; denn

a — b2

offenbar ist eine gerade ganze Zahl, da a — b2 durch 8, p aber

höchstens durch 4 teilbar ist (denn a ist nach Voraussetzung von der
Form Sn 4- l, b2 aber ist aus dem Grunde, weil es das Quadrat einer
ungeraden Zahl ist, von derselben Form, somit ist ihre Differenz von der
Form Sri). Hieraus schliesst man endlich, dass in der Eeihe (I) ebenso
viele Glieder durch p teilbar sind, als es in der Eeihe (III) der Zahl r nach
dem Modul p congruente Glieder giebt, d. h. ebenso viel oder mehr Glieder,
als in (II) durch p teilbar sind.

*) Wäre nämlich r = —/ = +/(mod. p), so würde 2/ durch p teilbar und
somit auch (wegen f2 = a (mod. p)) 2 a durch p teilbar sein. Dies ist aber nur
möglich, wenn p — 2 ist, da nach Voraussetzung a prim zu p ist. Über den Fall
p = 2 haben wir aber bereits besonders gehandelt.
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III. Es sei p von der Form Sn und a ̂  r2 (mod. 2p). Denn man sieht
leicht, dass a, da es nach Voraussetzung Eest von p ist, auch Eest von 2p
sein wird. Dann wird es in der Eeihe (III) mindestens ebenso viele r nach
dem Modul p congruente Glieder geben, als in (II) durch p teilbar sind,
und jene werden sämtlich der Grosse nach verschieden sein. Aber einem
jeden von ihnen wird in der Eeihe (I) irgend ein durch p teilbares Glied
entsprechen. Denn wenn +6 oder — &^r (mod.p) ist, so wird 62 = r2

(mod. 2p)*) und daher ist das Glied •£ (a — b)2 durch p teilbar. Somit
giebt es in (I) mindestens ebenso viele durch p teilbare Glieder wie in (II).

129.
Satz. Ist a e ine Pr imzah l von der Form 8n+l, so giebt es

un te rha lb 2j/a+ l n o t w e n d i g i rgend eine Pr imzahl , von welcher
a Nich t res t ist.

Beweis. Es sei, wenn dies möglich ist, a Eest aller Primzahlen,
welche kleiner als 2j/a + l sind. Dann sieht man leicht, dass a auch von
allen zusammengesetzten Zahlen, die kleiner als 2j/ö^4- l sind, Eest sein
wird (mau vergleiche die Regeln, nach denen man entscheiden kann, ob
eine gegebene Zahl von einer zusammengesetzten Zahl Eest ist oder nicht,
Artikel 105). Es sei die grösste ganze Zahl unterhalb j/a gleich w, so
werden in der Eeihe

oder (<x,—(I) a, \(a—r>, 2(a— 4), £(a— 9), ..., 2(a

ebenso viele oder mehr durch eine unterhalb 2j/a-f- l liegende Zahl teilbare
Glieder vorkommen wie in der folgenden:

(II) l, 2, 3, 4, . . . , 2m H- l (nach vorigem Artikel).

Hieraus folgt aber, dass das Product aus allen Gliedern der Eeihe (I)
durch das Product aus allen Gliedern der Eeihe (II) teilbar ist (Artikel 126).
Jenes ist aber entweder gleich a(a — 1) (a — 4) ... (a — m2) oder gleich der
Hälfte dieses Products (je nachdem m gerade oder ungerade ist). Daher ist
das Product a(a — l)(a — 4) ... (a — m2) sicher durch das Product aller
Glieder (II) und, da alle diese Glieder prim zu a sind, auch jenes Product
nach Weglassung des Factors a teilbar. Das Product aus allen Gliedern (II)
kann aber auch folgendermassen dargestellt werden:

(m -f- 1) [(m -f- 1)2— 1] [(m + l)2 — 4] • • • • [(m -f- l)2 - m2].

Somit wird
l a — l a — 4 — m2

m-\-l — 4 (m -h l)2 — m2

*) Es ist nämlich b2 — r2 — (b — r) (b + r) aus zwei Factoren zusammengesetzt,
von denen der eine durch p (nach Voraussetzung), der andere (weil sowohl b als r
ungerade ist) durch 2 teilbar ist; somit ist b2 — r2 durch 2p teilbar.
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eine ganze Zahl sein, obwohl es ein Product aus Brüchen ist, die kleiner
als l sind; denn da j/a notwendig irrational sein muss, so ist m + l >j/a
und daher (w+l)2:>a. Hieraus folgt schliesslich, dass unsere Annahme
nicht stattfinden kann.

Weil nun a sicher >> 9 ist, so wird 2 j/a + l < a, und somit giebt es
unterhalb a irgend eine Primzahl, von welcher a Nichtrest ist.

Durch Induction wird ein allgemeiner (fundamentaler) Satz
begründet und daraus werden Schlüsse gezogen.

130.
Nachdem wir streng bewiesen haben, dass jede Primzahl von der Form

4^+1, sowohl positiv wie negativ genommen, Nichtrest irgend einer Prim-
zahl ist, die kleiner als sie selbst ist, gehen wir sogleich zur genaueren und
allgemeineren Vergleichung der Primzahlen, insofern die eine Eest oder
Nichtrest einer ändern ist, über.

Oben haben wir in aller Strenge bewiesen, dass — 3 und -f- 5 Eeste
oder Nichtreste aller Primzahlen sind, welche respective Keste oder Nicht-
reste von 3 oder 5 sind.

Durch eine mit den folgenden Zahlen angestellte Induction findet man,
dass —7, —11, -f-13, + 17, —19, —23, +29, —31, +37, +41, —43,
—47, +53, —59 u. s. w. Reste oder Nichtreste aller Primzahlen sind, welche,
positiv genommen, respective von jenen Primzahlen Eeste oder Nichtreste sind.
Diese Induction kann leicht mittelst der Tafel II durchgeführt werden.

Bei nur einiger Aufmerksamkeit wird jedermann bemerken, dass von
diesen Primzahlen diejenigen, welche von der Form 4^+1 sind, mit
positivem, diejenigen aber, welche von der Form 4n + 3 sind, mit negativem
Vorzeichen behaftet sind.

131.
Wir werden bald beweisen, dass das, was wir hier durch Induction ge-

funden haben, allgemein richtig ist. Bevor wir uns aber dieser Mühe unter-
ziehen, wird es nötig sein, alles, was aus jenem Satze folgt, sofern er als
richtig angenommen wird, anzugeben. Den Satz selbst sprechen wir fol-
gendermassen aus:

Ist p eine Pr imzahl von der Form 4 w + l , so wird +#, ist
dagegen p e ine solche von der Form 4^ + 3, so wird — p Eest
oder Nichtrest j ede r Pr imzahl sein, welche, posi t iv genommen,
Eest oder Nichtrest von p ist.

Da fast alles, was sich über die quadratischen Eeste sagen lässt, auf
diesem Satze beruht, so wird die Bezeichnung „Fundamentalsatz", die wir
im Folgenden gebrauchen werden, für denselben nicht unpassend sein.

Um unsere Schlüsse so kurz wie möglich darstellen zu können, werden
wir mit a, a', a", ... Primzahlen von der Form 4«+ l, mit &, V, &", ...

Primzahlen von der Form 4n -f 3, ferner mit A, A', A", ... beliebige Zahlen
von der Form 4^+1 und mit J5, J3', J5", ... beliebige Zahlen von der
Form 4/& + 3 bezeichnen. Schliesslich soll der zwischen zwei Grossen ge-
setzte Buchstabe E andeuten, dass der erste Eest des folgenden ist, und der
Buchstabe N soll die entgegengesetzte Bedeutung haben. Z. B. bedeutet
+ öjßll, ± 2iV5, dass + 5 Eest von 11, + 2 oder — 2 Nichtrest von 5 ist.
Hält man nun den Fundamentalsatz mit den Sätzen des Artikel 111 zu-
sammen so leitet man leicht folgende Sätze ab:

1.
2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

Ist

±aEa'
±aNa'

-Ifb]
-\-aNb \

±Ma

±bNa

-i- bEb' \
— bNV }
+ bNb' }
— bEb' \

so ist

±.a'Ea
±a'Na

±bEa

±bNa

f + aEb
\~aNb

{-aEb
i + b'Nb
( — b'Bb
f + V Eb
{ — b'Nb

132.
Hierin sind alle Fälle, welche bei der Vergleichung zweier Primzahlen

vorkommen können, enthalten; das Folgende bezieht sich auf beliebige
Zahlen, doch liegen die Beweise dafür nicht so auf der Hand.

9.

10.

11.
12.

13.

14.

Ist

±aEA

± bEA

+ aEB
— aEB

+ bEB

— bEB

so ist

±ABa
( + AEb
\-ANb
±BEa
±BNa

( — BEb
I + J5JV&

1 — BNb

Da die Beweise aller dieser Sätze aus denselben Prinzipien abzuleiten
sind, wird es nicht nötig sein, alle ausführlich anzugeben; der Beweis des
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Satzes 9, den wir anführen, kann als Beispiel dienen. Vor allem aber möge
bemerkt werden, dass jede Zahl von der Form 4^+1 entweder gar keinen
Factor von der Form 4^ + 3 hat oder zwei oder vier u. s. w., d. h. dass die
Anzahl derartiger Factoren (unter denen auch gleiche sich befinden können)
stets gerade ist, dass dagegen jede Zahl von der Form £n -+- 3 stets eine
ungerade Anzahl Factoren von der Form 4w -f- 3 (d. h. entweder einen oder
drei oder fünf u. s. w.) enthält. Die Anzahl der Factoren von der Form
4^ + 1 bleibt unbestimmt.

Der Satz 9 wird folgendermassen bewiesen: Es sei A das Product aus
den Primfactoren a', a", a'", . . . , & , V, &", . . . , wo die Anzahl der Factoren
6, &', &", ... gerade ist (doch können auch gar keine solche vorhanden sein,
was auf dasselbe hinauskommt). Wenn nun a Rest von A ist, so wird es
auch Rest von allen Factoren a', a", a"', . . . , & , & ' , V,... sein, somit sind
nach den Sätzen l und 3 des vorhergehenden Artikels diese einzelnen
Factoren und daher auch ihr Product A Reste von a. Dasselbe muss aber
auch — A sein. — Wenn aber — a von A und daher auch von den einzelnen
Factoren a', a", . . . , & , &' , . . . Rest ist, so werden die einzelnen Factoren
a', a", ... Reste von a, die Factoren &, &', ... aber Nichtreste sein. Da
jedoch die Anzahl der letzteren gerade ist, so ist das Product aus allen
d. h. A Rest von a und somit auch — A.

133.
Wir stellen die Untersuchung noch allgemeiner an. Wir

betrachten zwei beliebige zu einander prime ungerade Zahlen P und $, die
mit irgendwelchen Vorzeichen behaftet sind. Man denke sich P ohne
Rücksicht auf sein Vorzeichen in seine Primfactoren zerlegt und bezeichne
mit p, wie viele unter diesen sich finden, von denen Q Nichtrest ist.
Kommt aber irgend eine Primzahl, von welcher Q Nichtrest ist, mehrere
Male unter den Factoren von p vor, so ist es auch mehrere Male zu zählen.
Analog sei q die Anzahl der Primfactoren von §, von denen P Nichtrest
ist. Dann werden die Zahlen p und q in einer gewissen Beziehung zu
einander stehen, die von der Natur der Zahlen P, Q abhängt. Wenn
nämlich die eine der Zahlen #, q gerade oder ungerade ist, wird die Form
der Zahlen P, Q zeigen, ob die andere gerade oder ungerade ist. Diese
Beziehung ist in der folgenden Tafel dargestellt.

Die Zahlen p, q werden gleichzeitig gerade oder ungerade sein, wenn
die Zahlen P, Q die Formen haben:

Dagegen wird von den Zahlen p, q die eine gerade, die andere ungerade
sein, wenn die Zahlen P, Q die Formen haben:

1.
2.
3.
4.
5.
6.

-i- A'

— B
— A
— B'.

7.
8.
9.

10.

+ .B
— B

-B, — B'*)

Beispiel. Die gegebenen Zahlen seien —55 und +1197, die zum
vierten Fall gehören. Es ist aber 1197 Nichtrest eines einzigen Primfactors
von 55, nämlich von der Zahl 5, —55 aber Nichtrest dreier Primfactoren
von 1197, nämlich von den Zahlen 3, 3, 19.

Wenn P und Q Primzahlen bezeichnen, so gehen diese Sätze in
diejenigen über, die wir im Artikel 131 angeführt haben. Hier können
nämlich p und q nicht grösser werden als 1; wird daher p als gerade
vorausgesetzt, so muss es notwendig = 0 sein, d. h. Q ist Rest von P; ist
aber p ungerade, so ist Q Nichtrest von P. Und umgekehrt. Schreibt
man also hier a, & an Stelle von A, J5, so folgt aus 8), dass, wenn — a
Rest oder Nichtrest von & ist, — & Nichtrest oder Rest von a ist, was mit
3) und 4) des Artikels 131 übereinstimmt.

Allgemein aber ist klar, dass Q nur Rest von P sein kann, wenn p = 0
ist; ist also p ungerade, so ist Q sicher Nichtrest von P.

Hieraus können auch die Sätze des vorhergehenden Artikels ohne
Schwierigkeit abgeleitet werden.

Übrigens wird bald klar werden, dass diese allgemeine Darstellung
mehr ist als eine unfruchtbare Spekulation, da der vollständige Beweis des
Fundamentalsatzes kaum ohne dieselbe geführt werden kann.

134.
Wir gehen nun zur Ablei tung dieser Sätze.
I. Man denke sich, wie vorher, P in seine Primfactoren mit Weglassung

der Vorzeichen zerlegt und löse ferner auch Q auf irgendwelche Weise in
Factoren auf, doch so, dass das Vorzeichen von Q in Rücksicht gezogen
wird. Man combiniere darauf jeden einzelnen von jenen mit jedem einzelnen
von diesen. Wenn dann s die Anzahl aller Combinationen bezeichnet, in
welchen ein Factor von Q Nichtrest ist eines Factors von P, so werden p
und s entweder gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade sein. Denn
sind /; /*', /*", ... die Primfactoren von P, und giebt es unter den Factoren,
in welche Q aufgelöst ist, m, welche Nichtreste von f sind, m' Nichtreste
von /', m" Nichtreste von f" u. s. w., so wird man leicht sehen, dass

s = m -\- m' -{- m" -\

*) Ist / = l, wenn beide Zahlen P, Q = 3(mod.4) sind, sonst / = 0,
m = l, wenn beide Zahlen P, Q negativ sind, sonst m = 0,

so hängt jene Beziehung yon l-}-m ab.
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ist, dass aber p ausdrückt, wie viele unter den Zahlen we, m', m", ... un-
gerade sind. Hieraus geht von selbst hervor, dass s gerade sein wird, wenn
p gerade, dagegen ungerade, wenn p ungerade ist.

II. Dies gilt allgemein, auf welche Weise auch Q in Factoren zerlegt
sein möge. Gehen wir jetzt zu speciellen Fällen über und betrachten wir
zuerst die Fälle, wo die eine der Zahlen, P, positiv, die andere, $, aber
entweder von der Form + A oder von der Form — S ist. Man zerlege P
und Q in ihre Primfactoren, erteile den einzelnen Factoren von P das
positive Vorzeichen, den einzelnen Factoren von Q aber das positive oder
negative Vorzeichen, je nachdem sie von der Form a oder & sind; dann
wird offenbar Q entweder von der Form -4- A oder von der Form — B
werden, wie erforderlich ist. Man combiniere die einzelnen Factoren von P
mit den einzelnen Factoren von Q und bezeichne, wie vorher, mit s die
Anzahl der Combinationen, in denen ein Factor von Q Nichtrest ist eines
Factors von P, und analog mit t die Anzahl der Combinationen, in denen
ein Factor von P Nichtrest ist eines Factors von Q. Dann folgt aus dem
Fundamentalsatze, dass jene Combinaüonen identisch sind mit diesen und
daher s = £ist. Schliesslich folgt aus dem soeben Bewiesenen, dass
p = s (mod. 2), q = t (mod. 2) ist, und somit wird p = q (mod. 2).

Man erhält somit die Sätze 1), 3), 4) und 6) des Artikels 133.
Die übrigen Sätze können auf ähnlichem Wege direct abgeleitet werden,

doch bedürfen sie einer neuen Betrachtung. Leichter aber leitet man sie
aus dem Vorhergehenden auf folgende Weise her.

III Es bezeichnen wiederum P und Q irgendwelche zu einander prime
ungerade Zahlen, p und q die Anzahl der Primfactoren von P, Q, von
denen respective Q oder P Nichtrest ist. Endlich sei p' die Anzahl der
Primfactoren von P, von denen — Q Nichtrest ist (ist Q an sich negativ,
so wird offenbar — Q eine positive Zahl bezeichnen). Man teile nun alle
Primfactoren von P in vier Klassen und zwar

1. in Factoren von der Form a, deren Eest Q ist,
2. in Factoren von der Form &, von denen Q Eest ist. Die Anzahl

dieser sei gleich 7,
3. in Factoren von der Form a, von denen Q Nichtrest ist. Die

Anzahl dieser sei gleich <{>,
4. in Factoren von der Form &, von denen Q Nichtrest ist. Die

Anzahl dieser sei gleich CD.
Dann sieht man leicht, dass p = <p -f- o>, p'= x + ^ ist.

Wenn nun P von der Form ± A ist, so wird xH-w und daher auch
X — (w eine gerade Zahl sein; somit wird p'= p-\-^ — w ^ p (mod. 2). Ist
aber P von der Form ±1?, so findet man durch einen ähnlichen Schluss,
dass die Zahlen p und p' nach dem Modul 2 incongruent sind.

IV. Dies wenden wir auf einzelne Fälle an. Ist zunächst sowohl P
als Q von der Form +.A, so wird nach Satz 1) ^ = ^(mod. 2). Es ist
aber auch #'=p(mod. 2), daher j/=g(mod. 2), was mit Satz 2) überein-

stimmt. — Analog wird, wenn P von der Form —J., Q von der Form
-*r A ist, #^#(mod. 2) nach dem soeben bewiesenen Satze 2). Hieraus
folgt, day^p ist, auch p'~q. Es ist somit auch Satz 5) bewiesen.

Auf dieselbe Weise leitet man Satz 7) aus 3), Satz 8) entweder aus
4) oder aus 7), Satz 9) aus 6) und aus demselben Satze auch Satz 10) her.

Strenger Beweis des Fundamentalsatzes.
135.

Durch den vorigen Artikel sind die Sätze des Artikels 133 zwar nicht
bewiesen, es ist aber gezeigt worden, dass ihre Eichtigkeit von der Eichtig-
keit des Fundamentalsatzes, die wir für den Augenblick vorausgesetzt haben,
abhängt. Aus der Art der Ableitung geht aber hervor, dass jene Sätze für
die Zahlen P, Q gelten, wofern nur der Fundamentalsatz für alle Combi-
nationen der Primfactoren dieser Zahlen stattfindet, selbst wenn er allgemein
nicht richtig sein sollte. Jetzt gehen wir also zum Beweise des Fundamental-
satzes selbst über und schicken demselben folgende Erk lä rung voraus:

Wir werden sagen, der Fundamen ta l s a t z sei bis zu i rgend
einer Zahl M richtig, wenn er für zwei be l i eb ige Pr imzahlen
gilt, von denen keine M übersteigt .

In analoger Weise hat man es zu verstehen, wenn wir sagen, dass die
Sätze der Artikel 131, 132, 133 bis zu irgend einer Grenze richtig seien.
Man sieht aber leicht, dass, wenn die Eichtigkeit des Fundamentalsatzes
bis zu irgend einer Grenze feststeht, auch diese Sätze bis zu derselben
Grenze stattfinden werden.

136.

Dass das Fundamentaltheorem für kleine Zahlen richtig ist, lässt sich
leicht durch Induction nachweisen und so die Grenze bestimmen, bis zu
welcher dasselbe sicher stattfindet. Wir nehmen an, dass diese Induction
angestellt sei, doch ist es vollständig gleichgültig, bis wohin sie fortgesetzt
ist. Es würde also genügen, wenn wir die Eichtigkeit des Satzes nur bis
zur Zahl 5 bestätigt hätten; dies wird aber durch eine einzige Beobachtung
erledigt, da -+- 5JV3, ± 3JV5 ist.

Wenn nun der Fundamentalsatz nicht allgemein richtig wäre, so würde
es eine Grenze T geben, bis zu welcher er gilt, so jedoch, dass er bis zu
der nächstgrösseren Zahl T H- l nicht mehr gilt. Dies ist aber dasselbe,
als wenn wir sagen, dass es zwei Primzahlen giebt, von denen die grössere
T-j- l ist und die mit einander verglichen dem Fundamentalsatze wider-
sprechen, dass aber je zwei beliebige andere Primzahlen, wofern sie nur
beide kleiner als T-}- l sind, mit diesem Satze in Übereinstimmung sich
befinden. Hieraus folgt, dass auch die Sätze der Artikel 131, 132, 133 bis
zur Grenze T stattfinden werden. Wir werden aber jetzt zeigen, dass diese
Annahme nicht bestehen kann. Je nach den verschiedenen Formen, welche
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sowohl T 4- 1 wie auch die Primzahl, welche kleiner als T 4- 1 ist und die
mit T -M verglichen der Annahme nach dem Satze widerspricht, haben
kann, müssen wir hierbei folgende Fälle unterscheiden. Jene Primzahl
bezeichnen wir mit p.

Wenn sowohl T 4- 1 als auch p von der Form 4n-+- 1 ist, so könnte
der Fundamentalsatz auf zwiefache Weise unrichtig sein, nämlich wenn
gleichzeitig wäre

entweder ±pR(T+ 1) und ± (T 4- l)-Sfr,
oder ±^ZV(T4- 1) und ±(T+ l)Rp.

Wenn sowohl T 4- l als auch p von der Form An 4- 3 ist, so wird der
Fundamentalsatz unrichtig sein, wenn gleichzeitig wäre

entweder -±-pR (T+ 1) und — (T-M) Äp
[oder was auf dasselbe hinauskommt: — jpJS^T-l-l) und
oder +jpjy(y_|_ 1) und - (T 4-
[oder —pß(T + i) und 4- (T 4-

(T-f-

±pR(T+l) und 4(2" + 1) JVp [oder —
und — (T-M)iVp [oder 4- (T 4-

Wenn T 4- 1 von der Form 4w+ l , JP dagegen von der Form 4^4 3
ist, so ist der Fundamentalsatz unrichtig, wenn gleichzeitig wäre

entweder
oder

Wenn T-fl von der Form 4w-f-3, p dagegen von der Form 4w 4 l
ist, so ist der Fundamentalsatz unrichtig, wenn gleichzeitig wäre

entweder +pR(T-\- 1) [oder —pN(T+ 1)] und ± (T+ 1) Np
oder -h^CT-f- 1) [oder - pR (T 4- 1)] und ± (T 4- 1) Jf^.

Wenn bewiesen werden kann, dass keiner dieser acht Fälle stattfinden
kann, so sind wir zugleich sicher, dass die Richtigkeit des Fundamental-
satzes keinen Beschränkungen unterliegt. Diesen Beweis nehmen wir jetzt
in Angriif. Da aber die einen von diesen Fällen von den ändern abhängig
sind, können wir nicht dieselbe Eeihenfolge, in welcher wir sie hier aufge-
zählt haben, beibehalten.

137.

Erster Fall. Wenn T 4 l von der Form 4n 4 l ( = a ) u n d ^ v o n
de r se lben Form, überd ies aber noch ±ipRa ist, so k a n n nicht
dtaJVj? sein. Dieser Fall war oben der erste.

Es sei 4 p = e2 (mod. a) und e gerade und kleiner als a (was man
immer erreichen kann). Dann sind zwei Fälle zu unterscheiden.

I. Wenn e durch p nicht teilbar ist, so setze man e*=p + af; dann
wird f positiv, von der Form 4n 4 3 (oder von der Form J5), kleiner als
a und durch p nicht teilbar sein. Ferner wirde2=# (mod. f) sein, d. h.
es ist pEf und daher nach dem Satze 11 des Artikel 132 (weil nämlich p

und f kleiner als a sind und für diese jene Sätze gelten) ± fRp. Es ist
aber auch afRp, mithin auch±&ßp.

II. Wenn e durch p teilbar ist, so setze man e = gp und e2 = p -\-aph
oder pg2 = l H- ah. Dann ist h von der Form 4^ 4 3 (jB) und prim zu p
und g2. Ferner wird pg^Eli und daher auch pRh, somit (nach Satz 11 Ar-
tikel 132) =fc JiRp. Es ist aber auch — ahRp, weil — ah~l (mod. p).
Mithin wird auch ± aRp sein.

138.
Zweiter Fall. Wenn T-f-1 von der Form 4^41 (=a), p von

der Form 4^ + 3 und ±pR (T-i- 1) ist, so kann nicht -i- (T+ 1) Np
oder — (T-\-\}Rp sein. Dieser Fall war oben der fünfte.

Es sei wie oben e2 =p + fa und e gerade und kleiner als a.
I. Wenn e durch p nicht teilbar ist, so wird auch f durch p nicht

teilbar sein. Überdies aber wird f positiv, von der Form 4w -}- l (oder A)
und kleiner als a sein. Ferner ist -+-pRf\md. daher (Satz 10 Artikel 132)
-{-fRp. Es ist aber auch -}-faRp; mithin wird -\-aRp oder —aNp.

II. Wenn e durch p teilbar ist, so sei e=pg und f=ph. Es ist da-
her #^=1 -\-ha. Sodann ist h positiv, von der Form 4^4-3 (J5) und
prim zu p und g2. Ferner 4- g2pRh und somit -\-pRh. Hiernach wird
(Satz 13 Artikel 132) —hRp. Es ist aber — haRp, somit -\-afip und
— aNp.

139.
Dritter Fall. Wenn T+ l von der Form 4n 4 l (= a), p von der-

selben Form und ±:pNa ist, so kann nicht ±aRp sein. (Oben der
zweite Fall). •

Man nehme irgend eine unterhalb a liegende Primzahl an, von welcher
-i- a Nichtrest ist; dass es solche giebt, haben wir oben bewiesen (Artikel
125, 129). Wir müssen jedoch hier zwei Fälle gesondert betrachten, je
nachdem diese Primzahl von der Form 4n 4 l oder kn 4 3 ist; denn es
ist nicht bewiesen worden, dass es solche Primzahlen von jeder der beiden
Formen giebt.

I. Es sei jene Primzahl von der Form 4n 4 l und gleich a'. Dann
ist ±a'JVa (Artikel 131) und daher ±a'pRa. Es sei also e2=a'j»(mod. a)
und e gerade und kleiner als a. Dann sind wieder vier Fälle zu unter-
scheiden.

1. Wenn e weder durch p noch durch af teilbar ist, so setze man
e2=afp±af, wobei die Zeichen so zu nehmen sind, dass /"positiv wird.
Dann ist /"<a, zu a' und p prim und für das obere Zeichen von der
Form 4^4-3, für das untere von der Form 4n4l. Der Kürze wegen
wollen wir durch [#, y\ die Anzahl der Primfactoren der Zahl y, von denen
x Nichtrest ist, bezeichnen. Dann ist a'pRf und daher [a'p, f] = 0.
Hiernach wird [/", a'p] eine gerade Zahl (Satz l und 3 Artikel 133), d. h.
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entweder gleich 0 oder gleich 2. Somit wird f Eest entweder von jeder
oder von keiner der beiden Zahlen a', p. Jenes ist aber unmöglich, da d= af
Rest von a' und ±aNa' (nach Voraussetzung) ist. Daher wird ±fNa'.
Demnach muss f Nichtrest von jeder der beiden Zahlen a', p sein. Wegen
±a/jßjp aber wird ±aNp, w. z. b. w.

2. Wenn e durch p aber nicht durch a' teilbar ist, so sei e = gp und
g2p = a'±ah) wobei das Zeichen so bestimmt ist, dass h positiv wird.
Dann ist Ä<Ca, zu a', # und p prim und für das obere Zeichen von der
Form 4^ + 3, für das untere aber von der Form 4n-\-l. Aus der Gleichung
g2p = a'±:ah leitet man, nachdem sie durch p und a' multipliciert ist,
ohne Schwierigkeit die folgenden Relationen her:

(a) patRh; (ß) ±ahpEa'; (7) aa'hSp.

Aus (a) folgt: [pct, h] = 0 und daher (Satz l und 3 Artikel 133)
[Ä, pa'] gerade, d. h. es ist h entweder von jeder der beiden Zahlen p, a'
Nichtrest oder von keiner. Im ersteren Falle folgt aus (ß) dbapNa' und
da nach Voraussetzung ±aNa' ist, so wird ±:pEaf. Hieraus ergiebt sich
nach dem Fundamentalsatze, welcher für die unterhalb T-i- l liegenden
Zahlen p und a' gilt, ±a'Ep. Hieraus und weil hNp ist, folgt nach
(7) d=aJVp, was bewiesen werden sollte. — In letzterem Falle folgt aus
(ß) dt apEa'y somit ± pNa', ± a'Np, und hieraus schliesslich und weil
hEp ist, ergiebt sich nach (7) ±aNp.

3. Wenn e durch a' nicht aber durch p teilbar ist, so schreitet der
Beweis fast auf dieselbe Weise fort, wie im vorhergehenden Falle, und
kann keinem Schwierigkeiten bereiten, der diesen ganz durchdrungen hat.

4. Wenn e sowohl durch a' als durch p und daher auch durch das
Product a'p teilbar ist (denn wir nehmen an, dass die Zahlen a', p von
einander verschieden sind, da sonst das, was wir beweisen wollen, nämlich,
dass aNp ist, schon in der Voraussetzung aNa' enthalten wäre), so sei
c = ga'p und g2a'p~l±ah. Dann wird Ä<a, zu a' und p prim und
für das obere Zeichen von der Form 4n 4- 3, für das untere von der Form
4w + 1. Man sieht aber leicht, dass man aus jener Gleichung die folgenden
Relationen herleiten kann:

(a) a'pEh] (ß) ±ahEa'; (7) ±ahEp.

Aus (a), welches mit (a) im zweiten Falle übereinstimmt, folgt wie
dort, dass gleichzeitig entweder hRp und hEa' oder hNp und hNa' ist. Im
ersteren Falle würde aber im Widerspruch mit der Voraussetzung infolge
von (ß) aJRa' sein; somit ist hNp und daher nach (7) auch aNp.

II. Wenn jene Primzahl von der Form 4^ + 3 ist, so ist der Beweis
dem vorigen so ähnlich, dass wir es für überflüssig halten, ihn herzusetzen.
Für diejenigen, welche ihn für sich entwickeln wollen (was wir sehr
empfehlen), bemerken wir nur, dass es, nachdem man zu einer solchen
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Gleichung e2 = bp db af (wo b jene Primzahl bezeichnet) gekommen ist, die
Deutlichkeit erhöhen wird, wenn jedes der beiden Vorzeichen gesondert
betrachtet wird.

140.

Vierter Fall. Wenn T-M von der Form 4w+!(=#), P von
der Form 4^ + 3 und ±:pNa ist, so kann nicht aEp oder — a N p
sein. (Oben der sechste Fall.)

Auch den Beweis dieses Falles lassen wir, da er dem Beweise des
dritten Falles durchaus analog ist, der Kürze wegen fort.

141.
Fünfter Fall. Wenn T+\ von der Form 4n + 3 (=&), p von

derselben Form und +pEb oder —pNb ist, so kann nicht +lEp
oder — bNp sein. (Oben der dritte Fall.)

Es sei p = e2 (mod. b) und e gerade und kleiner als b.
I. Ist e nicht durch p teilbar, so setze man e2 =p -f- bf. Dann wird

f positiv, von der Form 4n -f- 3, kleiner als b und prim zu p. Ferner wird
pEf und daher nach Satz 13 Artikel 132: — fEp. Hieraus und aus + bfEp
wird — lEp und daher + bNp.

II. Ist e durch p teilbar, so sei e=pg und g2p = l 4- bh. Dann wird
h von der Form 4^+1 und prim zu p, ferner p = g2p2 (mod. h) und daher
pEh sein. Hieraus wird •+• hEp (Satz 10 Artikel 132) und hieraus sowie aus
— bhEp folgt — bEp oder -h bNp.

142.
Sechster Fall. Wenn T+l von der Form 4w4-3(=&), p von

der Form 4^-f-l und pEb ist, so k a n n n icht ±bNp sein. (Oben
der siebente Fall.)

Den Beweis, der dem vorhergehenden vollkommen analog ist, lassen
wir weg.

143.
Siebenter Fall. Wenn T+l von der Form 4»+ 3 (=6), p von

derselben Form und -\-pNb oder — pEb ist, so kann nicht -\-bNp
oder -—bEp sein. (Oben der vierte Fall.)

Es sei — p ~ e 2 (mod. 5) und e gerade und kleiner als b.
L Ist e durch p nicht teilbar, so sei — p = e2 — bf. Dann wird

positiv, von der Form 4w + l, zu p prim und kleiner als b (denn es ist
sicher e nicht grösser als b — l und p <b — l, daher bf=e2+p<
&2 — & d. h. /<&—!) . Ferner ist — pEf, somit (Satz 10 Artikel 132
4- fEp und hieraus sowie aus + bfEp folgt •+• bEp oder — bNp.

II. Wenn e durch p teilbar ist, so sei e=pg und g*p = — l -f- bh.
Dann wird h positiv, von der Form 4n -J- 3, zu p prim und kleiner als b.
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Ferner wird —pRh, somit (Satz 14 Artikel 132) 4- hRp. Hieraus sowie
aus bhRp folgt 4- bRp oder — bNp.

144.
Achter Fall. Ist T+l von der Form 4^ + 3 (= &), p von der

Form 4n -f- l und -\-pNb oder — pEb, so kann nicht dzbBp sein.
(Oben der letzte Fall.)

Der Beweis schreitet ebenso fort wie im vorhergehenden Falle.

Analoges Verfahren für den Beweis des Satzes im Artikel 114.
145.

In den vorhergehenden Beweisen haben wir für e stets einen geraden
Wert angenommen (Artikel 137—144); wir bemerken, dass wir auch einen
ungeraden Wert hätten anwenden können, doch hätten wir alsdann noch
mehrere Unterscheidungen einführen müssen. Diejenigen, die an diesen
Untersuchungen Gefallen finden, werden nichts Unnützliches thun, wenn
sie ihre Kräfte an der Entwicklung dieser Fälle üben. Ausserdem hätten
dann die auf die Beste -4- 2 und — 2 bezüglichen Sätze vorausgesetzt
werden müssen. Da aber unser Beweis ohne diese Sätze durchgeführt
worden ist, so erlangen wir dadurch ein neues Verfahren, jene Sätze zu
beweisen. Dies ist keineswegs gering anzuschlagen, da die Methoden, deren
wir uns oben für den Beweis des Satzes, dass ± 2 Best einer jeden Prim-
zahl von der Form 8^+1 ist, bedient haben, weniger direct erscheinen
könnten. Wir werden annehmen, dass die übrigen Fälle (welche sich auf
die Primzahlen von den Formen Sn + 3, 8^ + 5, 8^ + 7 beziehen) nach
den oben angeführten Methoden bewiesen und jener Satz nur durch Induction
gefunden sei; diese Induction aber wollen wir durch die nachfolgenden
Betrachtungen zur Gewissheit erheben.

Wenn ± 2 nicht von allen Primzahlen von der Form Sn -f- l Rest
wäre, so setze man die kleinste Primzahl dieser Form, von welcher ± 2
Nichtrest ist, gleich a, so dass für alle Primzahlen, welche kleiner als a
sind, der Satz gilt. Dann nehme man irgend eine Primzahl unterhalb \a
an, von welcher a Nichtrest ist (dass es solche giebt, folgt leicht aus
Artikel 129). Ist diese gleich p, so wird nach dem Fundarnentalsatze pNa.
Hieraus wird ± 2pRa. — Es sei daher e2^ 2p (mod. a), so dass e ungerade
und kleiner als a ist. Alsdann sind zwei Fälle zu unterscheiden.

Ist e nicht durch p teibar, so sei e2 = 2p ~f- aq. Dann ist q positiv,
von der Form 8^ + 7 oder von der Form Sn -f- 3 (je nachdem p von der
Form 4n -\- l oder 4n -\- 3 ist), kleiner als a und durch p nicht teilbar.
Jetzt teile man sämtliche Primfactoren von q in vier Klassen und zwar seien
e von der Form 8ra + l, /von der Form 8w+3, g von der Form Sn H- 5
und h von der Form 8w + 7; das Product aus allen Factoren der ersten

Klasse sei E, die Producte aus den Factoren der zweiten, dritten, vierten
Klasse respective F, G, //.*) Nachdem dies geschehen, betrachten wir
zuerst den Fall, wo p von der Form 4n -f- l oder q von der Form Sn -{- 7
ist. Dann sieht man leicht, dass 2RE, %RH und daher pRE, pRH, und
hieraus schliesslich ERp, HRp ist. Ferner wird 2 und daher auch p Nicht-
rest eines jeden Factors von der Form Sn-\-3 oder 8^ + 5; demnach ist
jeder solcher Factor Nichtrest von p, woraus leicht folgt, dass FG Eest von
p ist, wenn f-\- g gerade, Nichtrest dagegen, wenn /*+ g ungerade ist. Es
kann aber f-}-g nicht ungerade sein, denn man erkennt leicht durch Auf-
zählung aller Fälle, dass EFGH oder q entweder von der Form Sn -f- 3
oder von der Form Sn -h 5 wird, wenn /"-f- g ungerade ist, was auch sonst
die einzelnen e, f, g, h sein mögen, und dies steht im Widerspruch mit der
Voraussetzung. Es ist daher FGRp, EFGHRp oder qRp und hieraus
schliesslich, da aqRp ist, aRp, gegen die Voraussetzung. — Ist zweitens p
von der Form 4n -h 3, so lässt sich auf ähnliche Weise zeigen, dass pRE
und daher ERp, — pRF und daher FRp^ schliesslich g-{-h gerade und
demnach GHRp ist, woraus schliesslich im Widerspruch mit der Voraus-
setzung folgt: qRp, aRp.

II. Ist e durch p teilbar, so lässt sich der Beweis in ähnlicher Weise
führen und wird von Kundigen (für die allein dieser Artikel geschrieben
ist) leicht entwickelt werden können. Wir lassen ihn der Kürze wegen fort.

Lösung des allgemeinen Problems.
146.

Durch das Fundamentaltheorem und die auf die Beste — l und ± 2
bezüglichen Sätze lässt sich stets bestimmen, ob irgend eine gegebene Zahl
Rest oder Nichtrest von einer gegebenen Primzahl ist. Es wird aber nicht
unnützlich sein, auch das Andere, was wir oben auseinandergesetzt haben,
hier nochmals vor Augen zu führen, damit man Alles, was zur Lösung des
folgenden Problems nötig ist, beisammen habe.

Aufgabe. W e n n irgend zwei Zahlen P, Q gegeben sind, zu
best immen, ob die eine Q Rest oder Nichtrest der ändern P ist.

Auflösung I. Es sei P= aa 6P CT ..., wo a, b, c,... positiv genommene
(denn P ist offenbar absolut zu nehmen) ungleiche Primzahlen bezeichnen.
Der Kürze halber wollen wir in diesem Artikel einfach Rela t ion zwischen
zwei Zahlen x, y die Beziehung nennen, in welcher sie zu einander stehen,
insofern die erste x Rest oder Nichtrest der zweiten y ist. Es hängt daher
die Relation zwischen §, P von den Relationen zwischen Q, a*; Q, 6ßu.s.w.
ab (Artikel 105).

*) Wenn aus einer Klasse keine Factoren vorhanden wären, müsste man für
das Product aus diesen l schreiben.
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II. Um die Eelation zwischen Q und aa (von den ändern $, &ß, u. s. w.
gilt nämlich dasselbe) kennen zu lernen, sind zwei Fälle zu unterscheiden.

1. Ist Q teilbar durch a, so setze man Q=Q'ae, so dass Q' nicht
mehr durch a teilbar ist. Ist dann e = a oder e>a, so wird QRa*; ist
aber e<oc und ungerade, so ist QNa*\ ist endlich e<:a und gerade, so
wird Q zu aa dieselbe Eelation haben wie Q' zu a*~e. Es ist daher dieser
Fall zurückgeführt auf

2. wenn Q durch a nicht teilbar ist. Hierbei unterscheiden wir wiederum
zwei Fälle.

(A) wenn a = 2 ist. Dann wird stets QEa*, sobald a = l ist; ist aber
a = 2, so ist erforderlich, dass Q von der Form 4^+1 sei; ist endlich
a = 3 oder a > 3, so muss Q von der Form 8^+1 sein. Ist diese Be-
dingung erfüllt, so ist QEa*.

(B) wenn a irgend eine andere Primzahl ist. Dann wird Q zu aa

dieselbe Eelation haben, wie zu a (vgl. Artikel 101).
III. Die Eelation irgend einer Zahl Q zu der (ungeraden) Primzahl a

wird in folgender Weise ermittelt. Ist §>a, s° substituiere man für Q
seinen kleinsten positiven Best nach dem Modul a*). Dieser wird zu a
dieselbe Eelation haben wie Q.

Ferner zerlege man <J), oder die dafür genommene Zahl, in seine Prim-
factoren p,p',p"i..., denen noch der Factor — l hinzuzufügen ist, wenn
Q negativ ist. Dann hängt bekanntlich die Eelation zwischen Q und a
von den Eelationen zwischen den einzelnen Factoren jp,y, p", ... und a ab.
Wenn nämlich unter jenen Factoren 2m Nichtreste von a sind, so wird QBa,
wenn aber 2m + l vorhanden sind, so wird QNa. Man sieht aber leicht,
dass, wenn unter den Factoren p, p', p", ... zwei oder vier oder sechs oder
allgemein 2k gleiche vorkommen, diese sicher weggelassen werden können.

IV. Kommen — l und 2 unter den Factoren p, p', p",... vor, so kann
deren Eelation zu a aus den Artikeln 108, 112, 113, 114 bestimmt werden.
Die Eelation der übrigen zu a aber hängt von der Eelation von a zu ihnen
ab (Fundamentaltheorem und Sätze des Artikels 131). Ist p einer von ihnen,
so wird man finden (indem man die Zahlen a, p ebenso behandelt wie
vorher Q und a, die respective grösser als jene sind), dass die Eelation
von a zu p entweder nach den Artikeln 108—114 bestimmt werden kann
(wenn nämlich der kleinste Eest von a nach dem Modul p keine ungeraden
Primfactoren hat) oder noch überdies von der Eelation von p zu gewissen
Primzahlen, die kleiner als p sind, abhängt. Dasselbe gilt von den übrigen
Factoren p', p") ... Man sieht nun leicht, dass man durch Fortsetzung
dieses Verfahrens schliesslich zu Zahlen gelangen wird, deren Eelationen
nach den Sätzen der Artikel 108—114 bestimmt werden können. Durch
ein Beispiel wird dies deutlicher werden.

*) Rest in der Bedeutung des Artikel 4. — Häufig ist es besser, den absolut
kleinsten Rest zu nehmen.

Lineare Formen der Primteiler von tf2 — A. 103

Beispiel. Man sucht die Eelation der Zahl + 453 zu 1236. Es ist
1236 = 4.3-103; + 453 J24 nach II. 2. (A); +453 R3 nach II. 1. Es
bleibt also noch die Eelation von + 453 zu 103 zu ermitteln. Sie wird
dieselbe sein wie die, welche +41 (^453 (mod. 103)) zu 103 hat. Diese
wieder ist (nach dem Fundamentalsatz) dieselbe wie die von +103 zu
41 oder von —20 zu 41. Es ist aber — 20 .Z? 41; denn es ist
— 20 = — l - 2 - 2 - 5 ; — l .#41 (Artikel 108) und +5 JK41 deshalb,
weil 41 = l und daher Rest von 5 ist (nach dem Fundamentalsatze).
Hieraus folgt + 453 E103 und hieraus schliesslich + 453 E1236. In der
That ist 453 = 2972 (mod. 1236).

Über die linearen Formen, welche sämtliche Primzahlen
enthalten, von denen eine beliebige gegebene Zahl Rest oder

Nichtrest ist.

147.
Ist eine beliebige Zahl A gegeben, so kann man bestimmte Formeln

angeben, unter denen alle zu A primen Zahlen, von denen A Best ist,
enthalten sind, oder alle Zahlen enthalten sind, die Teiler der Zahlen von
der Form x2— A (wo x2 ein unbestimmtes Quadrat bezeichnet) sein
können.*) Der Kürze halber wollen wir nur diejenigen Teiler in Eücksicht
ziehen, welche ungerade und prim zu A sind, da auf diese die übrigen
Fälle leicht zurückgeführt werden können.

Es sei zunächst A entweder eine positive Primzahl von der Form
4^+1 oder eine negative von der Form £n—1. Dann werden dem
Fundamentalsatze zufolge alle Primzahlen, welche positiv genommen Eeste
von A sind, Teiler von x2—A, alle Primzahlen aber (mit Ausnahme der
Zahl 2, welche immer Teiler ist), welche Nichtreste von A sind, Nichtteiler
von x2—A sein. Es seien alle Eeste von A, welche kleiner-als A sind,
(mit Ausschluss der Null) bezeichnet mit r, r', r", ..., alle Nichtreste
dagegen mit n, ri, n", ... Dann wird jede Primzahl, welche in einer der
Formen Ak + r, Ak + r', Ak-+-r", ... enthalten ist, Teiler von #2— -4,
jede Primzahl aber, die in einer der Formen Ak + n, Ak-}-n', Ale + n"^...
enthalten ist, Nichtteiler von x2— A sein, wobei k eine unbestimmte ganze
Zahl bezeichnet. J ene Formen nennen wir Formen der Teiler,
diese aber F o r m e n der Nicht te i ler von x2— 'A. Die Anzahl jeder
der beiden Arten ist gleich %(A— 1). Ist ferner B eine zusammengesetzte
ungerade Zahl und AEB, so werden alle Primfactoren von B und daher
auch B in irgend einer der ersteren Formen enthalten sein. Daher ist
jede -in der Form der Nichtteiler enthaltene ungerade Zahl Nichtteiler der

*) Derartige Zahlen werden wir einfach Teiler von x2 — A nennen, woraus von
selbst hervorgeht, was Nichtteiler sind.
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Form x2—A. Diesen Satz darf man aber nicht umkehren; denn wenn B
ein zusammengesetzter ungerader Nichtteiler der Form x2—A ist, wird es
unter den Primfactoren von B einige Nichtteiler geben, und wenn die
Anzahl dieser gerade ist, wird sich trotzdem B in irgend einer Form der
Teiler vorfinden. Vgl. Artikel 99.

Beispiel. Auf diese Weise findet man für A = — 11 als Formen der
Teiler von #2-f-11 die folgenden: 11Ä+ l, 3, 4, 5, 9; die Formen der Nicht-
teiler aber sind: 1U-+-2, 6, 7, 8. 10. Es wird daher — 11 Nichtrest aller
ungeraden Zahlen, welche in irgend einer der letzteren Formen enthalten
sind, Eest aber von allen zu irgend einer der ersteren Formen gehörigen
Primzahlen sein.

Derartige Formen giebt es für die Teiler und Nichtteiler von x2 — A,
welche Zahl auch A bezeichnen möge. Man sieht aber leicht, dass man
nur diejenigen Werte von A zu betrachten braucht, welche durch keine
Quadratzahl teilbar sind; denn offenbar werden, wenn A = a2A' ist, alle
Teiler*) von x2 — A auch Teiler von x2 — A' sein, und dasselbe gilt von
den Nichtteilern. — Wir werden aber drei Fälle unterscheiden: 1. wenn A
von der Form -f- (4n -f-1) oder — (4n — 1) ist; 2. wenn A von der Form
— (4^+1) oder -+-(4^—1) ist; 3. wenn A gerade oder von der Form
± (in 4- 2) ist.

148.
Erster Fall, wenn A von der Form -j-(4^-f-l) ode r — (4n—1)

ist. Man zerlege A in seine Primfactoren und erteile denen, welche von
der Form 4^-f-l sind, das positive, denen aber, welche von der Form
4n — l sind, das negative Vorzeichen (wodurch das Product gleich A wird).
Diese Factoren seien a, b, c, d, ... Man verteile ferner sämtliche Zahlen,
welche kleiner als A und prim zu A sind, in zwei Klassen und zwar nehme
man in die erste Klasse sämtliche Zahlen, welche entweder von keiner oder
von zweien oder von vieren oder allgemein von einer geraden Anzahl der
Zahlen a, b, c, d, ... Nichtreste sind, in die zweite Klasse aber diejenigen,
welche entweder von einer oder von dreien oder allgemein von einer ungeraden
Anzahl der Zahlen a, b, c, d, ... Nichtreste sind. Die ersteren bezeichne
man mit r, r', r", . . . , die letzteren mit n, n', n", ... Dann werden die
Formen Ak -\- r, Ak -f- /, Ak -h r", ... die Formen der Teiler von x2 — A,
die Formen Ak -\-n, Ak -f- n', Ak -f- n", ... dagegen die Formen der Nicht-
teiler von x2 — A sein (d. h. j e d e Pr imzahl ausser 2 wird Teiler oder
Nicht te i ler von x2 — A sein, je nachdem sie in i rgend einer der
ersteren oder der le tz teren Formen entha l ten ist). Denn wenn p
eine positive Primzahl und von irgend einer der Zahlen a, b, c, ... Rest
oder Nichtrest ist, so wird diese Zahl selbst Eest oder Nichtrest von p sein
(nach dem Fundamentalsatz). Wenn es daher unter den Zahlen a, b, c, ...

m Zahlen giebt, von denen p Nichtrest ist, so wird es ebenso viele Nicht-
reste von p geben, und daher wird, wenn p in einer der ersteren Formen
enthalten ist, m gerade und AEp, wenn es aber in einer der letzteren
enthalten ist, m ungerade und ANp sein.

Beispiel. Es sei A = -i- 105 = — 3 x + 5 x — 7. Dann sind die
Zahlen r, r', r", ... die folgenden: l, 4, 16, 46, 64, 79 (welche Nichtreste
von keiner der Zahlen 3, 5, 7 sind); 2, 8, 23, 32, 53, 92 (welche Nicht-
reste der Zahlen 3, 5 sind); 26, 41, 59, 89, 101, 104 (welche Nichtreste
der Zahlen 3, 7 sind); 13, 52, 73, 82, 97, 103 (welche Nichtreste der Zahlen
5, 7 sind). — Die Zahlen n> n', n", . .. aber sind die folgenden: 11, 29,
44; 71, 74, 86; 22, 37, 43, 58, 67, 88; 19, 31, 34, 61, 76, 94; 17, 38, 47,
62, 68, 83. Die sechs ersten sind Nichtreste von 3, die sechs ferneren
Nichtreste von 5; dann folgen die Nichtreste von 7, schliesslich diejenigen,
welche Nichtreste von allen dreien zugleich sind.

Aus der Lehre von den Combinationen und aus den Artikeln 32 und
96 leitet man leicht her, dass die Anzahl der Zahlen r, /, r", ... gleich

1(1-1}
1-2 1 . 2 . 3 . 4

die Anzahl der Zahlen n, ri, n", . . . gleich

1 .2 .3 1 - 2 . 3 . 4 . 5

ist, wobei / die Anzahl der Zahlen a, b, c, .. . bezeichnet,

t=%-l(a— !)(& — l)(c— 1)...

ist und jede der beiden Reihen soweit fortzusetzen ist, bis sie abbricht.

(Es giebt nämlich t Zahlen, welche von allen Zahlen a, &, c, . . . , - ̂ -^ —l • u
Zahlen, welche Nichtreste von zweien sind, u. s. w., doch gestattet das
Streben nach Kürze nicht, diesen Beweis weitläufiger zu entwickeln). Die
Summe jeder der beiden Reihen*) aber ist gleich 2/~1. Die erste nämlich
geht aus der folgenden

hervor, wenn mau das zweite und dritte, das vierte und fünfte, u. s. w.
Glied zusammennimmt, die letztere aber aus eben derselben Reihe, wenn
man das erste und zweite, das dritte und vierte, u. s. w., Glied vereinigt.

*) Welche nämlich prim zu A sind. *) Nach Fortlassimg des Factors t.
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Es giebt daher ebenso viele Formen der Teiler, wie Formen der Nichtteiler
von x* — A, nämlich | ( a —1)(6—l) (c—1) ...

149.

Den zweiten und dritten Fall k ö n n e n wir h ier gleichzeit ig be-
trachten. Es kann nämlich hier stets A entweder gleich (—1) Q oder
gleich (-{- 2) Q oder gleich (— 2) Q gesetzt werden, wo Q eine Zahl von
der Form + (4^+1) oder — (4n—1), die wir im vorigen Artikel be-
trachtet haben, bezeichnet. Es sei allgemein A = a$, so ̂ dass a entweder
gleich — l oder gleich ± 2 ist. Dann ist A Eest aller Zahlen, von denen
entweder jede oder keine der beiden Zahlen a und Q Rest ist, Nichtrest
dagegen von allen Zahlen, von denen nur die eine der beiden Zahlen a und
Q Nichtrest ist. Hieraus leitet man leicht die Formen der Teiler und Nicht-
teiler von x2— A her. Ist a = — l, so verteile man sämtliche Zahlen,
welche kleiner als 4A und prim dazu sind, in zwei Klassen und zwar setze
man in die erste Klasse diejenigen Zahlen, welche in irgend einer Form der
Teiler von x2 — Q und zugleich in der Form 4^+1 enthalten sind, und
ferner diejenigen Zahlen, welche in irgend einer Form der Nichtteiler von
x2 — Q und zugleich in der Form 4^ + 3 enthalten sind, in die zweite Klasse
aber die übrigen. Sind die ersteren r, /, r", ..., die letzteren n, ri, n" ...,
so ist A Eest von allen Primzahlen, welche in irgend einer der Formen
4Ak 4- r, 4AJc -f- /, 4Ak -+- r", ... enthalten sind, Nichtrest dagegen von
allen Primzahlen, welche in einer der Formen 4AJo H- n, 4A/c -i-ri, ... ent-
halten sind. — Ist a = ± 2, so verteile mau sämtliche Zahlen, welche kleiner
als 8Q und prim dazu sind, in zwei Klassen und zwar setze man in die
erste diejenigen Zahlen, welche in irgend einer Form der Teiler von x2 — Q
und zugleich in einer der Formen 8» H- l, Sn-\-l für das obere Zeichen
oder in einer der Formen 8^ + 3, 8^ + 5 für das untere Zeichen enthalten
sind, und ferner diejenigen, welche in irgend einer Form der Nichtteiler
von x2 — Q und zugleich in einer der Formen 8w -f- 3, 8w + 5 für das obere
Zeichen oder in einer der Formen 8^-f-l, %n-\-l für das untere Zeichen
enthalten sind; in die zweite Klasse aber die übrigen. Bezeichnet man so-
dann die Zahlen der ersten Klasse mit r, /, r", . . . , die der zweiten mit
n, n', n", ... , so wird ± 2§ Rest aller Primzahlen sein, welche in irgend
einer der Formen 8§# + r, 8$&-|-/, &Qk-\-r", ... enthalten sind, Nicht-
rest dagegen von allen Primzahlen, welche in irgend einer der Formen
SQk -f- n, SQk -+- n', SQJc -h n", ... enthalten sind. Übrigens lässt sich leicht
beweisen, dass es auch hier ebenso viele Formen der Teiler wie der Nicht-
teiler von x2 — A giebt.

Beispiel. Auf diese Weise findet man, dass -f-10 Rest von allen in
irgend einer der Formen 40&4-1, 3, 9, 13, 27, 31, 37, 39 enthaltenen
Primzahlen, dagegen Nichtrest von allen Primzahlen ist, welche in einer
der Formen 40& + 7, 11, 17, 19, 21, 23, 29, 33 enthalten sind.

Arbeiten Anderer über diese Untersuchungen.

150.

107

Diese Formen haben mehre re ziemlich b e m e r k e n s w e r t e
Eigenschaf ten , von denen wir j e d o c h nur eine anführen. Wenn
B eine zusammengesetzte zu A prime Zahl ist, unter deren Primfactoren
sich 2m befinden, welche in irgend einer Form der Nichtteiler von x2—A
enthalten sind, so wird B in irgend einer Form der Teiler von x2 — A
enthalten sein; wenn dagegen die Anzahl der Primfactoren von jg, welche
in irgend einer Form der Nichtteiler von x2— A enthalten sind, ungerade
ist, so wird auch B in einer Form der Nichtteiler enthalten sein. Den
Beweis, der nicht schwierig ist, lassen wir fort. Hieraus folgt aber, nicht
nur dass jede Primzahl, sondern auch, dass jede zusammengesetzte ungerade
zu A prime Zahl, welche in irgend einer Form der Nichtteiler enthalten
ist, ein Nichtteiler ist; denn notwendigerweise muss irgend ein Primfactor
einer solchen Zahl ein Nichtteiler sein.

Über die Arbeiten Anderer bezüglich dieser Untersuchungen.
151.

Das Fundamentaltheorem, welches sicherlich zu den elegantesten Ent-
deckungen auf diesem Gebiete zu rechnen ist, ist in derselben einfachen
Form, in der wir es oben gegeben haben, bisher von Niemand ausgesprochen
worden. Dies ist um so mehr zu verwundern, da gewisse andere aus ihm
fliessende Sätze, von denen man leicht wieder zu jenem hätte zurückgelangen
können, schon Eule r bekannt waren. Dass es gewisse Formen giebt, in
denen alle Primzahldivisoren der Zahlen von der Form x2— A enthalten
sind, und andere, in denen alle primen Nichtteiler der Zahlen von derselben
Form enthalten sind und zwar so, dass diese jene ausschliessen, hatte er
gewusst 'und ein Verfahren ermittelt, jene Formen zu finden; doch sind
alle seine Versuche, zu einem Beweise zu gelangen, stets vergeblich
gewesen und hatten nur jene durch Induction gefundene Wahrheit noch
wahrscheinlicher gemacht. Zwar scheint er in einer Abhandlung, Novae
demonstrationes circa divisores numerorum formae x2-\- ny2, welche in den
Schriften der Akademie zu Petersburg unterm 20. November 1775 erwähnt
und nach dem Tode des ausgezeichneten Mannes im ersten Bande der
Nova Acta dieser Akademie auf Seite 47 u. if. aufbewahrt worden ist,
geglaubt zu haben, dass der Beweis ihm geglückt sei; doch hat sich hier
ein Irrtum eingeschlichen, da er Seite 65 s t i l lschweigend annimmt,
dass derartige Formen der Teiler und Nichtteiler existieren,*) woraus es

*) Nämlich dass es Zahlen r, /, r"9 ..., ra, n\ n" ... giebt, die alle ver-
schieden, kleiner als 4A und von solcher Beschaffenheit sind, dass alle primen Teiler
von x2— A unter irgend einer der Formen 4Ak + r, 4Ak-{-r', ..., alle primen
Nichtteiler dagegen unter irgend einer der Formen 4Ak-\-n, 4Ak-\-ri, ... ent-
halten sind (wo k eine unbestimmte Zahl bezeichnet).
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nicht schwierig war abzuleiten, w e l c h e r Art sie sein mussteu. Die
Methode aber, deren er sich zur Glaubhaftmachung jener Annahme bediente,
scheint nicht zweckentsprechend zu sein. In einer ändern Abhandlung:
De criteriis aequationis fx2-}-gy2=hß2 utrumque resolutionem admittat necne,
Opusc. Anal. T. I (wo /*, #, h gegebene, x, y, # unbestimmte Zahlen sind)
fand er durch Induction, dass, wenn die Gleichung für irgend einen Wert
7^ = s auflösbar ist, dieselbe auch für jeden ändern mit s nach dem Modul
4/# congruenten Wert, wofern derselbe eine Primzahl ist, auflösbar ist, ein
Satz, aus welchem die in Rede stehende Annahme ohne Schwierigkeit
bewiesen werden kann. Aber auch der Beweis dieses Satzes spottete allen
seinen Anstrengungen*), was nicht zu verwundern ist, da man nach unserer
Meinung vom Fundamentaltheorem ausgehen musste. Übrigens wird die
Eichtigkeit dieses Satzes aus dem, was wir im folgenden Abschnitt darlegen
werden, von selbst sich ergeben.

Nach Euler beschäftigte sich L e g e n d r e mit demselben Gegenstände
in der ausgezeichneten Abhandlung Eeclierches d'analyse indeterminee, Bist.
de l'Ac. des Sc. 1785, p. 465 u. ff. Er gelangt hierin (Seite 465) zu dem
Satze, der, was die Sache selbst betrifft, mit dem Fundamentaltheorem
identisch ist, nämlich dass, wenn p und q zwei positive Primzahlen be-

zeichnen, die absolut kleinsten Reste der Potenzen p 2 und q 2 nach den
Moduln q, p respective entweder beide -h l oder beide — l sind, wenn
entweder p oder q von der Form 4n -+- l ist; dass aber, wenn sowohl p
als auch q von der Form 4^ + 3 ist, der eine absolut kleinste Rest + l,
der andere — l ist, woraus nach Artikel 106 folgt, dass die Relation (in
der im Artikel 146 angenommenen Bedeutung) von p zu q und von q zu p
dieselbe ist, wenn entweder p oder q von der Form 4^-1-1 ist, dagegen
entgegengesetzt, wenn sowohl p als auch q von der Form 4n 4- 3 ist.
Dieser Satz ist unter den Sätzen des Artikel 131 enthalten; er folgt auch
aus den Sätzen l, 3, 9 des Artikels 133; umgekehrt aber lässt sich auch
das Fundamentaltheorem daraus ableiten. L e g e n d r e hat auch den Beweis
versucht, über den wir, da er äusserst geistreich ist, im folgenden Abschnitt
weitläufiger sprechen werden. Da er aber in demselben manches ohne
Beweis angenommen hat (wie er Seite 520 selbst gesteht: Nous avons
suppose seulement etc.}, was zum Teil bisher noch von Niemand bewiesen

*) Wie er selbst gesteht, a. a. 0. S. 216: „Hujus elegantissimi theorematis de-
monstratio adhuc desideratur, postquam a pluribus jamdudum frustra est investigata ...
Quocirca plurimitm is praestitisse ce-nsendus est, cui successcrit demonstrationem hujus
theorematis invenire". — Mit welcher Begier der unsterbliche Mann nach dem Beweise
dieses Satzes und anderer, welche nur specielle Fälle des Fundamentaltheorems sind,
verlangt hat, ist aus vielen anderen Stellen der Opusc. Analyt. zu ersehen. Vgl.
Additamentum ad diss. VIII, T. I und diss. XIII, T. II und mehrere Abhandlungen
in den Comment. Ac. Petrop., die wir bereits erwähnt haben.

worden ist, zum Teil, nach unserer Ansicht wenigstens, ohne das Fundamental-
theorem nicht bewiesen werden kann, so scheint der von ihm eingeschlagene
Weg nicht zum Ziele führen zu können und muss daher unserer Beweis
für den ersten gehalten werden.*) — Übrigens werden wir weiter un ten
zwei andere Beweise desselben höchst wichtigen Satzes mitteilen, die
von dem vorigen und unter sich völlig verschieden sind.

Über die nichtreinen Congruenzen zweiten Grades.

152.

Bisher haben wir die reine Congruenz x2=A (mod. m) behandelt und
gezeigt, wie man entscheiden kann, ob sie lösbar ist. Die Ermi t t lung
der Wurze ln selbst ist durch Artikel 105 auf den Fall zurückgeführt
worden, wo m entweder eine Primzahl oder die Potenz einer Primzahl ist,
der letztere Fall aber durch Artikel 101 wiederum auf den, wo m eine
Primzahl ist. Für diesen Fall aber umfasst das, was wir in dem
Artikel 61 u. ff. mitgeteilt haben, zusammen mit dem, was wir im fünften
und achten Abschnitt darlegen werden, beinahe alles, was sich durch
directe Methoden ermitteln lässt. Diese sind aber, wo sie überhaupt an-
wendbar sind, meistens" unendlich viel weitläufiger als die indirecten, die
wir im sechsten Abschnitt auseinandersetzen werden, und daher nicht
sowohl wegen ihres praktischen Nutzens als vielmehr wegen ihrer Schönheit
bemerkenswert,

Die n ich t re inen C o n g r u e n z e n z w e i t e n Grades lassen sich
le icht auf re ine z u r ü c k f ü h r e n . Ist die Congruenz

ax2 -f- ~bx + c = 0,

welche nach dem Modul m gelöst werden soll, vorgelegt, so ist mit derselben
die folgende äquivalent:

4äbx + 4ac = 0 (mod. 4am),

d. h. jede Zahl, welche der einen genügt, wird auch der ändern genügen.
Diese lässt sich aber folgendermassen darstellen:

= 62 — 4ac (mod. 4am),

woraus alle Werte von 2a# -f- b, welche kleiner als 4am sind, wenn es deren
giebt, gefunden werden können. Bezeichnet man dieselben mit r, r', r", . . . ,

*) Vgl. die Zusätze am Schlüsse der Disquisitiones.
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so werden alle Lösungen der gegebenen Congruenz sich aus den Lösungen
der Congruenzen

lax =:r — (mod.

die wir im Abschnitt II finden lehrten, ergeben. Übrigens bemerken wir,
dass die Auflösung meistenteils durch verschiedene Kunstgriffe zusammen-
gezogen, z. B. an Stelle der gegebenen Congruenz eine mit ihr gleich-
bedeutende

gefunden werden kann, in welcher a' in m aufgeht; doch gestattet die Kürze
nicht, dies hier weitläufiger zu entwickeln, und kann man darüber den letzten
Abschnitt vergleichen.

Fünfter Abschnitt.

Von den Formen und unbestimmten
Gleichungen zweiten Grades.

Gegenstand der Untersuchung; Definition der Formen und
Bezeichnung.

153.

In diesem Abschnitte werden wir insbesondere von den Functionen
zweier Unbestimmten x, y von folgender Form

wo a, &, c gegebene ganze Zahlen sind, handeln und werden dieselben
Formen zwei ten Grades oder e infach Formen nennen. Diese Unter-
suchung gipfelt in der Lösung des berühmten Problems, alle Lösungen
irgend einer unbestimmten Gleichung zweiten Grades mit zwei Unbekannten
zu finden, sei es nun, dass diese Unbekannten ganze oder nur rationale
Werte erhalten sollen. Dieses Problem ist zwar schon von Lagrange
gelöst und vieles auf die Natur der Formen Bezügliche sowohl von diesem
grossen Geometer als auch von Eule r teils zuerst gefunden, teils, nachdem
es von Fermat gefunden, bewiesen worden. Bei einer gründlichen Unter-
suchung der Formen hat sich uns aber so viel Neues dargeboten, dass es
der Mühe wert erschien, den ganzen Gegenstand von Neuem vorzunehmen,
um so mehr, als das von jenen Männern Gefundene an vielen Stellen zerstreut
und nach unserer Erfahrung nur wenigen bekannt geworden ist, sodann
weil die Art der Behandlung dieses Gegenstandes zum grössten Teil uns
eigen ist, endlich weil das von uns Herrührende ohne neue Darlegung des
Früheren kaum verständlich sein würde. Doch dürfte es nicht zweifelhaft
sein, dass noch vieles Ausgezeichnete in dieser Beziehung verborgen geblieben
ist, an dem andere ihre Kräfte üben können. Übrigens werden wir das auf
die Geschichte der hervorragendsten Eigenschaften Bezügliche stets an der
geeigneten Stelle anführen.
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Die Form ax2 4- %bxy 4- cy2 werden wir, sobald es sich nicht um die
Unbestimmten x, y handelt, durch (a, b, c) bezeichnen. Dieser Ausdruck
wird also unbestimmt die Summe dreier Teile bezeichnen, nämlich des
Products der gegebenen Zahl a in das Quadrat einer beliebigen Unbestimmten,
des doppelten Products der Zahl b in diese Unbestimmte und in eine andere
Unbestimmte und endlich des Products der Zahl c in das Quadrat dieser
zweiten Unbestimmten. Z. B. wird (l, 0, 2) die Summe eines Quadrates und
eines doppelten Quadrates darstellen. Obwohl ferner die Formen (a, &, c)
und (c, b, a) dasselbe bezeichnen, wenn wir nur auf die Teile selbst
Kücksicht nehmen, so werden sie sich doch unterscheiden, wenn wir über-
dies auf die Ke inen folge der Teile achten. Wir werden sie daher in der
Folge sorgfältig unterscheiden; was wir daraus für Vorteil haben, wird aus
dem Nachstehenden hinreichend klar werden.

Darstellung der Zahlen; die Determinante.

154.
Wir sagen, i rgend eine g e g e b e n e Zahl werde d u r c h e ine ge-

gebene Form dargestellt, wenn den U n b e s t i m m t e n der Form solche
ganzzahl igen Wer t e be ige legt we rden , dass der Wert der Form
der gegebenen Zahl gleich wird. Hier haben wir den folgenden

Satz. Wenn sich die Zahl M so durch die Form (a, b, c) dar-
stellen lässt, dass die Wer te der U n b e s t i m m t e n , durch w e l c h e
dies bewirkt wird, prim zu e inander sind, so wird b2 — ac quadra -
t ischer Rest der Zahl M sein.

Beweis. Sind die Werte der Unbestimmten m, n, also

am2 4- Vbmn 4- cn2 = M,

und nimmt man zwei Zahlen JA, v von solcher Beschaffenheit an, dass
lim 4- v^ = l ist (Artikel 40), so zeigt man durch Entwicklung leicht, dass

(am2 4- 2bmn 4- cn2) (av2 — i

oder

M(av2 — 2&jAv 4- cjA2) = [\*.(mb 4- nc) — v (ma

ist. Daher ist:

4- CJAS) = [JA(W& 4- nc) — v(ma 4- nb)]2

— (b2 —ac) (W

• nb)]2 — (b2 - ac)

b2 — ac = [JA(W& 4- nc) — v(ma -f- bri)]2 (mod. M),

d. h. es ist b2 — ac quadratischer Eest von M.

Die Zahl b2 — ac, von deren Beschaffenheit, wie wir im Folgenden
zeigen werden, die Eigenschaften der Form (a, &, c) hauptsächlich ab-
hängen, werden wir die Determinante d iese r Form nennen.

Die Werte des Ausdrucks j/&2 — ac (mod. M\ zu welchen die
Darstellung der Zahl M durch die Form (a, &, c) gehört.

Es ist somit

ein Wert des Ausdrucks

155.

\L(mb 4- nc) — v (ma 4- nb)

Bekanntlich aber können auf unzählig viele Weisen Zahlen JA, v derart
bestimmt werden, dass pm 4- vn = l ist, so dass andere und andere Werte
jenes Ausdrucks sich ergeben werden. Wir wollen zusehen, in welchem
Zusammenhang diese unter einander stehen. Es sei nicht nur ym 4- vw == l,
sondern auch ji/w-l- v'w= l, und man setze:

JA (mb 4- nc) -— v (ma 4- riti) = v, 4- nc) — v'(wa + nb) = «/.

Multipliciert man die Gleichung jxw 4- vw = l mit |x', die andere
4-v 'w=i mit JA, und subtrahiert sie, so wird p/— fA = w(jjt/v — JAV'),

und analog wird, wenn man jene mit v', diese mit v multipliciert und sub-
trahiert: v' — v = m(fAv' — ji/v). Hieraus folgt sogleich:

v' — v = (JJL'V — JAV') (am2 4- %bmn 4- cn2) = (JA'V — JAV') M

oder t/ = #(mod. M). Auf welche Art also auch [A, v bestimmt sein mögen,
die Formel JA (mb 4- nc) — v (ma 4- nb) kann keine verschiedenen (d. i.

incongruenten) Werte des Ausdrucks j/&2 — ac (mod. M ) ergeben. Wenn

daher v irgend ein Wert jener Formel ist, so werden wir sagen, die Dar-
s te l lung der Zahl .M" durch diejenige Form ax2 -t- %bxy 4- c#2, in welcher

x=m,y~nist, gehöre zum Werte v des A u s d r u c k s j/&2— ac(mod. M).

Übrigens kann man leicht zeigen, dass, wenn v irgend ein Wert jener
Formel und v' = v (mod. M ) ist, man an Stelle der Zahlen [A, v, welche v
geben, andere JA', v' nehmen kann, welche v' geben. Denn macht man:

n(vf — v)
Jf '

m(vr — v)^~
M

so wird
\i'm 4- v*n = IAW 4- vn = l,

der aus JA', v' sich ergebende Wert der Formel aber wird den aus j*, v
hervorgehenden um die Grosse (JJL'V—jAv')Jf, welche gleich (JAW 4-vn) (tf—v)
= v' — v wird, übersteigen, d. h. jener Wert wird gleich v' sein,
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156.
Wenn man zwei Darstellungen derselben Zahl M durch dieselbe Form

(a, &, c) hat, in welchen die Unbestimmten zu einander prime Werte
haben, so können dieselben entweder zu demselben Werte des Ausdrucks

2 —ac(mod. .M) gehören oder zu verschiedenen. Ist

und
= am2-}- ^bmn 4- cn2

[AW 4- w = l,

so wird offenbar, wenn

IA(W& 4- nc) — v(ma 4- nV) = fx'(w'& 4- n'c) — v' (m' a 4- n'V) (mod. Jf)

war, diese Congruenz stets bestehen bleiben, welche ändern passenden
Werte für JA, v; JA', v' auch genommen werden; in diesem Falle werden
wir sagen, dass beide Darstellungen zu d e m s e l b e n Werte des Ausdrucks
1/b2 — ac(mod. M) gehören. Wenn aber jene Congruenz für irgend welche
Werte von JA, v; p/, v' nicht stattfindet, so wird sie überhaupt für keine
stattfinden und dann werden die Darstellungen zu v e r s c h i e d e n e n Werten
gehören. Und wenn

JA (mb -\-nc) — v (ma + rib) = — [JA' (m'b 4- n'c) — v' (m' a + n'fy]

ist, so soll gesagt werden, dass die Darstellungen zu entgegengese tz ten
Werten des Ausdrucks j/&2 — ac gehören. Aller dieser Benennungen werden
wir uns auch bedienen, wenn es sich um mehrere Dar s t e i lungen derselben
Zahl durch versch iedene Fo rmen , die jedoch dieselbe Determinante
haben, handelt.

Beispiel. Die gegebene Form sei (3, 7, — 8), deren Determinante
gleich 73 ist. Mit Hülfe dieser Form hat man folgende Darstellungen der
Zahl 57:

3 • 132 4- 14 • 13 • 25 — 8 • 252; 3 • 52 4- 14 • 5 • 9 — 8 • 92.

Für die erste kann man JA = 2, v = — l setzen und erhält dadurch als
Wert des Ausdruckes i/73^(mod. 57), zu welchem die Darstellung gehört:

2 (13 • 7 — 25 • 8) 4- (13 • 3 4- 25 • 7) = — 4.

Auf ähnliche Weise findet man, indem man JA = 2, v = — l setzt, dass die
zweite Darstellung zum Werte 4- 4 gehört. Daher gehören die beiden Dar-
stellungen zu entgegengesetzten Werten.

Bevor wir weiter gehen, bemerken wir, dass d i e F o r m e n , de ren De-
terminante gleich Null ist, von den fo lgenden U n t e r s u c h u n g e n
ganz ausgesch lossen werden, da sie nur die Kürze der Sätze stören
würden und daher eine gesonderte Behandlung erfordern.
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Form, welche eine andere enthält oder unter einer anderen
enthalten ist; Transformation, eigentliche und uneigentliche.

157.
Wenn eine Form F, deren Unbestimmten x, y sind, in eine andere JP,

deren Unbestimmten #', y' sind, durch Substitutionen von der Form

x = ao/4- ß«/, y = yx'+ 6y,

in denen a, ß, 7, 8 ganze Zahlen sind, übergeführt werden kann, so werden
wir sagen, dass die erstere die le tz te re enthalte oder dass die
letztere unter der e r s t e ren enthalten sei. Ist F die Form:

ax2 4- Vbxy 4- cy2,

die Form F* aber die folgende:

c?2

so hat man folgende drei Gleichungen:

a' = aa2 4-
V =
c' = aß2 4-

Multipliciert man die zweite Gleichung mit sich selbst, die erste mit
der dritten und subtrahiert, so erhält man nach Weglassung der sich auf-
hebenden Teile:

ys - aV= (&2 - ac) (<x8 - ß-/)2.

Hieraus folgt, dass die Determinante der Form F' durch die Determinante
der Form F teilbar und der Quotient ein Quadrat ist; offenbar werden
also diese D e t e r m i n a n t e n dasselbe Vorze ichen besitzen. Wenn
daher überdies die Form F' durch eine ähnliche Substitution iu die Form F
verwandelt werden kann, d. h. wenn sowohl F' unter F als auch F unter
F' enthalten ist, werden die Determinanten der Formen einander gleich*)
und (<x8 — ß-y)2 = l sein. In diesem Falle nennen wir die Formen äquivalent.
Demnach ist zur Äquivalenz der Formen die Gleichhei t der Deter-
minan t en uner läss l iche Bed ingung , obwohl jene aus dieser allein
keineswegs folgt. Die Subst i tut ion o? == «#' 4- ß#', y = ^x'-*r§y' werden
wir eine eigentliche Trans format ion n e n n e n , wenn aS — ßy eine
positive Zahl, und e ine uneigentliche, wenn aö — ß-y eine negative
Zahl ist; von der Form F1 we rden wir sagen, sie sei eigentlich
oder uneigentlich un te r der Form F enthalten, wenn F sich durch
eine e igent l iche oder une igen t l i che T r a n s f o r m a t i o n in die

*) Aus vorstehender Analyse geht hervor, dass dieser Satz auch für Formen,
deren Determinante gleich Null ist, gilt. Aber die Gleichung (aS —ßy) 2 =l darf
nicht auf diesen Fall ausgedehnt werden.
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Form F' v e r w a n d e l n lässt. Wenn daher die Formen F und F'
äquivalent sind, so ist (<x8 — ß?)2 = l und daher, wenn die Transformation
eine eigentliche ist, aö — ß^ = 4- l , wenn sie eine uneigentliche ist,
a§ — ß7 = — 1. — Wenn m e h r e r e Transformat ionen zu gleicher Zeit
eigentlich oder zu gleicher Zeit uneigentlich sind, so werden wir sie
gleichartig nennen, eine eigentliche und eine uneigentliche dagegen sollen
ungleichartig heissen.

Äquivalenz, eigentliche und uneigentliche.
158.

Wenn die D e t e r m i n a n t e n der Formen F, F' e inander gleich
sind und F' unter F en tha l t en ist, so wird auch F un ter F' ent-
ha l ten sein und zwar eigentl ich oder une igen t l i ch , je n a c h d e m
F' unter F e igent l ich oder uneigent l ich enthal ten ist.

Es möge F in Ff übergehen, wenn man setzt:

x = ax' -f- ß#', y = •/#' 4- §«/'.

Dann wird F' in F übergehen durch

denn offenbar wird durch diese Substitution aus F' dasselbe, was aus F
wird, wenn man setzt:

y =

oder

Hiernach wird aus F offenbar (ao — ß-/)2.F, d. i. wiederum F (nach vorigem
Artikel). Es ist aber ersichtlich, dass die letztere Transformation eigentlich
oder uneigentlich ist, je nachdem die erstere eigentlich oder uneigentlich ist.

Wenn s o w o h l F' unter F als auch F un t e r F' e igentl ich
enthal ten ist, we rden wir die Formen eigentlich äquivalent, wenn
sie aber uneigent l ich unter e inander enthal ten sind, uneigent-
lich äquivalent nennen . — Im Übrigen wird man den Nutzen dieser
Unterscheidungen bald kennen lernen.

Beispiel. Die Form 2#2 — Sxy -f- 3#2 geht durch die Substitutionen
x = 2xf H- /, y = 3x' + 2/ über in die Form : — 13#'2 — IZx'y' — Zy' 2

und diese wieder in jene, wenn man setzt: x' = %x — y, y' = — 3x •+• %y.
Daher sind die Formen (2, — 4 , 3) und (—13, —6, — 2 ) eigentlich
äquivalent.

Die Probleme, an deren Behandlung wir jetzt gehen, sind die
fo lgenden :

I. Wenn irgend zwei Formen mit derselben Determinante gegeben
sind, so soll man ermitteln, ob sie äquivalent sind oder nicht, ob eigentlich
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oder uneigentlich äquivalent oder beides zugleich, denn auch dieses ist
möglich. Wenn sie aber verschiedene Determinanten haben, so soll man
zusehen, ob nicht wenigstens die eine die andere, eigentlich oder uneigentlich
oder in beiderlei Weise, enthält. Schliesslich soll man alle, eigentlichen so-
wohl wie uneigentlichen, Transformationen der einen in die andere finden.

II. Wenn irgend eine Form gegeben ist, so soll man finden, ob eine
gegebene Zahl durch sie dargestellt werden kann, und soll alle Dar-
stellungen angeben. Da aber hierbei die Formen mit negativer Determinante
ein anderes Verfahren erfordern als die Formen mit positiver Determinante,
so wollen wir zunächst das angeben, was beiden gemeinsam ist, und darauf
die Formen jeder Art gesondert betrachten.

Entgegengesetzte Formen.
159.

Wenn die Form F die Form Ff und diese w i e d e r u m die Form
F" en thä l t , so wird die Form F eben fa l l s die Form F" ent-
ha l ten .

Es seien die Unbestimmten der Formen F} F', F" respective x, y\
x'j y '; x" j y", und es möge F in F' übergehen, wenn man setzt:

x = ewc'-f- ß/, y =

und F' in F", wenn man setzt:

Dann wird sich offenbar F in F" verwandeln durch

y =

(aß'-f- ßÖ') y\ y = fra'+ 87') 0

oder:

x = (aa'+ ßT')

Somit wird .F auch F" enthalten.
Da

(aa'+ ßf) (Tß'+ 05') - («ß'+ ß8') (7«'+ Y) = (aö - ßl) («'«'- ßY)

und daher positiv ist, wenn entweder aö — ßy und a'ö' — ßY beide positiv oder
beide negativ sind, dagegen negativ, wenn eine dieser Zahlen positiv, die
andere negativ ist, so wird die Form F die Form F" eigentlich oder
une igen t l i ch enthalten, je nachdem F die Form F' und F' wieder die
Form F" auf einerlei oder auf verschiedene Weise enthalten.

Hieraus folgt, dass. wenn man beliebig viele Formen F, F', F", F'", . . .
hat, von denen jede die folgende enthält, die erste die letzte enthalten
wird, und zwar eigentlich, wenn die Anzahl der Formen, welche die ihnen
folgende uneigentlich enthalten, gerade, uneigentlich, wenn jene Anzahl
ungerade ist.
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Wenn die Form F der Form F' und d iese w iede r der Form
F" äquiva lent ist, so wird die Form F der Form F" äquivalent
sein, und zwar eigentl ich, wenn die Form F der Form F' in
derse lben Weise äquivalent ist, wie die Form F' der Form F",
uneigentl ich aber, wenn letzteres in ve r sch iedene r Weise der
Fall ist.

Denn da die Formen F, F' respective den Formen F', F" äquivalent
sind, so werden nicht nur jene diese respective enthalten und daher auch
F die Form F", sondern auch diese jene. Daher werden F und F"
äquivalent sein. Aus dem Vorhergehenden aber folgt, dass F die Form F"
eigentlich oder uneigentlich enthält, je nachdem F der Form F' und F'
der Form F" auf dieselbe oder auf verschiedene Weise äquivalent ist;
ebenso wird auch F" die Form F enthalten. Daher werden im ersteren
Falle F und F" eigentlich, im letzteren uneigentlich äquivalent sein.

Die Formen (a, —6, c), (c, l, a), (c, — & , a) sind der Form
(a, b, c) äquivalent , und zwar die be iden ersten uneigentlich,
die letzte eigentlich.

Denn ax2 4- %bxy 4- cy2 geht in ax'2 — 2&#y 4- cy'2 über, wenn man
setzt # = #'+0 • #', £/= ()•#'—y, und diese Transformation ist un-
eigentlich wegen l • (— 1) — 0 • 0 =— 1. In die Form ex'2 -f- 2bx'y'-+~ cy'2

aber geht sie über durch die uneigentliche Transformation: x = 0 • xr-\- y',
^ = #'4-0«2/', und in die Form ex'2 — %bx'y'-+- ay'2 durch die eigentliche
Transformation x = 0 • x'— y', y = x'-\- 0 • /.

Hieraus ist klar, dass jede Form, welche der Form (a, b, c) äquivalent
ist, entweder dieser selbst oder der Form (a, — b, c) eigentlich äquivalent
ist, und ebenso dass, wenn irgend eine Form die Form (a, &, c) enthält oder
unter ihr enthalten ist, dieselbe entweder die Form (a, &, e) oder die Form
(a, —b, c) eigentlich enthält, oder unter einer von beiden eigentlich enthalten
ist. Die Formen (a, b, c) und (a, —b, c) w e r d e n wir entgegengesetzte
nennen.

Benachbarte Formen.

160.
Wenn die Formen (a, "b, c) und (a', &', c') dieselbe Determinante haben

und überdies c = a' und 6 = — b' (mod. c) oder &4-6' = 0 (mod. c) ist, so
werden wir diese Formen benachbarte Formen nennen, und zwar soll,
wenn eine genauere Bestimmung nötig ist, die erste der le tz teren nach
links benachbart, die le tz tere der ers teren nach rechts benachbart
heissen.

So ist z. B. die Form (7, 3, 2) der Form (3, 4, 7) nach rechts benachbart,
die Form (3, l, 3) der zu ihr entgegengesetzten Form (3, — l, 3) aber nach
beiden Seiten benachbart.

Benachbar te Formen sind stets eigentl ich äquivalent. Denn
die Form ax2 4- %bxy 4- cy2 geht in die benachbarte Form ex'2 4- 26V/ 4- c'y' 2

über durch die Substitution x = —y', x'-\ -- / (welche wegen

0 -- — l •(— 1)= l eine eigentliche ist), wie man durch Entwicklungc

mit Zuhülfenahme der Gleichung b2 — ac = b'2 — cc' leicht beweist; -c
aber ist nach Voraussetzung eine ganze Zahl. — Übrigens gelten diese
Erklärungen und Folgerungen nicht, wenn c = a' = 0 ist. Dieser Fall kann
jedoch nur bei Formen eintreten, deren Determinante eine Quadratzahl ist.

Die Formen (a, b, c} und (a', b', c') sind eigentlich äquivalent, wenn
a = a', b^.b' (mod. a) ist. Denn die Form (a, b} c) ist (nach vorigem
Artikel) der Form (c, — b, a) eigentlich äquivalent, letztere aber ist der Form
(af, b', c') nach links benachbart.

Gemeinschaftliche Teiler der Coefftcienten der Formen.

161.
Wenn die Form (a, b, c) die Form (a', V, c') enthält , so ist jeder

gemeinschaf t l iche Teiler der Zahlen a, b, c auch ein Teiler der
Zahlen a', b'} c', und j ede r gemeinschaft l iche Teiler der Zahlen
a, 2&, c auch ein solcher von a', %b', c'.

Wenn nämlich die Form ax2 4- 'Zbxy 4- cy2 durch die Substitutionen
# = «#' -f. ßy, ^ = T^' + dy in die Form a'x'2 4- Vb'x'y' •+• c'y' 2 übergeht,
so hat man folgende Gleichungen:

aa2 + 2&a? + cf = a'
aaß -f- &(aÖ 4- ff) 4- c^ = b'

woraus der Satz sogleich folgt (wenn man für den zweiten Teil desselben
an Stelle der zweiten Gleichung die folgende anwendet: 2aaß 4- 2&(aö 4- ßv) 4-
2^0 = W ).

Hieraus geht hervor, dass der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen
a, b (2&), c zugleich auch in dem grössten gemeinschaftlichen Teiler der
Zahlen a', b1 (2&'), c' aufgeht. Wenn nun überdies die Form (a', &', c'} die
Form (a, &, c) enthält, d. h. wenn die Formen äquivalent sind, so wird der
grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, &(2&), c dem grössten ge-
meinschaftlichen Teiler der Zahlen a', b' (26'), c' gleich sein, da alsdann
sowohl dieser in jenem, wie jener in diesem aufgehen muss. Wenn daher
in diesem Falle die Zahlen a, 6(2&), c keinen gemeinschaftlichen Teiler
haben, d. h. wenn der grösste gemeinsame Teiler gleich l ist, so werden
auch die Zahlen a', b' (2V), c' keinen gemeinschaftlichen Teiler besitzen.
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Znsammenhang zwischen sämtlichen gleichartigen Trans-
formationen einer gegebenen Form in eine gegebene Form.

162.
Aufgabe, Wenn die Form

AX* + WXY + CY2 oder F
die Form

ax2 + %bxy + cy2 oder f

enthäl t und i r g e n d eine T r a n s f o r m a t i o n j e n e r in diese gegeben
ist, so soll man aus d ieser alle ä n d e r n ihr gleichart igen Trans-
format ionen ableiten.

Auflösung. Die gegebene Transformation sei die folgende: X= ax -f- ßz/,
Y = 7# -f- S?/, und es werde z u n ä c h s t a n g e n o m m e n , dass eine
andere dieser gleichart ige, nämlich X = a'x -f- ß'#, Y = i'x-+-8'y>
gegeben sei, um zuzusehen, was hieraus folgt. Setzt man die Deter-
minanten der Formen F, f gleich _D, d und aö — ß7 = e, a'8' — ßY = e\
so wird (nach Artikel 157) d = De2 = De'2 und, da die Grossen e und e'
nach Voraussetzung dasselbe Vorzeichen haben, e = 6/. Mari hat aber die
folgenden sechs Gleichungen:

[1] A*2 + 2J5aT + Cf = a,
[2] A*'* + 2£« Y-H <?7'2 = «,
[3] ^laß + JB(a6 4- ßtf + 0^0 = &,
[4] .Aa'ß'H- JB(a'8'-f- ßY) + Cy3'= &,
[5] .4ß2

[6] .Aß'2 -H 2J

Bezeichnen wir der Kürze wegen die Zahlen

Aaa'-f- J?(«T'+ Ta') -f- £77',
4(aß'+ ßo') -f- J3(a3'H- ßT'+ 7ß'+ &»') + 0(78'+ 67'),

Aßß'-f- JS(ß8'+ Öß') + CW

mit «', 2&', (/, so leiten wir aus vorstehenden Gleichungen die folgenden her*):

[7] a'2 — D (a/— X)2 = a2,
[8] ' 2a'ft'— D(aY'— 7a') (aS'-h ßf— Tß'— Sa') = 2a&,

*) Diese Gleichungen entstehen folgendermassen: [7] entsteht aus [1] • [2]
(d. h. wenn die Gleichung [1] mit der Gleichung [2] multipliciert wird, oder viel-
mehr, wenn die linke Seite jener mit der linken Seite dieser und die rechte Seite
jener mit der rechten Seite dieser multipliciert wird und die Producte gleichgesetzt
werden); [8] entsteht aus [1] • [4] + [2] • [3], die folgende nicht numerierte aus
[l]-[6] + [2]-[5] + [3]-[4] + [3]-.[4]; die folgende nicht numerierte aus [3] • [4],
[11] aus [3] • [6] -h [4] • [5] ; [12] aus [5] • [6]. Einer ähnlichen Bezeichnung wie hier
werden wir uns auch im Folgenden immer bedienen. Die Entwicklung müssen wir
aber dem Leser überlassen.

und hieraus wird, wenn man 2Dee'= 2d = 2&2 — 2ac addiert:

[9] 4ö'2 — D(<xS'+ ßT'— 7ß'— Sa')2 = 4ö2,
a'c'— J>(aÖ'— Tß') (ßf— 6a') = &2,

und aus dieser wird, wenn man D(aö — ß?) (a'8'— ßY) = &2 — ac subtrahiert:

[10] a'c'— D (ay— 7<O (ß8'— 6ß') = ac,
[l 1] Wd— D (aÖ'+ ß/— 7ß;— öa') (ßÖ'— Öß') = 2&c,
[12] c'2 — D(ß8'— öß')2 = c2.

Man nehme nun an, dass der grösste gemeinschaftliche Teiler der
Zahlen a, 2&, c gleich m sei und dass die Zahlen 3l, 33, 6 so bestimmt
seien, dass

Sla 4- 233& -4- 6c = m

wird (Artikel 40); man multipliciere sodann die Gleichungen [7], [8], [9],
[10], [11], [12] respective mit 3l2, 23133, 332, 2316, 2336, 62 und addiere
die Producte. Setzt man noch der Kürze halber:

[13] 3la'+ 2336'+ 6c'= T
[14] 3l(af- 7a') + 33(aÖ'+ ßf-T?'- ««') + 6(ß8'- öß;) = U,

wo T und CT augenscheinlich ganze Zahlen sind, so erhält man die Gleichung:

T2 — DU2 = m2.

Wir sind daher zu folgendem eleganten Schlüsse gelangt, nämlich
dass s ich aus i rgend zwei g le ichar t igen T r a n s f o r m a t i o n e n der
Form F in f die A u f l ö s u n g der u n b e s t i m m t e n Gleichung
t2 — Du2 = m2 in ganzen Zahlen, nämlich t=T, u=U, ergiebt.
Da wir ferner bei unsern Schlussfolgerungen nicht angenommen haben, dass
die Transformationen verschieden seien, so muss sogar eine einzige Trans-
formation zweimal angewendet eine Lösung darbieten. Dann wird aber
wegen a'= a, ß'= ß, . . . auch a'= a, b'= &, c'= c und daher 27= m, U= 0,
eine Lösung, die unmittelbar auf der Hand liegt.

Jetzt w o l l e n wir die erste T rans fo rma t ion und die Auf -
lösung der u n b e s t i m m t e n Gle ichung a ls b e k a n n t be t rach ten
und zusehen, wie man daraus die andere Transformation ableiten könne,
oder in welcher Weise a', ß', 7', 8' von a, ß, 7, £, T, U abhängen. Zu dem
Zwecke multipliciere man zunächst die Gleichung [1] mit 8a' — ß7', [2] mit
aö'— 7ß', [3] mit a7' — 7a', [4] mit 7a' — a7' und addiere die Producte. Da-
durch entsteht die Gleichung:

[15] (e + e>'= («S'— ßT'— 7ß'+ öa')a.

Auf analoge WTeise entsteht aus

(¥- ßS') ([1] - [2]) + (a8'- ßf— fß'+ «O ([3] H- [4]) + (af-?«') ([5] - [6])

die Gleichung:

[l 6] 2 (e 4- e') y= 2 (a«'— ß/— 7ß; 4- Sa') b.
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Endlich geht aus

(«P'- F) ([3] - W) + (««'- Tß') [5] + (W- ß7') [6]

die Gleichung hervor:

[17] (e + e')c'= («»'— fr'— 7ß'+ 8<0*

Substituiert man die Werte [15], [16], [17] in [13], so wird:

(e + e'}T= (a8'— ßT'— •$'+ Sa') (8ta + 2S3& + <&)

oder:
[18] 2eT = (aS'— ß7'— Tß'+ Sa') w,

woraus T viel leichter abgeleitet werden kann als aus [13]. — Verbindet
man diese Gleichung mit [15], [16], [17], so erhält man: ma' = Ta,
%mb'= %Tb, mc'= Tc. Werden diese Werte von a', 2ö', c' in die Gleichungen
[7] bis [12] eingesetzt und wird an Stelle von T2 geschrieben m2 -f- DU2,
so gehen jene Gleichungen nach den gehörigen Änderungen über in die
folgenden:

(017'— 7a')2m2

(a?'— 7a') (aS'-f- ß7f— 7ß'— 8a') w2

(a8'+ ß7'— Tß'— Sa') (ßS'— Sß') w2 = 2bcU2

Hieraus leitet man mit Hülfe der Gleichung [14] und der Gleichung
9la H- 2S3& 4- (£c = m leicht her (indem man einmal die erste, zweite und
vierte, sodann die zweite, dritte und fünfte, schliesslich die vierte, fünfte
und sechste bezüglich mit 3l, 33, 6 multipliciert und die Producte addiert) :

'_ Tß>_ 8a')£7m2 = 2mbÜ2

und hieraus, indem man durch mU dividiert:*)

[19] aZ7=(oq'--
[20]
[21]

'_7ß'_ Sa')

und aus irgend einer dieser Gleichungen lässt sich ?7 viel leichter ableiten
als aus [14]. — Zu gleicher Zeit folgt hieraus, dass, wie immer auch 31,
33, (5 bestimmt sein mögen (was auf unendlich viele Arten geschehen
kann), sowohl T als auch U denselben Wert erhalten.

*) Dies würde nicht gestattet sein, wenn £7=0 wäre; dann würde aber die
Richtigkeit der Gleichungen [19], [20], [21] sogleich aus der ersten, dritten und
sechsten der vorstehenden Gleichungen sich ergeben.
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Multipliciert man nun die Gleichung [18] mit a, [19] mit 2ß, [20] mit
— a, so ergiebt sich durch Addition:

2aeT -f- 2 (ßa — 06) U = 2 (aS — ß?) a'm = 2ea'm.

Auf analoge Weise wird aus ß-[18] -h ß-[20] — 2a-[21]:

2ßeT + 2 (ßö — oc) U « 2 (aS — ß?) ß'm = 2eß'm.

Ferner wird aus 7 - [18] -f- 28 • [19] — 7 • [20]:

2TeT + 2(8a — ?&) £7= 2(a8 — ßT)7'm = 2^'m.

Schliesslich ergiebt sich aus S - [18] -h S - [20] — 2? • [21] :

2(S& — YC) CT= 2(a8 —

Werden in diesen Formeln für a, &, c ihre Werte aus [1], [3], [5]
gesetzt, so folgt:

a! m == aT—

Aus der vorstehenden Untersuchung folgt, dass es keine der gegebenen
gleichartige Transformation der Form F in f giebt, die nicht unter der
Formel

(I)
4-

enthalten wäre, wobei t und w unbestimmt alle ganzen Zahlen bezeichnen,
welche der Gleichung t2 — Du2 = m2 genügen. Hieraus können wir jedoch
noch nicht schliessen, dass sämtliche Werte von tf, w, welche jener Gleichung
genügen, in die Formel (I) substituiert passende Transformationen geben.
Es kann jedoch mit Hülfe der Gleichungen [1], [3], [5] und der Gleichung
t2 — Du2 = m2 durch Entwicklung leicht bestätigt werden:

1. dass die Form F durch eine aus irgend welchen Werten von £, u
hervorgegangene Substitution stets in die Form f transformiert werden kann.
Die mehr weitläufige als schwierige Rechnung unterdrücken wir der Kürze
halber.

2. Jede aus der Formel abgeleitete Transformation ist der gegebenen
gleichartig. Denn es ist:

*) Hieraus folgt leicht:
2Beü= («8'—

CeU =($*'—
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[a* - (aB + T0) w] X ~ [« w]

m Ll

:_L(aö_ßT)(£2_
mav r i / \ = ad - fr

3. Besitzen die Formen F und f ungleiche Determinanten, so kann
es geschehen, dass die Formel (I) für irgend welche Werte von t und u
Substitutionen ergiebt, welche Brüche enthalten, und die daher verworfen
werden müssen. Alle ändern aber werden passende Transformationen sein,
und andere ausser ihnen giebt es nicht.

4. Wenn aber die Formen F und f dieselbe Determinante besitzen und
daher äquivalent sind, so wird die Formel (I) keine Transformationen
ergeben, welche Brüche enthalten, und wird somit in diesem Falle die voll-
ständige Lösung der Aufgabe darstellen. Jenes aber wird folgendermassen
bewiesen:

Aus dem Satze des vorigen Artikels folgt in diesem Falle, dass m zu
gleicher Zeit gemeinschaftlicher Teiler der Zahlen A, W, C ist. Da
t2 — Du2 = m2 ist, so wird t2 — B2u2 = m2—ACu2; somit ist P— BW durch
m2 teilbar und hiernach um so mehr 4t2 — 42?2w2, und somit ist auch (weil
W durch m teilbar ist) 4£2 durch m2 und folglich 2t durch m teilbar.

2 2
Hiernach sind — (t + Bu) und — (t — Bu) ganze Zahlen und zwar (da die

4
Differenz zwischen ihnen —Bu gerade ist) entweder beide gerade oder beide

ungerade. Wenn beide ungerade wären, würde auch ihr Product ungerade

sein, welches aber als Vierfaches der Zahl —% (t2 — J52^2), die, wie wir eben

gezeigt haben, eine ganze Zahl ist, notwendig gerade ist. Daher ist
2 2

dieser Fall unmöglich; also sind — (t-\-Bu\ —(t — Bu} immer gerade und

daher — (t H- Bu), —(t — Bu) immer ganz. Hieraus leitet man aber ohne

Mühe her, dass alle vier Coefficienten in (I) stets ganze Zahlen sind.
Aus dem Vorstehenden schliesst man, dass, wenn man sämtliche

Lösungen der Gleichung t2 — Du2 = m2 hat, sich daraus alle Trans-
formationen der Form (A, B} C) in die Form (a, fr, c), welche der gegebenen
Transformation gleichartig sind, ableiten lassen. Jene werden wir aber im
Folgenden finden lehren. Hier bemerken wir nur, dass die Anzahl der
Lösungen stets endlich ist, wenn D negativ oder positiv und zugleich eine
Quadratzahl ist, dass sie aber unendlich gross ist, wenn D eine positive
nichtquadratische Zahl ist. Wenn dieser Fall stattfindet und zugleich D
nicht gleich d ist (oben 3), müsste man überdies untersuchen, auf welche
Weise man diejenigen Werte von t, u, welche von Brüchen freie Sub-
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stitutionen ergeben, von vornherein von denjenigen unterscheiden könne,
welche gebrochene Substitutionen hervorbringen. Indessen werden wir für
diesen Fall unten eine andere Methode auseinandersetzen, welche von diesem
Übelstande frei ist (Artikel 214).

Beispiel. Die Form #2 4- 2#2 geht durch die eigentliche Substitution
# = 2#'-t-7/, # = #'-|-5#' in die Form (6,24,99) über; es werden alle
eigentlichen Transformationen jener Form in diese gesucht. Hier ist
D = — 2, m = 3 und daher die zu lösende Gleichung t2 -h 2w2 = 9. Dieser
geschieht auf sechs verschiedene Arten Genüge, nämlich wenn man setzt:
f -s 3, — 3, l, — l, l, — 1; u = 0, 0, 2, 2, — 2, — 2 respective. Die dritte
und sechste Lösung geben Substitutionen in gebrochenen Zahlen und sind
daher zu verwerfen; aus den übrigen ergeben sich vier Substitutionen:

2xr -h ly'

deren erste die gegebene ist.

Ambige Formen.
1G3.

Bereits oben haben wir oberflächlich erwähnt, dass es möglich sei, dass
irgend eine Form F eine andere F' sowohl eigentlich als auch uneigentlich
enthält. Offenbar tritt dies ein, wenn zwischen die Formen JP, F' eine
andere G von der Beschaffenheit eingeschoben werden kann, dass F die
Form G und G die Form F' enthält und G sich selbst uneigentlich äqui-
valent ist. Denn wenn man annimmt, dass F die Form G eigentlich oder
uneigentlich enthalte, so wird, da G die Form G uneigentlich enthält, F
die Form G bezüglich uneigentlich oder eigentlich enthalten und daher in
beiden Fällen sowohl eigentlich als auch uneigentlich (Artikel 159). In
derselben Weise leitet man hieraus ab, dass, wie man auch immer annehmen
möge, dass G die Form F' enthalte, F immer F' sowohl eigentlich als auch
uneigentlich enthalten muss. — Dass es aber solche Formen giebt, welche
sich selbst uneigentlich äquivalent sind, ersieht man aus dem ganz auf der
Hand liegenden Falle, wo das mittlere Glied der Form gleich Null ist.
Eine solche Form ist sich nämlich selbst entgegengesetzt (Artikel 159) und
daher uneigentlich äquivalent. Allgemeiner besitzt jede Form (a, &, c), in
welcher 2& durch a teilbar ist, diese Eigenschaft. Dieser wird nämlich die
Form (c, ~b, a) nach links benachbart (Artikel 160) und daher eigentlich
äquivalent sein; (c, 5, a) aber ist nach Artikel 159 der Form (a, ö, c) n-
eigentlich äquivalent; somit ist (a, &, c) sich selbst uneigentlich äquivalent.
Dera r t ige Formen (a, &, c), in d e n e n 2& durch a te i lbar ist,
werden wir ambige F o r m e n nennen . Wir haben daher folgenden
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Satz. Die Form F wird eine andere Form F' sowohl eigent-
lich als uneigentl ich enthal ten, wenn man eine ambige Form
finden kann, welche un te r F enthal ten ist und F' enthält.

Dieser Satz lässt sich aber auch umkehren, nämlich:

Satz betreffend den Fall, wo eine Form unter einer ändern
zugleich eigentlich und uneigentlich enthalten ist.

164.
Satz. Wenn die Form

Ax2 4- Wxy 4- Cy2 oder F
eine andere Form

A'tf2 4- 2J5'#y 4- Cy 2 oder F

sowohl eigentlich als auch uneigent l ich enthält, so lässt sich
immer eine ambige Form finden, welche unter der Form F ent-
halten ist und die Form F' enthält.

Wir nehmen an, dass die Form F in die Form F' sowohl durch die
Substitution

x = «a/ 4- ß#', y

als auch durch die folgende jener ungleichartige

übergehe. Bezeichnet man dann die Zahlen a8 — ßy, a'8'— ßY bezüglich
mit *, e', so wird B'2 — A'C'=e2(B2 — AC) = e'2(B2 — AC), und hieraus
e2 —. e'2 Un(j5 da nach Voraussetzung e und e' entgegengesetzte Vorzeichen
haben, e = — e' oder e + e'=Q. Wenn man nun in F' für x' setzte
8V— ßy und für «/': — ix"+ u!y", so würde offenbar dieselbe Form
entstehen, als wenn man in F schriebe

entweder 1) für x\ a (8V— ß'/') 4- ß (- ?V4- a'#")
d.i. (a8'-ßT')*" 4-(ß«'-aß')y"

und für y: 7 (8V— ßy ') 4- 8 (— 7V4- <*'#")
d.i. (T8'-8T')*" 4-(8a'-7ß')/'

oder 2) für x\ a'(8V— ßy;) 4- ß'(- 7V4- <*>") d. i. eV
und' für #: 7' (8V- ßy) 4- 8'(— 7 V 4- a'*/") d. i. e'*/".

Bezeichnet man daher die Zahlen a8'— ß/, ßa'— aß', 78'— 87', 8a'— •$' mit
a, &, c, d, so wird die Form F durch die beiden Substitutionen

in dieselbe Form verwandelt, wodurch man die drei folgenden Gleichungen
erhält:

[1] Aa2 4- 2#ac 4- Cc2 = Ae'2

[2] Aab 4- J5(#d 4- £c) 4- Ccd = -
[3] -4&2 4- ZBbd 4- Cd2 =

Aus den Werten von a, &, c, d aber findet man:

[4] ad — &c = ee'= — e2 = — e'2.

Hiernach wird aus 6? • [1] — c • [2]:

(4a 4- £c) (ad — &c) = (4d - Bc) e'2

und daher:
^ (a 4- d) = 0.

Ferner wird aus (a 4- d) • [2] — & • [1] — c - [3]:

[>1& 4- 5 (a 4- d) 4- Cc] (ad — IG) = [— Ab 4- J5 (a 4- d) — Cc] c'2

und daher:

Endlich wird aus a • [3] — b • [2] :

(Bb 4- Cd) (ad — &c) = (— Bb 4- Ca) e'2

und daher:

Da nun nicht alle drei Grossen J., 5, C gleich Null sein können,
wird notwendig a 4- d = 0 oder a = — d sein.

Aus.a-[2] — & • [ ! ] folgt:

(#a 4- Cc) (ad — &c) = (Ba — 4&) e'2,
somit:
[5] Ab — 2Ba — Cc = 0.

Aus den Gleichungen e 4- ef= 0, a 4- d = 0 oder

folgt: (a + a') (8 4- 8') = (ß 4- ß') (7 4- 7') oder:

Das Verhältnis, welches diesem Verhältnis*) in kleinsten Zahlen aus-
gedrückt gleich ist, sei m:n, so dass m und n prim zu einander sind, und
man nehme JA, v derart an, dass \im 4- vn = l ist. Ferner sei r der grösste
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, &, c, dessen Quadrat somit auch in

*) Wenn alle Grossen a 4- a', 74-7', ß 4- ß', 8 4- S' gleich Null wären, würde
das Verhältnis unbestimmt und daher die Methode nicht anwendbar sein. Aber geringe
Aufmerksamkeit lehrt, dass dies mit unsern Annahmen nicht verträglich ist. Denn
es würde sein: «8 -— ßy = a'5'— ß V d. i. e = e und daher, weil e = — e ist, e = e'
= 0. Hieraus würde auch B'2 — A O d. h. die Determinante der Form F' gleich
Null werden, welche Formen wir ganz und gar ausgeschlossen haben.
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#2 _|_ £c 0(jer fc — ad Oder C2 aufgehen wird, so dass r auch ein Teiler von
e ist. Hat man dies alles so gemacht und nimmt man an, dass die
Form F durch die Substitution

^ , ve Wx = mt -\ -- u, y = nt — — u

in die Form Mfi 4- %Ntu 4- Pu2 oder G übergeht, so wird diese ambig sein
und die Form Fr enthalten.

Beweis. I. Damit ersicht l ich werde, dass die Form G ambig
ist, werden wir zeigen, dass

ist, wonach, da r in a, &, c aufgeht, — (&jx2 — 2ajxv — cv2) eine ganze Zahl

und somit 2JV ein Vielfaches von M wird. Es ist aber:

[6] M = Am2 4- %Bmn 4- Cn2, Nr = [Amv — B(m^ — MV) — öwp.] e.

Ferner bestätigt man durch Entwicklung leicht, dass

2e 4- 2a = e - e'+ a - d = (a - a') (8 + 8') - (ß - ß') (7 + T' )

26 = (a + a')(p-p')~(«-«')(P + P')
ist. Hieraus folgt, da m (7 -h 7') = M (a + O, m (3 + 8') = w (ß 4- ß') ist:

m (2c 4- 2a) = — 2^& oder :
[7] me -+- ma 4- rib = 0.

Auf analoge Weise ist:

2c - 2a = e - e'- a 4- d = (a H- a') (3 — 8') — (ß + ß') (7 — 7'),
2c = (T _ T') (6 + ö') - (7 + T') (8 - 8'),

und hieraus folgt M (20 — 2«) = — 2mc oder:

[8] ne — na + mc = 0.

Wenn man nun zu m2 (b\ß — 2apiv — cv2) den Ausdruck

(l — Wfx — MV) [*wv(e — a) 4- (m\t. 4- 1)6] 4- (w?c 4- wa 4- w6) (mfxv -h v)
4- (ne — na 4- mc)m^^

welcher wegen

l — WfA — MV = 0, me 4- ma 4- M& = 0, ne~na -i-mc = Q

offenbar gleich Null ist, addiert, so erhält man, nachdem man die Producte
der Kegel nach entwickelt und die sich aufhebenden Teile weggelassen hat,
2mve 4- 6. Demnach ist:
[9] w2(&jx2 — 2ajxv — Cv2) = 2mve 4- &.

Addiert man in analoger Weise zu mn(b\*? — 2ajxv — cv2) den Ausdruck:

(l — m\L — MV) [(MV — m[L)e — (14- my. -t- MV)«] — (me 4- ma 4- rib)my?
4- (ne — na 4- mc) Mv2,

so findet man:
[10] mn (6(x2 — 2«fxv — cv2) = (MV — m^) e — a.

Addiert man endlich zu M2(fyx2 — 2«|xv — cv2) den Ausdruck:

(mjji 4- MV — 1) [M|x(e H- d) 4- (VM 4- l)c] — (me -\-rna + rib} n\ß
— (ne — na 4- mc) (MJAV + p.),

so wird:
[11] M2(6jx2 — 2a[xv — cv2) = — 2M|xe — c.

Aus [9], [10], [11] ergiebt sich nun:

(Am2 4- 2J5mM 4- <?M2)(&fx2 — 2a|xv — cv2)
= 2e[-4wv 4- B (MV — mp.) — CMJA] + J.&

oder wegen [6]:
— 2a|xv — cv2) = 2JVh

U. Um zu b e w e i s e n , dass die Form G die Form F' enthält,
werden wir zeigen, erstens dass G in F' übergeht, wenn man setzt:

(S) t = (jia 4- n)*' + W + vä) #', w = (Ma-mT)^ 4- j (nß—

^ .̂
z w e i t e n s dass — (^a — ^7) und — (wß — mö) ganze Zahlen sind.c c

1. Da .P in 6^ übergeht, wenn man setzt:

,
^ = mc H -- w, y = nt -- w,

so wird 6r durch die Substitution (8) in dieselbe Form transformiert werden,
in welche j^ transformiert wird, wenn man setzt:

x = w[([xa 4- vTX 4- (p.ß 4- v8)y'] -4- v [(na — rnfty' -h (nß— m8)yr]
= a (mpi -|- nv)x' + ß (wfx -h MV) #' = ow/ H- ßi/;,

und y = w[(jia 4- *rj)af + (ji.ß 4- v8)y'] — ji[(wa — »17)^ 4- (nß — w8)y']
= 7 (MV 4- m\L)x' 4- 8(wv 4- wjjO#' = T^ "+• %'•

Durch diese Substitution geht aber J7 in P' über; daher wird durch
die Substitution (S} auch G in J1' übergehen.

2. Aus den Werten von e, &, c? findet man a'e 4- 7& — ac? = 0 oder wegen
d = — a: Ma'e H- Maa 4- n*{b = 0. Hieraus nach [7]: nca'e -+- na.a = mye 4-
W7« oder:
[12] (na. — ̂ 7) a = (my — Ma') e.

Ferner wird: an& = — am(e 4- a), 7W& = — w(a'e4-aa) und daher:

[13] (wa — ̂ 7) & = (a' — a) me.

Endlich ist 7'^ — 7*2 4- ac = 0; hieraus entsteht, wenn man mit n multi-

pliciert und für na seinen Wert aus [8] setzt:

[l 4] (na — #$7) c = (7 — 7') ne.
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Auf analoge Weise leitet man ab : $'e -f 8& — ßd = 0 oder n$'e 4- n$b 4-
n$a = Q und daher nach [7]: n$e 4- n$a = m8e 4- möa oder:

[15] (wß — m8) a = (m8 — nß') e.

Ferner wird: ßw& = — ßw(e-f-a), 8w& = — m (ß'e 4- ßa) und daher:

[16] (rcß — m8)& = (ß'— ß)me.

Schliesslich ist tfe — 8a + ßc = 0; hieraus entsteht, wenn man mit n
multipliciert und für na seinen Wert aus [8] setzt:

[l 7] (»ß — m8) c = (8 — 80 ne.

Da nun der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen #, &, c gleich
r ist, so lassen sich ganze Zahlen 9l, 33, (£ so annehmen, dass

?la + S3& 4- <£c = r

ist. Ist dies geschehen, so folgt aus [12], [13], [14]; [15], [16], [17]:

9l(m7 — nv!) 4- S (a'— a)m -4- 6(7

'— ß)m

—
u

mithin sind — (wa — ̂ 7) und — (wß — m8) ganze Zahlen.

165.
Beispiel. Die Form 3#2 -f- 14## — 4#2 wird transformiert in die Form

— 12#'2-— 18#y 4- 39/2, sowohl eigentlich, wenn man setzt:

als auch uneigentlich, wenn man setzt:

# = — 74z' 4- 89/, y = IM — 1%'.

Hier sind also die Zahlen a 4- a', ß 4- ß', 7 + 7', 8 + 8' bezüglich: —70,
100, 14, — 20. Es ist aber — 70 : 14 = 100 : — 20 = 5 : — 1. Wir setzen
daher m = 5, n = — l, |A = 0, y = — 1. Als Zahlen a, &, c findet man
— 237, — 1170, 48, deren grösster gemeinschaftlicher Teiler gleich 3 = r
ist. Endlich wird e = 3. Hiernach wird die Transformation (/S) die folgende:
x = bt — - w, # = — £, und durch diese geht die Form (3, 7, — 4) über in
die ambige Form t2 — IQtu -h 3^2.

Sind die Formen F, F' äquivalent, so wird die Form G, wenn sie
unter F enthalten ist, auch unter F' enthalten sein. Da sie aber dieselbe
Form auch enthält, so wird sie derselben und folglich auch der Form F
äquivalent sein. In diesem Falle lässt sich also der Satz so aussprechen:

Wenn die Formen F und Fr sowoh l eigentlich als auch un-
eigentlich äquivalent sind, so lässt sich eine be iden Formen
äquivalente ambige Form f inden.

Übrigens ist in diesem Falle e = ± l und daher ist auch r, welches
in e aufgeht, gleich 1.

Dies möge hinsichtlich der Transformation der Formen im Allgemeinen
genügen; wir gehen daher zur Betrachtung der Darstellungen über.

Allgemeines über die Darstellungen von Zahlen durch Formen
und deren Zusammenhang mit den Transformationen.

166.
Wenn die Form F die Form Fr enthäl t , so lässt sich j e d e

Zahl, we lche durch F' dargestel l t werden kann, auch durch F
darstellen.

Es seien die Unbestimmten der Formen F, F' respective x, #; #', #',
und man nehme an, dass die Zahl M durch F' dargestellt werde, wenn
man #'=w, y'~n setzt, die Form F aber in F' übergehe durch die
Substitution :

Dann wird offenbar, wenn man

x = <m -f ßw, y = 7^ + $n

setzt, F in M übergehen.
Wenn M sich auf mehrere Arten durch die Form F' darstellen lässt,

z. B. auch wenn man #'= m', y'= n' setzt, so werden sich daraus auch
mehrere Darstellungen von M durch F ergeben. Denn wenn sowohl
am + ß^ = aw'+ $n' als auch ^m -\- ün = 7w'-h M wäre, so würde entweder
tx8 — ß7 = 0 und daher im Widerspruch mit unsrer Voraussetzung die
Determinante der Form F gleich Null oder m = m', n = n' sein. Hieraus
folgt, dass M mindestens auf ebenso viele verschiedene Arten durch F
sich darstellen lässt wie durch F'.

Wenn daher sowohl F die Form F' als auch F' die Form F enthält,
d. h. wenn JF7, F' äquivalent sind, und die Zahl M durch eine von beiden
sich darstellen lässt, so lässt sie sich auch durch die andere darstellen und
zwar durch die eine auf ebenso viele verschiedene Arten wie durch die
andere.

Schliesslich bemerken wir, dass in diesem Falle der grösste gemein-
schaftliche Teiler der Zahlen m, n gleich ist dem grössten gemeinschaftlichen
Teiler der Zahlen am 4- ßw, ^m 4- $n. Ist jener gleich A und sind die
Zahlen p., v derart angenommen, dass \*.m H- v^ = A ist, so wird :

(8jj. — 7v) (am 4- ßn) — (ß}x — av) (^m 4- 8n) = (a8 — ß7) (jxm 4- m) = ± A.

Hiernach geht der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen am + ßw,
7m -h %n auch in A, A aber wiederum auch in jenem auf, weil es offenbar
in am -h ß^ und 7m + ün aufgeht. Somit muss jener notwendig gleich A
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sein. — Wenn also m, n zu einander prim sind, werden auch am 4-
-ym 4- Sw zu einander prim sein.

167.
Satz. Wenn die Formen

ax2 4-2&## 4-c«/2 oder F,
a'x'2 4- 2&Vy+ cV2 oder .F'

äquivalent sind, ihre Determinante gleich D ist und die letztere
in die erstere übergeht , wenn man setzt:

#'= <w 4- ß#, /= 7# + fy,

wenn ferner die Zahl M durch F dargestell t wird, wenn man
# = m, y=n macht , und daher durch F', wenn man

x'= am 4- ßn = *= ?m 4- $n = n'

setz t , und zwar so, dass m zu n und demnach auch m' zu n' prim
ist, so werden beide Dars te l lungen en tweder zu demse lben
Werte oder zu en tgegengese tz ten Werten des Ausd rucks
l/D (mod. M ) gehören, je nachdem die Trans fo rmat ion der Form
F' in F eine e igent l iche oder une igent l iche ist.

Beweis. Man bestimme die Zahlen JJL, v derart, dass pm 4- vn = l ist
und setze:

(welche Grossen wegen aö — ß? = ±l ganze Zahlen sind), so wird (nach
dem Ende des vorigen Artikels):

fx'm' 4- v V = 1.
Ist ferner

jx(&m 4- c») — v (am 4- 6») = F, ji/(6W 4- cW) — v'(aW 4- 6W) = 7',

so werden 7, 7' Werte des Ausdrucks j/Z> (mod. Tüf ) sein, zu welchen die
erste und zweite Darstellung gehören. Werden in V für p/, v', m', n' ihre
Werte, in 7 aber

für a: a' v? 4- 26' a? 4- c'?2

für 6: a' aß 4- fc'(aÖ 4- ßv) 4- c'fS
für c: a'ß2 4- 2&'ßö 4- c'Ö2

gesetzt, so findet man nach Ausführung der Entwicklung:

7=7'(a8-ßT).

Demnach ist entweder 7=7' oder 7= — 7', je nachdem ocö — ß? = 4- l
oder = — l ist, d. h. die Darstellungen werden zu einem und demselben
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oder zu entgegengesetzten Werten des Ausdrucks j/D (mod. M ) gehören,
je nachdem die Transformation der Form F' in J^ eine eigentliche oder
eine uneigentliche ist.

Wenn man daher vermittelst einander primer Werte der Unbestimmten
x, y mehrere Darstellungen der Zahl M durch die Form (a, fr, c) hat,
welche zu v e r s c h i e d e n e n Werten des Ausdrucks j/D (mod. Jf) gehören,
so werden die entsprechenden Darstellungen durch die Form (a', &', c') be-
züglich zu denselben Werten gehören, und wenn es keine Darstellung der
Zahl M durch irgend eine Form giebt, welche zu irgend einem bestimmten
Werte gehört, so wird es auch keine zu diesem Werte gehörige Darstellung
durch die zu jener äquivalente Form geben.

168.
Satz. Wenn die Zahl M durch die Form ax2 4- %bxy 4- c#2 dar-

gestell t wird, wenn man den U n b e s t i m m t e n #, y die z u e i n a n d e r
p r i m e n Wer te m, n bei legt , und w e n n der Wert des Ausd rucks
i/D (inod. .M), zu w e l c h e m diese Da r s t e l l ung gehör t , gleich N

/ N2 — D\
ist, so w e r d e n die Formen (a, 5, c) und ( Jf, N, — ™ — ) eigentl ich

ä q u i v a l e n t sein.
Beweis. Aus Artikel 155 geht hervor, dass sich ganze Zahlen p, v von

der Beschaffenheit finden lassen, dass

m\L 4- nv = l , [A (bm 4- cri) — v (am 4- bri) = N

ist. Ist dies geschehen, so geht die Form (a, &, c) durch die Substitution
x = mxf — vj/, y = nx' -+• jj#', welche offenbar eine eigentliche ist, in eine
Form, deren Determinante gleich D(m\). 4- wv)2 d. h. gleich D ist, oder in

eine äquivalente Form über. Setzt man diese Form gleich ( M' , JV',

so wird:

M'= am2 4- %bmn 4- cn2 = Jf, JY'= — mva 4- (mjx — w)& 4- ^jxc = N.

Daher wird die Form, in welche (a, &, c) durch jene Transformation ver-
/ jv2 —

wandelt wird, dargestellt durch ( Jf, JV", — j?

Aus den Gleichungen

folgt übrigens:

. 4- wv = l , fjt (mb 4- nc) — v (ma 4- rib) = -

4- nb nN-t- ma 4- nb mb 4- nc — mN
— , v = -

am2 4- %bmn 4- cn2 M M

welche Zahlen somit ganze Zahlen sind.
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Ferner ist zu bemerken, dass dieser Satz nicht gilt, wenn M = 0 ist,
JV"2 J)

denn dann wird das Glied —•=?— unbestimmt.*)

169.

Wenn man mehrere Darstellungen der Zahl_M~ durch (a, &, c) hat,
welche zu demselben Werte JV des Ausdrucks j/Z) (mod. M) gehören (wobei
wir immer die Werte von #, y zu einander prim voraussetzen), so lassen
sich daraus auch mehrere eigentliche Transformationen der Form (#, &, c)

( JftT2 J)\
oder F in die Form ( M , JV, —-^—l oder G ableiten. Wenn nämlich

auch aus den Werten x = mr, y = ri eine solche Darstellung hervorgeht,
so wird F auch durch die Substitution

m'N — m'b — n'c
M

, , ,
y •> y = n'x'~\

n' N •+• m' a 4- n'b .
y

in G übergehen. Umgekehrt wird sich aus jeder eigentlichen Transformation
der Form F in G eine Darstellung der Zahl M durch die Form F, welche
zum Werte JV gehört, ergeben. Wenn nämlich F in G übergeht dadurch,
dass man setzt: x = mx'—vy', y = nx'+\t.y', so wird M dargestellt durch
F, wenn x = m, y = n gesetzt_wird, und da hier w [ A - f w v = l ist, so
wird der Wert des Ausdrucks j/D (mod. M), zu welchem die Darstellung
gehört, gleich fx(&m + cn) — v (am 4- In) d. i. N sein. Aus mehreren ver-
schiedenen eigentlichen Transformationen aber werden ebenso viele
verschiedene zu N gehörende Darstellungen sich ergeben.**) — Hieraus
folgt leicht, dass, wenn man alle eigentlichen Transformationen der Form
F in G hat, aus diesen sämtliche zum Werte JV" gehörende Darstellungen
von M durch F folgen. Somit ist die Aufgabe, die Darstellungen einer
gegebenen Zahl durch eine gegebene Form zu ermitteln (in denen die
Unbestimmten zu einander prime Werte erhalten), zurückgeführt auf die
Aufgabe, alle eigentlichen Transformationen jener Form in eine gegebene
äquivalente Form zu finden.

*) Wenn wir unsere Ausdrucksweise auch auf diesen Fall anwenden wollen,
so wird die Redensart: N sei ein Wert des Ausdrucks K5(mod. M) oder es sei
JV2^Z)(mod. M), bedeuten, dass N2 — D ein Vielfaches von M und daher =0 sei.

**) Wenn man annimmt, dass aus zwei verschiedenen eigentlichen Trans-
formationen dieselbe Darstellung hervorgehe, so werden jene sich folgendermassen
verhalten müssen:

2. x = mx — v'?/',1. x — mx — yy', y = nx 4- py ',

Aus den beiden Gleichungen

m{A 4- nv = wfji'-f- wv', p (mb -f- nc) — v (ma -f- nb) = [

folgt aber leicht, dass entweder $£ = 0 oder [* = [*', v
jedoch ausgeschlossen.

nx'-\-\>.'y'.

' (mb -f- nc) — v' (ma -4- nb)

v' ist. Der Fall lf=0 ist

Wendet man nun hierauf das an, was wir im Artikel 162 dargelegt
haben, so ergiebt sich leicht, dass, wenn irgend eine zum Werte JV gehörende
Darstellung der Zahl M durch die Form F die folgende ist: #=*a, # = ?,
alsdann die allgemeine Formel, welche alle zum Werte JV gehörenden Dar-
stellungen derselben Zahl durch die Form F umfasst, die folgende ist:

_ °^— (afr •+• ic)u 7^ 4- («a -4- ib)u
x~~ m ' ^~" m '

wo m der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, 2&, c ist und t, u
unbestimmt alle Zahlen bedeuten, welche der Gleichung t2 — Du2 = m2

genügen.

170.

Wenn die Form (a, b, c) irgend einer ambigen Form äquivalent ist, also
/ jv2 — D\

der Form ( M, JV, —^—l sowohl eigentlich als auch uneigentlich oder

/ jv2 D\ ( JV2 —1A
sowohl der Form ( M, JV, —^—) als auch der Form \M, — JV, — j f — )

eigentlich äquivalent ist, so erhält man mittelst der Form F die Darstellungen
der Zahl Jüf, welche sowohl zum Werte JV als auch zum Werte — N gehören.
Und umgekehrt, wenn man mehrere Darstellungen der Zahl M durch
dieselbe Form F hat, welche zu entgegengesetzten Werten JV und — JV des
Ausdrucks j/I) (mod. M) gehören, so ist die Form F der Form G sowohl
eigentlich als auch uneigentlich äquivalent, und es kann eine ambige Form
gefunden werden, welcher F äquivalent ist.

Diese allgemeinen Bemerkungen über die Darstellungen mögen an dieser
Stelle genügen: Über die Darstellungen, in welchen die Unbestimmten zu
einander nicht prirne Werte haben, werden wir weiter unten sprechen. In
Bezug auf andere Eigenschaften müssen die Formen mit negativer Determi-
nante auf ganz andere Weise behandelt werden als diejenigen mit positiver
Determinante. Daher werden wir sie von nun an gesondert betrachten und
beginnen mit jenen als den leichteren.

Über die Formen mit negativer Determinante.

171.
Aufgabe. Wenn i rgend eine Form (a, &, a'), deren Determi-

nante negativ und gleich — D ist, wo D eine positive Zahl
beze ichne t , gegeben ist, so soll man eine dieser eigentlich
äquivalente Form (A, B, C) f inden, in welcher A weder grösser
als j/fj9 und C, noch k le iner als 2J? ist.

Auflösung. Wir nehmen an, dass in der gegebenen Form nicht alle
drei Bedingungen gleichzeitig erfüllt sind, denn sonst brauchte man keine
andere Form zu suchen. Es sei V der absolut kleinste Best der Zahl — 6
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nach dem Modul a'*) und a"=
b'2 + D

, welches eine ganze Zahl ist, weil

b'2 = W, b'2 + D = b2 4- D = oa' = 0 (mod. a') ist. Ist nun a"< a', so sei
wiederum b" der absolut kleinste Best von — b' nach dem Modul a" und a"'=

Ist auch hier noch a'"<Ca", so sei wiederum b"' der absolut

&'"2 -f- D
kleinste Eest von — b" nach dem Modul a'" und a"/; = - Diese

Operation setze man fort, bis man in der Reihe a', a", a";, a"", ... zu
einem Gliede a(w+1) gelangt, welches nicht kleiner ist als das ihm vorher-
hergehende cf"^ ; dieses muss schliesslich einmal eintreten, weil man sonst
eine unendliche Reihe fortwährend abnehmender ganzer Zahlen haben würde.
Dann wird die Form (a(m), &(m), a(m+1)) allen Bedingungen genügen.

Beweis. L In der Reihe der Formen (a, &, a'), (a', b', a"), (a", b", a'"),...
ist jede der vorhergehenden benachbart, daher ist die letzte der ersten
eigentlich äquivalent (Artikel 159, 160).

U. Da &(m) der absolut kleinste Rest von — b(m~l} nach dem Modul a(m}

ist, so kann er nicht grösser als ^a^ sein (Artikel 4).
III. Da a(m) a(w+1) =D 4- &(w)2 und a(m+1) nicht kleiner als a(m) ist, so

wird a(m)2 nicht grösser als D 4- &(m)2 sein, und da b(m) nicht grösser als £a(/n)

ist, so wird a(m)2 nicht grösser als D + Ja(m)2
2_also fa(m)2 nicht grösser als

D und schliesslich a(rw) nicht grösser als j/£_D sein.
Beispiel. Die gegebene Form sei (304, 217, 155), deren Determinante

gleich —31 ist. Hier findet man die Reihe der Formen:
(304,217,155), (155, -62, 25), (25,12,7), (7, 2, 5), (5, -2, 7).

Die letzte ist die gesuchte. — In derselben Weise findet man für die Form
(121, 49, 20), deren Determinante gleich — 19 ist, die äquivalenten Formen:
(20, —9, 5), (5, — l , 4), (4, l, 5); somit ist (4, l, 5) die gesuchte Form.

Derar t ige Formen (A, B, C), deren De te rminan te negativ und
in d e n e n A weder grösser als ]/fD und (7, noch kleiner als 2B
ist, werden wir reducierte Formen nennen. Somit kann zu jeder Form
mit negativer Determinante eine eigentlich äquivalente reducierte Form ge-
funden werden.

172.
Aufgabe. Die Bedingungen zu f inden , unter denen z w e i nicht

ident ische r educ i e r t e Formen mit de r s e lben De te rminan te —Z),
(a, b, c) und (a7, &', c'), e igent l ich äquiva len t sein können .

*) Man bemerke, dass, wenn das erste oder letzte Glied a oder a einer Form
(a, 5, a') gleich 0 ist, die Determinante derselben ein positives Quadrat ist; somit
kann jenes im vorliegenden Falle nicht stattfinden. — Aus ähnlichem Grunde können
die äusseren Glieder a, a einer Form mit negativer Determinante nicht entgegen-
gesetzte Zeichen haben.
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Auflösung. Nehmen wir, was erlaubt ist, an, dass a' nicht grösser
als a sei und dass die Form ax2 4- %bxy + cy2 in die Form a'x'2 -f- 26V/
+ c'y'2 durch die eigentliche Substitution x = cwc'-f- ß#', y = K«?'4- §y über-
gehe, so haben wir die Gleichungen:

[1]
[2]
[3]

«a2

aaß -h & (aö
= a'
== V

— ßT = 1.

Aus [1] folgt aa'= (aa + fry)2 + Dy2, somit ist aa' positiv, und da ac
= D + &2, a'c'= D H- &'2 ist, so sind auch ac oder a V positiv. Demnach
haben alle Zahlen a, a', e, c' dasselbe Vorzeichen. Da nun sowohl a als
auch a' nicht grösser als j/JI) ist, so ist aa' nicht grösser als £D und so-

mit kann um so weniger Zty2 (welches gleich aa'— (aa -f- fry)2 ist) grösser
als |D sein. Hiernach ist 7 entweder gleich Null oder gleich ± 1.

l. Ist 7 = 0 , so folgt aus [3], dass entweder a = l, 8 = l oder
a = — l, 8 = — l ist. In beiden Fällen wird aus [1]: a'=a und aus [2]:
U— b = ± ßa. Nun ist aber & nicht grösser als ^a und &' nicht grösser
als %a' und somit auch nicht grösser als %a. Demnach kann die Gleichung
U—& = ±ßa nur dann bestehen, wenn

entweder b = br ist; dann würde hieraus c'= = c
a' a

folgen, es würden mithin im Widerspruch mit der Voraussetzung die Formen
(a, b, c) und (a', b', c') identisch sein.

oder & = — &'= dz -Ja ist; in diesem Falle ist c'= c und die Form
(a', &', c') geht in (a, — &, c) d. i. in die der Form (a, &, c) entgegen-
gesetzte über. Zugleich erhellt, dass diese Formen ambig sind, da 2#=±a ist.

II. Ist 7 = ± l, so wird aus [1]: aa2 -t- c — a'= ± 2&a. Da aber c
nicht kleiner als a und daher nicht kleiner als a' ist, so ist aa2 -i- c — a'
oder 2&a sicher nicht kleiner als aa2. Somit wird, da 2& nicht, grösser ist
als a, a nicht kleiner als a2; und hieraus folgt notwendig a = 0 oder
a = ±l.

1. Ist a = 0, so wird aus [1] a'= c, und da a weder grösser als c
noch kleiner als a' ist, so wird notwendig a'=a = c. Weiter wird aus [3]:
ß-y = — l und somit aus [2J: & -f- b'= ± 8c = db Sa. Hieraus folgt in
ähnlicher Weise wie in I, dass

entweder b = br ist, in welchem Falle die Formen (a, ö, c), (a', &', c')
gegen die Voraussetzung identisch sein würden,

oder & = — &' ist, in welchem Falle die Formen (a, &, c), (a', 6', cf)
entgegengesetzt sind.

2. Ist a = ±l , so folgt aus [1]: ±26 = a + c —a', und da weder a
noch c kleiner als a' ist, so wird 2& nicht kleiner als a und nicht kleiner
als c sein. Es ist aber auch 2& nicht grösser als a und nicht grösser als
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c; daher ist notwendig ± 2& = a = c und somit infolge der Gleichung ± 2&
= a -f- c — a' auch gleich a'. Es wird also aus [2]

y = a(aß + 76) -f- &(<xö + ß-y)

oder wegen <x8 — ß? = l:

y— & = a (aß -h Y§) -i- 2&ßy = a (aß -+- 78 ± ß-y),

daher notwendig wie vorher
entweder & = &', wonach die Formen (a, b, c), (a', y, c') gegen die

Voraussetzung identisch sein würden;
oder b = — &', wo dann jene Formen entgegengesetzt sind. Gleichzeitig

sind in diesem Falle wegen a = db 2& die Formen ambig.
Aus allem diesem folgt, dass die Formen («,' &, c) und (ar V c') nur

dann eigentlich äquivalent sein können, wenn sie entgegengesetzt sind und
gleichzeitig entweder ambig sind oder a = c — a'= c' ist. Dass in diesen
Fällen die Formen (a, &, c) und (a', &', c') eigentlich äquivalent sind, hätte
man auch von vornherein leicht sehen könnnn. Denn wenn die Formen
entgegengesetzt sind, müssen sie uneigentlich, und, wenn sie überdies
ambig sind, auch eigentlich äquivalent sein. Ist aber a = c, so wird die

Form ( —, a — &, a j der Form (a, &, c) benachbart und somit\ u j

äquivalent sein. Wegen D + W = ac = a2 ist aber — = 2a— 2&

und die Form (2a — 2&, a — &, «) ist ambig. Mithin wird die Form (a, &, c)
der zu ihr entgegengesetzten auch eigentlich äquivalent sein.

Ebenso leicht kann man nun entscheiden, wann zwei nicht entgegen-
gesetzte reducierte Formen (a, &, c) und (a', V, c') uneigentlich äquivalent
sein können. Sie werden nämlich uneigentlich äquivalent sein, wenn
(a, &, c) und (a', —&', c'), welche nicht identisch sein werden, eigentlich
äquivalent sind, und umgekehrt. Hieraus geht hervor, dass die Bedingung,
unter welcher j ene uneigentlich äquivalent sind, die ist, dass sie identisch
sind und überdies entweder ambig sind oder a = c ist. — Eeducierte Formen
aber, welche weder identisch noch entgegengesetzt sind, können weder
eigentlich noch uneigentlich äquivalent sein.

173.
Aufgabe. Wenn zwe i Formen F und F' mit derse lben nega-

tiven De te rminan te gegeben sind, so soll man ermitteln, ob sie
äquivalent sind.

Auflösung. Man suche die beiden reducierten Formen f, f, welche
den Formen F, F' respective eigentlich äquivalent sind. Wenn dann die
Formen f, f eigentlich oder uneigentlich oder auf beiderlei Weise äquivalent
sind, werden es auch F, F' sein. Wenn aber f, f auf keinerlei Weise
äquivalent sind, werden es auch F, F' nicht sein.
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Dem vorigen Artikel zufolge kann es vier Fälle geben:
1. Wenn /; f weder identisch noch entgegengesetzt sind, so können

_F, F' auf keine Weise äquivalent sein.
2. Wenn /", f erstens entweder identisch oder entgegengesetzt sind

und zweitens entweder ambig sind oder je gleiche äussere Glieder haben, so
werden F, F' sowohl eigentlich als uneigentlich äquivalent sein.

3. Wenn /", f identisch, aber nicht ambig sind und auch keine
gleichen äusseren Glieder haben, so werden jF, F' nur eigentlich äquiva-
lent sein.

4. Wenn /*, f entgegengesetzt, aber weder ambig sind noch auch gleiche
äussere Glieder haben, so werden F, F' nur uneigentlich äquivalent sein,

Beispiel. Für die Formen (41, 35, 30), (7, 18, 47), deren Determinante
gleich — 5 ist, erweisen sich die reducierten Formen (l, 0, 5), (2, l, 3) als
nicht äquivalent. Daher sind jene in keiner Weise äquivalent. — Den Formen
(23, 38, 63), (15, 20, 27) aber ist dieselbe reducierte Form (2, l, 3) äqui-
valent und, da diese gleichzeitig ambig ist, so werden die Formen (23, 38, 63),
(15, 20, 27) sowohl eigentlich als uneigentlich äquivalent sein. — Den
Formen (37, 53, 78) und (53, 73, 102) sind die reducierten Formen (9, 2, 9),
(9, — 2, 9) äquivalent, und da diese entgegengesetzt und ihre äusseren
Glieder gleich sind, so werden die gegebenen Formen sowohl eigentlich als
auch uneigentlich äquivalent sein.

174.
Die Anzahl aller r educ ie r t en Formen, welche eine gegebene

Dete rminan te — D haben , ist stets endl ich und im Verhältnis zur
Zahl D nur massig gross. Diese Formen selbst aber k ö n n e n auf
doppe l t e Weise ge funden werden . Wir wollen die reducierten Formen
der Determinante —D unbestimmt mit (a, &, c) bezeichnen, wo somit alle
Werte von a, &, c bestimmt werden sollen.

Erste Methode. Man nehme für a alle Zahlen, sowohl positive als auch
negative, welche nicht grösser als j/-| D sind und von denen — D quadra-
tischer Rest ist, und für die einzelnen a setze man 5 der Keihe nach gleich
allen sowohl positiv wie negativ genommenen Werten des Ausdrucks j/ — D
(mod. a), welche nicht grösser als \a sind; c aber werde für die einzelnen

bestimmten Werte von a, & gleich gesetzt. Wenn auf diese Weise

irgend welche Formen entstehen, in denen c < a ist, so sind diese zu ver-
werfen; die übrigen werden aber offenbar reduciert sein.

Zweite Methode. Man nehme für b alle Zahlen, sowohl positive wie
negative, welche nicht grösser als Jj/fS oder ^D sind, zerlege für die
einzelnen & den Ausdruck &2 + D auf alle nur möglichen Weisen (auch mit
Berücksichtigung der Verschiedenheit der Vorzeichen) in je zwei Factoren,
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die beide nicht grösser als 2& sind, und setze den einen Factor, und zwar,
wenn die Factoren ungleich sind, den kleineren gleich ß, den ändern gleich c.
Da a nicht grösser als j/fl) ist, so werden offenbar alle auf diese Weise
sich ergebenden Formen reducierte sein. — Schliesslich ist klar, dass es
keine reducierte Form geben kann, die nicht durch jede der beiden Me-
thoden gefunden würde.

Beispiel. Es sei D = 85. Hier ist die Grenze der Werte von a gleich

l/~~ö~' welche zwischen 10 und 11 liegt. Die Zahlen aber zwischen
r 3
l und 10 (einschliesslich), deren Best —85 ist, sind: l, 2, 5, 10. Hieraus
erhält man die zwölf Formen:

(l, 0, 85), (2, l, 43), (2,-l,43), (5,0,17), (10,5,11), (10,-5,11); (-1,0,-85),
(-2, l, -43), (-2, -l, -43), (-5, 0, -17), (—10, 5,-ll), (-10,-5,-ll).

Nach der ändern Methode erhält man als Grenze für die Werte von &
/85

die Zahl |/-Q-> welche zwischen 5 und 6 liegt. Für & = 0 entstehen die

Formen: (l, 0, 85), (—1, 0, —85), (5, 0, 17), (—5, 0, —17); für
& = ±1 die folgenden: (2, ±1, 43), (—2, ±1, —43). Für & = ± 2
erhält man keine, da sich 89 nicht in zwei Factoren, die beide nicht
kleiner als 4 sind, zerlegen lässt. Dasselbe gilt von ±3, ±4. Schliesslich
entstehen aus &=±5 die folgenden Formen: (10, ±5, 11), (—10, ±5, —11).

175.
Wenn man aus allen reducierten Formen einer gegebenen Determinante

von je zwei Formen, welche, wenn auch nicht identisch, doch eigentlich
äquivalent sind, die eine oder die andere weglässt, so besitzen die übrig
bleibenden Formen die ausgezeichnete Eigenschaft, dass jede beliebige
Form mit derselben Determinante irgend einer von ihnen eigentlich
äquivalent ist und zwar nur einer einzigen (denn sonst würden unter ihnen
einige eigentlich äquivalent sein). Hieraus geht hervor, dass alle Formen
mit derse lben De te rminan te in ebenso viele Klassen vertei l t
werden können , als Formen übr iggebl ieben sind, indem man
nämlich die derselben reducierten Form eigentlich äquivalenten Formen zu
derselben Klasse rechnet. So bleiben z. B. für D = 85 die Formen:

(l, 0, 85), (2, l, 43), (5, 0, 17), (10, 5, 11),
(-1, 0, -85), (-2, l, -43), (-5, 0, -17), (-10, 5, -11),

so dass also alle Formen mit der Determinante — 85 in acht Klassen
verteilt werden können, je nachdem sie der ersten, zweiten, u. s. w. Form
äquivalent sind. Es ist aber ersichtlich, dass die in dieselbe Klasse gesetzten
Formen eigentlich äquivalent sind, dass dagegen Formen aus verschiedenen
Klassen nicht eigentlich äquivalent sein können. Doch werden wir diesen
Gegenstand der Klassifikation der Formen unten weit ausführlicher behandeln.
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Hier fügen wir nur eine einzige Bemerkung hinzu. Schon oben haben
wir gezeigt, dass, wenn die Determinante einer Form (a, &, c) negativ,
gleich — D, ist, a und c dasselbe Zeichen haben (weil nämlich ac=&2-f-D
und somit positiv ist). Aus demselben Grunde erkennt man leicht, dass,
wenn die Formen (a, &, c), (a', &', c') äquivalent sind, alle Grossen a, c,
a', c' dasselbe Zeichen haben werden. Denn wenn die erstere in die letztere
durch die Substitution x = ux'-i-$y', y = 7^4-8^' übergeht, so ist
aa2 -h 2&oq -f- c?2 = a' und hieraus aa'= (aa. + &?)2 + D?2 und somit sicher
nicht negativ. Da aber weder a noch a' gleich Null sein kann, so wird aa'
positiv sein und mithin werden die Zeichen von a, a' dieselben sein.

Hiernach ist klar, dass die Formen, deren äussere Glieder positiv sind,
von denen, deren äussere Glieder negativ sind, vollständig separiert sind,
und es reicht hin, von den reducierten Formen nur diejenigen zu betrachten,
welche positive äussere Glieder haben, da die übrigen in gleicher Anzahl
vorhanden sind und aus jenen entstehen, wenn man den äusseren Gliedern
entgegengesetzte Zeichen giebt; und eben dasselbe gilt von den Formen,
welche von den reducierten wegzulassen und beizubehalten sind.

176.
Man sieht hier für gewisse negative Determinanten eine Tafel der

Formen, nach denen alle übrigen Formen mit derselben Determinante in
Klassen geschieden werden können. Den Bemerkungen im vorigen Artikel
gemäss setzen wir aber nur die Hälfte her, nämlich diejenigen, deren
äussere Glieder positiv sind.

D
l
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

(l, 0, 1)
(l, 0, 2)
(l, 0, 3), (2, l, 2)
(l, 0, 4), (2, 0, 2)
(l, 0, 5), (2, l, 3)
(l, 0, 6), (2, 0, 3)
(l, 0, 7), (2, l, 4)
(l, 0, 8), (2, 0, 4), (3, l, 3)
(l, 0, 9), (2, l, 5), (3, 0, 3)
(l, 0, 10), (2, 0, 5)
(1,0, 11), (2, l, 6), (3, 1,4), (3, -l, 4)
(l, 0, 12), (2, 0, 6), (3, 0, 4), (4, 2, 4).

Es würde überflüssig sein, diese Tafel hier weiter fortzusetzen, da wir
unten eine viel zweckmässigere Einrichtung derselben zeigen werden.

Offenbar also wird jede Form mit der Determinante — l der Form
#2 -t- #2> wenn die äusseren Glieder derselben positiv sind, dagegen der
Form — x2 — t/2, wenn sie negativ sind, eigentlich äquivalent sein. Jede
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Form ferner mit der Determinante — 2, deren äussere Glieder positiv sind,
wird der Form #2-f-2?/2, ebenso jede Form mit der Determinante —11,
deren äussere Glieder positiv sind, irgend einer der Formen #2-f-ll#2,
2#2-f>2##+6#2, 3#24-2##-h4^2, 3#2—2## + 4#2 eigentlich äquivalent sein.

177.
Aufgabe. Man hat eine Reihe von Formen , von denen jede

der vorhergehenden nach rechts hin benachbar t ist; gesucht
wird irgend eine eigentliche Transformat ion der ersten in eine
beliebige Form der Reihe.

Auflösung. Die gegebenen Formen seien:

(a, &, a') = F, (a', V, a") = F', (a", W, a"') = F", (a'", V", a"") =F"'9....

Die Grossen , , „ , —^777—»• • • mögen bezüglich mit W, h", h"',...

bezeichnet werden, und die Unbestimmten der Formen F, F', F", ... seien
respective x, y; x', y1; x", y"; ... Ferner nehme man an, dass F übergehe

in F', wenn man setzt: x = a' x' -J- ß' /, # = 7' x' -i-8' y'
m l/'" . nt ^—- *•" /v»" l 1 ö" <?y 47 . >y'' /y»" l Ä" njlj t r , „ „ „ . je — * •* -t- p # j 2f — \ x -r v y

U. S. W.

Dann leitet man, weil

F in F' übergeht, wenn man setzt: x =—y, # =xf +h' y'
F' m F" „ „ „ „ : x' = —y", tf = x" + h"y"
F" m F'" „ „ „ „ : x"= — y"\ y'l=x"'+h"fy'"

u. s. w. (Artikel 160),

leicht folgenden Algorithmus her (Artikel 159):

a' =0, ß' =-1, 7' =1, 8' =Ä'
a" = ß', ß" = Ä" ß' — a', 7" = 8', 8" = h" 8' — 7'
a'" = ß", ß'" = Ä'" ß/; — a", 7'" = 8", 8"' = W" 8" — 7"
a""== ß'", ß""= Ä""ß"'— a"', 7""= 8'", 8""== h"" V"— 7'"

u. s. w.,
oder:

a' =0, ß' =-1, i =1, 8' =/*'
a" = ß', ß" = h" ß', 7" = «S ö" = Ä" 8' - l
a'" = ß", ß'" = Äf" ß" — ß', 7'" = 8", 8'" = h'" 8" — 8'
a""= ß"', ß/'"== Arwß"'— ß", 7""= 8'", 8""== Ji""S"f— 8"

u. s. w.

Dass alle diese Transformationen eigentliche sind, kann ohne Mühe sowohl
aus der Bildung derselben als auch aus Artikel 159 abgeleitet werden.

Dieser höchst einfache und zur Rechnung bequeme Algorithmus ist dem
im Artikel 27 dargelegten Algorithmus analog und lässt sich auch auf
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diesen zurückführen*). Übrigens ist diese Auflösung nicht auf Formen mit
negativer Determinante beschränkt, sondern sie erstreckt sich auf alle Fälle,
wofern nur keine der Zahlen a', a", a'", . . . gleich Null ist.

178.
Aufgabe. Wenn zwei eigentlich äquivalente Formen F, f

mit derselben negat iven Dete rminan te gegeben sind, so soll
man irgend eine eigentliche Trans fo rmat ion der einen Form
in die andere f inden.

Auflösung. Wir nehmen an, dass die Form F sei (A, J5, A1} und
dass man nach der Methode des Artikels 171 die Reihe der Formen
(A', B', A"\ (A!1, B", A'"\ . . . , (A(m\ B(m\ J.(m+1)), welche letztere re-
duciert sei, gefunden habe; ebenso dass die Form f sei (a, 6, a') und dass
man nach derselben Methode die Reihe der Formen (a', &', a"),
(a", 6", a'"), • . • , (a(n\ b(n\ a(w+1)), welche letztere reduciert sei, gefunden
habe. Dann können zwei Fälle s ta t t f inden.

I. Die Formen (A(m\ B(m\ A(m+\ (a(n\ b(n\ a(w+1)) sind entweder
identisch oder entgegengesetzt und zugleich ambig. Dann werden
die Formen (A(m"l\ B(m~l\ A(wi)) und (a(n\ — &(w~a), a(n~1}) benachbart sein
(wenn J.(m~1} das vorletzte Glied der Reihe A, A!, A!', . . . , A(m} bezeichnet
und B(m~l\ a(n-1}, &(w~1} ähnliche Bedeutung haben). Denn es ist A(m}

= a(n\ j5(rn-1) = -J5(m) (mod.^L(m)), b(n"^ =-^ (mod.a(w) oder A(m\
somit B(m~^ — 6(w~1} == 6(w) — J5(m) und daher =0, wenn die Formen
(A(m\ B(m\ A(m+\ (a(n\ b(n\ a("+1)) identisch sind, und =26(w) und so-
mit = 0, wenn sie entgegengesetzt und ambig sind. Daher ist in der
Reihe der Formen

(A, B, ', B',

jede Form der vorhergehenden benachbart, und somit kann nach vorigem
Artikel eine eigentliche Transformation der ersten Form F in die letzte f
gefunden werden.

*) Es wird nämlich in den Zeichen des Artikel 27:

wo die doppelt gesetzten Zeichen -- , -- h, H -- ,H- + sein müssen, je nach-
dem n von der Form 4£-hO, l, 2, 3 ist; und

JM=±[A', -h", K", ...,±A«],

wo die doppelten Zeichen in der Zusammenstellung -i -- , H — h, -- , -- h
genommen werden müssen, je nachdem n von der Form 4&-I-0, l, 2, 3 ist. Doch
gestattet uns die Kürze nicht, dies, das übrigens jeder leicht selbst bestätigen kann,
weitläufiger zu entwickeln.
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II. Die Formen (A(m\ B(m\ A(m+\ (a(n\ b(n\ a(w+1)) s ind n icht
identisch, s o n d e r n en tgegengese tz t und zugleich A(m) = A^m+1^

= a(n) =a(n+1). Dann wird die Eeihe der Formen

(4 JB, -4'), ( '̂, ̂  ^'), ..... , (A(m\ B(m

), ..... ,(a',-M), (o, 6, a')

dieselbe Eigenschaft besitzen. Denn es ist ̂ ^+1) = a
(n\ und J5(m) — &(w~1} =

— (&^ + &(n-1) ) ist durch a^ teilbar. Somit lässt sich nach dem vorigen
Artikel eine eigentliche Transformation der ersten Form F in die letzte f
finden.

Beispiel So hat man für die Formen (23, 38, 63), (15, 20, 27) die
Reihe:

(23, 38, 63), (63, 25, 10), (10, 5, 3), (3, l, 2), (2, -7, 27), (27, -20, 15),
(15, 20, 27).

Daher ist:

Ä'=l, Ä"=3, #"=2, /&""= — 3, #""= — l, /*"""= 0.

Hieraus leitet man als Transformation der Form 23#2 4- 1§xy 4- 63#2 in
15£2 4- 40fo 4- 27w2 die folgende ab: a = — Ut— 18w, y = 8t+ Ilu.

Aus dieser Auflösung folgt ohne Mühe die Auflösung der Aufgabe:
Wenn die Formen JP, /" uneigentl ich äquivalent sind, so soll
man eine uneigent l iche Trans fo rma t ion der Form F in /" f inden.
Denn ist /*= at2 4- %btu 4- aV, so ist die entgegengesetzte Form ap2 — 25p#
+ a'q2 der Form ^ eigentlich äquivalent. Man suche eine eigentliche
Transformation der Form F in jene , nämlich x = op 4- ß#, «/ = 7^ 4- o^,
so wird offenbar F in f übergehen, wenn man setzt: #==oc£— ßw,
2/ = 7# — S ,̂ und diese Transformation wird uneigentlich sein.

Wenn also die Formen F, /" sowohl eigentlich als uneigentlich äquivalent
sind, so lässt sich immer sowohl eine eigentliche als auch eine uneigerit-
liche Transformation finden.

179.
Aufgabe. Wenn die Formen .F, f äquivalent s ind, so soll man

sämtliche Trans fo rmat ionen von F in / ' f inden .

Auflösung. Wenn die Formen jp, f nur auf eine einzige Art, d. h. nur
eigentlich oder nur uneigentlich, äquivalent sind, so suche man dem vorigen
Artikel gemäss eine Transformation der Form F in /*; dann ist klar, dass
es andere Transformationen als solche, die dieser gleichartig sind, nicht
geben kann. Wenn aber die Formen .F, f sowohl eigentlich als uneigent-
lich äquivalent sind, so suche man zwei Transformationen, eine eigentliche
und eine un eigentliche. Ist nun die Form F= (^,^,(7), ferner J52— J.0= — D
und der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen A, 2J5, C gleich m,
so folgt aus Artikel 162, dass im ersteren Falle sämtliche Transformationen
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der Form F in f aus e iner Transformation, im letzteren Falle alle eigent-
lichen Transformationen aus der eigentlichen und alle uneigentlichen Trans-
formationen aus der uneigentlichen hergeleitet werden können, wofern man
nur sämtliche Lösungen der Gleichung t2 4- Du2 = m2 hat. Sind diese
also gefunden, so ist die Aufgabe gelöst.

Man hat aber D = ̂ C— B2, 4D = 4^0—4J52, somit ist -̂ - = 4—
m* m2

m eine ganze Zahl. Wenn nun

4D
1. —g >4 ist, so ist D>w2 , daher muss in £24-D^2 = w2 not-

wendig u = 0 sein, und somit kann t keine ändern Werte als 4- m oder — m
haben. Wenn daher F} f nur auf eine einzige Weise äquivalent sind und
irgend eine Transformation

ist, so kann es ausser dieser, welche aus t = m entsteht (Artikel 162), und
der folgenden

x = — a#'— ßy, y = — 70'— 8y

keine Transformationen weiter geben. Wenn aber F, f sowohl eigentlich
als auch uneigentlich äquivalent sind, und man irgend eine eigentliche
Transformation

x = ax' 4- ßy, y = 7#' + V
und eine uneigentliche

hat, so wird es ausser jener (aus t = m entstehenden) und der folgenden (aus
t = — m entstehenden)

keine eigentliche und in analoger Weise keine uneigentliche Transformation
weiter geben ausser

x = a 'x' 4- ßy, y = 7 V 4- $'yf; und x = — a'#'— ßy, y = — 7 V—Sy.

4J)
2. Ist—2 = 4 oder D = m2, so lässt die Gleichung £24-Zto*2 = w2

vier Lösungen zu, nämlich: t, u = m, 0; — m, 0; 0,1; 0, — 1. Wenn demnach
-F, f nur auf eine einzige Weise äquivalent sind, und irgend eine Trans-
formation lautet:

x = a#'4- ßy, # = 7#'4- öy,

so giebt es im Ganzen vier Transformationen:

x = ± a#'it ß?/, «y =

4-
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Wenn dagegen F, f auf zwei Arten äquivalent sind oder es ausser jener
gegebenen Transformation noch eine andere ihr ungleichartige giebt, so
wird diese ebenfalls vier jenen ungleichartige Transformationen hervor-
bringen, so dass man acht Tansformationen hat. — Übrigens kann man
leicht beweisen, dass in diesem Falle F, f stets wirklich auf zwei Arten
äquivalent sind. Denn da D = m2 = AC — B2 ist, so geht m auch in B

auf. Die Determinante der Form f — , — , — ) ist gleich — l, daher ist die

Form entweder der Form (1,0,1) oder der Form ( — 1,0, — 1) äquivalent.
Mau sieht aber leicht, dass durch dieselbe Transformation, durch welche

die Form f — , — , — ) in (± l, 0, dz 1) übergeht, auch (A, B, 0} in (± m, 0, dz w),

welche ambig ist, übergeht. Daher ist die Form (-4, J5, 0), da sie einer
ambigen Form äquivalent ist, jeder ihr überhaupt äquivalenten Form sowohl
eigentlich als auch uneigentlich äquivalent.

4D
3. Ist — 2 == 3 oder 4Z) = 3m2, so ist m gerade, und sämtliche Lösungen

der Gleichung t2 + Du2 = m2 sind die folgenden sechs:

t, u = m, 0; —m, 0; %m, 1; — ^w, — 1; \m, —1; — £w, 1.

Hat man daher zwei ungleichartige Transformationen der Form F in f:

x = y =

so hat man zwölf Transformationen, nämlich sechs der ersteren gleich-
artige :

X = ± twc'db ßy' ; y = dz ^x'± W,

m m

äff -h 7(7

m

m m

\y = \ m y';

und sechs der letzteren gleichartige, welche aus den vorstehenden erhalten
werden, wenn man für a, ß, 7, 8 respective a', ß', 7', 8' setzt.

Dass aber in diesem Falle stets F, f auf beide Arten äquivalent sind,

wird folgendermassen bewiesen: Die Determinante der Form ( — » —> — ]\m m m)
4D

ist gleich - = ~39 und demnach ist diese Form (Artikel 176) entweder

der Form (± l, 0, dz 3) oder der folgenden Form (dz 2, dz l, dz 2) äquivalent.
Hieraus ist leicht ersichtlich, dass die Form (A, B, 0) entweder der Form
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(±|w, 0, dz-fw) oder der Form (zbw, Jw, =tw)*), welche beide ambig
sind, äquivalent und somit jeder ihr überhaupt äquivalenten Form auf beide
Arten äquivalent ist.

„ xr- 4- o - • ., . o ,4. Nimmt man an, dass — «- = 2 sei, so wird — = 4 — ~- — 2 und' m2 ' \m / m2

daher = 2 (mod. 4). Da aber kein Quadrat = 2 (mod. 4) sein kann, so kann
dieser Fall nicht stattfinden.

, XT. . 1 . . .5. Nimmt man an , dass — « = 1 sei , so wird — = 4 — ̂  — l' w2 ' V m J m2

= — l (mod. 4). Da dies aber unmöglich ist, so kann auch dieser Fall
nicht stattfinden.

Da ferner D weder gleich Null noch negativ ist, so kann es andere
Fälle als die aufgezählten nicht geben.

180.
Aufgabe. Man soll al le Dars te l lungen e iner gegebenen Zahl

M durch die Form ax2 4- %bxy 4- cy** oder F mit der n e g a t i v e n
De te rminan te — D f i nden , in denen #, y un ter e inande r p r i m e
Werte erhal ten.

Auflösung. Aus Artikel 154 geht hervor, dass M auf die gewünschte
Art nur dargestellt werden kann, wenn —Z) quadratischer Rest von M ist.
Man suche daher zunächst alle verschiedenen (d. h. incongruenten) Werte
des Ausdrucks j/̂ 1) (mod. M), welche N, —N, N', —N', N", —N" . . .
seien. Damit die Rechnung möglichst einfach werde, können alle N, N* . . .
so bestimmt werden, dass sie nicht grösser als ^ M sind. Da nun jede
Darstellung zu irgend einem dieser Werte gehören muss, mögen die einzelnen
Werte gesondert betrachtet werden.

/ J) _|_ j\T2\
Wenn die Formen F und (M, N, — -^r — ) nicht eigentlich äquivalent

sind, so kann es keine Darstellung von M geben, welche zum Werte N ge-
hört (Artikel 168). Sind sie dagegen eigentlich äquivalent, so suche man
eine eigentliche Transformation der Form F in

welche
x = *x 4- ß/, y 4-

sein möge, so ist x = a, y = 7 die zu N gehörige Darstellung der Zahl M
durch F. Es sei der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen J., 25, G
gleich m und man unterscheide drei Fälle (vgl. vorigen Artikel):

*) Man kann zeigen, dass die Form (A, /?, (?) notwendig der letzteren äquivalent
ist; doch ist dies hier nicht nötig.
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4D
1. Ist — 2 >4, so kann es andere zu N gehörige Darstellungen nicht

wt
geben als die folgenden beiden: # = <x, # = 7; #== — a, y = — 7 (Artikel
169, 179).

4D
2. Ist —g =4, so hat man die vier Darstellungen:

aB-+-«(C
-- - -m , y = ± •

3. Ist —^ = 3. so hat man die sechs Darstellungen:
m2 '

aB
m
4-

15)

ge-

m

In derselben Weise sind die zu den Werten — JV, JV', — .
hörigen Darstellungen zu suchen.

181.
Die Ermit te lung der Dars te l lungen einer Zahl M durch

die Form JP, in welchen x, y e inander nicht p r ime Werte
haben, lässt sich auf den berei ts be t r ach t e t en Fall leicht
zu rück führen . Man möge eine solche Darstellung erhalten, wenn man
setzt x = pe, # = p/, wo JA der grösste gemeinschaftliche Teiler von JAC und
[x/1 ist, d. h. e und f zu einander prim sind. Die Substitution x = e, y = f

M
wird aber die Darstellung der Zahl —^ durch die Form J^sein, in welcher

x, y zu einander prime Werte haben. Wenn daher M durch keine Quadrat-
zahl (ausser 1) teilbar ist, z. B. wenn es eine Primzahl ist, so giebt es
keine solche Darstellungen von M. Wenn aber M. quadratische Teiler
enthält, so mögen diese |A2, v2, rc2, . . . sein. Man suche zunächst alle

M
Darstellungen der Zahl -0 durch die Form (A, B, 0\ in denen x, y zu

P-
einander prime Werte haben; diese Werte werden, mit JA multipliciert,
alle Darstellungen von M ergeben, in welchen der grösste gemeinschaftliche
Teiler von x, y gleich JA ist. In ähnlicher Weise werden alle Darstellungen

von -g-, in denen die Werte von x, y prim zu einander sind, alle Dar-

stellungen von M ergeben, in welchen der grösste gemeinschaftliche Teiler
von x, y gleich v ist, u. s. w.

Es ist daher klar, dass durch die vorstehenden Regeln sämtliche Dar-
stellungen einer gegebenen Zahl durch eine gegebene Form mit negativer
Determinante gefunden werden können.
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Specielle Anwendungen auf die Zerlegung der Zahlen in
zwei Quadrate, in ein einfaches und ein doppeltes und in

ein einfaches und ein dreifaches Quadrat.
182.

Wir gehen zu einigen besonderen Fällen über einmal wegen ihrer
hervorragenden Eleganz, sodann weil sich Euler mit ihnen eingehend be-
schäftigt hat, wodurch sie gewissermassen klassisches Ansehen erhalten
haben.

L Durch die Form x2 -t-y2 kann so, dass x zu y prim ist, keine Zahl
dargestellt (oder in zwei zu einander prime Quadrate zerlegt) werden, von
welcher nicht — l quadratischer Eest ist; dagegen ist dies auch bei allen
solchen, positiv genommenen, Zahlen wirklich möglich. Es sei M eine
solche Zahl und es seien JV, — JV, N', — N', N", — N", ... die sämt-
lichen Werte des Ausdrucks j/ — l (mod. If). Dann ist nach Artikel 176

/ JV2 4. l \
die Form ( M, N, — z — l der Form (l, 0, 1) eigentlich äquivalent. Ist

x = axr -f- $y', y = ^x' + §y' irgend eine eigentliche Transformation dieser
Form in jene, so sind die zu N gehörigen Darstellungen der Zahl M
durch die Form x2 + y2 die folgenden vier*) : # = ± a, # = ±7; # = =F 7,
# = ±a.

Da die Form (l, 0, 1) ambig ist, so wird offenbar auch die Form
JV2 + 1\

If, — JV, — TT — 1 derselben eigentlich äquivalent sein und jene eigent-

lich in diese transformiert werden, wenn man setzt: x = ax'— ß/,
y = — 7#' -f- §/. Hieraus ergeben sich vier zu — N gehörende Dar-
stellungen von Jfcf, nämlich # = ±oc, ^/ = qF7; # = ±7, 2/ = ±a. Es ist
somit klar, dass es acht Darstellungen von M giebt, von denen die eine
Hälfte zu JV, die andere Hälfte zu — N gehört; aber alle diese stellen nur
eine einzige Zerlegung der Zahl M in zwei Quadrate dar: .M = a2-4-72,
wofern man nämlich nur die Quadrate selbst, nicht aber auch ihre Reihen-
folge oder die Vorzeichen ihrer Wurzeln in Betracht zieht.

Wenn es daher keine ändern Werte des Ausdrucks j/ — l (mod. M )
ausser JV und — N giebt, was z. B. der Fall ist, wenn M eine Primzahl
ist, so lässt sich M nur auf eine einzige Weise in zwei zu einander prime
Quadrate zerlegen. Da nun — l quadratischer Rest einer jeden Primzahl
von der Form 4^+1 ist (Artikel 108) und eine Primzahl in zwei zu ein-
ander nicht prime Quadrate offenbar nicht zerlegt werden kann, so haben
wir den Satz:

Jede Pr imzah l von der Form 4^ + 1 kann in zwei Quadra te
zer legt w e r d e n und zwar nur auf eine e inzige Weise.

*) Offenbar nämlich ist dieser Fall unter Artikel 180, 2 enthalten.
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So ist: 1=0 + 1,5 = 1+4, 13 = 4 + 9, 17 = l + 16, 29 = 4 + 25,
37 = 1+36, 41=16 + 25, 53 = 4 + 49, 61 = 25 + 36, 73 = 9 + 64,
89 = 25 + 64, 97 = 16 + 81, ....

Dieser höchst elegante Satz war schon Fermat bekannt, doch wurde
er zuerst von Euler bewiesen: Comm. nov. Petr. T. V für die Jahre 1754,
1755 S. 3 u. ff. Im vierten Bande S. 3 u. ff. findet sich eine denselben
Gegenstand betreffende Abhandlung, doch hatte er damals die Sache noch
nicht vollständig erledigt, vgl. besonders Artikel 27.

Wenn daher irgend eine Zahl von der Form 4^+1 entweder auf mehrere
Arten oder gar nicht in zwei Quadrate zerlegt werden kann, so ist sie sicher
keine Primzahl. _

Umgekehrt aber wird es, wenn der Ausdruck j/ — l (mod. M) ausser
N und — N noch andere Werte hat, auch noch andere zu diesen Werten
gehörende Darstellungen von M geben. In diesem Falle wird also M auf
mehrere Arten in zwei Quadrate zerlegt werden können, z. B. 65 = l + 64
= 16 + 49, 221 = 25 + 196 = 100 + 121.

Die übrigen Darstellungen, in welchen x, y zu einander nicht prime
Werte erhalten, können nach unserer allgemeinen Methode leicht gefunden
werden. Wir bemerken nur, dass, wenn irgend eine Zahl, welche Factoren
von der Form 4^ + 3 enthält, von diesen durch keine Division durch ein
Quadrat befreit werden kann (was der Fall ist, wenn einer oder mehrere
dieser Factoren in ungerade r Potenz vorkommen), diese auf keine Weise
in zwei Quadrate zerlegt werden kann*).

II. Durch die Form #2 + 2#2 lässt sich keine Zahl, von welcher — 2
Nichtrest ist, so darstellen, dass x zu y prim ist, während dies bei allen
ändern möglich ist. Ist — 2 Best der Zahl M und N irgend ein Wert des
Ausdrucks j/ — 2 (mod. M ), so werden nach Artikel 176 die Formen (l, 0, 2)

/ jty-2_|_2\
und ( .M, 2V", — j-f — l eigentlich äquivalent sein. Geht jene eigentlich in

diese über, wenn man setzt a? = a»'+ß/, # = p/+8/, so wird # = a,
y = Y die zu JV gehörige Darstellung der Zahl M. sein. Ausser dieser und
der folgenden # = — a, y= — 7 gehören keine ändern zu N (Artikel 180).

*) Ist die Zahl M= Z^Sa^b^c* . . . , so dass a, b, c, . . . ungleiche Primzahlen von
der Form 4n + l sind und S das Product aus allen Primfactoren von M von der Form
4tt+3 ist (auf welche Form jede positive Zahl reduciert werden kann, wenn man,
falls M ungerade ist, (x = 0 und, falls M keine Factoren von der Form 4^ + 3 ent-
hält, S = l setzt), so kann M auf keine Weise in zwei Quadrate zerlegt werden,
wenn nicht S ein Quadrat ist. Ist aber S ein Quadrat, so giebt es \ (a + 1) (ß + 1)
(y + 1) . . . Zerlegungen von M, falls eine der Zahlen a, ß, y> • • • ungerade ist, oder
£ (a + 1) (ß + 1) (y + 1) ---- K J, falls a, ß, y, . . . sämtlich gerade sind (wofern man
nur die Quadrate selbst in Betracht zieht). Wer in der Combinationsrechnung einiger-
massen geübt ist, wird den Beweis dieses Satzes (bei dem wir uns, ebenso wie bei
anderen Einzelheiten, nicht aufhalten können) aus unserer allgemeinen Theorie ohne
Schwierigkeit ableiten können.
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Analog wie oben erkennt man, dass die Darstellungen # = ±a,
y = =p Y zum Werte — N gehören. Alle diese vier Darstellungen aber
ergeben nur eine einzige Zerlegung von M in ein Quadrat und das Doppelte
eines Quadrats, und wenn es ausser N urid — N keine ändern Werte des
Ausdrucks j /—2 (mod. M) weiter giebt, so giebt es auch keine ändern
Darstellungen von M. Hieraus leitet man mit Hülfe des Satzes in Artikel 116
leicht den Satz her:

Jede Pr imzah l von der Form 8^+1 o d e r 8^ + 3 lässt sich
in ein Quadrat und ein d o p p e l t e s Quadra t ze r legen und zwar
nur auf eine e inzige Weise.

So ist z. B. 1 = 1 + 0, 3 = 1 + 2, 11 = 9 + 2, 17 = 9 + 8, 19 = 1 + 18,
41 = 9 + 32, 43 = 25+18, 59 = 9 + 50, 67 = 49 + 18, 73=1 + 72,
83 = 81 + 2, 89 = 81 + 8, 97 = 25 + 72, u. s. w.

Auch diesen Satz, wie mehrere ähnliche, kannte Fermat , doch gab
L a g r a n g e zuerst einen Beweis. Suite des recherches d'Arithmetique, Nouv.
Mem. de l'Ac. de Berlin 1775, p. 323 u. ff. Manches auf diesen Gegenstand
Bezügliche hatte schon Euler erledigt, Specimen de usu öbservationum in
mathesi pur a, Comm. nov. Petr. T. VI, p. 185 u. #, aber der vollständige
Beweis des Satzes spottete stets seinen Bemühungen. Vergleiche auch die
Abhandlung in T. VIII (zu den Jahren 1760, 1761): Suppkmentum quo-
rundam theorematum arithmeticorum, am Schluss.

III. Auf ähnlichem Wege beweist man, dass jede Zahl, von welcher
— 3 quadratischer Rest ist, sich darstellen lässt entweder durch die Form
x* + 3#2 oder durch die folgende: 2#2 + %xy + 2#2 und zwar so, dass der
Wert von x prim zum Werte von y ist. Da nun — 3 Eest aller Primzahlen
von der Form 3^+1 ist (Artikel 119) und durch die Form 2#2 + %xy + 2#2

augenscheinlich nur gerade Zahlen dargestellt werden können, so hat man
wie oben den Satz:

Jede Pr imzahl von der Form 3^+1 lässt sich in ein Quadra t
und ein dre i faches Quadra t zer legen und zwar nur auf eine
einzige Weise.

So ist z. B. 1 = 1+0, 7 = 4 + 3, 13 = 1 + 12, 19 = 16 + 3,
31=4 + 27, 37 = 25+12, 43 = 16 + 27, 61=49 + 12, 67 = 64 + 3,
73 = 25 + 48, u. s. w.

Den Beweis dieses Satzes hat zuerst Euler angegeben in der eben
erwähnten Abhandlung, Comm. nov. Petrop. T. VIII, p. 105 u. ff.

In ähnlicher Weise könnten wir weiter gehen und z. B. zeigen, dass
jede Primzahl von der Form 20^ + l oder 20^ + 3 oder 20^ + 7 oder
20w + 9 (von denen nämlich — 5 Rest ist) durch eine der beiden Formen
x2 + 5#2, 2#2 + 2xy + 3#2 dargestellt werden kann und zwar die Prim-
zahlen von der Form 20^ + l und 20^ + 9 durch die erstere, die Prim-
zahlen von der Form 20^ + 3, 20/& + 7 durch die letztere Form; ferner
das Doppelte der Primzahlen von der Form 20^ + l, 20^ + 9 durch die
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Form 2#3 -t- %xy -+- 3y2, das Doppelte der Primzahlen von der Form 2Qn + 3,
20n 4- 7 aber durch die Form x2 -4- 5#2. Indessen wird jeder diesen Satz
und unzählig viele andere specielle Sätze aus dem Vorhergehenden und
dem, was weiter unten auseinandergesetzt werden wird, leicht selbst ableiten
können. — Wir gehen daher zu den Formen mit positiver Determinante
über, und da deren Natur eine ganz andere ist, je nachdem die Determinante
eine Quadratzahl oder eine nichtquadratische Zahl ist, so schliessen wir
hier zunächst die Formen mit quadratischer Determinante aus und werden
dieselben später gesondert betrachten.

Von den Formen mit positiver nichtquadratischer
Determinante.

183.
Aufgabe. Wenn eine beliebige Form (a, &, a') gegeben ist,

deren pos i t ive n ich tquadra t i sche De te rminan te gleich D ist,
so soll man eine dieser eigentl ich äquiva lente Form (A, B, C)
f i n d e n , in welcher B posi t iv und kleiner als j/I)ist, A dagegen,
falls es positiv ist, oder — A, falls A negativ ist, zwischen
yD + B und yiD — B liegt.

Auflösung. Wir nehmen an, dass in der gegebenen Form noch nicht
beide Bedingungen erfüllt seien, denn sonst brauchten wir eine andere
Form nicht zu suchen. Ferner bemerken wir, dass in einer Form mit
nichtquadratischer Determinante das erste oder letzte Glied nicht gleich
Null sein kann (Artikel 171, Anm.). Es sei &'^ — & (mod. a') und zwischen
den Grenzen j/I) und j/5)Va' gelegen (wo das obere Zeichen genommen
wird, wenn a' positiv, das untere, wenn es negativ ist). Dass dies möglich
ist, beweist man leicht in ähnlicher Weise, wie in Artikel 3. Man setze

sodann
-— D

= a", welches eine ganze Zahl ist, da &'2 — D^&2 — D

= aa'EE 0 (mod. a') ist. Ist nun a"< a', so sei wiederum &"= — &' (mod. a")
und zwischen j/Z) und j/Uqpa" (je nachdem a" positiv oder n&gativ ist)

&"2 _ J)
gelegen und ferner - 77 — = a'". Ist hier wiederum a'"< a", so sei

&'" = — &" (mod. a'") und zwischen j/J9 und j/I) =P a'" gelegen und
V"2 ~ D
- 777 — = a"". Diese Operation setze man fort, bis man in der Reihe a',cx>
a", a'", an", ... zu einem Gliede a(77i+1) gelangt, welches nicht kleiner ist
als das vorhergehende a^m\ was endlich eintreten muss, weil man sonst eine
unendliche Eeihe beständig abnehmender ganzer Zahlen haben würde. Setzt
man dann a(m>=A, b(m)=B, a(m+1)=<7, so wird die Form (A, B, 0)
allen Bedingungen genügen.
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Beweis, L Da in der Reihe der Formen (a,M'),(«',&',a"),(a",&"X"),...
eine jede der vorhergehenden benachbart ist, wird die letzte (A, B, (7) der
ersten (a, 6, a') eigentlich äquivalent sein.

II. Da B zwischen j/Z) und j/Z) qp A liegt (wo stets das obere Zeichen,
wenn A positiv, das untere, wenn A negativ ist, zu nehmen ist), so werden

offenbar, wenn man j/D — B=p, B — (j/D=F-4)==3' setzt, diese Grossen
p, q positiv sein. Nun bestätigt man leicht, dass #2-h 2pq 4- 2pj/l^=
D-{-A2 — B2 ist; somit wird D 4- A2 — B2 eine positive Zahl sein, die wir
gleich r setzen. Hiernach wird, da D = B2 — AG ist, r = A2 — AG, und
demnach ist A2 — AC eine positive Zahl. Weil aber nach Voraussetzung A
nicht grösser ist als 0, so kann jenes offenbar nicht anders stattfinden, als
wenn AC negativ ist und daher die Vorzeichen von A und G entgegen-
gesetzt sind. Hieraus folgt B2 = D -h AG< D und somit B < j/JÖ.

III. Da ferner — AC= D—-B2 ist, so wird AC<D und daher (weil
A nicht grösser als C) A < j/J>. Somit ist j/lT=F A positiv, also auch J?,
welches zwischen den Grenzen j/Z) und ^D^pA gelegen ist.

IV. Somit ist umsomehr j/jD-hB=fA positiv, und da j/jD—B=f A= - q
negativ ist, so ist ± A zwischen j/5 + B und j/D — B gelegen.

Beispiel. Ist die Form (67, 97, 140), deren Determinante gleich 29
ist, gegeben, so findet man hier die Reihe der Formen: (67, 97, 140),
(140, - 97, 67), (67, — 37, 20), (20, — 3, — 1), (- l, 5, 4). Die letzte ist
die gesuchte.

Derar t ige Formen (A, B, (7) mit der posi t iven n ichtquadra-
tischen Determinante D, in welchen A, posi t iv genommen,
zwischen 1/1) + B und j/I) — B liegt, B aber posit iv und kleiner
als j/I) ist, w e r d e n wir reducierte Formen nennen. Die reducierten
Formen mit positiver nichtquadratischer Determinante unterscheiden sich
daher etwas von den reducierten Formen mit negativer Determinante; wegen
der grossen Analogie zwischen diesen und jenen aber wollten wir keine
verschiedenen Benennungen einführen.

184.
Wenn die Äquivalenz zweier r educ ie r t en Formen mit positiver Deter-

minante ebenso leicht beurteilt werden könnte, wie bei den Formen mit
negativer Determinante (Artikel 172), so würde man die Äquivalenz zweier
bel iebigen Formen mit derselben positiven Determinante ohne Mühe
erkennen können. Aber hier verhält sich die Sache bei weitem anders,
und es ist möglich, dass sehr viele reducierte Formen unter einander
äquivalent sind. Bevor wir daher an diese Aufgabe herantreten, müssen
wir erst tiefer in die Natur der reducierten Formen (mit positiver nicht-
quadratischer Determinante, was man hier immer hinzudenken muss) ein-
dringen.
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1. Ist (a, &, c) eine reduc ie r te Form, so h a b e n a und c ent-
gegengese tz te Vorze ichen . Denn setzt man die Determinante der Form
gleich D, so ist ac = b2 — D und daher negativ, weil b < j/J? ist.

2. Die Zahl c ist ebenso wie a, positiv genommen, zwischen
T"l 7i2

j/D -f- & undj/D — & gelegen. Denn es ist — c = - ; daher liegt c,

,r . , . , D — b2 , D — &2 , , . ,
abgesehen vom Vorzeichen, zwischen —= - und —1= — , d. h. zwischen

I/D + & i/D — b
j/D — 1) und J/D + &.

3. Hieraus geht hervor, dass auch (c, &, a) eine reduc ie r te
Form ist.

4. Sowohl a wie c ist k le iner als 2j/D. Jedes der beiden näm-
lich ist kleiner als r/D4-& und daher umsoniehr kleiner als 2j/D.

5. Die Zahl b l iegt zwischen |/D und j/D + a (wo das obere
Zeichen bei positivem a, das untere bei negativem a zu nehmen ist). Denn
da dz a zwischen j/I) 4- b und ^~D — b liegt, so ist ± a — (}/-^ — &) °^er

b — (j/Dipa) positiv; b — j/D aber ist negativ; mithin liegt b zwischen
j/D und j/D qp a. — Ganz auf dieselbe Weise wird bewiesen, dass b zwischen
j/D und j/DTc (je nachdem c positiv oder negativ ist) liegt.

6. Jeder r educ ie r t en Form (a, &, c) ist nach j ede r der beiden
Seiten hin eine und nur eine reducier te Form benachba r t .

Ist a'=c, b' = — b (mod. a') und zwischen |/D und
— D

ge-

legen, ferner c'=- -, so ist die Form («', &', c') der Form (a, &, c) nach

rechts hin benachbart und zugleich ist klar, dass, wenn es irgend eine
reducierte der Form (a, &, c) nach rechts hin benachbarte Form gäbe,
dieselbe von (a', &', c') nicht verschieden sein kann. Dass aber diese
wirklich reduciert ist, beweisen wir folgendermassen.

A) Setzt man

!/!) + & T a'ssjp, ±a'— (j/D — &) = & /D — & = r,

so sind diese Zahlen #, #, r nach (2) oben und nach der Erklärung der
reducierten Form positiv. Setzt man ferner

b'- (j/JD =p a'} = 0', /D — &'= /,

so sind #', r' positiv, da b' zwischen j/Z) und j/Dq=a' liegt. Ist endlich
& 4- &'= ± wm', so ist m eine ganze Zahl. Nun ist offenbar p + #'= & + 6'
und daher & + &' oder ± rna' und somit auch m positiv. Hieraus folgt,
dass m — l sicher nicht negativ ist. Ferner wird:

*) Wo Doppelzeichen vorkommen, gilt stets das obere, wenn a positiv, das
untere, wenn a negativ ist.
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r + #'± ma'= 2&'± a' oder 26'= r -+- <z'± (w — 1) a',

mithin sind 2&' und b' notwendig positiv; und da b' 4- /= j/D, so ist

B) Ferner wird:

r ± ma'= j/D 4- V, oder r ± (m — 1) a'= j/5~+ &'=F «',

mithin ist |/D^+&'=Fa' positiv. Hieraus und weil ±a'—(|/D—&') = q[

und somit positiv ist, folgt, dass ± a' zwischen |/D -f- 6' und |/D — 5' liegt.
— Demnach ist (a', 6', c;) eine reducierte Form.

Auf dieselbe Art beweist man, dass, wenn 'c=a, '& = — &(mod.'c)

ist und zwischen j/D und p/D -±!c liegt, ferner fa= —-, ist, die Form

('a, 'b, 'c) eine reducierte ist. Offenbar aber ist diese Form der Form
(a, b, c) nach links hin benachbart und eine andere reducierte Form ausser
('a, 'b, 'c) kann diese Eigenschaft nicht besitzen.

Beispiel. Der reducierten Form (5, 11, — 14), deren Determinante
gleich 191 ist, ist nach rechts hin die reducierte Form (— 14, 3, 13), nach
links hin aber die folgende (— 22, 9, 5) benachbart.

7. Wenn der reducierten Form (a, &, c) die reducierte Form (a', &', c')
nach rechts hin benachbart ist, so wird der reducierten Form (c, &, a) die
Form (c', b', a') nach links hin benachbart sein; und wenn der reducierten
Form (ay b, c) die Form (a, 'b, rc) nach links hin benachbart ist, so wird
die reducierte Form ('c, 'b, 'a) der reducierten Form (c, b, a) nach rechts
hin benachbart sein. Ferner werden auch die Formen (—'a, 'b, ~'c)
(— a, &, — c), (— a', &', — c'} reducierte sein und .zwar ist die zweite der
ersten, die dritte der zweiten nach rechts hin oder die erste der zweiten,
die zweite der dritten nach links hin benachbart, und ähnlich verhält es
sich mit den drei Formen (— c', b', — a'\ (— c, b, — a), (—'c, 'b, —-'a).
Dies ist so klar, dass es einer Auseinandersetzung nicht bedarf.

185.
Die A n z a h l aller r educ i e r t en Formen mit gegebener Deter -

m i n a n t e D ist stets eine endl iche ; sie selbst aber k ö n n e n
auf zwie f ache Weise g e f u n d e n werden . Wir wollen unbestimmt
alle reducierten Formen mit der Determinante D durch (a, b, c) bezeichnen,
so dass sämtliche Werte von a, b, c bestimmt werden müssen.

Erste Methode. Man nehme für a alle Zahlen (sowohl positiv als
negativ), welche kleiner als 2j/D sind und von denen D quadratischer
Rest ist, und setze für jedes einzelne a die Zahl b gleich sämtlichen positiven
Werten des Ausdrucks j/D (mod. a), welche zwischen |/D und |/D=pa
liegen, c aber setze man für die einzelnen bestimmten Werte von a, b gleich
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&2— D
. Wenn sich auf diese Weise irgend welche Formen ergeben, in

denen ±a ausserhalb des Intervalles j/Z) -f-6 und j/Z) — b liegt, so sind

dieselben zu verwerfen.
Zweite Methode. Man nehme für b alle positiven Zahlen, welche kleiner

als j/jT sind, zerlege für die einzelnen b den Ausdruck &2 — D auf alle mög-

lichen Weisen in zwei Factoren, welche absolut genommen zwischen j/D-f-ö

und j/I) — b liegen und setze den einen gleich a den ändern gleich c. Offen-
bar giebt jede einzelne Zerlegung in Factoren zwei Formen, weil jeder der
beiden Factoren sowohl gleich a wie gleich c gesetzt werden muss.

Beispiel. Ist D = 79, so werden die Werte von a die folgenden zwei-
undzwanzig sein: q= l, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 13, 14, 15. Hieraus findet man
neunzehn Formen:

(l, 8, - 15), (2, 7, - 15), (3, 8, - 5), (3, 7, - 10), (5, 8, - 3), (5, 7, - 6),
(6, 7,-5), (6, 5,-9), (7, 4, - 9), (7, 3, - 10), (9, 5, - 6), (9, 4, - 7),
(10, 7, - 3), (10, 3, - 7), (13, l, - 6), (14, 3, - 5), (15, 8, - 1), (15, 7, - 2),

(15, 2, - 5),

und ebenso viele andere, welche aus diesen entstehen, wenn man die Vor-
zeichen der äusseren Glieder ändert, nämlich (— l, 8, 15), (— 2, 7, 15), ...,
so dass es im ganzen achtunddreissig giebt. Von diesen sind aber sechs
zu verwerfen, nämlich (db 13, l, =F 6)> (± 14, 3, =F 5), (± 15, 2, q= 5); die
übrigen zweiunddreissig umfassen sämtliche reducierten Formen. Nach der
zweiten Methode ergeben sich dieselben Formen in folgender Reihenfolge*).

186.
Es sei F eine reducierte Form mit der Determinante D und dieser sei

nach rechts hin die reducierte Form F', dieser wieder nach rechts hin die
reducierte Form F7", dieser nach rechts hin die reducierte Form F"' u. s. w.
benachbart. Dann sind offenbar sämtliche Formen F', F", F"', ... voll-
ständig bestimmt und sowohl unter einander als auch der Form F eigent-
lich äquivalent. Da aber die Anzahl aller reducierten Formen mit gegebener
Determinante eine endliche ist, so ist klar, dass nicht alle Formen in der
unendlichen Reihe .F, F', F", ... von einander verschieden sein können.
Nehmen wir F(7n) und F(w+n) als identisch au, so werden F(m~l} und F(m+n'l)

*) Für b = l lässt sich — 78 nicht in zwei Factoren zerlegen, die ohne Rück-

sicht auf das Vorzeichen zwischen j/79 + 1, und T/79 — l liegen; daher ist dieser Wert

und aus demselben Grunde auch die Werte 2 und 6 zu verwerfen.
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reduciert, derselben reducierten Form nach links hin benachbart und daher
identisch sein; somit werden ebenso _F(m~2) und ^m+n~2^ u. s. w., schliesslich
.Fund F^ identisch sein. Daher wird in der Reihe JP, F', F", ..., wenn
sie nur weit genug fortgesetzt wird, notwendig einmal die erste Form F
wiederkehren, und wenn wir annehmen, dass F^ die erste mit F identische
Form ist, oder dass alle F', F", ..., F(n~^ von F verschieden seien, so
ist leicht ersichtlich, dass alle F, F', F", ..., F(n-1) von einander ver-
schieden sind. Den Complex dieser Formen nennen wir die Periode
der Form F. Wenn daher die Reihe über die letzte Form der Periode hinaus
fortgesetzt wird, so werden dieselben Formen F7, F', .F", ... immer von
Neuem entstehen und die ganze unendliche Reihe wird aus dieser unendlich
oftmal wiederholten Periode der Form F gebildet sein.

Die Reihe F, F', F", ... kann auch rückwärts fortgesetzt werden, indem
man der Form F die reducierte Form 'F, welche ihr nach links hin
benachbart ist, dieser wiederum die reducierte Form "F, welche ihr nach
links hin benachbart ist, u. s. w. vorsetzt. Man erhält auf diese Weise die
nach beiden Seiten unendliche Reihe von Formen

Hl Jjl II ~p\ IJjl Tjl ~C\I Tflll TflHt

und sieht leicht, dass 'F mit F(w~1}, "F mit F(n~^ u. s. w. identisch ist
und somit die Reihe auch nach links hin aus der unendlich oftmal wieder-
holten Periode der Form F besteht.

Wenn mau den Formen F, F', F",..., 'F, "F,... die Indices 0, l, 2,...,
— l , — 2 , . . . respective und allgemein der Form F^ den Index m} der
Form ^F den Index —m beilegt, so w e r d e n o f fenbar irgend zwei
Formen der Reihe identisch oder verschieden sein, je n a c h d e m
die Indices de r se lben nach dem Modul n congruent oder in-
c o n g r u e n t sind.

Beispiel, Als Periode der Form (3,8, — 5), deren Determinante gleich 79
ist, findet sich die folgende: (3, 8, -5), (— 5, 7, 6), (6, 5, — 9), (— 9, 4, 7),
(7, 3, — 10), (— 10, 7, 3). Nach der letzten Form ergiebt sich wiederum
(3, 8, — 5). Hier ist also n = 6.

187.
Im Fo lgenden geben wir einige a l lgemeine B e m e r k u n g e n

über d i e se Per ioden.

1. Wenn die Formen F, F', F", ...,'F, "F, '"F, ... folgendermassen
dargestellt werden:

(a, ft, - a'\ (- a', V, a"), (a", V, - a'"},..., (-'a, '&, a\ ("a, "b, -'a),
(-'"a, '"&, "a),

so werden alle Grossen a, a', a", a'", . . . , 'a, "a, "'a, ... das se lbe
Vorzeichen haben (Artikel 184, 1), alle 6, V, b", ..., 'b, "ft, ... aber
werden posi t iv sein.
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2. Hieraus geht hervor, dass die Zahl n (die Anzahl der Formen, aus
denen die Periode der Form F besteht) s tets gerade ist. Denn das erste
Glied irgend einer Form F^ aus dieser Periode wird offenbar dasselbe
Vorzeichen besitzen, wie das erste Glied a der Form .F, wenn m gerade,
das entgegengesetzte aber, wenn m ungerade ist. Somit wird, da F^ und F
identisch sind, n notwendig gerade sein.

3. Der Algorithmus, durch welchen die Zahlen &', &", &'", ..., a",
a'", ... gefunden werden, ist nach Artikel 184, 6 folgender:

V = — b (mod. a') zwischen den Grenzen j/I7und a" =-

b" = -bf (mod. a") ........ j/£undj/£=Fa"; a'" =

a'
D—V*

a"
D—V"2

&"'= —&"(mod.a'") /Dund|/^D=Fam; am'=^

U. S. W.,

wobei in der zweiten Kolonne die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen
sind, je nachdem a, a', a", ... positiv oder negativ sind. Anstatt der
Formeln in der dritten Kolonne können auch die folgenden genommen
werden, welche bequemer sind, falls D eine grosse Zahl ist:

U. S. W.

4. Jede Form F^m\ welche in der Periode der Form F enthalten ist,
wird im Wesentlichen dieselbe Periode haben wie F. Jene Periode wird
nämlich sein: F(m\ F(m+l\ .. ., F(n~l) , F, Ff, . . ., F(m~l\ und in dieser
kommen dieselben Formen und in derselben Reihenfolge vor, wie in der
Periode der Form F, und sie unterscheidet sich von letzterer nur in Bezug
auf den Anfang und das Ende.

5. Hieraus folgt , dass alle reducier ten Formen mit derselben
Determinante D in Pe r ioden vertei l t w e r d e n können. Man nehme
nach Belieben irgend eine dieser Formen F und suche deren Periode F,
Fr, F", ..., F^n~l\ die mit P bezeichnet sein möge. Wenn diese noch
nicht alle reducierten Formen mit der Determinante D umfasst, so sei
irgend eine in ihr nicht enthaltene Form 6r und Q die Periode dieser.
Dann ist klar, dass P und Q keine Form gemeinschaftlich haben können,
denn sonst würde Gr auch in P enthalten sein müssen und die Perioden
würden überhaupt zusammenfallen. Wenn P und Q noch nicht alle
reducierten Formen erschöpfen, so wird eine der nicht darin vorkommenden
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H eine dritte Periode E ergeben, welche weder mit P noch mit Q eine
Form gemeinsam hat. Auf diese Weise kann man fortfahren, bis alle
reducierten Formen erschöpft sind. So verteilen sich z. B. alle reducierten
Formen mit der Determinante 79 auf sechs Perioden:

I. (l, 8,-15), (-15, 7, 2), (2, 7,-15), (-15, 8, 1).
II. (-1, 8, 15), (15, 7,-2), (-2, 7, 15), (15, 8, - 1).

III. (3, 8, - 5), (- 5, 7, 6), (6, 5, - 9), (- 9,4,7), (7, 3, - 10), (- 10, 7, 3).
IV. (- 3, 8, 5), (5, 7, - 6), (- 6, 5, 9), (9, 4, - 7), (- 7, 3,10), (10, 7, - 3).
V. (5, 8, - 3), (- 3, 7,10), (10, 3, - 7), (- 7, 4, 9), (9, 5, - 6), (- 6, 7, 5).

VI. (- 5, 8, 3), (3, 7, - 10), (- 10, 3, 7), (7, 4, - 9), (- 9, 5, 6), (6, 7, - 5).

6) Wir werden associierteFormen solche Formen n e n n e n , we lche
aus dense lben aber in umgekehr t e r Re ihenfo lge s tehenden Glie-
dern bes tehen , z. B. (a, &, — a')> (—a', 6, a). Dann ist aus Artikel
184,7 leicht ersichtlich, dass, wenn die reducierte Form F die Periode hat
F,F',F", ...,F(n~l\ ferner der Form F die Form f und den Formen
F(n~l\ F(n~2\ ..., F", F' respective die Formen f, /"', . . . , f(n~2\ f(n~^
associiert sind, die Periode der Form /die folgende ist f, f, f", ..., f(n~2\
f(n-i) un(j somtt aus ebenso vielen Formen besteht, wie die Periode der
Form F. Die Per ioden associ ier ter Formen werden wir associierte
Perioden nennen. So sind in unserm Beispiel die Perioden III und VI
und ebenso IV und V associiert.

7). Es ist aber auch möglich, dass die Form f selbst in der ihr asso-
ciierten Form F vorkommt, wie in unserm Beispiel in der Periode I und
II, und dass somit die Periode der Form F mit der Periode der Form f
übereinstimmt oder dass die Periode der Form .Fsich selbst associiert ist.
So oft dies der Fall ist, kommen in dieser Periode zwei ambige Formen
vor. Nehmen wir nämlich an, dass diePeriode der Form JPaus2w Formen bestehe
oder dass F und F^ identisch seien, und ist ferner 2m + l der Index der
Form f in der Periode der Form F*) oder sind F®m*1^ und F associiert,
so sind offenbar auch F' und F(2m\ ebenso F" und F®m~l} u. s. w. und
daher auch JP(m) und F(m^ associiert. Ist F(m} = (a(m\ b(m\ -a(/n+1)),
jp(m+i)==(__a(m+i)5 6on+i)? „(m+2)^ so wM 6W + j(«+« = 0 (mod. a(w+1));

nach der Erklärung der associierten Formen ist aber &(w) = &(w+1) und so-
mit 2fc(m+1) = 0 (mod. a(w+1)), oder die Form F(m+l} ist ambig. - Ebenso
sind F(2m+V UI1d F(2n\ somit auch JP(2m+2) und F(<*n~l\ ferner F(gm^ und
F(2n~V u. s. w. und schliesslich F(m^ und F(m+n+^ associiert; von diesen
ist aber die letztere ambig, wie durch ähnliche Schlüsse leicht bewiesen
wird. Da aber m + 1 u n d m + n + l nach dem Modul 2n incongruent

*) Der Index ist hier notwendig ungerade, weil offenbar die ersten Glieder der
Formen F, / entgegengesetzte Zeichen haben. (Vgl. oben unter 2).
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sind, so sind die Formen F(m+l} und ĵ -^1) nicht identisch (Artikel 186,
wo n dasselbe bezeichnet, wie hier %ri). So finden sich in I die ambigen
Formen (l, 8, — 15), (2, 7, — 15), in II die Formen (— l, 8, 15),
(-2,7,15).

8. Umgekehrt ist jede Periode, in welcher eine ambige Form
vorkommt , sich selbst associiert , Denn man sieht leicht, dass, wenn
F^ eine ambige reducierte Form ist, die ihr associierte Form (welche
ebenfalls reduciert ist) ihr zugleich nach links hin benachbart ist, d. h. dass
p(m—i) un(j p(m) assocj{erf; sin(i Dann ist aber die ganze Periode sich
selbst associiert. — Hieraus geht hervor, dass es nicht möglich ist,
dass nur eine einzige ambige Form in i rgend einer Periode
enthalten ist.

9. Es können aber auch nicht mehr wie zwei in de rse lben
Periode vorkommen. Nehmen wir nämlich an, dass es in der aus %n

Formen bestehenden Periode der Form F drei ambige Formen F^\ F^\ F^
gebe, welche respective zu den Indices X, JA, v gehören, so dass X, JA, v un-
gleiche zwischen den Grenzen 0 und 2n — l (einschliesslich) liegende Zahlen

sind, so sind die Formen F^~~^ und F^ und ebenso .F(X~2) und F(^^ u. s.w.
und schliesslich jP und F^~^ associiert. Aus demselben Grunde sind F

und F(2*"~V sowie auch F und F(^~l} associiert. Demnach sind i^(2X~1),

F(^~l\ F(*-V identisch und die Indices 2X — l, 2fx — l, 2v — l sind nach
dem Modul 2n congruent, mithin auch X ^ j x ^ v (mod, n). Dies ist aber
absurd, weil offenbar zwischen den Grenzen 0 und 2n — l drei verschiedene
nach dem Modul n congruente Zahlen nicht liegen können.

188.
Da alle Formen aus derselben Periode eigentlich äquivalent sind, so

entsteht die Frage, ob nicht auch Formen aus verschiedenen Per ioden
eigentlich äquivalent sein können. Bevor wir aber zeigen, dass dies
unmöglich ist, müssen wir Einiges über die Transformation reducierter
Formen auseinandersetzen.

Da wir im Folgenden sehr häufig von der Transformation der Formen
handeln müssen, so werden wir uns, um Weitläufigkeiten soviel wie möglich
zu vermeiden, von hier ab stets der folgenden abgekürzten Schreibweise
bedienen. Wenn die Form LX2 -+• 2MXY H- NY2 durch die Substitution
X=a# + ß#, r=7#-f-% in die Form Ix2 + %mxy + ny^ transformiert
wird, so werden wir einfach sagen, (L, M, 2V) gehe durch die Substitution
a, ß, 7, 8 in (Z, m, n) über. Auf diese Weise wird es nicht nötig sein, die
Unbestimmten der einzelnen in Eede stehenden Formen besonders zu
bezeichnen. — Offenbar aber muss die erste Unbestimmte von der. z weite n
in jeder Form wohl unterschieden werden.

Gegeben sei die reducierte Form (a, b, — a') oder f mit der Determi-
nante D. Man bilde in analoger Weise wie im Artikel 186 die nach beiden
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Seiten ins Unendliche gehende Reihe reducierter Formen ...,"/> 'f, f, f, f ",..•-,
und zwar sei:

'f= (-'«, '6, a), '? = ("«, "ö, -'«), . . .
Setzt man

so wird offenbar, wenn man (wie in Artikel 177) die Zahlen a', a", a'", ...,
ß', ß", ß'", ... u. s. w. nach folgendem Algorithmus bildet:

a' =0, ß' =-1, i =1, 8' =A'
a" = ß', ß" = h" ß', t" = 8', 8" = A" 8' — l
a'" = ß", ß'" = h'" ß" — ß', 7"' = 8", 8'" = h"' 8" — 8'
a""=ß"', ß""= A""ß"'-- ß;/, 7""= 8'", 8""= #"'8'"— 8"

u. s. w.,
f transformiert werden in

f durch die Substitution a', ß', 7', 8'

f" n » » a"> P"» 7"> 8"
f"f „>" Ö'" „"/ ß// /
/ W W n a ? P 5 7 ? °

U. S. W.,

und alle diese Transformationen werden eigentliche sein.
Da 'f in f übergeht durch die eigentliche Substitution 0, — l, l, A

(Artikel 158), so wird f in '/"durch die eigentliche Substitution A, l, —l , 0
übergehen. Aus analogem Grunde wird 'f in "f durch die eigentliche
Substitution 'A, l, — l, 0, "f in "'f durch die eigentliche Substitution "A,
l, — l , 0 übergehen u. s. w. Hieraus folgt gemäss Artikel 159 in der-
selben Weise wie im Artikel 177, dass, wenn die Zahlen ;a, "a, "'a, ...,
'ß, "ß, ;"ß, ... u. s, w. nach folgendem Algorithmus gebildet werden:

"a = 'A 'a - l, "ß = 'a, "7 = 'h '7, "8 = '7
'"a="A"a —'a, "'ß = "a, "'7 = "A "7 — '7, "'8 = "7
""a ="'A'"a — "a, ///;ß ='"a, /;//7 ='"#"7 — "7, ""d ='"7

f übergeht in
u. s. w.,

'f durch die Substitution 'a, 'ß, '7, '8

"f
"f

"n "ß "^a, p, 7,

"'<*, '"ß, "'T,
U. S. W.,

und dass alle diese Transformationen eigentliche sind.
Setzt man < x = l , ß = 0, 8 = 1, so werden diese Zahlen zur Form f

dieselbe Beziehung haben, wie a', ß', 7', 8' zu /"; a", ß", 7", 8" zu
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f u. s. w., 'a, 'ß, '7, '8 zu V u. s. w. Durch die Substitution a, ß, 7, §
nämlich geht die Form f in f über. Dann aber werden die unendlichen
Reihen a', a", a'", .. ., 'a, "a, '"a, . .. durch Einschiebang des Gliedes a
in so enge Verbindung gebracht, dass man sie sich als eine einzige
zusammenhängende nach beiden Seiten unendliche Eeihe denken kann,
welche überall nach demselben Gesetz fortschreitet: . . . , '"a, "a, 'a, a, a',
a", a'", . . . Das Forts chreitungsgesetz ist folgendes :

"'a+'a="A"a, "a + a ='A'a, 'a + a'=Äa, a + a"=A'a', a'+a"'=/*"a", ...,

oder allgemein (wenn man annimmt, dass ein negativer rechts angefügter
Index dasselbe bezeichnet, wie ein positiver links angefügter):

«(w-1) 4. a^*1) — frW a(
m).

Analog ist die Reihe . . . , "ß, 'ß, ß, ß', ß", . . . eine stetig zusammenhängende,
deren Gesetz ist:

und diese wird mit der vorhergehenden identisch .sein, wenn man alle
Glieder um eine Stelle vorrückt, "ß='a, 'ß = a, ß = a', u. s. w. Das
Gesetz der continuierlichen Reihe ..., "7, '7, 7, 7', 7", ... ist folgendes:

uud das Gesetz der Reihe . . . , "8, '8, 8, 8', 8", . . . ist:
g(m-l) + g(m+l) __. ^(wH-l)g(m)

und überdies ist allgemein 8(m) = 7(m+1).
Beispiel. Ist die gegebene Form f die folgende (3, 8, — 5), so wird

dieselbe transformiert

od.(— 10,7,
nun j

Utlfj

id. Form'"""/1

"f
V

""f
"7
'7

„ ( 3, 8, -5)
„(-5,7,
„ ( 6, 5,-9)
* (- 9,4,
„ ( 7, 3,-10)

'f „ (-10, 7,
f „ ( 3,8,- 5)
f » (- 5, 7,
T „ ( 6,5,- 9)
f" » (~ 9,4,
T" „ ( 7, 3,-10)
r" „ (-10,7,
r"" » ( 3, 8,-5)
/"""",(- 5,7,

U. S. W.

3)durchd.Subst,
5)
6)
9)
7)

10)
3)
5)
6)
9)
7)

W)
3)
5)
6)

W

»

r>

•n

r>
„

•n

r>

v>
„

•n

r>

V)

59

r>

n

V)

r>

•n

it

n

w

w
„

»

r)

r>

w

w

w

n

•n

D

•n

r>

V)

r>

w

w

W

W

V)

, :— 805,
—152,
4- 45,
+ 17,
- H,
- 6,
+ 5,
+ 1,

o,
— 1,
— 2,
+ 3,
+ 5,
- 8,
-45,

—152,
+ 45,
+ 17,
- H,
- 6,
+ 5,
+ 1,

o,
1
11

- 2,
+ 3,
+ 5,
- 8,
- 45,
+ 143,

+143,
+
—
—
+
+
—

+
—

—
+
+

—

27,
8,
3,
2,
1,
1,
o,
1,
3,
7,

10,
17,
27,

—152,

+ 27
— 8
— 3
+ 2
+ 1
— 1

0
+ 1

g
— 7
+ 10
+ 17
— 27
—152
+483
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189.
In Betreff dieses Algor i thmus ist Folgendes anzumerken.
1. Alle Zahlen a, a' a", ..., 'a, "a, ... haben dasselbe Vorzeichen;

alle Zahlen 6, &', &", , . . , '&, "&, . . . sind positiv. In der Reihe . . . "h, 'h,
h, h1, h", . . . wechseln die Vorzeichen ab ; es wird nämlich, falls sämtliche
Zahlen a, a', ... positiv sind, Ä(m) oder ^h positiv sein für ein gerades m,
negativ für ein ungerades m; wenn aber a, a', ... negativ sind, so wird
h^ oder (m)A negativ bei geradem m und positiv bei ungeradem m.

2. Wenn a positiv und daher h' negativ, h" positiv u. s. w. ist, so
ist a" = — l negativ, a'" = h" v!' negativ und grösser als a" (oder gleich
a", wenn A" = l ist); a"" = A"V" — a" positiv und grösser als a'" (weil
A'" a'" positiv, a" negativ ist); a'/;// = A"V" — a'" positiv und grösser als
a"" (weil /&""a"" positiv ist) u. s. w. Hieraus folgt leicht, dass die Reihe
a', a", a'" ... ins Unendliche wächst und dass immer zwei positive Zeichen
mit zwei negativen abwechseln, so dass a(m) das Zeichen +, +, — , — hat,
je nachdem m = 0, l, 2, 3 (mod. 4) ist. — Ist a negativ, so findet man
durch eine ähnliche Schlussreihe a" negativ, a'" positiv und entweder grösser
als a" oder gleich a"; a"" positiv und grösser als a'"; a'"" negativ und
grösser als a"" u. s. w., so dass die Reihe a', a", a'", . . . fortwährend
wächst und das Zeichen des Gliedes a(rn) +, — , — , + ist, je nachdem m = 0,
l, 2, 3 (mod. 4) ist.

3. Auf diese Weise findet man, dass alle vier unendlichen Reihen
a', a", a"', .. . , 7, 7', 7", . . . , a', a, ra, "a, . . . , 7, '7, "7, ... und somit
auch die folgenden mit jenen identischen Reihen ß, ß', ß", . . . , ;8, 8, 8', 8", . . . ,
ß, 'ß, "ß, . . . , '8, "8, . . . beständig wachsen und, je nachdem w = 0, l, 2, 3
(mod. 4) ist, das Zeichen

von a(m)

von 7(m)

Ton (m)a

von ^m\

-, ±, -,

= , + , =F,

~, ±, -,

von ß(

von
von

(m)
±,

-, —, db

-, ±, -

=, —, ±

ist, wo die oberen Zeichen gelten, falls a positiv, die unteren, falls a negativ
ist. Besonders aber möge man sich folgende Eigenschaft merken: Bezeichnet
m irgend einen positiven Index, so werden a(m) und 7(m) dasselbe Zeichen
haben, wenn a positiv, dagegen entgegengesetztes, wenn a negativ ist,
und analog ß(m) und 8(w); dagegen werden (w)aund (m)7 oder(m)ß oder(w)8 das-
selbe Zeichen haben, wenn a negativ, und entgegengesetztes, wenn a po-
sitiv ist.

4. In der Bezeichnung des Artikels 27 lässt sich die Grosse von a(rn), ...
kurz folgendermassen ausdrücken. Setzt man

^= A'= V, ± Ä"= *", =F V"= V", • • . , db A = *, =F 'h ='*, ± "h ="*, .. . ,
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so dass sämtliche #', &",
„(»») L_ rjfft r,''' -ijfitw — _E_ |_A/ , tv , fv ,

Fünfter Abschnitt. [Art. 190. 191]

. , £ , ' & , . . . positive Zahlen sind, so ist:
(m-1} (?w) = " '" ""

(m) = 't, "

wobei die Vorzeichen nach den oben angeführten Kegeln bestimmt werden
müssen. Nach diesen Formeln, deren Beweis wir seiner Leichtigkeit wegen
weglassen, kann die Rechnung stets auf die kürzeste Weise durchgeführt
werden.

190.
Hülfssatz, Bezeichnen w, JA, w', n, v, ri i rgend welche ganze

Zahlen, derart j edoch , dass von den drei letzteren keine

gleich Null ist, so behaupte ich, dass, wenn — zwischen den

m m*
Grenzen — und -7 (diese ausgeschlossen) liegt und mn' — nmr

= ±1 ist, der Nenner v grösser sein wird als n und n'.
Beweis. Offenbar liegt pnri zwischen vmri und vnm' und unterscheidet

sich daher von beiden Grenzen um weniger als die eine Grenze von der ändern,
d. h. es wird vwm' — vww'> \t.nnr — vmri und > \*.nn' — vnm' oder v >
n'(pn — vm) und >w (pri — vm') sein. Hieraus folgt, dass, da pn — vm

sicher nicht gleich Null (denn sonst würde im Widerspruch mit der

Voraussetzung ~ = = — sein) und auch pn'— vm' nicht gleich Null (aus

ähnlichem Grunde), vielmehr jeder der beiden Ausdrücke gleich l ist,
v > n' und > n ist.

Es ist daher klar, dass v nicht gleich l sein kann, d. h., wenn

mn' — w»'=±ist, dass zwischen den Brüchen — , —7 keine ganze Zahl liegen
VI Yl

kann. Daher kann auch nicht die Null zwischen ihnen liegen, d. h. jene
Brüche können nicht entgegengesetzte Zeichen haben.

191.
Satz. Wenn die reduc ie r te Form (a, &, —a') mit der Deter-

minante D du rch die Substi tut ion a, ß, 7, ö in die reducier te
Form (A, J5, — A!} mit derselben De te rminan te übergeht , so

±i/Z)— b a ß
liegt erstens — - - zwischen — und ~ (wenn nämlich weder

7 noch 8 gleich Null ist, d.h. wenn beide Grenzen endlich sind),
wobei das obere Zeichen zu nehmen ist , w e n n ke ine von be iden
Grenzen das dem Zeichen von a en tgegengese tz te Ze ichen hat
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(oder deut l icher , wenn e n t w e d e r be ide Grenzen dasse lbe
Zeichen haben wie a oder die eine dasselbe Zeichen hat wie a,
die andere aber gleich Null ist); das untere aber , wenn
keine d e r b e i d e n Grenzen dasse lbe Z eichen hat wie a; — zweitens
±i/l)+6 v 6
—-—-, z w i s c h e n — und -g- (wenn nämlich wede r a noch ß

gleich Null ist), wo das obere Zeichen gilt, wenn keine der
be iden Grenzen das dem Vorze ichen von a1 (oder a) entgegen-
gesetzte Vorze ichen hat , das un te re , wenn keine derse lben
dasselbe Zeichen hat wie a'*}.

Beweis. Man hat die Gleichungen:

[1] aa2 + 2&a7 — a'f = A
[2] aß2 + 2

Aus diesen folgt:

[3]

[5]

[6]

±1/1)—-
a'A!

Die Gleichung [3], [4], [5], [6] ist wegzulassen, wenn respective 7, 8,
a, ß, gleich Null ist. — Doch bleibt es hier zweifelhaft, welche Vorzeichen
den Wurzelgrössen zugelegt werden müssen. Dies entscheiden wir in fol-
gender Weise.

Es ist sofort klar, dass in [3] und [4] notwendig die oberen Zeichen
a ß

genommen werden müssen, wenn weder — noch g- das dem Vorzeichen von

a entgegengesetzte Zeichen hat, weil, wenn man das untere Zeichen nähme,

— und -g- negative Grossen werden würden. Weil aber A und A die-

*) Offenbar können andere Fälle nicht stattfinden, da dem vorigen Artikel zufolge
wegen «8 — ßy = ± l beide Grenzen weder entgegengesetzte Zeichen haben noch
gleichzeitig gleich Null sein können.
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/
aA / aA

D H -- ä~ un(* V — ~g2~>
"

und daher liegt in diesem Falle
a ß

zwischen — und ^-. Somit ist der7 o
erste Teil unseres Satzes für den ersteren Fall bewiesen.

Auf dieselbe Weise erkennt man, dass in [5] und [6] notwendig die

unteren Zeichen genommen werden müssen, wenn weder — noch -=r dasselbe

Zeichen hat wie a' oder «, weil, wenn das obere Zeichen genommen würde,

— und -ö- notwendig positive Grossen werden würden. Hieraus folgt so-tt p

gleich, dass
T

für diesen Fall zwischen — und -^ liegt. Es ist da-

her auch der zweite Teil des Satzes für den letzten Fall bewiesen. Wenn
nun ebenso leicht gezeigt werden könnte, dass in [3] und [4] die unteren

a ß
Zeichen genommen werden müssen, wenn keine der beiden Grossen — , -^

dasselbe Zeichen hat wie a, und in [5] und [6] die oberen, wenn weder

— noch — entgegengesetztes Zeichen hat wie #, so würde hieraus in ähnlicher

Weise folgen, dass für jenen Fall

/D -h 6

a
zwischen — und ~ , für die-

sen zwischen — und — liegt, oder es würde der erste Teil desa
Satzes auch für den letzten Fall und der zweite Teil desselben auch für den
ersten Fall bewiesen sein. Obwohl aber jenes nicht schwierig ist, lässt es
sich doch nicht ohne einige Umschweife abmachen und ziehen wir daher
die folgende Methode vor.

o
Wenn keine der Zahlen a, ß, ?, 8 gleich Null ist, werden — und 4

dieselben Vorzeichen haben wie — und -5-. Wenn daher keine dieser beidena ß

Grossen dasselbe Zeichen hat wie a' oder a, und daher — ̂ —t - zwischen

— und ß- fällt, so wird keine der beiden Grossen — , ~ dasselbe Zeichen

£
(wegen aa'=D—b2) zwi-wie a haben und daher _ — - =

a 3
sehen — und •£• fallen. Demnach ist für denjenigen Fall, wo weder a = 0

noch ß = 0 ist, der erste Teil des Satzes auch für den zweiten Fall be-
wiesen (denn die Bedingung, dass weder 7 = 0 noch8 = 0 sei, ist schon
im Satze selbst hinzugefügt). In analoger Weise wird, wenn keine dei

a ß
Zahlen a, ß, 7, 8 gleich Null ist und weder — noch -g das dem Vorzeichen

von a oder a' entgegengesetzte Zeichen hat und daher ~ - zwischen

— und -g liegt, auch — und -g- kein dem Vorzeichen von a' entgegen-

gesetztes Vorzeichen haben und daher -= - = - — ; — zwischen - und -s
fS—l) a a ß

fallen. In demjenigen Falle also, wo weder 7 = 0 noch 8 = 0 ist, ist der
zweite Teil des Satzes auch für den zweiten Fall bewiesen.

Es bleibt daher nur noch zu beweisen übrig, dass der erste Teil des
Satzes auch für den zweiten Fall stattfindet, wenn eine der beiden Zahlen
a, ß gleich Null ist, und dass der zweite Teil des Satzes auch für den ersten
Fall gilt, wenn entweder 7 = 0 oder 8 = 0 ist. Alle d iese Fälle aber
sind unmöglich. Denn nehmen wir an, für den ersten Teil des

Satzes, dass weder 7 = 0 noch 8=0 sei, dass •£, -? nicht dasselbe
Zeichen haben wie a und dass

1. <x = 0 sei. Dann folgt aus der Gleichung a8 — ß7 = dzl, dass
ß = ±l, 7 = ±1 ist. Hiernach ist, der Gleichung [1] zufolge, A== — a',
somit haben A und a' und daher auch a und Af entgegengesetzte Zeichen,

a^f
D— p-

_
]/D>b. Hieraus geht hervor, dass in [4]

notwendig das untere Zeichen genommen werden muss, weil bei dem oberen
ßZeichen - offenbar dasselbe Zeichen erhalten würde, wie a. Es wird daher

ß
— i (weß nach der Definition der reducierten Form

^
ist). Dies ist aber absurd, da ß = ±l und 8 nicht gleich

Null ist.
2. Es sei ß = 0. Dann ergiebt sich aus der Gleichung otö — ß-y = ± l :

a = ±l , 8 = dz l. Hiernach folgt aus [2]: — Ä= — a'; somit werden

a' und a und A dasselbe Zeichen haben, woraus folgt: l/ D H- ̂ -^>^5 > &.

Hieraus geht hervor, dass in der Gleichung [3] das untere Zeichen genommen

werden muss, weil bei dem oberen — dasselbe Zeichen erhalten würde wie a.

l, und dies ist absurd ans demselben
'

a
Es wird daher —>7
Grunde wie vorher.

Nehmen wir an, für den zweiten Teil des Satzes, dasswederoc = 0

noch ß = 0 sei, dass — , ^ nicht das dem Vorzeichen von a' entgegengesetzte

Vorzeichen haben und dass
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1. 7 = 0 sei, so ist der Gleichung aö~- £7 = ± l zufolge a = ±l,
8 = ±1, demnach aus [1]: A== a; mithin werden A' und a' dasselbe

Zeichen haben, woraus folgt: yD-f.^_>> ^D>b. Daher muss in [6]
*

das obere Vorzeichen genommen werden, weil bei dem unteren -^ das entgegen-

§ i/D + b
gesetzte Zeichen erhalten würde wie a'. Es wird also -^ >— — 1.

Dies ist aber absurd, da 8 = ± l und ß nicht gleich Null ist.
2. Ist endlich 8 = 0, so ist der Gleichung aö — ßy = ± l zufolge

ß = zfc l , 7 = ± l und daher nach [2] : — A' = a. Hieraus folgt:

D — CL— > i/D > 6, weshalb in [5] das obere Zeichen zu nehmen ist.

T i/Z>-r-&
Demnach wird — > - -, - > l, und dies ist absurd. —a a

Mithin ist unser Satz in seiner ganzen Ausdehnung bewiesen.
a ß l

Da der Unterschied zwischen — und -ST gleich -s ist, so wird der Unter-7 o ° 70 '

schied zwischen
a

und — oder •£ kleiner als —-r sein: zwischen7 0 7 8 '

— aber und — oder zwischen jener Grosse und ^ kann kein Bruch
a T °

liegen, dessen Nenner nicht grösser als 7 oder 8 wäre (vorstehender Hülfs-

asatz). — Ebenso wird der Unterschied zwischen der Grosse

und dem Bruche — oder dem folgenden -^ kleiner als -5 sein, und zwischena p ap
jener Grosse und einem von diesen Brüchen kann kein Bruch liegen, dessen
Nenner nicht grösser wäre als a und ß.

192.
Aus der Anwendung des vorigen Satzes auf den Algorithmus des

]/!)—&
Artikels 188 folgt, dass die Grosse - - , welche wir mit L bezeichnen

a' ß' a" ß" a!" ß'"
wollen, zwischen — und ^7, zwischen — 77 und -—-, zwischen -777 und —77 u. s.w.

(denn aus Artikel 189, 3 am Ende folgt leicht, dass keine dieser Grenzen
das dem Vorzeichen von a entgegengesetzte Zeichen hat, weshalb der Wurzel-
grösse i/D das positive Vorzeichen beigelegt werden muss) oder zwischen
a a" a" a'"

—7 und —77, zwischen —77 und —777, u. s. w. liegt. Daher werden sämtliche
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" a!""

Brüche ^7, ^777, -77777, . . . auf der einen Seite von L und alle Brüche
n ruf n"""

—n, -7777, -7777775 ... auf der ändern Seite liegen. Da aber 7' < 7'" ist, so
r tu n

liegt —, ausserhalb des Intervalls -777 und L und aus analogem Grunde -77
au tu

ausserhalb des Intervalls L und -7777, —777 ausserhalb des Intervalls L und
<yfrff/

-77777, u. s. w. Hieraus ist klar, dass diese Grossen in folgender Reihenfolge

liegen:
/ „tn „um Mffff// „rrtr „n

' » • • • 5 „ / / / / / / i „im i „n

Die Differenz zwischen -7 und L aber ist kleiner als die Differenz zwischen
r r/ i

-7 und -7, d. h. kleiner als -7-7, , und aus ähnlichem Grunde ist die Differenz
ff -t

zwischen -77 und L kleiner als „ ,„ u. s. w. Daher nähern sich die Brüche
r ff irr

"7 5 ~T> 5 "777 ? • • • immer mehr der Grenze L, und da 7', 7", 7'", . . . fort-

während bis ins Unendliche wachsen, so kann die Differenz der Brüche und
der Grenze kleiner gemacht werden als eine beliebige gegebene Grosse.

T 'T "lNach Art. 189 hat keine der Grossen — , ,— , ,7-, ... dasselbe Zeichen

wie a; hieraus folgt durch eine der vorigen durchaus analoge Schlussreihe,

dass jene Grossen und die Grosse ^ f — , welche wir mit L' bezeich-

nen wollen, in der folgenden Eeihenfolge liegen:

_ _ ^ _
• > " ' " > ' " > '

7 l
Die Differenz aber zwischen — und L' ist kleiner als -, — , die Differenz

(X OIOC

'7 l
zwischen ,— und L' kleiner als 77-7-, u. s. w. Daher nähern sich die Brüchea a a
T 'T— , — , ... immer mehr der Grenze L' und die Differenz kann kleiner ge-

macht werden als eine beliebige gegebene Grosse.
j/79
^In dem Beispiele des Artikels 188 ist L = = 0,2960648 und

:,. xr , , i - , 0 l 2 3 5 8 45 143 „ . Ldie Näherungsbrüche sind: j, •£, y, j^, ^, ^7, j^, ^, ... Es ist
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- = —0,1776388
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143 ~ 1/79 •
aber -^ = 0,2960662. — Ebendaselbst ist L' = —*~-

4oo 0
0 1 1 2 3 8

und die Näherungsbrüche sind: ^ —"^ — ß " ? — T T ? — V 7 > —J£>l 0 u 11 l < 4D
27 143 143
iw -5n*> ••• Esist aber 805 = 0,1776397.152' 805'

193.
Satz. Wenn die r e d u c i e r t e n Fo rmen /", F eigentlich äqui-

valent s ind , so ist die eine in d e r P e r i o d e der ände rn enthalten.
Es sei /*=(«, b, —a'), F=(A,B,—A'), die Determinante dieser

Formen gleich D und es gehe jene in diese über durch die eigentliche Sub-
stitution 8l, 33, S, S). Dann behaupte ich: Wenn man die Periode der
Form f sucht und die nach beiden Seiten unendliche Reihe der reducierten
Formen und Transformationen der Form f in diese ermittelt, wie dies in
Artikel 188 geschehen ist, so ist entweder + 3l gleich irgend einem Gliede
der Reihe ... "a, 'a, a, o!, ÖL" , ... und wenn man dieses gleich a^ setzt,

so ist -f- 33 = ß(w), 4- © = l(m\ -f- © = ö(w), oder es ist — 8l gleich einem
Gliede a(rw) und — 33, — S, — S) respective gleich ß(m), y(m), ö(m) (wo m
auch einen negativen Index bezeichnen kann). In beiden Fällen ist offenbar
F identisch mit f(m\

Beweis. I. Man hat die vier Gleichungen:

[1]
[2]
[3]
W

4- 26816 - a'<5» = A
08133 + 6 («S + 33(5) - a'6Z> = S

a332 + 2633© - a'D* = - A'
8l© —33(5 = 1.

Wir b e t r a c h t e n aber zuers t den Fall, wo i rgend e ine der Zahlen
3l, 33, ©, © gleich Null ist.

1. Wenn 3l = 0 ist, so folgt aus [4] 336 = — l und daher 33 = ± l,
6 = =F 1. Hiernach ergiebt sich aus [1]: — a'= A, aus [2]: — & ± a'© = B
oder J5^ — b (mod. a' oder -4), woraus folgt, dass die Form (A, B, — A'}
der Form (a, &, — a') nach rechts hin benachbart ist. Da aber jene
reduciert ist , so ist sie notwendig mit /' identisch. Demnach ist B = b'
und daher nach [2]: b + &'= — a' 6© = ± a'S; hieraus folgt, da

- r = h' ist, © = q=/&'. Hieraus schliesst man, dass =p8l, q=33, qp6,—
q= © respective gleich 0, — l, -+- 1, h' oder gleich a', ß', 7', ö' sind.

2. Ist 33 = 0, so folgt aus [4]: 81 = ± l, © = ±1; aus [3J: a' = A\
aus [2]: b^a'Q — B oder 6 ~ B (mod. a'). Da aber sowohl f als JF7

reducierte Formen sind, so wird sowohl b als B zwischen j/D und
j/Dq=a' liegen (je nachdem a' positiv oder negativ ist, Artikel 184, 5).
Daher ist notwendig b = B und (5 = 0. Demnach sind die Formen f

und ^identisch und ±81, ±33, ± (5, ± © respective gleich l, 0, 0, l oder
gleich a, ß, 7, 8 respective.

3. Ist 6 = 0, so folgt aus [4]: 3l = ± l, © = ±1, aus [1]: a = A,
aus [2J: ±a33 + & = J3 oder 6 = J5(mod. a). Weil aber sowohl b als B
zwischen j/I) und j/JD=F a liegen, so wird notwendig B = b und 33 = 0
sein. Daher ist dieser Fall vom vorhergehenden nicht verschieden.

4. Ist © = 0, so folgt aus [4]: 33 = db l, 6 = =f l, aus [3]: a == — A',
aus [2] : ± 081 — b = B oder B = — b (mod. a). Hiernach ist F der Form /*
nach links hin benachbart und somit mit der Form 'f identisch. Wegen

—t- = 7^ und B ='b wird daher ± 3l = h. Hieraus folgt, dass ±81, ±33,et
± 6, ± © respective gleich Ä, l, — 1 ,0 oder gleich 'a, 'ß, '7, 'S sind.

Es b le ib t daher nur der Fall übr ig , wo ke ine der Zahlen 3l,
33, 6, © gleich Null ist. Hier werden dem Hülfssatze des Artikels 190

zufolge die Grossen -g- , =r , -^ , ^ dasselbe Zeichen haben, und es werden

sich daher zwei Fälle ergeben, da dieses Zeichen entweder mit dem Zeichen
von a, a' übereinstimmen oder ihm entgegengesetzt sein kann.

8l 33
II. Wenn - , dasse lbe Ze ichen haben wie a, so wird die Grosse

(die wir mit L bezeichnen wollen) zwischen diesen Brüchen liegen

3l
(Artikel 191). Wir werden nun zeigen, dass -^ irgend einem der Brüche

33
nr, > • • • und ~- dem nächstfolgenden gleich ist , oder dass,

a a
~m -

3l a<m> . A 33 . _ _ . A ,.T T . .
wenn ^ = —^ ist, ̂  = /m+1j sein wird. Im vorigen Artikel zeigten

/ f / IH

wir, dass die Grossen — , -m -777 , • • • (die wir kurz mit (1), (2), (3), ...

bezeichnen wollen) sowie L die folgende Reihenfolge (I) einhalten: (1), (3),
(5), .. ., £, .. ., (6), (4), (2); die erste von diesen Grossen ist gleich Null
(wegen a' = 0), die anderen haben dasselbe Zeichen wie L oder a. Da aber

3l 23
nach Voraussetzung T^, ~- (für die wir Söi, 9t schreiben werden) dasselbe

Zeichen haben, so werden offenbar diese Grossen rechts von (1) (oder, wenn
man lieber will, auf derselben Seite wie L) liegen und zwar, da L zwischen
ihnen liegt, die eine rechts von L, die andere links von L. Man kann aber
leicht zeigen, dass SOfl nicht rechts von (2) liegen kann, denn sonst würde
5l zwischen (1) und L liegen, woraus folgen würde, erstens dass (2) zwischen
9K und 3l liegt und daher der Nenner des Bruches (2) grösser ist als der
Nenner des Bruches 9l (Artikel 190), zweitens das 3l zwischen (1) und (2)
liegt und daher der Nenner des Bruches 3l grösser ist als der Nenner des
Bruches (2), was absurd ist.
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Wir wollen annehmen, dass SDl keinem der Brüche (2), (3), (4),... gleich
sei, und zusehen, was daraus folgt. Dann wird offenbar, wenn der Bruch 9JI
links von L liegt, derselbe notwendig zwischen (1) und (3) oder zwischen (3)
und (5) oder zwischen (5) und (7) u. s. w. liegen müssen (da L irrational und
somit sicher von 9JI verschieden ist und die Brüche (1), (3), (5), ... bis auf eine
beliebig gegebene von L verschiedene Grosse an L heranrücken können). Wenn
aber 9JI rechts von L liegt, so wird es notwendig entweder zwischen (2) und (4)
oder zwischen (4) und (6) oder zwischen (6) und (8) u. s. w. liegen. Nehmen
wir daher an, dass 9JI zwischen (m) und (m -+• 2) liege, so werden offenbar
die Grossen 3R, (m), (m +1), (m-f- 2), L in der folgenden Eeihenfolge liegen:

(II)*) (m), 2JI, (m + 2), L, (m + 1).

Dann ist notwendig 3l = (m -h 1). Denn es liegt SJI rechts von L; wenn
es aber auch rechts von (m -+-1) läge, so würde (m 4-1) zwischen 9JI und

3l liegen, also y<m+1)> g sein, 3K aber zwischen (m) und (m 4- 1) liegen,

also (7>Y(m + 1) sein (Artikel 190), was absurd ist. Wenn aber üft links

von (m + 1) läge oder zwischen (m -4- 2) und (m -+-1), so würde © > y(m + 2)

sein, und da (m-f-2) zwischen 9JI und 3l liegt, würde y(m+2) > © sein,
(«+D

was absurd ist. Es ist daher 31 = (m -+• 1) oder ~r =
/&/ yx • - 0" '

Da 3l© — 336 == l ist, so ist 33 prim zu © und aus ähnlichem Grunde
$R ß(m)

ß(m) prim zu 8(m). Hieraus erkennt man leicht, dass die Gleichung ^ = -^

nur bestehen kann, wenn entweder 33 = ß(w), © = ö(m) oder 33 = —ß(w),

© = — ö^ ist. Da nun die Form f durch die eigentliche Substitution

a(7w), ß(m), T
(w), 8(m) in die Form f(m\ welche (± a(m), &(w>, =F ^(m+1)) lautet,

übergeht, so hat man die Gleichungen:

— a' Y(m)

w) 2

[5] aa(w)2 + 2&a(m) Y(W) — a'*t(m^ = ± a(m)

[6] aa<w

t?]

Hiernach wird (aus der Gleichung [7] und [3]): =F a(m+1) = - A. Multi-

pliciert man ferner die Gleichung [2] mit a
(m)8(w) — ß(m)f(w), die Gleichung [6]

mit 3l© —33(5 und subtrahiert man, so bestätigt man leicht durch Ent-
wicklung die Gleichung:

rcn B - 6(m) = (6a(m) - 3lY(m)) [a33ß(m)

LyJ

*) Es ist hier gleichgültig, mag die Reihenfolge in (II) dieselbe oder die ent-
gegengesetzte wie in (I) sein, d. h. mag (m) auch in (I) links oder rechts von L liegen.
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oder, da entweder ß(m) = 33, Ö(m) = © oder ß(w)== — 33, Ö(m) = — © ist:

B - &<•»> = ± ga(m)~- 3tT
(

(m)

d. h. m = (m).

Hiernach ist B = b^ (mod. A'). Da aber sowohl B als auch b^ zwischen

und ]/I)+Ar liegen, so ist notwendig B=b(m) und daher 6a(m)— 3lY(m)=0,

3l <x(

oder g = -

Auf diese Weise haben wir also aus der Annahme, dass 9JI keiner der
Grossen (2), (3), (4), . . . gleich sei, abgeleitet, dass es in der That irgend
einer von ihnen gleich ist. Wenn wir nun aber von Anfang an annehmen,
dass 9)1 = (m) sei , so wird offenbar entweder 3l = a(m) und 6 = Y(WI) oder
— 3l = a(wi), — 6 = Y(W). In beiden Fällen folgt aus [1] und [5]:
A = ±a(m) und aus [9]: B — &(m) = ±(33S(m)— ©ß(m)M oder B=b(m\moü.A).
Hieraus ergiebt sich in ähnlicher Weise wie oben B = &(m) und hieraus
33ö(m) = ©ß(m); da nun 33 zu © prim ist und ß(m) zu Ö(wi), so ist demnach
entweder 33 = ß(m) , © = S(rn) oder 33 = — ß(m) , © = — 8(m) und somit folgt
aus [7]: — A'= =F a(m+l\ Demnach sind die Formen F und /"(m) identisch.
Mit Hülfe der Gleichung 3l© — 33(5 = a(w)Örm) — ß(m)

Y
(w) beweist man aber

ohne Mühe, dass + 33 = ß(m) , + © = 8(m) , falls + 3l = a(m) , -f- 6 = Y(m) ist,
dagegen — 33 = ß(m), — © = S(m) gesetzt werden muss, falls — 3l = a(w),
— g = Y^ ist. Dies sollte bewiesen werden.

3l 33
III. Wenn das Zeichen der Grossen 7^? -=r dem Zeichen von a

vi s)
e n t g e g e n g e s e t z t ist, ist der Beweis dem vorstehenden so ähnlich, dass es

genügt, nur die Hauptpunkte anzudeuten. Es liegt —

© ©
und ^- Der Bruch ^ ist irgend einem der Brüche

& . . 6
- zwischen-^

(I)
'Ö "8 '"8
7ß' "ß' /77ß'

gleich, und wird derselbe gleich -r^~ gesetzt, so ist

(II) .
3l

(I) aber wird folgendermassen bewiesen. Wenn «ingenommen wird, dass

© <m>ö
^ keinem jener Brüche gleich ist, so muss es zwischen zwei solchen ~^-

- Hieraus aber folgt auf dieselbe Weise wie oben, dass

notwendig
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und daher entweder 9l = (w)a, 6 = (m)
T oder — 31 = (m)a, — @ = (m\ ist.

Da aber f durch die eigentliche Substitution (m)a, (m)ß, (m)
r,

 (w)8 in die
Form

übergeht, so ergeben sich drei Gleichungen, aus denen in Verbindung mit
den Gleichungen [1], [2], [3], [4] und der folgenden Hc(rn)8 — Mß(w°r = l
in derselben Weise wie oben hervorgeht, dass das erste Glied A der Form
F dem ersten Gliede der Form (WV gleich und das mittlere Glied jener dem
mittleren Gliede dieser nach dem Modul A congruent ist. Hieraus folgt,
da beide Formen reduciert sind und daher das mittlere Glied beider zwischen

und T/D^pA liegt, dass diese mittleren Glieder gleich sind, und
Ä/

hieraus leitet mau her, dass -^r- = ̂  ist. Demnach ist hier die Eichtigkeit
P •**

der Behauptung (I) aus der Annahme, dass sie falsch sei, abgeleitet.
(w)§ <j)

Nimmt man aber "^~==M an> so ™^ au^ £anz analoge Weise und
(m)y g

durch dieselben Gleichungen bewiesen, dass auch T^f — ö? ist, was (II) war.
'a &

Hieraus aber folgt mit Hülfe der Gleichungen 3l® — 33(5=1, <mVm)8
_»ß(»)7== i ? dass

entweder
oder

9l = (rw)a
— =(m)

= (/n) = (w)

= a -
= / nß, 6 = r,
= (m)ß, — 6 = (w)r, — S) = (m)8

ist, und dass die Formen
werden.

und (mV identisch sind, und dies sollte bewiesen

194.
Da die Formen, welche wir oben (Artikel 187, 6) associierte Formen

genannt haben, stets uneigentlich äquivalent sind (Artikel 159), so ist klar,
dass, wenn die reducierten Formen F, f uneigentlich äquivalent sind und
die zur Form F associierte Form G ist, die Formen /*, G eigentlich
äquivalent sind und daher die Form G in der Periode der Form f enthalten
ist. Wenn daher die Formen F und f sowohl eigentlich als auch uneigent-
lich äquivalent sind, so wird sich offenbar sowohl F als auch G in der
Periode der Form f vorfinden müssen. Demnach wird diese Periode sich
selbst associiert sein und zwei ambige Formen enthalten (Artikel 187, 7).
Hierdurch erhalten wir eine schöne Bestätigung des Satzes im Artikel 165,
demzufolge wir bereits hätten gewiss sein können, dass es irgend eine
ambige Form giebt, die den Formen F, f äquivalent ist.
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195.

175

Aufgabe. Wenn i rgend zwei Formen O und 9 mit de r se lben
Dete rminan te gegeben s ind, so soll man en t sche iden , ob sie
äquiva lent sind oder nicht.

Auflösung. Man suche zwei reducierte Formen F und /J welche den
gegebenen Formen O und <p respective äquivalent sind (Artikel 183). Je
nachdem diese entweder nur eigentlich oder nur uneigentlich oder auf beide
Arten oder auf keinerlei Weise äquivalent sind, werden auch die gegebenen
Formen entweder nur eigentlich oder nur uneigentlich oder auf beide
Arten oder gar nicht äquivalent sein. Man entwickle die Periode der
einen von diesen beiden reducierten Formen, z. B. die Periode der Form f.
Wenn die Form F in dieser Periode vorkommt und nicht zugleich auch
die zu F associierte Form, so wird offenbar der erste Fall stattfinden.
Kommt dagegen diese associierte Form vor, aber nicht F selbst, so findet
der zwei te , wenn beide Formen vorkommen, der dr i t te , wenn keine der
beiden Formen vorkommt, der vierte Fall statt.

Beispiel. Gegeben seien die Formen (129, 92, 65), (42, 59, 81) mit
der Determinante 79. Als diesen äquivalente reducierte Formen findet man
(10, 7, —3), (5, 8, —3). Die Periode der ersteren Form ist folgende:
(10, 7, - 3), (- 3, 8, 5), (5, 7, - 6), (- 6, 5, 9), (9, 4, - 7), (- 7, 3, 10).
Da sich in dieser die Form (5, 8, — 3) selbst nicht findet, wohl aber die
ihr associierte Form (— 3, 8, 5), so folgt, dass die gegebenen Formen nur
uneigentlich äquivalent sind.

Wenn alle reducierten Formen mit derselben Determinante in derselben
Weise wie oben (Artikel 187, 5) in Perioden P, Q, R, ... verteilt werden
und aus jeder Periode irgend eine Form nach Belieben ausgewählt wird,
aus P F, aus Q G, aus E H u. s. w., so können unter diesen Formen
F, G, H, ... keine zwei vorkommen, welche eigentlich äquivalent sind.
Jede andere Form mit derselben Determinante aber wird irgend einer von
diesen und zwar nur einer eigentlich äquivalent sein. Hieraus geht hervor,
dass sämtl iche Formen mit dieser De te rminan te in ebenso
viele Klassen verteil t w e r d e n können , als man Per ioden hat,
indem man nämlich diejenigen, welche der Form F eigentlich äquivalent
sind, in die erste Klasse, diejenigen, welche der Form G eigentlich äqui-
valent sind, in die zweite Klasse, u. s. w. setzt. Auf diese Weise werden
alle in derselben Klasse enthaltenen Formen eigentlich äquivalent sein;
Formen aus verschiedenen Klassen aber werden nicht eigentlich äquivalent
sein können. Doch halten wir uns hier bei diesem Gegenstande, der unten
näher auseinandergesetzt werden soll, nicht auf.

196.
Aufgabe. W e n n z w e i e igent l ich ä q u i v a l e n t e F o r m e n $ und

9 gegeben s ind , so soll man eine e igent l iche Transformat ion
der einen in die andere f inden.
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Auflösung. Nach der Methode des Artikels 183 kann man zwei
Reihen von Formen

(v)O, 0', O", . . . , $(w) und 9, 9', 9", . . . , 9

von der Beschaffenheit finden, dass jede folgende Form der vorhergehenden
eigentlich äquivalent ist und die letzten <D(w) und <p(v) reducierte Formen sind ;
und da wir vorausgesetzt haben, dass 0 und cp eigentlich äquivalent sind,
so wird notwendig <£(w) in der Periode der Form cp(v) vorkommen. Es sei
9(v) ==/'und deren Periode bis zur Form 0(w) die folgende:

f ft fn Xm-l) (f)(n)
h l / ) • • • > / 5 v -)

so dass in dieser Periode der Index der Form <D(w) gleich m ist, und man
bezeichne diejenigen Formen, welche den associierten Formen von O, <£',<!>", . . .,
O(w) entgegengesetzt sind, respective mit

, W, W", . . . ,

Dann wird in der Reihe

jede Form der vorhergehenden nach rechts hin benachbart sein, und somit
lässt sich nach Artikel 177 eine eigentliche Transformation der ersten Form
cp in die letzte <£ finden. Jenes ist bei den übrigen Formen der Reihe ohne
Weiteres ersichtlich. Für die Formen />(m~1^ \y(n~V ist der Beweis folgender-
massen. Es sei

-1> = (g, h, 0, f(m} oder <D(W) = (g', *', = (<?", A",

Die Form (#', /&', i') wird sowohl der Form (g, h, i) als auch der Form
(g", li", i"} nach rechts hin benachbart sein, hiernach ist i=g'=i" und
— h~h'=—h" (mod. i oder g' oder i"). Hieraus geht hervor, dass die
Form (*", — A", 0") d. i. die Form W(w~1} der Form (#, Ä, *) d. i. der Form
f(m-i) nach rechts hin benachbart ist.

Wenn die Formen 0, 9 uneigentlich äquivalent sind, so wird die
Forin 9 derjenigen Form, welcher O entgegengesetzt ist, eigentlich äqui-
valent sein. Man kann daher eine eigentliche Transformation der Form 9
in diejenige Form, welcher O entgegengesetzt ist, finden. Nimmt man
an, dass dies durch die Substitution a, ß, y, 8 geschieht, so erkennt
man leicht, dass 9 in O selbst durch die Substitution a, — ß, y, — 8 un-
eigentlich transformiert wird.

Hieraus ist auch ersichtlich, dass, wenn die Formen <D und 9 sowohl
eigentlich als auch uneigentlich äquivalent sind, zwei Transformationen,
eine eigentliche und eine uneigentliche, gefunden werden können.

*) So dass also *F aus 0 entsteht, wenn man das erste und letzte Glied vertauscht
und dem mittleren Gliede das entgegengesetzte Zeichen giebt; ebenso bei den ändern.
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Beispiel. Man sucht eine uneigentliche Transformation der Form
(129, 92, 65) in die Form (42, 59, 81), die, wie wir im vorigen Artikel
fanden, jener uneigentlich äquivalent ist. Man hat also zunächst eine eigent-
liche Transformation der Form (129, 92, 65) in die Form (42, — 59, 81) zu
suchen. Zu dem Ende entwickle man die folgende Keihe von Formen:
(129, 92, 65), (65, - 27, 10), (10, 7, - 3), (-3, 8, 5), (5, 22, 81),
(81, 59, 42), (42, — 59, 81). Hieraus leitet man die eigentliche Trans-
formation - 47, 56, 73, — 87 her, durch welche (129, 92, 65) in (42, — 59, 81)
übergeht. Erstere Form wird daher durch die uneigentliche Transformation
— 47, —56, 73, 87 in die Form (42, 59, 81) übergehen.

197.
Wenn man e ine Transformation irgend einer Form (a, ft, c) oder 9 in

eine äquivalente Form O hat, so kann man aus dieser sämtl iche gleich-
artige Transformationen der Form 9 in O ableiten, wofern man nur sämt-
liche Lösungen der u n b e s t i m m t e n Gleichung t2 — D^2 = w2, in
welcher D die Determinante der Formen O, 9 und m den grössten gemein-
schaftlichen Teiler der Zahlen a, %b, c (Artikel 162) bezeichnet, angeben
kann. Dieses Problem, welches wir für einen negativen Wert von D
bereits oben gelöst haben, w e r d e n wir j e t z t auch für e inen positiven
Wert von D in Angr i f f nehmen. Weil aber offenbar jeder der Gleichung
genügende Wert von t derselben auch nach Veränderung seines Zeichens
genügt, und dasselbe von den Werten von u gilt, so werden wir nur alle
pos i t iven Werte von £, u zu bestimmen brauchen, und es wird jede Lösung
durch positive Werte die Stelle von vier Lösungen vertreten. Diese Aufgabe
werden wir dadurch erledigen, dass wir zunächs t die kleinsten Wer t e
von t, u (ausser den von selbst sich darbietenden t = m, u==0) zu finden
und sodann aus diesen alle übr igen abzuleiten lehren.

198.
Aufgabe. Man soll die k le ins ten der unbes t immten Gle ichung

t2 — Du2 = m2 g e n ü g e n d e n Werte von t, u f i n d e n , wenn i rgend
eine Form (M, N, P) gegeben ist, deren De te rminan t e gleich D
und bei welcher der g röss te g e m e i n s c h a f t l i c h e Teiler der Zahlen
M, 22V, P gleich m ist.

Auflösung. Man nehme nach Belieben eine reducierte Form (a, b, — a')
oder f mit der Determinante D, bei welcher der grösste gemeinschaftliche
Teiler der Zahlen a, 2&, a' gleich m ist. Dass es eine solche giebt, ist
schon daraus ersichtlich, dass man eine der Form (M, N, P) äquivalente
reducierte Form finden kann, welche nach Artikel 161 diese Eigenschaft
besitzt; zum vorliegenden Zwecke aber kann man jede reducierte Form, in
welcher diese Bedingung stattfindet, anwenden. Man entwickle die Periode
der Form £ die, wie wir annehmen wollen, aus n Formen bestehen möge.
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Mit Beibehaltung aller Bezeichnungen, deren wir uns im Artikel 188 be-
dienten, ist /*(n) = (4- a(n\ b(n\ — a(w+1)), weil n gerade ist, und in diese
Form wird f übergehen durch die eigentliche Substitution a(n), ß(n), Y(n), 8(w).
Da aber f und f^ identisch sind, so wird f in /*(w) auch durch die eigent-
liche Substitution l, 0, 0, l übergehen. Aus diesen beiden gleichartigen
Transformationen der Form f in f^ lässt sich nach Artikel 162 die Lösung
der Gleichung t2 — Du2 = m2 in ganzen Zahlen ableiten, nämlich

t = i (<x(w) 4- 8(n)) m (Gleichung 18 im Artikel 162), u = ̂ ~ (Gleichung 19)*).

Werden diese Werte, positiv genommen, wenn sie es noch nicht sein sollten,
mit T, U bezeichnet, so werden T, U die kleinsten Werte von t, u ausser
t = m, u = 0 sein (von welchen sie notwendig verschieden sind, da offenbar
Y(W) nicht gleich Null sein kann).

Denn nehmen wir an, dass es noch kleinere Werte von t, u gebe,
etwa t und u, welche positiv sind und von denen u nicht gleich Null ist,
so wird nach Artikel 162 die Form f durch die eigentliche Substitution

—- (t — &u), — a'u, — au, — (t 4- &u) in eine mit ihr identische Form über-

gehen. Nun folgt aus Artikel 193 II, dass entweder — (t — um) oder

(t — &u) irgend einer der Zahlen a", a'", a"", ... gleich sein muss,

etwa gleich a(fx) (weil nämlich t2 = Du2 4- m2 = W -t- aa'u2 4- m2 ist, so

wird t a>&2U2 und daher t — &u positiv; mithin wird der Bruch ,

welcher dem Bruche ^- im Artikel 193 entspricht, dasselbe Zeichen haben

wie a oder a'), und dass im ersteren Falle — a'u, — au, — (t 4- &u), im

letzteren aber dieselben Grossen mit entgegengesetztem Vorzeichen respective

gleich ß(fx), Y((X), 8(fA) sind. Da aber u < U d. h. u • .7°°** und > 0 ist, so

wird Y^<Y^ und >0 sein; daher wird, da die Keihe y, y', y", . • • be-
ständig wächst, notwendig fx zwischen 0 and n exclusive liegen. Die ent-
sprechende Form f^ aber wird identisch sein mit der Form f. Dies ist
aber absurd, da alle Formen /", f, f", ... bis zu f(n ~1} als verschieden vor-
ausgesetzt sind. Hieraus folgt, dass T, U die kleinsten Werte von £, u
(mit Ausnahme von m, 0) sind.

Beispiel. Ist D = 79, w= l, so kann man die Form (3, 8, — 5) an-
wenden, für welche n = 6, und a(w) = — 8, y(w) = —27, ö(n) = — 152 ist

*) Was im Artikel 162 war:

a, ß, r, »; «', ß', Y', ^'; A, B, C; a, i, c; e
ist hier: l, 0, 0, l; a(w), ß(n), r

(w), ö(w); a, b, —a';a,b9—a; 1.
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(Artikel 188). Hieraus folgt T =80, £7=9, welches die kleinsten der
Gleichung t2 — 79w2 = l genügenden Werte der Zahlen t, u sind.

199.
Für die Praxis k ö n n e n noch b e q u e m e r e Formeln aufgestel l t

werden. Es wird nämlich 2&r(w) = — a(a(n)— 8(n)), was aus Artikel 162
leicht folgt, wenn man die Gleichung [19] mit 2&, [20] mit a multipliciert
und die dort gebrauchten Bezeichnungen mit den gegenwärtigen vertauscht.

Hieraus wird a(n) 4- 8(n) = 28(w) — — f(w) und daher:
a

--^ ±17=

Durch eine ähnliche Methode erhält man die folgenden Werte:

Sowohl jene wie diese Formeln werden sehr bequem, da Y^=^n~~1\
a(») .-.. ß(»-i) jg^ so dass mail) wenn man sjch dieser bedient, nur die Reihe
ß', ß", ßm, ..., ß(n), wenn man aber jene anwendet, nur die Reihe 8', ö",
8"', ... zu berechnen braucht. Ausserdem folgt aus Artikel 189, 3 leicht,

da n notwendig gerade ist, dass a(w) und — ß(n) dasselbe Zeichen haben,

ebenso 8^ und — Y^ , so dass man in der ersten Formel die absolutea
Differenz, in der letzten die absolute Summe nehmen muss und daher auf
die Vorzeichen überhaupt keine Rücksicht zu nehmen braucht. Bei Wieder-
aufnahme der im Artikel 189, 4 angewendeten Bezeichnungen wird aus der
ersten Formel:

77 _ rfr' V V" fr^"1)"!U - l A/ , «/ , K , . . ., A/ J,

aus der zweiten:

- — r*" V"i l / V i li « . . . » la L ' '

wo für den Wert von T auch m k", Je'", ..., &(w), — geschrieben werden
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Beispiel. Für D =61, w = 2 kann man die Form (2, 7, —6) an-
wenden, für welche man w = 6, V, #", k'", K'", Je"'", #"'" respective
gleich 2, 2, 7, 2, 2, 7 findet. Hieraus folgt:

T =2 [2, 2, 7, 2, 2, 7] — 7 [2, 2, 7, 2, 2] = 2888 — 1365 = 1523

aus der ersten Formel; derselbe Wert ergiebt sich aus der zweiten:

T=2[2, 7, 2, 2] + H2, 7, 2, 2,7]
£7 aber wird =[2, 2, 7, 2, 2] =$[2, 7, 2, 2, 7] = 195.

Übrigens giebt es noch mancherlei Kunstgriffe, durch welche die
Eechnungen zusammengezogen werden können; doch gestattet uns das
Streben nach Kürze nicht, von ihnen weitläufiger zu reden.

200.
Um aus den kle ins ten Werten von £, u sämt l iche zu erhal ten ,

stellen wir die Gleichung T2 — DU2 = m2 so dar:

woraus folgt, wenn e eine beliebige Zahl bezeichnet:

[i]L J

Wir wollen nun der Kürze wegen die Werte der Grossen

Z7

allgemein mit ̂  , w(e) , d. h. die Werte jener für e = 0 mit £°, ^° (welche
gleich m, 0 sein werden), für e= l mit tf, u' (welche T, U sein werden),
für e = 2 mit £", w", für e = 3 mit $"', %"' u. s. w. bezeichnen und werden
beweisen, dass, wenn man für e alle nicht negativen ganzen Zahlen, d. h.
0 und alle positiven Zahlen von l bis oo nimmt, j ene Ausdrücke sämt-
liche posi t iven Werte von t, u dars te l len, nämlich L dass alle Werte
jener Ausdrücke in der That Werte von t, u sind, II. dass alle jene Werte
ganze Zahlen sind; III. dass es keine positiven Werte von t, u giebt,
welche nicht unter jenen Formeln enthalten sind.

I. Setzt man für fe\ u® ihre Werte, so bestätigt man ohne Mühe mit
Hülfe der Gleichung [1], dass

(j« + ttWy^XjW - u^fö) = m2, d. h. t^ - Du(e^ - m2

ist.
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II. Auf dieselbe Weise bestätigt man leicht, dass allgemein
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m m

ist. Hieraus geht hervor, dass die beiden Eeihen tQ, tf, tf', tf",..., u°, u', u", u'",...
2T

recurrente Keinen sind und die Beziehungsskala beider —, — l ist, nämlich:

am g/r? om
/" f /o /"> _/" p . „" •* „'
v —— l/ (/ . V (/ C/ . . . . . . W w • . • . .m ' m ' ' w '

Da es nun nach Voraussetzung irgend eine Form (M, N, P) mit der
Determinante D giebt, in welcher M, 2JV, P durch m teilbar sind, so hat man:

und daher ist offenbar 4T2 durch m2 teilbar. Mithin ist — eine ganze undm &

zwar positive Zahl. Weil aber £° = m, tf= T, u° — 0, u'= U und somit
ganze Zahlen sind, so werden auch sämtliche Zahlen tf', tf", ..., u", u'",...
ganze Zahlen sein. Ferner ist ersichtlich, da T2>m2 ist, dass alle
t°, tf, t", tf", ... positiv sind und beständig bis ins Unendliche zunehmen
ebenso alle UQ, u'', u", u"'. ...

III. Nehmen wir an, dass es noch andere positive Werte von t, u gebe,
welche nicht in der Eeihe t°, tf, t", ..., u°, u', u",... enthalten sind, etwa
S, U, so wird offenbar, da die Eeihe UG, u', ... von 0 bis ins Unendliche,
wächst, U notwendig zwischen zwei benachbarten Gliedern u^ und u^1^
liegen, so dass U >> u^ und U<^w+1) ist. Um die Absurdität dieser
Annahme zu beweisen, bemerken wir,

1. dass der Gleichung t2 — Du2 = m2 auch genügt werden wird, wenn
man setzt:

l ^ l
t = — (Zt — DWiu ), u = — (U£ — Zu ).m m

Dies lässt sich leicht durch einfache Substitution bestätigen; dass aber diese
Werte, welche wir der Kürze halber gleich T, u setzen, immer ganze Zahlen
sind, beweisen wir folgendermassen. Wenn (M, N, P) eine Form mit der
Determinante D und m der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen
M, 2N, P ist, so wird sowohl Z 4- NU als auch t(n} + Nu(n^ und daher auch
HfyW -f. Nu^) — u(n\Z H- NU) oder tt£(w) — Zu^ durch m teilbar sein.
Daher ist u und somit auch T eine ganze Zahl, da x2 = Du2 + m2 ist.

2. Offenbar kann u nicht gleich Null sein, denn hieraus würde folgen:

oder
U2 m2) = m2)
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oder U2=w(n)2, im Widerspruch mit der Voraussetzung, nach welcher
U > u^ ist. Da nun abgesehen vom Werte 0 der kleinste Wert von u
gleich U ist, so ist u sicher nicht kleiner als U.

3. Aus den Werten von t(n\ t(n+l\ u(n\ u(n+1) kann man leicht be-
stätigen, dass

t(n} •ist. Daher ist 1W(1°— £t/w) sicher nicht kleiner als w
4. Nun erhält man aus der Gleichung Z2 — DÜ2

und analog:

t^__J ™>
„OM-I) r w

ist. Hieraus aber und aus der Folge-
Z

woraus leicht folgt, dass ^j:

rung in 3) ergiebt sich:

•)^ i lW*
U,

oder wenn man die Entwicklung macht und für £2, £^2, ^n+l^ ihre Werte
DU2 -l- m2, Zto(w)2 -h m2, Dw(n+1)a -f- m2 substituiert:

l ^*9 ^^Qx l

woraus, da jede Grosse offenbar positiv ist, durch Transposition folgt:

,(n-H)_ Dies ist aber absurd, da der erste Teil der

ersten Grosse kleiner ist als der erste Teil der zweiten und ebenso der
zweite Teil jener kleiner als der zweite Teil dieser. Daher kann unsere
Annahme nicht stattfinden, und die Eeihen tf°, 7, 7', ..., w°, u', u", ...
stellen sämtliche positiven Werte von t, u dar.

Beispiel. Für D = 61, m = 2 fanden wir als kleinste positive Werte
von tf, u die folgenden: 1523, 195. Daher werden sämtliche positiven
Werte dargestellt durch folgende Formeln:

/1523 195 /1523 195

195 195
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Man findet aber:

7>=2, 7=1523, 7'=1523 7- ̂ =2319527, 7;/=1523 7'— 7=3532618098,...
5, ^'"=1523^"—^'=452307960, ...

201.

Über das im vorigen Artikel behandelte Problem fügen wir noch
folgende Bemerkungen hinzu:

1. Nachdem wir gezeigt haben, wie man die Gleichung £ 2 — -Dw2 = w2,
wo m der grösste gemeinschaftliche Teiler dreier Zahlen M, 2JV, P von
solcher Beschaffenheit ist, dass N2 — MP=D ist, für alle Fälle lösen
kann verlohnt es der Mühe, alle Zahlen, welche solche Teiler sein können,
oder alle Werte von m für einen gegebenen Wert von D zu bestimmen.
Man setze Z> = ^2D', so dass D' von quadratischen Factoren gänzlich frei
ist, was erreicht wird, wenn man für n2 das grösste in D aufgehende
Quadrat nimmt; ist aber D schon an und für sich durch keinen quadratischen
Factor teilbar, so müsste n = l gesetzt werden. Dann wird behauptet:

Erstens: Wenn D' von der Form 4ß-f-l ist, so ist jeder Teiler von
2n ein Wert von m und umgekehrt. Denn wenn g ein Teiler von 2^

n2 n __
— -ist, so erhält man die Form (g, n, -), deren Determinante gleich

D ist und in welcher offenbar der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen
0g, 2n, . . , . , ,, „ , . ,

gleich g ist (denn offenbar ist
n2(D'— 1) 4n2 D'—
— - — — ===- ---1y y y

eine ganze Zahl). Wenn aber umgekehrt angenommen wird, dass g ein
Wert von m ist, nämlich der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen
M, 2JV, P und N2 — MP=D, so wird offenbar 4D oder 4w2D' durch g2

teilbar sein. Hieraus aber folgt, dass notwendig 2n durch g teilbar ist.
Denn wenn g nicht in 2n aufginge, so würden g und 2n einen grössten
gemeinschaftlichen Teiler haben, der kleiner als g wäre, und wenn dieser
gleich 8 und 2n = 8»', g = 8gf gesetzt würde, so würde n'2 D' durch g'2

teilbar, n' zu g' und daher auch n'2 zu g'2 prim und somit auch D' durch
g'2 teilbar sein, im Widerspruch mit der Voraussetzung, nach welcher D'
von jedem quadratischen Factor befreit ist.

Zwei tens : Wenn D' von der Form 4k + 2 oder 4k -h 3 ist, so ist jeder
Teiler von n ein Wert von m und umgekehrt, jeder Wert von m geht auch
in n auf. Denn wenn g ein Teiler von n ist, so erhält man die Form

, 0, -- J, deren Determinante gleich D und in der offenbar der

grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen g, 0, - gleich g ist. — Nimmt
y

man aber an, dass g ein Wert von m sei, nämlich der grösste gemeinschaftliche
Teiler der Zahlen M, 2JV, P und N2 — HP = D, so geht ebenso wie oben
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g in 2n auf, oder — ist eine ganze Zahl. Wenn dieser Quotient ungerade
2 2 '

entweder = 2wäre, würde das Quadrat —g- — l (mod. 4) und daher

, a , , .. . _- . , , 4w2D' 4D
oder = 3 (mod. 4) sein. Nun ist aberv ' g g
(mod. 4) und somit —g— entweder = 2 oder = 3 (mod. 4). Dies ist aber

absurd, da jedes Quadrat entweder der Null oder der Einheit nach dem Modul

4 congruent sein muss. Daher ist der Quotient — notwendig gerade und
y

somit — eine ganze Zahl oder g ein Teiler von n.

Es geht hieraus also hervor, dass l immer ein Wert von m ist oder
dass die Gleichung t2 — Du2 = l für jeden positiven nichtquadratischen Wert
von D nach dem Vorhergehenden lösbar ist; dass ferner 2 nur dann ein
Wert von m ist, wenn D entweder von der Form 4Jc oder von der Form
4& 4- l ist.

2. Ist m > 2, aber doch eine passende Zahl, so lässt sich die Lösung
der Gleichung t2 — Du2 = m2 auf die Lösung einer ähnlichen Gleichung
zurückführen, in welcher m entweder l oder 2 ist. Setzt man wie vorher
D = n2D', so wird, wenn m in n aufgeht, auch- m2 in D aufgehen. Nimmt

man dann an, dass die kleinsten Werte von p, q in der Gleichung_p2 ä#2= l

seien p = P, q = Q, so werden die kleinsten Werte von t, u in der Gleichung
t2— Du2 = m2 sein: t = mP, u= Q. — Wenn aber m nicht in n aufgeht,

4D
so wird es wenigstens in %n aufgehen und sicher gerade sein; —g aber ist

eine ganze Zahl. Und wenn dann als kleinste Werte von p, q in der Gleichung
4D

p2 2^2 = 4 die Werte p = P, q=Q gefunden sind, so werden die

kleinsten Werte von t, u in der Gleichung t2 — Du2 = m2 lauten: t==-^Pf

u= Q. — In beiden Fällen aber können nicht nur aus den kleinsten Werten
von p, q die kleinsten Werte von t, u, sondern offenbar aus allen Werten
jener alle Werte dieser nach dieser Methode abgeleitet werden.

3. Bezeichnen £°, ^°; tf, u'; t", u", ... sämtliche positiven Werte von
t, u in der Gleichung t2 — Du2 = m2, wie im vorigen Artikel, und trifft es
sich, dass gewisse Werte aus jener Reihe den ersten Werten in derselben
Reihe nach irgend welchem gegebenen Modul r congruent sind, z. B.
t® ~ P (oder =0w), u® ~^° (oder =0) (mod. r\ und zu gleicher Zeit die
nächstfolgenden Werte den zweiten Werten, nämlich
(mod. r), so ist auch:
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Dies folgt leicht daraus, dass jede der beiden Reihen £°, t', t",..., w°, u', u",...
eine rekurrente Reihe ist; denn da

—m m

ist, so ist auch
f •=

und ähnlich bei den übrigen. Hieraus aber folgt, dass allgemein

t(h+ö=t\ u(h+ü = uh (mod. r)

ist, wo h eine beliebige Zahl bezeichnet, und noch allgemeiner, dass, wenn

JA = v (mqd. p) ist, auch WO = $00? u(ri = W00 (mod. r) ist.

4. Den in der vorigen Bemerkung geforderten Bedingungen kann aber
stets genügt werden, es kann nämlich immer ein Index p (für irgend einen
gegebenen Modul r) gefunden werden, für welchen

ist. Um dies zu beweisen, bemerken wir:

Erstens, dass der dritten Bedingung immer genügt werden kann.
Denn ohne Mühe erkennt man aus den in 1. angegebenen Kriterien, dass
auch die Gleichung^?2 — r2Dq2 = m2 lösbar ist, und wenn man annimmt,
dass die kleinsten Werte von p, q (ausser m, o) P, Q seien, so werden sich
unter den Werten von £, u offenbar auch t = P, u = rQ befinden. Daher
werden P, rQ in den Reihen tf°, t\ . . ., w°, u', . . . enthalten sein, und wenn
p=£k\ rQ~u(^ ist, so wird w ( X^=0 = w° (mod. r) sein. Ansserdem ist
leicht ersichtlich, dass es zwischen u° und u^ kein Glied geben wird, wel-
ches u° nach dem Modul r congruent ist.

Zwei tens ist klar, dass, wenn hier überdies die drei übrigen Bedin-
gungen erfüllt sind, wenn nämlich auch ^(X+1) = tf/, J(X) = P, *(X + I)EE*'
ist, nur p = X gesetzt zu werden braucht. Wenn aber eine oder die andere
jener Bedingungen nicht stattfindet, so kann man, behaupte ich, sicher
p = 2X setzen. Denn aus der Gleichung [1] und den allgemeinen Formeln
für ie\ u^ im vorhergehenden Artikel folgt:

und daher:

r mr

welche Grosse eine ganze Zahl ist, da nach Voraussetzung r in u( und
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ebenso m2 in 4 D und daher umsomehr m in 2 D aufgeht. — Ferner ist

und daher durch m2 teilbar ist, so ist auch 2£(X) teilbar durch m und somit
w(2X) teilbar durch r oder

Drittens findet man:

m

und da aus ähnlichem Grunde eine ganze Zahl ist, so wird:

Endlich findet man:

m

und da 2^x+1) durch m und w(X) durch r teilbar ist, so ist:

w<8X + 1>=w' (mod. r).

Uebrigens wird der Nutzen der letzten beiden Bemerkungen im Fol-
genden zu Tage treten.

202.
Ein specieller Fall des Problems, nämlich die Auflösung der Gleichung

t2 — Du2 =1, ist bereits von den Mathematikern des vorigen Jahrhunderts
behandelt worden. Der scharfsinnige Fermat legte dieses Problem den
englischen Analysten vor, und Wallis nennt Bro unker als Erfinder der
Lösung, welche er in seiner Algebra Kapitel 98 und Opera, T. II. p. 418 u. ff.
anführt; Oz an am nennt als solchen Fermat und schliesslich EU l er, der
über sie in den Comm. Petr. VI. p. 175, Comm. nov. XI. p. 28*}, Algebra,
Pars II. p. 226, Opusc. An. I. p. 310 gehandelt hat, den Engländer Pell,
weshalb jenes Problem von einigen Autoren das Pell'sche genannt worden
ist. Alle diese Lösungen stimmen im Wesentlichen überein mit derjenigen,
welche man erhält, wenn man im Artikel 198 diejenige reducierte Form an-
wendet, in welcher a = l ist. Dass aber die Operation, die sie vorschreiben,
notwendig einmal ein Ende hat, oder dass das Problem immer wirklich lös-

*) In dieser Abhandlung ist der im Artikel 27 dargelegte Algorithmus durch ähn-
liche Zeichen dargestellt, was wir dort zu bemerken vergessen haben.
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bar ist, hat vor Lagrange noch Niemand streng*) bewiesen, Melanges
de la Soc. de Turin, T. IV. p. 19 und kürzer in Hist. de VAc. de Berlin,
1767, p. 237. Diese Untersuchung findet sich auch in den schon öfter an-
geführten Supplementen zu Euler 's Algebra. Uebrigens bietet unsere Me-
thode (die auf ganz verschiedenen Prinzipien beruht und nicht auf den Fall
m === l beschränkt ist) meistens mehrere Wege dar, um zur Lösung zu ge-
langen, da wir ja im Artikel 198 von jeder beliebigen ändern reducierten
Form (a, fr, —a') ausgehen können.

203.

Aufgabe. Wenn die Formen 0, cp, äquivalent sind, so soll man
alle Trans fo rmat ionen der einen in die andere darstellen.

Auflösung. Wenn diese Formen nur auf eine einzige Weise (d. h. ent-
weder nur eigentlich oder nur uneigentlich) äquivalent sind, so suche man
nach Artikel 196 eine Transformation der Form 9 in 0, welche a, ß, y, 5
sein möge; offenbar kann es andere als solche, welche mit dieser gleich-
artig sind, nicht geben. Wenn aber cp, 0 sowohl eigentlich als uneigentlich
äquivalent sind, so suche man zwei ungleichartige Transformationen d. h.
eine eigentliche und eine uneigentliche, etwa a, ß, y, 8 und a', ß', y', ö',
jede andere Transformation wird entweder mit dieser oder mit jener gleich-
artig sein. Wenn daher die Form 9 gleich (a, &, c), ihre Determinante
gleich D, der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, 2&, c (wie immer
im Vorhergehenden) gleich m ist und £, u unbestimmt alle der Gleichung
t2 — Du2 = m2 genügende Zahlen sind, so werden im ersteren Falle sämt-
liche Transformationen der Form 9 in 0 unter I der folgenden Formeln, im
letzteren entweder unter der ersten I oder unter der zweiten II enthalten
sein.

L
~

l

~

l

II.
~ «'&; t*].

*) Was Wal l i s a. a. 0. S. 427, 428 hierzu angiebt, hat kein Gewicht. Der
Fehlscbuss liegt darin, dass er S. 428 Z. 4 annimmt, dass, wenn eine Grosse p ge-
geben ist, ganze Zahlen z, a von der Beschaffenheit gefunden werden können, dass
2
— kleiner ist als p, der Unterschied aber kleiner ist als eine bestimmte Zahl. Dies

ist jedenfalls richtig, wenn der bestimmte Unterschied eine gegebene Grosse ist, nicht
aber, wenn er, wie es hier der Fall ist, von a und z abhängt und daher variabel ist.
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Beispiel. Man will sämtliche Transformationen der Form (129, 92, 65)
in die Form (42, 59, 81) haben. Dass diese nur uneigentlich äquivalent
sind, haben wir im Artikel 195 gefunden und im folgenden Artikel haben
wir die uneigentliche Transformation jener in diese —- 47, — 56, 73, 87
ermittelt. Demnach werden alle Transformationen der Form (129, 92, 65)
in die Form (42, 59, 81) dargestellt durch die Formel

— (47* H- 421w), — (56* + 503^), 73* -f- 653^, 87* + 780^,

wo *, u unbestimmt alle der Gleichung *2 — 79w2 = l genügende Zahlen
sind. Diese aber werden dargestellt durch die Formeln:

±t= i [(80 4- 9j/79)«+(80 — 9/79)']

^-^«»o + V^'-Cso-!

wo für e alle ganzen nicht negativen Zahlen zu nehmen sind.

204.
Es ist ersichtlich, dass die a l lgemeine sämtliche Transformationen

darstellende Formel um so einfacher werden wird, je e infacher die
anfängliche Transformat ion , aus welcher die Formel abgeleitet wurde,
ist. Da es nun in unserm Belieben steht, von welcher Transformation wir
ausgehen, so wird die allgemeine Formel häufig einfacher gemacht werden
können, wenn wir aus der zuerst gefundenen Formel eine einfachere
Transformation ableiten, indem wir *, u bestimmte Werte beilegen, und
dann aus dieser eine andere Formel zusammensetzen. So geht z. B., wenn
wir in der im vorigen Artikel gefundenen Formel * = 80, u = — 9 setzen,
eine einfachere Transformation als die, von welcher wir ausgegangen waren,
hervor, nämlich 29, 47, — 37, — 60, woraus sich die allgemeine Formel
ergiebt: 29* — 263^, 47* — 424^, — 37* + 337^, — 60*+ 543^. Wenn
also nach den vorhergehenden Eegeln eine allgemeine Formel aufgestellt ist,
so wird man versuchen können, ob man nicht dadurch, dass man *, u be-
stimmte Werte dz*7, :£u'; ±*", ±u"; ... beilegt, eine einfachere Formel
erhält als die, aus welcher die Formel abgeleitet war, in welchem Falle
aus jener Transformation sich eine einfachere Form ableiten lassen wird.
— Übrigens bleibt bei der Entscheidung über die Einfachheit etwas
Willkürliches übrig, das wir, wenn es sich der Mühe verlohnte, auf eine
feste Norm zurückführen sowie auch in der Keihe f, u'; *", u"; ... Grenzen
angeben könnten, über welche hinaus die Transformationen beständig
weniger einfach werden, so dass man nicht weiter fortzugehen, sondern nur
innerhalb jener den Versuch anzustellen braucht. Da jedoch nach den
von uns vorgeschriebenen Eegeln die einfachste Transformation in den
meisten Fällen entweder sofort oder bei Anwendung der Werte ± *', ± u'
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für *, u sich zu ergeben pflegt, so lassen wir diese Untersuchung der
Kürze halber weg.

205.
Aufgabe. Alle Dars te l lungen einer gegebenen Zahl M durch

die gegebene Form ax2 -h 2bxy H- c#2, deren positive nichtqua-
drat ische De te rminan te gleich D ist, zu finden.

Auflösung. Wir bemerken zunächst, dass die Ermittlung der Darstel-
lungen durch zu einander nicht prime Werte von #, y hier in genau der-
selben Weise, wie oben (Artikel 181) für Formen mit negativer Determinante
auf denjenigen Fall zurückgeführt werden kann, wo die Darstellungen durch
zu einander prime Werte der Unbestimmten gesucht werden, so dass es
unnütz sein würde, dies hier zu wiederholen. Für die Möglichkeit der Dar-
stellungen durch zu einander prime Werte von #, y ist aber erforderlich, dass
D quadratischer Rest von M sei, und wenn sämtliche W,erte des Ausdrucks
j/I) (mod. M} lauten: JV, — N, N', —N', N", —N", ... (die man so
annehmen darf, dass keiner grösser als ^ M ist), so wird jede Darstellung
der Zahl M durch die gegebene Form zu irgend einein dieser Werte gehören.
Vor allem werden daher jene Werte ermittelt und sodann die zu den ein-
zelnen gehörigen Darstellungen abgeleitet werden müssen. Darstellungen,
welche zum Werte N gehören, wird es nur geben, wenn die Formen (a, &, c)

/ $r2_

und (M, N, — yj eigentlich äquivalent sind; ist dies der Fall, so suche

man irgend eine eigentliche Transformation der ersteren in letztere, welche
a, ß, 7, 8 sein möge. Dann hat man als die zum Werte N gehörige Dar-
stellung der Zahl M durch die Form (a, b, c) die folgende: # = oc, # = 7,
und alle zu diesem Werte gehörende Darstellungen werden dargestellt durch
die Formel:

— —

wo m den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen a, 2&, c und t, u
unbestimmt alle der Gleichung t2 — Du2=m2 genügenden Zahlen bezeichnen. —
Übrigens wird diese allgemeine Formel offenbar um so einfacher werden, je
einfacher die Transformation a, ß, 7, 8 ist, aus der sie abgeleitet wurde; daher
wird es nicht unnützlich sein, vorher nach dem vorigen Artikel die einfachste

_
Transformation der Form (a, &, c) in ( Jf, JY, — -TT — l zu ermitteln und aus

dieser die Formel abzuleiten. — Auf genau dieselbe Weise lassen sich die
zu den übrigen Werten — N, N', — JV', . . . gehörigen Darstellungen (wenn
es deren giebt) durch allgemeine Formeln angeben.

Beispiel. Man sucht alle Darstellungen der Zahl 585 durch die Formel
42#24- 62#3/-}-2]#2. Was die Darstellungen durch zu einander nicht prime
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Werte von x, y anlangt, so ist sofort klar, dass es keine anderen dieser Art
geben kann als solche, bei denen der grösste gemeinschaftliche Teiler von x, y
gleich 3 ist, da 585 nur durch die eine Quadratzahl 9 teilbar ist. Wenn daher

alle Darstellungen der Zahl -g- = 65 durch die Form 42#'2 -f- 62#y 4- 21 #'2,

in denen x' zu y' prim ist, gefunden sind, so werden alle Darstellungen
der Zahl 585 durch die Form 42#2 + 62#y 4- 21#2, in denen x IM y nicht
prim ist, erhalten werden, wenn man # = 3#', y = %y' setzt. Die Werte

des Ausdrucks j/79"(mod. 65) sind ± 12, ± 27. Als Darstellung der Zahl 65,
welche zum Werte —12 gehört, findet man: x'= 2, /=—1; demnach
werden alle zu diesem Werte gehörigen Darstellungen von 65 gegeben durch
die Formel: #'= 2£ — 41^, y'= — £-t-53w, und somit alle hieraus ent-
stehenden Darstellungen von 585 durch die Formel: x = 6£—123^,
y = — 3£-t-159w. In ähnlicher Weise findet man als allgemeine Formel,
welche alle zum Werte 4-12 gehörigen Darstellungen von 65 ausdrückt, die
folgende: #'=22^—199^, #'= — 23*4- 211^, und als Formel, welche
sämtliche hieraus entstehende Darstellungen der Zahl 585 umfasst: #=66£
— 597w, y = — 69£ 4- 633w. Zu den Werten + 27 und — 27 aber gehört
keine Darstellung der Zahl 65. — Um die Darstellungen der Zahl 585 durch
zu einander prime Werte von x, y zu finden, muss man zunächst die Werte

des Ausdrucks j/79 (mod. 585) ermitteln, welche lauten: ±77, ±103, ±157,
±248. Man findet, dass zu den Werten ±77, ±103, ±248 keine Dar-
stellung gehört; zum Werte — 157 aber gehört die Darstellung x = 3, y = l,
aus welcher man als allgemeine Formel, welche alle zu diesem Werte
gehörige Darstellungen ergiebfc, die folgende ableitet: x = 3t—114^,
y=it-\- 157w. Auf ähnliche Weise findet man als die zu H- 157 gehörige
Darstellung: a? = 83, # = — 87 und als Formel, in welcher alle ähnlichen
enthalten sind: x = 83tf—746w, y = — 87^-h 789t«. Man erhält daher vier
allgemeine Formeln, unter denen sämtliche Darstellungen der Zahl 585
durch die Form 42#2 4- 62^ 4- 21#2 enthalten sind, nämlich:

6t—
f = — 69* 4-633^

, = _ 87* +

wobei t, u unbestimmt alle ganzen Zahlen bezeichnen, welche der Gleichung
& — 79w2 = l genügen.

Bei speciellen Anwendungen der vorhergehenden Untersuchungen über
Formen mit positiver nichtquadratischer Determinante halten wir uns der
Kürze halber nicht auf, da sie jeder in analoger Weise wie in den Ar-
tikeln 176, 182 ohne Schwierigkeit von selbst wird machen können, und
wenden uns sogleich zu den allein noch übrig bleibenden Formen mit
positiver quadratischer Determinante.
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Von den Formen mit quadratischer Determinante.

206.
Aufgabe. Wenn eine Form (a, &, c) mit der quadrat ischen

Determinante A2, wo h die positive Wurzel derse lben bezeichnet ,
gegeben ist, so soll man eine ihr eigentlich äquivalente Form
(A, B, C) f inden, in welcher A zwischen den Grenzen 0 und
2A — l incl. liegt, B = h und (7=0 ist.

Auflösung. I. Da h2 = b2 — - ac ist, so wird (h — &) : a = c : — (h 4- fc).
Diesem Verhältnis sei das Verhältnis ß : 8 gleich, so dass ß prim zu 8 ist,
und man bestimme a, y so, dass a8 — ßr = l ist, was möglich ist. Durch
die Substitution a, ß, r, 8 möge die Form (a, &, c) in (a', &', c') übergehen,
die somit jener eigentlich äquivalent sein wird. Man erhält aber:

y== aaß 4- 6(a8
= (A —

ßr) 4-
ßr) — (A4-

'= aß2 4- 2&ß8 -h c82

= (A — &)ß* 4- 2&ß8 — (Ä 4- &)ß8 0.

Wenn daher überdies a' bereits zwischen den Grenzen 0 und 2A — l
liegt, so wird die Form (a', &', c') allen Bedingungen genügen.

II. Wenn aber a' ausserhalb der Grenzen 0 und 2A — l liegt, so sei
A der kleinste positive Eest von a' nach dem Modul 2A, welcher offenbar
zwischen diesen Grenzen liegen wird, und man setze A — a'= 2A&. Dann
wird die Form («', &', c') d. i. (a', A, 0) durch die Substitution l, 0, #, l
übergehen in die Form (A, h, 0), welche den Formen (a', &', c') und
(a, &, c) eigentlich äquivalent ist und allen Bedingungen genügt. — Übrigens
ist klar, dass die Form (a, &, c) in die Form (A, h, 0) übergeht durch
die Substitution: aH-ßfc, ß, r 4- 8#, 8.

Beispiel. Gegeben sei die Form (27, 15, 8), deren Determinante gleich
9 ist. Hier ist h = 3; ferner ist den Verhältnissen — 12: 27 = 8: — 18 in
kleinsten Zahlen das Verhältnis 4:-— 9 gleich. Setzt man also ß = 4,
8 = — 9, a = — l, r = 2, so lautet hier die Form (a', l>, c') folgender-
massen: (— l, 3, 0), und diese geht durch die Substitution l, 0, l, l über
in die Form (5, 3, 0). Dies ist also die gesuchte Form, und die gegebene
geht in sie über durch die eigentliche Substitution : 3, 4, — 7, — 9.

Derart ige Formen (-4, J5, (7), in welchen C=0, B = h ist und
in denen A z w i s c h e n den Grenzen 0 und 2h — l liegt, werden
wir reducierte Formen nennen; dieselben sind also von den reducierten
Formen mit negativer Determinante und von denen mit positiver nicht-
quadratischer Determinante wohl zu unterscheiden.
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207.

[Art. 207. 208]

Satz. Zwei nichtidentische reduc ie r t e Formen (a, Ä, 0),
(«', Ä, 0) können nicht eigentlich äquivalent sein.

Beweis. Denn nimmt man an, dass sie eigentlich äquivalent seien, und
geht die erstere in die letztere durch die eigentliche Substitution a, ß, 7, o
über, so hat man die vier Gleichungen:

[1J aa*-+fc2Äa7 = ar

[2] aaß -f- h (a8 + ß7) = h
[3] aß2 + 2Äp8 = 0
[4] a8-ß7=l.

Multipliciert man die zweite Gleichung mit ß, die dritte mit a und subtra-
hiert dann, so wird — 7^ (a8 — ßr) ß = ß^ oder wegen [4]: — ßÄ = ß^, also
notwendig ß = 0. Daher folgt aus [4]: a8 = l und a = dbl. Somit aus
[1]: a ±27*7 = #'• Diese Gleichung kann aber nur bestehen, wenn 7 = 0
(da nach Voraussetzung a und a' beide zwischen 0 und 2h liegen) d. h.
wenn a = a' ist oder die Formen (a, Ä, 0) und (a', Ä, 0) identisch sind,
was gegen die Voraussetzung verstösst.

Hiernach lassen sich die folgenden Aufgaben, welche für nichtquadra-
tische Determinanten bei weitem grössere Schwierigkeit bereiteten, ohne
Mühe lösen.

I. Wenn zwei Formen JP, Ff mit derse lben q u a d r a t i s c h e n
D e t e r m i n a n t e g e g e b e n sind, so soll man e rmi t te ln , ob sie e igent-
lich äquivalent sind. Man suche zwei reducierte den Formen F, F'
resp. eigentlich äquivalente Formen; sind diese identisch, so sind die gege-
benen Formen eigentlich äquivalent, im ändern Falle dagegen nicht.

II . U n t e r denselben Voraus se t zungen soll man u n t e r s u c h e n ,
ob die Formen uneigent l ich äquivalent sind. Es sei die der einen
von beiden gegebenen Formen, z. B. der Form F, entgegengesetzte Form 6r;
ist diese der Form F' eigentlich äquivalent, so werden F und F' uneigent-
lich äquivalent sein, und umgekehrt.

208.
Aufgabe. Wenn zwei eigentl ich äquiva lente F o r m e n .F, F'

mit der De te rminan te h2 gegeben sind, so soll man eine e igent -
liche Transformat ion der einen in die andere f inden.

Auflösung. Der Form F sei die reducierte Form <D eigentlich äquiva-
lent, welche somit auch nach Voraussetzung der Form F' eigentlich äqui-
valent sein wird. Man suche nach Artikel 206 eine eigentliche Transfor-
mation der Form F in O, welche a, ß, 7, 8 sein möge, ebenso eine eigentliche
Transformation der Form F' in O, welche a', ß', 7', 8' sei. Dann wird $
in F' durch die eigentliche Substitution 8', — ß', — 7', a' und hiernach F
in Ff durch die eigentliche Substitution
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ocS'-ßf, pa'— aß', 78'- 87', §a'-Tß'
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übergehen.
Es verlohnt der Mühe, für diese Trans fo rma t ion der Form F in

F1 eine andere Formel zu entwickeln, für welche man die reducierte
Form O selbst nicht einmal zu kennen braucht. Wir nehmen an, es sei

F = (a, 6, c) , F' = (a', &' , c ) , * = (A, h, 0).

Da den Verhältnissen h — b:a oder c : — (h 4- &) in kleinsten Zahlen das

Verhältnis ß : 8 gleich ist, so sieht man leicht, dass — « — = -^ eine ganze

c — h — &
Zahl ist, welche gleich f sei; ebenso ist -g = - * - eine ganze Zahl,

welche gleich g sei. Man hat aber:

A = ao2 -{- 2&a7 + cf und daher ß^l = aa2ß + 2&aß7 -f- cß72

oder (wenn man 8 (h — 6) für aß und ß# für c setzt):

pj. = a28A + Z>(2ß7 — a8) a H- ß272#

oder (wegen & = — li — 8#):

pA == 2a (a§ — ßT) h -f- (a8 — W*g = 2aft -f- g.

Ebenso:
260170ÜA =

= («8-
ßT) 7
(aÖ— ßT) Ä =

Daher:

27*

Setzt man in ganz derselben Weise:

Ä-5 ' a' nl c' —h —V

so wird:

Setzt man diese Werte von a, 7, a', 7' in die eben angeführte Formel
für die Transformation der Form F in F' ein, so geht sie über in die
folgende:

2A ' 27t ' 2Ä

aus welcher ^4 gänzlich verschwunden ist.

2Ä
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Wenn zwei uneigentlich äquivalente Formen F, F' gegeben sind und
eine uneigentliche Transformation der einen in die andere gesucht wird,
so sei die Form G der Form F entgegengesetzt und eine eigentliche Trans-
formation der Form Gr in Fr die folgende: a, ß, 7, 8. Dann ist offenbar
a, ß, — 7, — 8 eine uneigentliche Transformation der Form F in F'.

Schliesslich ist klar, dass, wenn die gegebenen Formen sowohl eigentlich
als uneigentlich äquivalent sind, auf diese Weise zwei Transformationen,
eine eigentliche und eine uneigentliche, gefunden werden können.

209.
Es bleibt daher nur noch übrig, zu zeigen, wie aus einer Trans-

fo rma t ion alle übrigen gleichart igen abgeleitet werden können.
Dies hängt aber ab von der Lösung der unbestimmten Gleichung t2 — h2u2

= m2, wo m den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen a, 2&, c be-
zeichnet und (a, &, c) die eine der beiden äquivalenten Formen ist. Aber diese
Gleichung lässt sich stets nur auf zwei Arten lösen, nämlich indem man
entweder ^ = m, u = Q oder t = — m, u=Q setzt. Denn nehmen wir an,
dass es noch eine andere Lösung t = T, u = U gebe, so dass U nicht

4T2 4:U2h2

gleich Null ist, so wird, weil m2 sicher in 4Ä2 aufgeht, —3- = ^—^

4T2

und sowohl —-^- als auch eine ganze Quadratzahl sein. Man siehtm* m*
aber ohne Mühe, dass die Zahl 4 nur dann die Differenz zweier ganzer
Quadratzahlen sein kann, wenn das kleinere Quadrat gleich Null d. h.
U= 0 ist, was mit der Annahme im Widerspruch steht. — Wenn daher
die Form F in die Form F' mittelst der Substitution a, ß, 7, 8 übergeht,
so giebt es ausser der Transformatton — a, — ß, —7, — 8 keine mit ihr
gleichartige Transformation weiter. Wenn daher die beiden Formen ent-
weder nur eigentlich oder nur uneigentlich äquivalent sind, so giebt es
nur zwei Transformationen; sind sie aber sowohl eigentlich als auch un-
eigentlich äquivalent, so giebt es deren vier, nämlich zwei eigentliche und
zwei uneigentliche.

210.
Satz. Wenn zwei reducier te Formen (a, 7^, 0), (a', Ä, 0) un-

eigentlich äquivalent sind, so wird aa'=m2 (mod. 2wÄ), wo m
den grössten gemeinschaf t l i chen Teiler der Zahlen a, 2h oder
a', 2h bezeichnet , und umgekehr t , wenn a, 2h und a', 2h den-
selben grössten gemeinschaf t l i chen Teiler m haben , und
aa'~m2 (mod. 2mh) ist, so sind die Formen (a, Ä, 0), (a', Ä, 0)
uneigentlich äquivalent.

Beweis. I. Es möge die Form (a, Ä, 0) in die Form (a', ß, 0) durch
die uneigentliche Substitution a, ß, 7, 8 übergehen, so dass man die vier
Gleichungen hat:
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[1]
[2]
[3]
M

aa = a'

aß2 4- 2/*ß8 == 0
a8-ß7=-l.

Hieraus folgt, wenn wir [4] mit h multiplicieren und von [2] subtra-
hieren, was wir kurz durch [2] — Ä[4] ausdrücken:

[5] (aa 4- 2fry) ß == 2h.

Analog folgt aus 7$[2] — 72[3] — (a -+- a7ß 4- fry8)[4], nachdem man weg-
gelassen, was sich hebt:

[6] — aa8 = a 4- 2/^78 oder — (aa -t- 2^7)$ = a;

endlich aus a[l]: aa (aa 4- 2/q) = aa' oder:

(aa 4- 2/*7)2 — aa' = 2Ä7(aa 4- 2htf
oder:
[7] (aa 4- 2/*7)2 ~ aa' [mod. 2Ä(aa 4- 2Är)].

Nun folgt aus [5] und [6], dass aa 4- 2hy in 2h und a und daher auch in
m, welches der grösste gemeinschaftliche Teiler von a und 2h ist, aufgeht;
oifenbar aber wird m auch in aa 4- 2hy aufgehen; daher ist notwendig
aa 4-2^7 entweder =4-m oder gleich —m. Daher folgt aus [7] sofort:
m2 = aa' (med. 2mh).

II. Wenn a, 2&; a', 2/z denselben grössten gemeinschaftlichen Teiler m

haben und überdies aa' = m2 (mod. 2wÄ) ist, so werden —, —, —, —«~T—

ganze Zahlen sein. Man bestätigt aber leicht, dass die Form (a, Ä, 0) in

die Form (a', Ä, 0) durch die Substitution , — —, —Ö~T~? ~~ über'v ' 9 ' m m ' O/|™L ™
geht, und dass diese Transformation eine uneigentliche ist. Daher sind
jene Formen uneigentlich äquivalent.

Hiernach kann man auch sogleich beurteilen, ob eine gegebene redu-
cierte Form sich selbst uneigentlich äquivalent ist. Bezeichnet man nämlich
den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen a, 2h mit m, so muss
a2 = m2 (mod. 2mA) sein.

211.
Alle reducierten Formen mit gegebener Determinante h2 werden erhalten,

wenn man in der unbestimmten Form (^4, /?, 0) für A alle Zahlen von 0
bis 2h — l einschliesslich substituiert; deren Anzahl ist somit gleich 2h.
Oifenbar können sämtliche Formen mit der De t e rminan t e h2 in
e b e n s o v ie le Klassen verteilt werden, und diese werden dieselben Eigen-
genschaften besitzen, welche wir oben (Artikel 175, 195) für die Klassen der
Formen mit negativer und mit positiver nichtquadratischer Determinante
erhalten haben. So werden z. B, alle Formen mit der Determinante 25 in
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zehn Klassen zerfallen, welche nach den in jeder derselben enthaltenen
reducierten Formen unterschieden werden können. Diese reducierten Formen
sind: (0, 5, 0), (l, 5, 0), (2, 5, 0), (5, 5, 0), (8, 5, 0), (9, 5, 0), welche sich
selbst zugleich uneigentlich äquivalent sind ; (3, 5, 0), welcher (7, 5, 0), und
(4, 5, 0), welcher (6, 5, 0) uneigentlich äquivalent ist.

212.
Aufgabe. Alle Darstel lungen e ine r gegebenen Zahl M du rch

eine gegebene Form ax* 4- %bxy -f- c#2 mit der Dete rminante h2

zu finden.
Die Auflösung dieser Aufgabe könnte aus den Prinzipien des Artikels

168 in genau derselben Weise abgeleitet werden, wie wir dies oben (Ar-
tikel 180, 181, 205) für Formen mit negativer und mit positiver nicht-
quadratischer Determinante gezeigt haben; da dies keiner Schwierigkeit
unterliegt, würde es unnütz sein, dasselbe hier zu wiederholen. Dagegen
wird es nicht überflüssig sein, die Lösung aus einem ändern Prinzip,
welches dem vorliegenden Falle eigentümlich ist, abzuleiten.

Setzt man wie in den Artikeln 206, 20§:

c — —

so bestätigt man leicht, dass die gegebene Form das Product aus den
Factoren 8# — ß# und fx — gy ist. Hieraus geht hervor, dass jede Dar-
stellung der Zahl M durch die gegebene Form eine Zerlegung der Zahl M
in zwei Factoren giebt. Wenn daher d, d', d", . . . sämtliche Teiler der
Zahl M sind (worunter auch l und M einzurechnen sind und jeder einzelne
zweimal, nämlich sowohl positiv als negativ, zu nehmen ist), so werden
offenbar alle Darstellungen der Zahl M erhalten, wenn man der Eeihe
nach setzt:

U. S. W.,

die Werte von x und y hieraus entwickelt und diejenigen Darstellungen
verwirft, in denen x oder y gebrochene Werte erhalten. Offenbar aber folgt
aus den beiden ersten Gleichungen:

und dass diese Werte immer bes t immt sind, geht daraus hervor, dass
P/1— fy = 2fe und daher der Nenner sicher nicht gleich Null ist. — Übrigens
hätten aus demselben Prinzipe, nämlich dass sich jede Form mit quadra-
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tischer Determinante in zwei Factoren zerlegen lässt, auch die übrigen
Probleme gelöst werden können; doch wollten wir uns auch hier lieber
einer analogen Methode bedienen, wie diejenige ist, welche wir oben für die
Formen mit nichtquadratischer Determinante angegeben haben.

Beispiel, Gesucht werden sämtliche Darstellungen der Zahl 12 durch
die Form 3x2 -f- kxy — 7#2. Diese zerfällt in die Factoren x — y und 3# -f- ly.
Sämtliche Teiler der Zahl 12 sind ± l, 2, 3, 4, 6,12. Setzt man x — y = l,

19 9
3#H-72/=12, so folgt tf—TÄr. # = "7ö» we^cne Werte, weil gebrochen, zu

verwerfen sind. Ebenso erhält man aus den Teilern — l, ± 3, ± 4, ± 6, ± 12
unbrauchbare Werte. Aus dem Teiler H- 2 aber erhält man die Werte
x = 2, y = 0, und aus dem Teiler — 2 die folgenden x = — 2, y = 0.
Ausser diesen beiden Darstellungen giebt es daher keine weiter.

Diese Methode lässt sich nicht anwenden, wenn M=Q ist. Denn
offenbar müssen in diesem Falle sämtliche Werte von #, y entweder der
Gleichung 8# — ß# = 0 oder der Gleichung fx — gx = 0 genügen. Sämtliche
Lösungen der ersten Gleichung aber sind enthalten in der Formel x = ß#,
y = 8#, wenn 0 unbestimmt irgend eine ganze Zahl bezeichnet (wofern, wie
vorausgesetzt wird, ß, 8 prim zu einander sind), und ebenso werden, wenn
man den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen / und g gleich
m setzt, sämtliche Lösungen der letzteren Gleichung dargestellt durch die

QZ fß
Formel % = -—<> y = — • Daher umfassen diese beiden allgemeinen Formelnm y m ö

sämtliche Darstellungen der Zahl M in diesem Falle.

Im Vorhergehenden haben wir Alles, was auf die Erkennung der
Äquivalenz und auf die Auffindung sämtlicher Transformationen der Formen
sowie auf die Ermittlung sämtlicher Darstellungen gegebener Zahlen durch
gegebene Formen Bezug hat, in einer Weise auseinandergesetzt, dass nichts
weiter zu wünschen sein dürfte. Es bleibt daher nur noch übrig, zu zeigen,
wie man, wenn zwei Formen gegeben sind, welche wegen der Ungleichheit
ihrer Determinanten nicht äquivalent sein können, entscheiden kann, ob
nicht die eine unter der ändern enthalten ist, und wenn dies der Fall ist,
wie man sämtliche Transformationen jener in diese finden kann.

Formen, welche unter ändern enthalten und trotzdem diesen
nicht äquivalent sind.

213.
Wir haben oben in den Artikeln 157, 158 gezeigt, dass, wenn die

Form f mit der Determinante D die Form F mit der Determinante E
enthält und in dieselbe durch die Substitution a, ß, y, 8 übergeht,
£'=(«8 —ßr) 2 D ist; dass ferner, wenn a8 — fr = ±l ist, die Form /"die
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Form F nicht nur enthält, sondern ihr auch äquivalent ist und dass dem-
zufolge, wenn f die Form F zwar enthält, ihr aber nicht äquivalent ist,

E
der Quotient j? eine die Einheit übersteigende ganze Zahl ist. Es wird

daher hier die Aufgabe zu lösen sein, zu entscheiden, ob eine gegebene
Form f mit der De te rminan te D eine gegebene Form -F mit der
Dete rminante De2 enthält , wobei angenommen wird, dass e eine positive
ganze Zahl grösser als l ist. Diese Aufgabe erledigen wir in der Weise,
dass wir zeigen, wie man die endliche Anzahl der unter f enthaltenen
Formen von der Beschaffenheit bestimmen kann, dass, wenn die Form F
unter f enthalten ist, sie notwendig irgend einer von jenen äquivalent
sein muss.

I. Wir nehmen an, dass sämtliche (positive) Teiler der Zahl e (ein-
schliesslich l und e) seien : m, m', m", . . . und dass e = mn = m'n'— m" n" ...
sei. Der Kürze wegen bezeichnen wir die Form, in welche f durch die
eigentliche Substitution m, 0, 0, n übergeht, mit (m; 0), die Form, in
welche f durch die eigentliche Substitution w, l , 0, n übergeht, mit
(m; 1) u. s. w. und allgemein die Form, in welche /"durch die eigentliche
Substitution m, &, 0, n übergeht, mit (m; Je). In analoger Weise möge f
durch die eigentliche Substitution m', 0, 0, n' in (m'; 0), durch m', l, 0, n'
in (w'; 1), u. s. w., durch m" , 0, 0, n" in (m"; 0) u. s. w. u. s. w. übergehen.
Alle diese Formen sind unter f eigentlich enthalten, und die Determinante
einer jeden ist gleich De2. Den Complex aller Formen (w; 0), (w; 1),
(m; 2), . . . . , (m; m - 1); (m'; 0), (m'; 1), . . . , (m'; m'- 1); (m"; 0), . . . . ,
deren Anzahl gleich m-\-m'+m"-\ ---- ist, und die, wie man leicht sieht,
alle von einander verschieden sind, bezeichnen wir mit ö.

Wenn z. B. f die folgende Form: (2, 5, 7) und e = 5 ist, so wird ö die
folgenden sechs Formen umfassen: (1; 0), (5; 0), (5; 1), (5; 2), (5; 3), (5; 4),
und diese lauten entwickelt: (2, 25, 175), (50, 25, 7), (50, 35, 19), (50, 45, 35),
(50, 55, 55), (50, 65, 79).

II. Ich behaupte nun, dass, wenn die Form F mit der Determinante De2

unter f eigentlich enthalten ist, dieselbe notwendig irgend einer der Formen Ö
eigentlich äquivalent ist. Denn nehmen wir an, dass die Form f in F über-
gehe durch die eigentliche Substitution a, ß, 7, 8, so ist «8 — ßi = e. Es
sei ferner der grösste gemeinschaftliche positiv genommene Teiler der

£

Zahlen 7, 8 (welche nicht beide gleich 0 sein können) gleiche u n d — = m,

welches offenbar eine ganze Zahl ist. Man nehme g, h so an, dass ^g-\-dh=n
ist, und endlich sei k der kleinste positive Eest der Zahl ag -\- ßÄ nach dem
Modul m. Dann wird die Form (m; #), welche offenbar unter den Formen ö
enthalten ist, der Form F eigentlich äquivalent sein und zwar wird sie in
dieselbe übergehen durch die eigentliche Substitution:

k 87 _*g -f- ßfe — k 8 ocff -j- pA
n m l>> n m n* n

Formen mit verschiedenen Determinanten. 199

Denn zunächst ist klar, dass diese vier Zahlen ganze Zahlen sind;
sodann bestätigt man leicht, dass die Substitution eine eigentliche ist;
endlich ist offenbar die Form, in welche (m; K) durch jene Substitution
übergeht, dieselbe wie die, in welche /**) übergeht durch die Substitution:

— k
m +*)+ *X

»'
— Ä

oder, da
durch die folgende:

= e = a.d — ß7 und daher = a8, a8 — mn = $f ist,

ß»), 7, «,

oder schliesslich, da 7^ + 8h = n ist, durch die folgende a, ß, 7, 8, d. h. nach
Voraussetzung in F. Demnach sind (m; Je) und F eigentlich äquivalent.

Hiernach lässt sich also immer entscheiden, ob irgend eine gegebene
Form f mit der Determinante D die Form F mit der Determinante De2

eigentlich enthält. Fragt man aber, ob f die Form F uneigentlich enthält,
so braucht man nur zu untersuchen, ob die zu F entgegengesetzte Form
unter f eigentlich enthalten ist (Artikel 159).

214.
Aufgabe, Wenn zwei Formen, /"mit der Determinante D und

J^mit der Determinante De2, gegeben sind, von denen die erstere
die le tz tere eigentlich enthäl t , so soll man alle eigentl ichen
Trans fo rma t ionen der Fo rm f in F darstellen.

Auflösung. Bezeichnet ß denselben Formencomplex wie im vorigen
Artikel, so suche man aus diesem Complex alle Formen heraus, welchen
F eigentlich äquivalent ist; dieselben seien 0, O', 0", ... Jede dieser
Formen giebt in folgender Weise eigentliche Transformationen der Form f
in F und zwar jede einzelne wieder andere, alle zusammen aber sämtliche
(d. h. es giebt keine eigentliche Transformation der Form f in JP7, welche
nicht von einer der Formen O, 0', • . . geliefert würde). Da das Verfahren
für alle Formen O, O', ... dasselbe ist, so sprechen wir nur von einer
derselben.

Wir nehmen an, dass O = (lf; 2T) und e = MN sei, so dass f in 0
durch die eigentliche Substitution H, K, 0, N übergeht. Ferner bezeichnen
wir sämtliche eigentlichen Transformationen der Form 0 in F unbestimmt
mit a, b, c, b. Dann wird f in 0 offenbar durch die eigentliche Substitution
Äa-HÄc, Mb -i- JTb, JVC, J2Vb übergehen, und auf diese Weise wird aus
jeder eigentlichen Transformation der Form 0 in F eine eigentliche Trans-
formation der Form f in F hervorgehen. — In derselben Weise sind die

*) Die nämlich durch die Substitution (w, k, 0, n) in (m; k) übergeht. Vgl.
Artikel 159.
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übrigen Formen <!>', O", ... zu behandeln, deren einzelne eigentliche
Transformationen in F eine eigentliche Transformation der Form f in F
liefern.

Damit klar werde, dass diese Auflösung in jeder Beziehung vollständig
ist, ist zu zeigen:

I. Dass auf diese Weise alle mögl ichen e igen t l i chen Trans-
f o r m a t i o n e n der Form f in F e r h a l t e n w e r d e n . Es sei a, ß, 7, 8
irgend eine eigentliche Transformation der Form f in F und wie in II des
vorigen Artikels n der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 7, 8; die
Zahlen m, #, Ä, Je aber seien auf dieselbe Weise wie dort bestimmt. Dann
wird (m; Je) sich unter den Formen <1>, ®', ... befinden und

7
—
n m

1— fi — .
n m

n 7—
n

irgend eine der eigentlichen Transformationen dieser Form in F sein; aus
dieser aber erhält man nach der eben angegebenen Kegel die Transformation
a, ß, 7, 8. Dies Alles ist im vorigen Artikel bewiesen.

II. Dass alle auf diese Weise sich e r g e b e n d e n Trans-
f o r m a t i o n e n v e r s c h i e d e n sind, oder dass k e i n e zweimal erhalten
wird. Man erkennt zwar ohne Mühe, dass mehrere verschiedene Trans-
formationen derselben Form O oder <£' u. s. w. in F nicht dieselbe
Transformation der Form f in F hervorbringen können; dass aber auch
nicht verschiedene Formen, etwa <£ und O', dieselbe Transformation liefern
können, wird so bewiesen. Wir nehmen an, dass die eigentliche Trans-
formation a, ß, 7, 8 der Form f in F s owoh l aus der eigentlichen Trans-
formation a, b, c, b der Form <P in F als auch aus der eigentlichen Trans-
formation a', b', c', b' der Form O' in F erhalten werde. Ferner sei O ==
(M; K\ *'= (1T; JT); e = MN= M' N'. Dann hat man die Gleichungen:

[1]
[2]
[3]
M
[5]

a = Ma + Jfc = l/'a'-f- K' t'
ß = Mb -f- tf b == AL'V+ K'V
7 == JVc = JV'c'

ab

Aus a [4] —I) [3] folgt mit Hülfe der Gleichung [5]: #= JV (ab'—bc'),
daher geht JV7 in N auf; analog folgt aus a'[4] — b'[3]: JV(a'b — b'c) = JV',
mithin geht N in JV7 auf; folglich ist, weil sowohl N als N' als positiv
vorausgesetzt werden, notwendig N-= JV' und M = M' und hiernach zufolge
[3] und [4]: c = c', b = b;. Ferner folgt aus a [2] — b [1]:

K= M' (ab'- ba') + K' (ab'- bc') = M(aV- ba') + K',
somit K=K' (mod. Jf), und dies ist nur möglich, wenn K=K' ist, da
sowohl K als 1T zwischen den Grenzen 0 und M. — l liegt. Demnach sind
die Formen im Widerspruch mit der Voraussetzung nicht verschieden.
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Übrigens ist klar, dass, wenn D negativ oder positiv quadratisch ist,
nach dieser Methode alle eigentlichen Transformationen der Form f in F
wirklich gefunden werden können; wenn aber D eine positive nichtquadra-
tische Zahl ist, so werden gewisse allgemeine Formeln angegeben werden
können, in welchen alle eigentlichen Transformationen (deren Anzahl unend-
lich gross ist) enthalten sind.

Schliesslich werden, wenn die Form F uneigentlich unter der Form f
enthalten ist, alle uneigentlichen Transformationen jener in diese nach der
angegebenen Methode leicht dargestellt werden können. Wenn nämlich
a, ß, 7, 8 unbestimmt alle eigentlichen Transformationen der Form f in die
Form, welche der Form F entgegengesetzt ist, bezeichnen, so werden sämt-
liche uneigentlichen Transformationen der Form f in F dargestellt durch
a, - ß, 7, - 8.

Beispiel. Man will alle Transformationen der Form (2, 5, 7) in (275, 0, — 1),
welche sowohl eigentlich als uneigentlich unter jener enthalten ist, haben.
Den Complex der Formen ß für diesen Fall haben wir schon im vorigen
Artikel angegeben; eine genaue Untersuchung ergiebt, dass sowohl (5; 1)
als auch (5; 4) der Form (275, 0, — 1) eigentlich äquivalent sind. Nach
der oben entwickelten Theorie findet man, dass sämtliche eigentlichen
Transformationen der Form (5; 1) d. i. (50, 35, 19) in (275, 0, — 1) unter
der allgemeinen Formel enthalten sind:

wo £, u unbestimmt alle ganzen der Gleichung t2 — 275 u2 = l genügenden
Zahlen bezeichnen. Daher werden sämtliche hieraus sich ergebende eigent-
liche Transformationen der Form (2, 5, 7) in die Form (275, 0, — 1) ent-
halten sein unter der allgemeinen Formel:

65* — l lOOw, — 4t -h 65w, — IM + 275 u, t— 1 5u.

In analoger Weise sind sämtliche eigentlichen Transformationen der
Form (5; 4) d. h. der Form (50, 65, 79) in die Form (275, 0, — 1) ent-
halten in der allgemeinen Formel:

Ut -f- 275w, t + 14w, — IM — 275w, — t — 15w,

und daher alle eigentlichen Transformationen der Form (2, 5, 7) in die
Form (275, 0, —1), welche daraus entstehen, unter der folgenden:

1W + 275w, t -h IOw, — 15t — 275 u, —t— 15t*.

Diese beiden Formeln umfassen also alle gesuchten eigentlichen Transfor-
mationen.*) — In derselben Weise aber findet man, dass sämtliche uneigent-

*) Kürzer werden alle eigentlichen Transformationen dargestellt durch die Formel:

10* -f- 55w, t + 2«, — 15 t — 55 u, — t — 3w,

wo £, u unbestimmt alle der Gleichung t2—Ilw2 = l genügende ganze Zahlen be-
zeichnen.
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liehen Transformationen der Form (2, 5, 7) in die Form (275, 0, — 1) unter
den folgenden beiden Formeln enthalten sind:

L 65* — l lOOw, 4t — 65w, — 15* + 275^, — t + 15w,
II. Wt H- 275w, —t — IOw, — 15t— 275w, £ H- 15«*.

Formen mit der Determinante 0.

215.
Bisher haben wir Formen mit der Determinante 0 aus allen Unter-

suchungen ausgeschlossen; wir müssen daher, damit unsere Theorie in jeder
Beziehung vollständig werde, über diese noch Einiges hinzufügen. Da all-
gemein bewiesen ist, dass, wenn irgend eine Form mit der Determinante D
eine Form mit der Determinante D' enthält, D' ein Vielfaches von D ist,
so ist sogleich klar, dass eine Form, deren Determinante gleich 0 ist, eine
andere Form, als eine solche, deren Determinante ebenfalls gleich 0 ist,
nicht enthalten kann. Daher bleiben nur zwe i Aufgaben zu lösen, näm-
lich: 1. Wenn zwei Formen f, F, deren le tz tere die Dete rminante
0 hat , gegeben sind, so soll man entscheiden, ob die e rs te re die
le tz te re enthält oder nicht, und in j enem Falle sämtl iche Trans-
f o r m a t i o n e n j ene r in diese darstellen. 2. Man soll alle Darstel-
lungen einer gegebenen Zahl durch eine gegebene Form mit
der Dete rminan te 0 finden. Die erste Aufgabe erfordert ein anderes
Verfahren, wenn die Determinante der ersteren Form f ebenfalls 0 ist, als
wenn sie nicht gleich 0 ist. Dies alles werden wir jetzt auseinandersetzen.

I. Vor allem bemerken wir, dass jede Form ax2 -h 'Zbxy + c?/2, deren
Determinante b2 — ac=Q ist, in der Form m(gx -f-%)2 dargestellt werden
kann, wo g und h zu einander prime Zahlen sind und m eine ganze Zahl be-
zeichnet. Ist nämlich m der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen
a, c und zwar mit demselben Zeichen genommen, welches diese Zahlen
selbst haben (dass diese Zahlen, keine entgegengesetzten Zeichen haben

können, ist leicht ersichtlich), so werden —, — ganze zu einander prime

&2

nicht negative Zahlen und ihr Product gleich —3 d. h. ein Quadrat und sie

CL C
selbst somit Quadrate sein (Artikel 21). Ist - = #2, — = h2

: so sind auch
Wl *Yn

b2 l
g und h zu einander prim, ferner ist g2h2 = —3 und ̂  = ± — . Hieraus

geht hervor, dass

m(gx ± %)2 = ax2 -h Vbxy -f- cy2

ist
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Es seien nun zwei Formen £ F, beide mit der Determinante 0, gegeben,
und zwar sei:

/•= m(gx + Äy)», F= M(GX + HF)2,

so dass g zu h und G zu H prim ist. Dann behaupte ich, dass, wenn die
Form f die Form F enthält, m entweder gleich M ist oder wenigstens in
M aufgeht und dass der Quotient eine Quadratzahl ist, und umgekehrt,

¥
dass, wenn — eine ganze Quadratzahl ist, F unter f enthalten ist. Nimmtwi
man nämlich an, dass f durch die Substitution

in F übergehe, so wird:

M
- (GX -f- //Z)2 =

M
woraus leicht folgt, dass — ein Quadrat ist. Setzt man dasselbe gleich e2,

so wird:
e(GX+ HY) = ± [(«<? -f- TA) X +

± eG = ag 4- TA, ^ ell=
8A) r], d. i.

«A.

Wenn daher ©, § so bestimmt werden, dass ©G -f- £)H= + 1 ist, so hat man:

± e = ©(«# -|- TA) -f- £)(ßp H- SA) = einer ganzen Zahl.

Wenn aber umgekehrt angenommen wird, dass — eine ganze Quadrat-wi/
zahl und gleich e2 sei, so wird die Form f die Form F enthalten. Es
werden nämlich ganze Zahlen a, ß, 7, ö so bestimmt werden können, dass

= ± eH

ist. Denn nimmt man ganze Zahlen g, t) so an, dass g0- t - I jA=l ist, so
wird man jenen Gleichungen genügen, wenn man setzt:

ß = ± eJZ
welche ganzzahligen Werte man auch 0 und #' beilegen möge. Daher
wird F in f enthalten sein. Zugleich erkennt man ohne Schwierigkeit, dass
diese Formeln alle Werte, welche a, ß, 7, ö erhalten können, d. h. alle Trans-
formationen der Form f in F darstellen, wofern nur angenommen wird,
dass g, z' unbestimmt alle ganzen Zahlen darstellen.

II. Wenn zwei Formen f= ax2 + 2b$y -f- c#2, deren Determinante nicht
gleich 0 ist, und F— M (6rX-fIfr)2, deren Determinante gleich 0 ist,
gegeben sind, so behaupte ich erstens, dass, wenn /"die Form F enthält,
die Zahl M durch die Form f dargestellt werden kann;, zwei tens , dass,
wenn M durch f dargestellt werden kann, Gunter /"enthalten ist; dri t tens,
dass, wenn in diesem Falle alle Darstellungen der Zahl M durch die Form f
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unbestimmt durch a? ==5, y = » dargestellt werden, alle Transformationen
der Form f in F sich in der Form 6r$, H^ ffu, Hu darstellen. Dies alles
beweisen wir folgendermassen.

1. Nehmen wir an, dass f in F durch die Substitution a, ß, 7, 8 über-
gehe, und bestimmen wir die Zahlen ©, £> derart, dass ©(? 4- $H= l ist,
so wird offenbar, wenn x = a© -f- ß£), y = 7® + ö£) gesetzt wird, der Wert
der Form f gleich M werden und daher M durch die Form f darstellbar sein.

2. Nimmt man an, dass a£2 + 2&£u -f- cu2 = M sei , so geht offenbar
durch die Substitution #£, E^ ßo, JöTu die Form f in F über. Dass aber

3. in diesem Falle die Substitution ß£, jff£, ffu, Hu alle Trans-
formationen der Form f in F giebt, wenn man annimmt, dass £, u alle
Werte von a?, y darstellen , welche f = M machen , erkennt man so : Ist
a, ß, 7, 8 irgend eine Transformation der Form f in F und wie vorher
©ß 4- $H= l, so werden sich unter den Werten von x, y auch die folgenden
befinden:

und aus diesen erhält man die Substitution:

4-
oder:

Da aber

« 4-
T 4-

ß + ® (ouff — ßß)
— 8ß).

ßj)2 4-

ist, so wird:

87)

a(a8 — ß?)2 = M(BG -
c(ß7 — a8)2 = lf(ßß — a

8Y)2 = M(GX

und daher (da die Determinante der Form f mit (a8 — ß*/)2 multipliciert
gleich der Determinante der Form F, d. h. gleich 0 und somit auch
<x8 — ß7 = 0 ist):

8ß — 7#=0, ßß — aür=0.

Demnach geht jene Substitution über in a, ß, 7, 8, woraus hervorgeht,
dass die angegebene Formel alle Transformationen der Form f in F liefert.

III. Es bleibt uns noch zu zeigen übrig, wie man alle Darstellungen
einer gegebenen Zahl durch eine gegebene Form mit der Determinante 0
angeben kann. Ist m(gx-+-hy)2 die gegebene Form, so erhellt sogleich,
dass jene Zahl durch m teilbar und der Quotient ein Quadrat sein muss.
Wird daher die gegebene Zahl gleich me2 gesetzt, so ist ersichtlich, dass
für diejenigen Werte von #, #, für welche m (gx 4- %)2 = me2 wird, auch
gx 4- % entweder gleich + e oder gleich — e wird. Daher erhält man
alle Darstellungen, wenn man alle Lösungen der linearen Gleichungen
gx -\-hy = e und gx + % = — e in ganzen Zahlen gefunden hat. Dass
aber diese lösbar sind, ist bekannt (wenn nämlich, wie vorausgesetzt wird,
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g und h zu einander prim sind). Wenn nämlich g, l) so bestimmt werden,
dass $g -h t)h = l ist, so wird der ersteren Gleichung genügt werden, wenn
man setzt: # = ge + I)£, y = fy — gz, der letzteren aber, wenn man setzt:
x = — Qe + hz, y = — t)e — ##, wo z irgend eine ganze Zahl bezeichnet.
Zu gleicher Zeit aber werden diese Formeln alle ganzzahligen Werte von
#, y ergeben, wenn man annimmt, dass 0 unbestimmt jede ganze Zahl
bezeichnet.

Allgemeine Auflösung aller unbestimmten Gleichungen
zweiten Grades mit zwei Unbekannten durch ganze Zahlen.

216.
Als Schluss dieser Untersuchungen fügen wir hinzu die
Aufgabe: Alle Lösungen der allgemeinen*) u n b e s t i m m t e n

Gle ichung zwe i t en Grades mi t zwei Unbekann ten

ax2 -h Vbxy + cy* H- 2ete -f- %ey + /"= 0

(wo a, fr, c, ... be l ieb ige gegebene ganze Zahlen sind) durch
ganze Zahlen zu f inden.

Auflösung. Wir führen an Stelle der Unbekannten x, y andere ein:

p = (&2 — ac^x _j_ ie — c^ q== (W — ac^y + id — ae,

welche offenbar stets ganze Zahlen sein werden, wenn x und y ganze
Zahlen sind. Dadurch erhält man die Gleichung:

ap* + Vbpq + cq2 + f ( b 2 — ac)2 + (&2 - ac) (ae2 - 2bde + cd2) = 0,

oder, wenn wir der Kürze wegen die Zahl

f(b2 — ac)2 + (&2 — ac) (ae2 — 2bde 4- cd2) = — M
setzen:

ap2 -H %bpq 4- cq2 = M.

Nun haben wir im Vorhergehenden gezeigt, wie man sämtliche
Lösungen dieser Gleichung, d. h. sämtliche Darstellungen der Zahl M
durch die Form (a, fr, c), finden kann. Wenn aber aus den einzelnen
Wertepaaren von p, q die entsprechenden Werte von #, y mit Hülfe
der Gleichungen

— be __ q-{-ae — bd
x — b2 — ac b2 —

bestimmt werden, so sieht man leicht, dass alle diese Werte der gegebenen
Gleichung genügen, und dass es keine ganzzahligen Werte von #, y giebt,

*) Wenn eine Gleichung gegeben wäre, in welcher der zweite, vierte oder
fünfte Coefficient nicht gerade wäre, wurde sie durch Multiplikation mit 2 die hier
vorausgesetzte Form erhalten.
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welche nicht auf diese Weise erhalten würden. Wenn wir daher aus allen
so entstehenden Werten von #, y die gebrochenen Werte weglassen, so
werden alle gesuchten Lösungen übrig bleiben.

Hinsichtlich dieser Lösung sind folgende Bemerkungen
zu machen.

1. Wenn sich entweder die Zahl M nicht durch die Form (a, &, c)
darstellen lässt, oder aus keiner Darstellung sich ganzzahlige Werte von
#, y ergeben, so lässt sich die Gleichung in keiner Weise durch ganze
Zahlen lösen.

2. Wenn die Determinante der Form (a, &, c) d. h. die Zahl b2 — ac
negativ oder positiv und quadratisch und zugleich M nicht gleich 0
ist, so wird die Anzahl der Darstellungen der Zahl M durch die Form
(a, &, c) eine endliche und somit auch die Anzahl aller Lösungen der ge-
gebenen Gleichung (wenn es deren überhaupt giebt) eine endliche sein.

3. Wenn b2 — ac eine positive nichtquadratische oder eine quadratische
Zahl und gleichzeitig M = 0 ist, so wird die Zahl If, wenn überhaupt auf
eine Weise, auf unendl ich viele ve r sch i edene Weisen durch die Form
(a, &, c) dargestellt werden können; da es aber unmöglich ist, alle diese
Darstellungen selbst zu finden und zu versuchen, ob sie ganzzahlige Werte
von x, y liefern oder gebrochene, so ist es notwendig, eine Eegel an-
zugeben, durch welche wir, falls etwa gar keine Darstellung ganzzahlige
Werte von #, y liefert, über diesen Punkt Gewissheit erhalten können (denn
wir würden, wie viele Darstellungen wir auch in diesem Falle untersucht
haben würden, doch niemals ohne eine solche Kegel zur Gewissheit kommen);
wenn aber einige Darstellungen ganzzahlige, andere gebrochene Werte von
#, y ergeben, so wird zu zeigen sein, wie man diese von jenen von vorn-
herein allgemein unterscheiden kann.

4. Ist b2 — ac = 0, so können die Werte von #, y durch die vorher
angegebenen Formeln überhaupt nicht bestimmt werden; daher muss man
für diesen Fall ein besonderes Verfahren ermitteln.

217.
Für den Fall, wo b2 — ac eine positive n ich tquadra t i sche Zahl

ist, haben wir oben gezeigt, dass sämtliche Darstellungen der Zahl M durch
die Form ap2 H- %bpq -t- cg2 (wenn es deren überhaupt giebt) durch eine
oder mehrere solche Formeln wie

l ]
P ==: — (<lfr ~\~ £ow), Q = — (\z,t ~~

Wl Wl

bestimmt werden können, wobei 3l, 33, 6, S) gegebene ganze Zahlen, m den
grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen a, 2&, c, endlich £, u unbe-
stimmt alle der Gleichung t2 — (b2 — ac) u2 = m2 genügenden ganze Zahlen
bezeichnen. Da sämtliche Werte von t, u sowohl positiv wie negativ an-
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genommen werden können, so können wir für jede einzelne jener Formeln
vier andere substituieren:

p= - (3l*^ m ^ -

1= — (3U —23^), q= —(&t
m \ j-> ± m\

'= 5T (-» + »")> 2= i(-

o=— — (3tt -r-33^), ö = — — (6^AM_ \ X7 2 AM V

so dass die Anzahl aller Formeln jetzt viermal so gross ist als vorher,
t und u aber nicht mehr alle der Gleichung t2— • (b2 — ac)u2 = m2 ge-
nügenden Zahlen, sondern nur die positiven Zahlen dieser Art ausdrücken.
Jede dieser Formen muss daher für sich betrachtet und untersucht werden,
welche Werte von £, u ganzzahlige Werte von #, y liefern.

Aus den Ausdrücken

[1]
ergeben sich folgende Werte von #, y:

- 33̂  + >wc^ — mbe
#==-

(&t -h mae — nibd
-ac) ' ^"~ m(b2—ac)

Oben haben wir aber gezeigt, dass alle (positiven) Werte von t eine
rekurrente Eeihe tf°, £', £", .. . und ebenso auch die entsprechenden Werte
von u eine rekurrente Reihe &°, w', w", . . . . bilden; dass ferner eine Zahl p
von solcher Beschaffenheit angegeben werden kann, dass nach irgend einem
gegebenen Modul

wird. Als diesen Modul nehmen wir die Zahl m(b2—ac) und bezeichnen
der Kürze wegen die Werte von #, #, welche entstehen, wenn man t = tf°,
u = u° setzt, und denen wir den Index 0 beilegen, mit #°, #°; ebenso die-
jenigen, welche entstehen, wenn man t = f , u = u' setzt, mit #', #', denen
wir den Index l beilegen, u. s. w. Dann sieht man ohne Mühe, dass, wenn
x(h\ #(Ä) ganze Zahlen sind und p richtig bestimmt ist, auch #(Ä4~p), «/Ä+p)

ebenso a(Ä + 2p), y(h + ̂  und allgemein x(h + k*\ y(h + k^ ganze Zahlen sein
werden, dass dagegen, wenn #(Ä) oder y^ gebrochen ist, auch #(Ä+*p) oder
^(M-*p) ejne gebrochene Zahl ist. Hieraus folgert man leicht, dass, wenn die
Werte von #, y, denen die Indices 0, l, 2,..., p—l zukommen, entwickelt werden
und für jeden dieser Indices weder x noch y eine ganze Zahl ist, es überhaupt
keinen Index giebt, für welchen sowohl x als auch y ganze Werte annehmen,
in welchem Falle aus der Formel [1] ganze Werte von a?, y nicht abgeleitet
werden können. Wenn es aber unter jenen Indices irgend welche giebt,
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etwa |x, [x', JA", ..., denen ganze Werte von x, y entsprechen, so werden sämt-
liche ganzen Werte von x, y, die sich nämlich aus der Formel [1] ableiten
lassen, diejenigen sein, deren Indices unter irgend einer der Formen [/, 4- &p,
jj /4-fcp, p/'-H&p, . . . enthalten sind, wobei Je unbestimmt alle ganzen
positiven Zahlen, auch die Null mit eingeschlossen, bezeichnet.

Die übrigen Formeln, unter welchen die Werte von jp, q enthalten sind,
sind in ganz derselben Weise zu behandeln. Wenn der Fall einträte, dass
aus keiner von allen diesen Formeln ganze Werte von #, y erhalten würden,
so würde die gegebene Gleichung überhaupt nicht in ganzen Zahlen gelöst
werden können; so oft sie aber wirklich lösbar ist, können die sämtlichen
ganzzahligen Lösungen nach den im Vorstehenden angegebenen Regeln
dargestellt werden.

218.
Ist b2— ac eine Quadra tzahl und M=Q, so sind sämtliche Werte

von p, q enthalten unter zwei Formeln von der Art wie p = 2l#, q = 33#;
p = 3l'#, q = 33'#, wo # unbestimmt jede ganze Zahl bezeichnet, 3l, 33, 2l', 33'
aber gegebene ganze Zahlen sind, deren erste mit der zweiten, derera dritte
mit der vierten keinen gemeinschaftlichen Teiler hat (Artikel 212). Alle
aus der ersten Formel entstehenden ganzzahligen Werte von x, y sind daher
unter der Formel enthalten:

$t0-\-cd- be $82-\-ae-bd
x = b2 — ac ' — ac

und alle übrigen aus der zweiten Formel entspringenden unter der folgenden:
be _ 33V + ae — M

2 — ac ' b2 — ac *
Da aber jede der beiden Formeln auch gebrochene Werte liefern kann (wo-
fern nicht gerade b2 — ac = l ist), so müssen wir diejenigen Werte von #,
für welche sowohl x als auch y eine ganze Zahl wird, von den übrigen in
jeder der beiden Formeln abscheiden; jedoch genügt es, nur die erste Formel
zu betrachten, da für die andere genau dasselbe Verfahren anzuwenden ist.

Da 3l, 33 prim zu einander sind, so kann man zwei Zahlen a, b so be-
stimmen, dass a2l 4- b33 = l wird, Ist dies geschehen, so hat man:

(flx 4- %) (b2 — ac) = s 4- a(cd — be) 4- b(ae— - bd),
woraus sogleich hervorgeht, dass alle Werte von #9 welche ganze Werte von
x, y hervorbringen können, notwendig der Zahl a (be — cd} 4- I) (bd — ae)
nach dem Modul b2 — ac congruent oder unter der Formel (b2 — ac) s'
4- a (be — cd) -4- b (bd — ae), wo d unbestimmt eine ganze Zahl bezeichnet,
enthalten sein müssen. Hiernach erhalten wir leicht an Stelle der Formel
[1] die folgende:

bd — ae) — %>(be — cd)
x == 3^4- b • b2 — ac

ac
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die offenbar entweder für alle Werte von #' oder für gar keine ganze Werte
von x, y liefern wird, und zwar wird der erste Fall stattfinden, wenn
2l (bd — ae) und 33 (be — cd) nach dem Modul b2 — ac congruent, der zweite,
wenn sie incongruent sind. — Auf genau dieselbe Weise ist die Formel
[2] zu behandeln, und die ganzzahligen Lösungen (wenn sie deren giebt)
sind von den ändern zu unterscheiden.

219.
Ist b2 — ac = 0, so kann die Form ax? 4- %bxy 4- cy* in der Form

m (ax 4- M2 dargestellt werden, wo w, a, ß ganze Zahlen sind (Artikel 215).
Setzt man a#-Hß2/ = £, so geht die gegebene Gleichung in folgende über:

und hieraus folgt in Verbindung mit cnx 4- $y = t

x = •
4- a/1

— 2ae

Nun ist klar, dass, wenn nicht ae = ßd ist (welchen Fall wir sogleich für
sich betrachten werden), die aus diesen Formeln dadurch, dass man #
irgend einen Wert giebt, abgeleiteten Werte von o?, y der gegebenen
Gleichung genügen; es bleibt daher nur noch übrig zu zeigen, wie man
diejenigen Werte von & bestimmt, aus denen sich ganzzahlige Werte von
#, y ergeben.

Da ax 4- ß# = 0 ist, so dürfen schlechterdings für e nur ganzzahlige
Werte genommen werden; überdies ist klar, dass, wenn für irgend einen
Wert von e sowohl x als y eine ganze Zahl wird, alle Werte von #, welche
jenem nach dem Modul 2oce — 2ßc? congruent sind, ebenfalls ganze Werte
hervorbringen werden. Wenn daher für z alle ganzen Zahlen von 0 bis
2ae — 2ßd — l (falls ae -.- ßd positiv) oder bis 2ßd — 2ae — l (wenn ae — ßd
negativ) incl. substituiert werden und für keinen dieser Werte x und y ganze
Zahlen werden, so wird überhaupt kein Wert von z ganzzahlige Werte von
a?, y hervorbringen, und die gegebene Gleichung wird in ganzen Zahlen
überhaupt nicht lösbar sein. Wenn aber einige von den Werten von #,
z. B. C, ^f, £", . • • (die man auch durch Auflösung von Congruenzen zweiten
Grades nach den Principien des vierten Abschnittes finden kann), für #, y
ganzzahlige Werte liefern, so werden sämt l i che Lösungen sich ergeben,
wenn man K = (2ae — 2ßd) v 4- C, £ = (2ae — 2ßd) v + £', ... setzt, wo v
unbestimmt alle ganzen Zahlen bezeichnet.

220.
Für den ausgesch los senen Fall, in welchem ae = ßc? ist,

müssen wir ein b e s o n d e r e s V e r f a h r e n ermitteln. Nehmen wir an, dass
a, ß prim zu einander sind, was bekanntlich nach Artikel 215,1 erlaubt ist,
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d e
so ist — = -7T- eine ganze Zahl (Artikel 19), die wir gleich h setzen. Dann

nimmt die gegebene Gleichung folgende Form an:

(max 4- m$y 4- /O2 — W + mf= °

und kann daher offenbar rational nur gelöst werden, wenn h2 — mf eine
Quadratzahl ist. Ist h2 — mf= 7c2, so ist klar, dass der gegebenen Gleichung
die beiden folgenden äquivalent sind:

maß 4- m$y 4- Ji 4- k = 0 und max •+• m$y -i- h — Je = 0,

d. h. dass jede Lösung der gegebenen Gleichung auch der einen oder ändern
von diesen Gleichungen genügt und umgekehrt. Die erste Gleichung lässt
sich offenbar in ganzen Zahlen nur dann lösen, wenn h 4- & durch m teil-
bar ist; analog besitzt die zweite Gleichung nur dann eine Lösung in ganzen
Zahlen, wenn h — Je durch m teilbar ist. Diese Bedingungen genügen aber
auch zur Auflösbarkeit jeder der beiden Gleichungen (weil angenommen wird,
dass a und ß prim zu einander sind), und sämtliche Lösungen derselben
können nach den bekannten Regeln gefunden werden.

221.
Den im Artikel 217 betrachteten Fall (welcher von allen der schwierigste

ist) erläutern wir durch ein Beispiel. Gegeben sei die Gleichung:

o?2 4- §xy 4- #2 4- 2# — 4 y 4- l = 0.

Aus dieser leiten wir zunächst durch Einführung anderer Unbekannten

die Gleichung ab:
4- 4- #2 = — 540.

Man findet aber, dass sämtliche ganzzahligen Lö&ungen dieser unter den
folgenden vier Formeln enthalten sind:

q = — 24t —
q = — Ut 4-

p =
p = 6
p = —

wo /, w unbestimmt alle positiven ganzen Zahlen bezeichnen, welche der
Gleichung t2 — 15w2=l genügen und in den Formeln enthalten sind:

= | [(4 +(4-

wenn n unbestimmt alle positiven ganzen Zahlen (auch die Null mit ein-

geschlossen) bezeichnet. Daher sind sämtliche Werte von #, y enthalten in
den Formeln:

y = — ^ —

= -i (-2*4- 3), y=
— 30^—2)
4-30M — 2).

Wendet man aber unsere Eegeln vorschriftsmässig an, so findet man, dass
man, damit sich ganzzah l ige Werte ergeben, in der ersten und zweiten
Formel diejenigen Werte von f, u nehmen muss, welche aus ge radem Ex-
ponenten n entstehen, in der dritten und vierten aber diejenigen, welche
aus ungeradem n erhalten werden. — Als einfachste Lösungen erhält
man: #=1, — l, — l, y = — 2, 0, 12 respective.

Übrigens mag bemerkt werden, dass die Auflösung des im vorher-
gehenden Artikel behandelten Problems in den meisten Fällen durch man-
nigfache Kunstgriffe abgekürzt werden kann, besonders hinsichtlich der Aus-
schliessung untauglicher d. h. Brüche enthaltender Lösungen. Doch sehen
wir uns, um nicht allzu weitläufig zu werden, genötigt, dies an dieser Stelle
zu übergehen.

Geschichtliche Bemerkungen.

222.
Da Vieles von dem, was wir bisher behandelt haben, auch von ändern

Geometern in Betracht gezogen worden ist, können wir die Verdienste dieser
nicht stillschweigend übergehen. Über die Äquivalenz der Formen hat
allgemeine Untersuchungen angestellt Lag ränge , Nouv. Mem. de VAc. de
Berlin, 1773 p. 263 und 1775 p. 323 u. ff., wo er besonders zeigte, dass es
für jede gegebene Determinante eine endliche Anzahl von Formen von sol-
cher Beschaffenheit giebt, dass jede Form mit jener Determinante irgend
einer von ihnen äquivalent ist, und dass somit alle Formen mit gegebener
Determinante in Klassen geteilt werden können. Später hat Legendre
mehrere elegante Eigenschaften dieser Klassifikation zum grössten Teil durch
Induction entdeckt, die wir unten angeben und durch Beweise erhärten
werden. Übrigens ist bisher Niemand auf die Unterscheidung der eigent-
lichen und uneigentlichen Aequivalenz, deren Nutzen besonders in den
feineren Untersuchungen zu Tage tritt, gekommen.

Das berühmte im Artikel 216 u. ff. entwickelte Problem hat zuerst La-
grange vollständig gelöst, Hist. de V AG. de Berlin, 1767 p. 165 und 1768
p. 181 u. ff. Es findet sich auch eine (minder vollständige) Lösung in den
schon öfter erwähnten Supplementen zu EU l er's Algebra. Schon vorher
hatte Euler denselben Gegenstand in Angriff genommen, Comm. Petr. T. Vf
p. 175; Comm. Nov. T. IX, p. 3; ebendaselbst T. XVIII, p. 185 n. ff.] doch
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beschränkte er seine Untersuchung immer darauf, aus irgend einer Lösung,
die er als bereits bekannt annimmt, andere abzuleiten, und überdies vermögen
seine Methoden nur in wenigen Fällen sämtliche Lösungen zu liefern (vgl.
Lagrange, Hist. de VAc. de Berlin, 1767, p. 237}. Da die letzte dieser
drei Abhandlungen jüngeren Datums ist als die Lagrange'sehe, welche die
Aufgabe in ihrer ganzen Allgemeinheit erfasst und in dieser Beziehung nichts
zu wünschen übrig lässt, so scheint Eule r zu jener Zeit (der achtzehnte
Band der Commentare gehört zum Jahre 1773 und wurde 1774 veröffentlicht)
jene Lösung noch nicht gekannt zu haben. Übrigens baut sich unsere Lö-
sung (sowie Alles andere, was wir in diesem Abschnitte bisher angegeben
haben) auf ganz verschiedenen Prinzipien auf.

Was von ändern, Diophant , Fermat u. s. w., hierher Gehöriges
überliefert worden ist, betrifft nur die speciellsten Fälle; wir entheben uns
daher der Mühe, da wir das, was besonders erwähnenswert erschien, schon
oben angeführt haben, alles einzeln aufzuzählen.

Was wir bisher von den Formen zweiten Grades auseinandergesetzt
haben, ist nur als der erste Anfang dieser Lehre zu betrachten; während
wir diese Untersuchung eifriger verfolgten, eröffnete sich uns ein sehr
weites Feld, von dem wir das, was besonders der Aufmerksamkeit wert
erscheint, im Folgenden darlegen werden. Denn dieser Gegenstand ist so
fruchtbar, dass wir vieles andere, was uns schon jetzt zu finden gelungen
ist, der Kürze halber mit Stillschweigen übergehen müssen; weit mehr
aber liegt ohne Zweifel noch verborgen und harrt erneuter Anstrengungen.
Übrigens wollen wir gleich am Beginne dieser Untersuchungen bemerken,
dass Formen mit der Determinante 0 davon ausgeschlossen sind, falls
nicht das Gegenteil ausdrücklich hervorgehoben wird.

Weitere Untersuchungen Über die Formen.

Einteilung der Formen mit gegebener Determinante in
Klassen.

223.
Schon oben (Artikel 175, 195, 211) haben wir gezeigt, dass, wenn

irgend eine ganze (sei es positive, sei es negative) Zahl D gegeben ist,
eine endliche Anzahl von Formen F, Fr, F", ... mit der Determinante D
von der Beschaffenheit angegeben werden kann, dass jede beliebige Form
mit der Determinante D irgend einer von jenen und nur einer einzigen
eigentlich äquivalent ist. Somit können sämtliche Formen mit der
Determinante D (deren Anzahl unendlich gross ist) nach jenen Formen in
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Klassen geteilt werden, indem man nämlich aus der Gesamtheit aller
Formen, welche der Form F eigentlich äquivalent sind, die erste Klasse,
aus den Formen, welche der Form F' eigentlich äquivalent sind, die zweite
Klasse, u. s. w. bildet.

Aus den einzelnen Klassen der Formen mit der gegebenen Determi-
nante D kann irgend eine Form ausgewählt und gleichsam als repräsen-
tierende Form (Repräsentant) der ganzen Klasse betrachtet werden. An
sich ist es zwar vollständig gleichgültig, welche Form man aus jeder Klasse
nimmt, indessen wird stets diejenige den V o r z u g verdienen, welche
die ä n d e r n an Einfachhei t zu ü b e r t r e f f e n scheint . Die Einfachheit
irgend einer Form (a, &, c) wird offenbar nach der Grosse der Zahlen a, &, c
zu beurteilen sein, und mit Eecht wird die Form (a'? &', c'} minder einfach
genannt werden als (a, 6, c), wenn a' >«,&'>>&, c' > c ist. Hierdurch ist
aber die Sache noch nicht völlig bestimmt, und bleibt es z. B. unserm
Belieben überlassen, welche der beiden Formen (17, 0, — 45), (5, 0, — 153)
wir für die einfachere halten wollen. Meistens jedoch wird es zweckmässig
sein, die fo lgende Regel zu beobachten.

I. Wenn die D e t e r m i n a n t e D nega t iv ist, so nehme man die
reducierten Formen in den einzelnen Klassen als repräsentierende Formen; wo
sich aber in derselben Klasse zwei reducierte Formen (welche dann entgegen-
gesetzt sind, Artikel 172) vorfinden, nehme man diejenige, deren mittleres
Glied positiv ist.

II. Wenn die D e t e r m i n a n t e D eine pos i t ive n ichtqua-dra-
t ische Zahl ist, entwickle man die Periode irgend einer in der gegebenen
Klasse enthaltenen reducierten Form, in welcher entweder zwei ambige Formen
vorkommen werden oder gar keine (Artikel 187).

1. Im ersteren Falle seien (A, B, C\ (Ä, J3', C') die ambigen Formen;
ferner seien die kleinsten Reste der Zahlen B, B' nach den Moduln A, A'
bezüglich Jüf, M (welche positiv genommen werden können, wenn sie nicht

D —M2 D — M'2
gleich Null sind) und schliesslich -r— =N9 -p = -ZV'- Ist dies

geschehen, so nehme man von den Formen (A, M, — N), (Ar, M', — JV7)
diejenige, welche am einfachsten zu sein scheint, als repräsentierende Form.
Bei der Entscheidung hierüber gebe man derjenigen Form, deren mittleres
Glied gleich Null ist, den Vorzug; wenn aber das mittlere Glied entweder
in jeder von beiden Formen oder in keiner gleich 0 ist, so ist diejenige,
welche das kleinere erste Glied hat, der ändern vorzuziehen, und wenn die
ersten Glieder an Grosse gleich, in ihren Vorzeichen aber verschieden sind,
so ist dem positiven Zeichen vor dem negativen der Vorzug zu geben.

2. Wenn es aber in der ganzen Periode keine ambige Form giebt, so
wähle man von sämtlichen Formen der Periode diejenige, welche ohne
Rücksicht auf das Vorzeichen das kleinste erste Glied hat, so zwar, dass,
wenn in derselben Periode zwei Formen vorkommen, in deren einer dasselbe
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erste Glied mit positivem, in deren anderer mit negativem Vorzeichen behaftet
ist, dem ersteren vor dem letzteren der Vorzug gegeben wird. Ist (A, B, C)
diese Form und leitet man aus ihr in ebenderselben Weise wie im vorigen
Falle eine andere Form (A, M, — N} her (indem man nämlich für M den

—
absolut kleinsten Best von J5 nach dem ModulJ. nimmt und N=- — -j —

setzt), so nehme man diese schliesslich als Repräsentanten.
Wenn es aber vorkäme, dass dasselbe kleinste erste Glied A mehreren

Formen der Periode gemeinsam wäre, so sind alle diese Formen in der
vorgeschriebenen Weise zu behandeln und von den entstehenden Formen
diejenige, deren mittleres Glied möglichst klein wird, als repräsentierende
Form zu nehmen.

So hat man z. B. für D = 305 unter ändern folgende Periode:
(17, 4, -17), (- 17, 13, 8), (8, 11, -23), (-23, 12, 7), (7, 16, -7),
(__7 ? 12, 23), (23, 11, —8), (—8, 13, 17), aus der man zunächst die
Form (7, 16, — 7) auswählt; aus dieser leitet man sodann die repräsen-
tierende Form (7, 2, —43) her.

III. Ist die D e t e r m i n a n t e eine pos i t ive Quadra tzah l und gleich
&2, so ermittle man die in der gegebenen Klasse enthaltene reducierte Form
(A, #, 0) und nehme diese, falls A<k ist, als repräsentierende Form; ist
aber A>>Jc, so nehme man an deren Stelle die Form (A — 2&, &, 0),
deren erstes Glied negativ, aber kleiner als Je ist.

Beispiel. Auf diese Weise zerfallen sämtliche Formen mit der
Determinante — 235 in sechzehn Klassen, deren Repräsentanten sind:
(l, 0, 235), (2, l, 118), (4, l, 59), (4, - l, 59), (5, 0, 47), (10, 5, 26),
(13, 5, 20), (13, — 5, 20) und noch acht andere, die sich von den vor-
stehenden nur durch die Vorzeichen der äusseren Glieder unterscheiden,
nämlich (— l, 0, — 235), (— 2, l, — 118), . . .

Sämtliche Formen mit der Determinante 79 zerfallen in sechs Klassen,
deren Repräsentanten sind: (l, 0, - 79), (3, l, —26), (3, —l , —26),
(-1,0, 79), (-3, l, 26), (-3, -l, 26).

224.

Durch diese Klassifikation werden daher die Formen, welche eigentlich
äquivalent sind, von den übrigen ganz und gar abgesondert. Zwei Formen
mit derselben Determinante sind äquivalent, wenn sie derselben Klasse
angehören; jede Zahl, welche durch die eine darstellbar ist, lässt sich auch
durch die andere darstellen, und wenn irgend eine Zahl M durch die erste
Form in der Weise dargestellt werden kann, dass die Unbestimmten zu
einander prime Werte haben, so wird dieselbe Zahl durch die andere Form
in derselben Weise dargestellt werden können und zwar so, dass beide
Darstellungen zu demselben Werte des Ausdrucks j/I)(mod.U) gehören.
Wenn aber zwei Formen zu verschiedenen Klassen gehören, so sind sie
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nicht eigentlich äquivalent; von der Darstellbarkeit irgend einer gegebenen
Zahl durch die eine Form lässt sich nicht auf die Darstellbarkeit derselben
Zahl durch die andere Form schliessen; im Gegenteil, wenn die Zahl M
durch die eine so dargestellt werden kann, dass die Werte der Unbestimmten
zu einander prim sind, so sind wir sofort sicher, dass es keine ähnliche
Darstellung derselben Zahl durch die andere Form giebt, welche zu dem-
selben Werte des Ausdrucks j/Z)(mod.M) gehört (Vgl. Artikel 167, 168).

Dagegen ist es jedenfalls möglich, dass zwei Formen .F, Fr aus verschie-
denen Klassen Ä", K' uneigentlich äquivalent sind, in welchem Falle jede
Form aus der einen Klasse j ede r Form aus der ändern uneigentlich äqui-
valent sein wird; jede Form aus JSThat eine ihr entgegengesetzte in K' und
die Klassen K und K' selbst sol len entgegengesetzt heissen. So ist
in dem ersten Beispiel des vorigen Artikels die dritte Klasse der Formen mit
der Determinante — 235 der vierten, die siebente der achten entgegengesetzt;
im zweiten Beispiel ist die zweite Klasse der dritten, die fünfte der sechsten
entgegengesetzt. Sind daher irgend zwei Formen aus entgegengesetzten
Klassen gegeben, so wird jede Zahl M, welche sich durch die eine darstellen
lässt, auch durch die andere dargestellt werden können, und zwar wird dies,
wenn es in der einen durch zu einander prime Werte geschieht, in der ändern
in gleicher Weise möglich sein, so zwar, dass diese beiden Darstellungen
zu entgegengesetzten Werten des Ausdrucks j/I)(mod.Jf)gehören.— Übri-
gens sind die oben angegebenen Regeln für die Auswahl der repräsentierenden
Formen derartig beschaffen, dass entgegengesetzte Klassen stets entgegen-
gesetzte repräsentierende Formen erhalten.

Schliesslich giebt es auch K lasse n, die sich selbst entgegengesetzt
sind. Wenn nämlich irgend eine Form zugleich mit der zu ihr entgegen-
gesetzten in derselben Klasse enthalten ist, so erkennt man leicht, dass
alle Formen dieser Klasse einander sowohl eigentlich als uneigentlich äqui-
valent sind, und zu jeder Form die ihr entgegengesetzte vorkommt. Dieser
Art wird jede Klasse sein, in welcher eine ambige Form enthalten ist, und
umgekehrt wird in jeder sich selbst entgegengesetzten Klasse notwendig
eine ambige Form vorkommen (Art. 163, 165), weshalb die Klasse eine
ambige Klasse genannt werden wird. So hat man unter den Klassen der
Formen mit der Determinante — 235 acht ambige Klassen, deren Repräsen-
tanten sind: (l, 0, 235), (2, l, 118), (5, 0, 47), (10, 5, 26), (— l, 0, — 235),
(— 2, l, —118), (— 5, 0, —47), (— 10, 5, — 26); unter den Klassen der
Formen mit der Determinante 79 zwei ambige, deren Repräsentanten sind
(l, 0, — 79), (— l, 0, 79). — Wenn übrigens die repräsentierenden Formen
nach unsern Regeln bestimmt sind, so kann man die ambigen Klassen ohne
Schwierigkeiten erkennen. Für eine positive nichtquadratische Determinante
wird nämlich eine ambige Klasse sicher eine ambige repräsentierende Form
erhalten (Artikel 194); für eine negative Determinante wird die repräsentie-
rende Form einer ambigen Klasse entweder selbst ambig oder derartig sein,
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dass ihre äussereii Glieder gleich sind (Artikel 172); für eine positive qua-
dratische Determinante endlich erkennt man nach Artikel 210 leicht, ob die
repräsentierende Form sich selbst uneigentlich äquivalent und somit die von
ihr repräsentierte Klasse ambig ist.

225.
Schon oben (in Artikel 175) haben wir gezeigt, dass in der Form (<?, &, c)

mit negativer Determinante die äusseren Glieder sowohl unter sich als mit
den äusseren Gliedern jeder ändern ihr äquivalenten Form dieselben Vor-
zeichen haben. Wenn« , c pos i t iv s ind , so werden wir die Form (#,&,<?)
eine positive Form nennen, und ebenso soll die ganze Klasse , in welcher
(a, &, c) enthalten ist und welche nur aus positiven Formen bestehen wird,
eine positive Klasse heissen. Andererseits wird (a, &, c) eine negative Form
und in einer negativen Klasse enthalten sein, wenn a, c nega t iv sind.
Durch eine pos i t ive Form l a s sen sich ke ine nega t iven , durch
eine nega t ive Form ke ine pos i t i ven Z a h l e n darstel len. Ist die
Form (a, b, c) der Kepräsentant irgend einer positiven Klasse, so ist die
Form (— a, &, — c) der Kepräsentant einer negativen, woraus folgt, dass
die Anzahl der positiven Klassen der Anzahl der negativen gleich ist, und
dass, sobald jene bestimmt sind, auch diese gegeben sind. Daher braucht
man bei den Un te r suchungen über F o r m e n mit nega t iver Deter-
m i n a n t e meis ten te i l s nur pos i t i ve Klassen zu b e t r a c h t e n , da
sich deren Eigenschaften leicht auf die negativen Klassen übertragen.

Ü b r i g e n s gilt diese U n t e r s c h e i d u n g einzig und allein bei
Formen mit nega t iver D e t e r m i n a n t e ; durch Formen mit positiver De-
terminante lassen sich ohne Unterschied positive und negative Zahlen dar-
stellen, ja nicht selten gehören sogar zwei Formen wie (a, &, c),
(—a, b, —c) in diesem Falle zu einer und derselben Klasse.

Einteilung der Klassen in Ordnungen.

226.
Irgend eine Form (a, b, c) nennen wir eine primitive (ursprüngliche)

Form, wenn die Z a h l e n a, &, c ke inen geme inscha f t l i chen Teiler
haben ; sonst wird sie eine derivierte oder abgeleitete Form genannt,
und zwar ist, wenn man den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen
a, &, c gleich m setzt, die Form (a, b, c) aus der u r s p r ü n g l i c h e n

Form (—, —, — ) abgelei tet . Aus dieser Definition geht sogleich hervor,\m m m/ ° 0 0 ?
dass alle Formen, deren Determinante durch keine Quadratzahl (ausser 1) teilbar
ist, notwendig ursprüngliche Formen sind. Ferner folgt aus Artikel 161, dass,
wenn in irgend einer gegebenen Klasse von Formen mit der Determinante D
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eine primitive Forin vorkommt, sämtliche Formen dieser Klasse ursprüngliche
sein werden, in welchem Falle die Klasse selbst eine ursprüngliche oder
primitive Klasse genannt werden soll. Ferner ist klar, dass, wenn irgend
eine Form F mit der Determinante D aus einer primitiven Form f mit der

Determinante —% abgeleitet ist und die Klassen, in denen die Formen F, f

respective enthalten sind, /f, Je sind, alle Formen der Klasse K aus der pri-
mitiven Klasse Je abgeleitet sein werden; in diesem Falle werden wir daher
die Klasse K selbst aus der pr imi t iven Klasse Je abgelei te t
nennen.

Wenn (a, 5, c) eine primitive Form ist, aber nicht a, c gleichzeitig
gerade sind (d. h. wenn entweder jede der beiden oder wenigstens eine un-
gerade ist), so sieht man leicht, dass nicht nur a, &, c, sondern auch a,
2b, c einen gemeinschaftlichen Teiler nicht haben können, in welchem Falle
die Form (a, &, c) eine eigentlich primitive oder e in fach eine eigent-
liche Form genannt wird. Ist aber (a, b} o) eine primitive Form und sind
die Zahlen a, c beide gerade, so werden offenbar die Zahlen a, 2b, c den
gemeinschaftlichen Teiler 2 haben (der zugleich der grösste sein wird), und
soll dann (a, &, c) eine uneigentlich primitive ode r einfach eine un-
eigentliche Form heissen. *) In diesem Falle ist b notwendig ungerade
(denn sonst würde (a, &, c) keine primitive Form sein); daher ist b2~l
(mod. 4) und somit, da ac durch 4 teilbar ist, die Determinante b2— ac
= l (mod. 4). Uneigentliche Formen giebt es daher nur für eine Determi-
nante von der Form 4n -f-1, falls sie positiv, oder von der Form —(4n -f- 3),
falls sie negativ ist. — Aus Artikel 161 aber ist ersichtlich, dass, wenn
sich in irgend einer gegebenen Klasse eine eigentlich primitive Form findet,
alle Formen dieser Klasse eigentlich primitiv sind, dass dagegen eine Klasse,
welche eine uneigentlich primitive Form enthält, aus lauter uneigentlich
primitiven Formen besteht. Daher wird die Klasse selbst im ersten
Falle eine eigentlich primitive Klasse o d e r e infach eine eigentliche
Klasse, im l e t z t en Falle eine uneigentlich primitive Klasse oder eine
uneigentliche Klasse genannt. So sind z. B. unter den positiven Klassen
der Formen mit der Determinante —235 sechs eigentliche Klassen, nämlich
diejenigen, deren Eepräsentanten sind: (l, 0, 235), (4, l, 59), (4, —l, 59),
(5, 0, 47), (13, 5, 20), (13, —5, 20), und ebenso viele giebt es unter den
negativen Klassen. Zwei aber sind in beiden uueigentliche Klassen. — Die
Klassen der Formen mit der Determinante 79 (als einer Zahl von der Form
&n -\- 3) sind sämtlich eigentliche Klassen.

*) Wir haben diese Ausdrücke „eigentlich" und „uneigentlich" hier deshalb ge-
wählt, weil keine passenderen zur Hand waren; wir merken dies an, damit nicht Je-
mand zwischen dieser Bezeichnung und der von Artikel 157 ab gebrauchten einen
verborgenen Zusammenhang suche, der nicht existiert. Übrigens ist eine Zwei-
deutigkeit hieraus sicher nicht zu befürchten.
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Wenn die Form (a, &, c) abgeleitet ist und zwar aus der primitiven

Form (—, —, —), so kann diese entweder eigentlich oder uneigentlich pri-
\Wl Iftl/ YVl /

mitiv sein. In dem ersten Falle ist m auch grösster gemeinschaftlicher
Teiler der Zahlen a, 2&, c; im letzteren Falle wird der grösste gemeinschaft-
liche Teiler dieser Zahlen gleich 2m sein. Hierdurch wird die Unterschei-
dung zwischen einer aus einer e igent l ich pr imit iven Form abge-
le i te ten Form und einer aus e iner une igen t l i ch pr imit iven Form
abgelei te ten Form und ebenso (da sich nach Artikel 161 alle Formen
derselben Klasse in dieser Beziehung gleich verhalten) zwischen einer aus
einer e igent l ich p r imi t i ven Klasse abge le i t e t en K la s se und einer
aus e iner une igen t l i ch p r i m i t i v e n Klasse abge le i te ten Klasse
verständlich.

Durch diese Unterscheidungen haben wir das erste Fundament erlangt,
auf welchem wir die E i n t e i l u n g aller Klassen der Formen mit gegebener
Determinante in v e r s c h i e d e n e Ordnungen aufbauen können. Zwei
Klassen , deren Eepräsentanten die Formen (#, &, c), (#', Z/, c') sind, rechnen
wir zu derselben O r d n u n g , wenn s o w o h l die Zahlen a, fr, c denselben
grössten gemeinschaftlichen Teiler haben wie a', &', c', als auch die Zahlen
a, 2&, c denselben grössten gemeinschaftlichen Teiler wie a', 26', c'. Wenn
aber die eine oder die andere oder auch jede der beiden Bedingungen nicht
stattfindet, so rechnen wir die Klassen zu v e r s c h i e d e n e n O r d n u n g e n .
Hieraus geht sogleich hervor, dass alle eigentlich primitiven Klassen eine
Ordnung, alle uneigentlich primitiven Klassen eine andere Ordnung bilden.
Ist m2 eine Quadratzahl, welche in der Determinante D aufgeht, so werden

die aus den eigentlich primitiven Klassen mit der Determinante —^ ab-

geleiteten Klassen eine besondere Ordnung, die aus den uneigentlich pri-

mitiven Klassen mit der Determinante —^ abgeleiteten eine andere Ordnung

bilden u. s. w. Wenn zufällig D durch keine Quadratzahl (ausser 1) teilbar ist,
so wird es Ordnungen von abgeleiteten Klassen nicht geben, und somit wird es
entweder nur eine Ordnung (wenn D = 2 oder 3 nach dem Modul 4 ist),
nämlich die Ordnung der eigentlich primitiven Klassen, oder zwei Ordnungen
(wenn D = l (mod. 4)) geben, nämlich die Ordnung der eigentlich primitiven
und die Ordnung der uneigentlich primitiven Klassen. Nach den Prinzipien
der Combinationslehre begründet man ohne Schwierigkeit die folgende
allgemeine Regel: Wenn man D = D'- 22|VWT . . . setzt, so dass D'
keinen quadratischen Factor enthält und a, &, c, . . . von einander verschiedene
ungerade Primzahlen sind (auf diese Form lässt sich jede Zahl bringen,
wenn man JJL = 0, wenn D nicht durch 4 teilbar ist, und a, ß, 7, ... sämtlich
gleich 0 setzt oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn man die Factoren
a2cc, &2ß, c2Y, ... weglässt, falls D durch keine ungerade Quadratzahl teilbar
ist), so hat man
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entweder
(|x4- l)(a-H) (ß 4-l)Cy 4-1). ..Ordnungen, falls nämlich D'=2 oder 3(mod.4)ist,
oder
(JJL-f-2)(a+l) (ß+1)(7+1)... Ordnungen, falls nämlich D'= l (mod. 4) ist.

Den Beweis dieser Eegel unterdrücken wir jedoch, da er weder schwierig
noch hier allzu notwendig ist.

1. Beispiel. Für D = 45 = 5 • 32 hat man sechs Klassen, deren Eeprä-
sentanten sind: (l, 0, —45), (—l, 0, 45), (2, l, —22), (—2, l, 22), (3, 0, —15),
(6,3,—6). Diese zerfallen in vier Ordnungen; die erste Ordnung wird
nämlich die beiden eigentlichen Klassen umfassen, deren Repräsentanten
(1,0 ,—45) und (—1,0,45) sind; die zweite Ordnung wird die beiden
uneigentlichen Klassen, deren Repräsentanten (2, l, — 22) und (—2, l, 22)
sind, enthalten; die dritte Ordnung enthält nur die eine aus der eigentlichen
Klasse mit der Determinante 5 abgeleitete Klasse, deren Repräsentant
(3,0,— 15) ist, und die vierte Ordnung endlich besteht aus der einen aus
der uneigentlichen Klasse mit der Determinante 5 abgeleiteten Klasse, deren
Repräsentant (6, 3, — 6) ist.

2. Beispiel. Die positiven Klassen mit der Determinante — 99 =
— 11 • 32 zerfallen in vier Ordnungen: Die erste Ordnung umfasst folgende
eigentlich primitive Klassen*): (l, 0, 99), (4, l, 25), (4, — l , 25),
(5, l, 20), (5, — l , 20), (9, 0, 11); die zweite Ordnung enthält die
uneigentlichen Klassen (2, l, 50), (10, l, 10); die dritte Ordnung die aus
den eigentlichen Klassen mit der Determinante —11 abgeleiteten Klassen
(3, 0, 33), (9, 3, 12), (9, —3, 12); die vierte Ordnung eine einzige aus
der uneigentlichen Klasse mit der Determinante —11 abgeleitete Klasse
(6, 3, 18). — Die negativen Klassen dieser Determinante lassen sich in
genau derselben Weise in Ordnungen verteilen.

Wir bemerken, dass en tgegengese t z t e Klassen stets zu der-
se lben Ordnung gehören, ein Satz, dessen Grund ohne Schwierigkeit
ersichtlich ist,

227.
Von diesen verschiedenen Ordnungen verdient besonders die O r d n u n g

der e igent l ich p r imi t i ven Klassen die g röss te Beachtung. Denn
die einzelnen abgeleiteten Klassen entstehen aus gewissen primitiven Klassen
(mit kleinerer Determinante), aus deren Betrachtung das auf jene Bezügliche
häufig von selbst sich ergiebt. Unten werden wir aber zeigen, dass jede
uneigentlich primitive Klasse entweder einer einzigen eigentlich primitiven
Klasse oder dreien (mit derselben Determinante) geWissermassen associiert
ist. Ferner kann man bei negativen Determinanten die negativen Klassen
bei Seite lassen, da den einzelnen derselben stets gewisse positive Klassen

*) Indem man der Kürze wegen die Repräsentanten für die Klassen selbst, die
sie repräsentieren, anwendet.
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entsprechen. Um nun die Natur der eigentlich primitiven Klassen tiefer zu
durchdringen, werden wir vor Allem einen gewissen wesentlichen Unter-
schied darlegen, nach welchem die ganze Ordnung der eigentlichen Klassen
in mehrere Geschlechter geteilt werden kann. Da wir diesen sehr wichtigen
Gegenstand bisher noch nicht berührt haben, müssen wir die Sache ganz
von vorn anfangen.

Teilung der Ordnungen in Geschlechter,
228.

Satz. Durch i rgend eine e igent l ich primit ive Form F lassen
sich unend l i ch v ie le Zah len dars te l len , welche durch i r g e n d
eine gegebene P r i m z a h l ^ nicht tei lbar sind.

Beweis. Wenn die Form F = ax2 + %bxy -f cy2 ist, so kann offenbar
p nicht in allen drei Zahlen a, 2ö, c gleichzeitig aufgehen. Wenn nun a
durch p nicht teilbar ist, so ist klar, dass, wenn für x irgend eine durch
p nicht teilbare, für y aber eine durch p teilbare Zahl genommen wird,
der Wert der Form F nicht durch p teilbar ist; ist aber c durch p nicht
teilbar, so erreicht man dasselbe, wenn man x einen durch p teilbaren und
y einen durch p nicht teilbaren Wert beilegt; sind endlich a und c durch
p teilbar, also 2& nicht durch p teilbar, so wird die Form F einen durch
p nicht teilbaren Wert annehmen, wenn man sowohl x als y durch p nicht
teilbare Werte beilegt.

Offenbar wird der Satz auch für uneigentlich primitive Formen gelten,
wofern nur nicht p = 2 ist.

Da mehrere 'derartige Bedingungen zu gleicher Zeit bestehen können,
dass nämlich dieselbe Zahl durch gewisse gegebene Primzahlen teilbar,
durch andere nicht teilbar sein soll (vgl. Artikel 32), so sieht man leicht,
dass die Zahlen #, y auf unendlich viele Arten derart bestimmt werden
können, dass die primitive Form ax2 4- %bxy H- cy2 einen Wert erhält, der
durch beliebig viele gegebene Primzahlen nicht teilbar ist, von denen einzig
und allein die Zahl 2 auszuschliessen ist, wenn die Form uneigentlich pri-
mitiv ist. Hieraus geht hervor, dass der Satz a l l g e m e i n e r fo lgende r -
massen ausgesp rochen werden kann: D u r c h eine be l ieb ige
pr imi t ive Form k ö n n e n u n e n d l i c h viele Zah len darges te l l t
werden , we lche zu i rgend e iner g e g e b e n e n ( u n g e r a d e n Zahl,
w e n n die Form une igen t l i ch p r imi t iv ist) Zahl prim sind.

229.
Satz. Ist F e ine pr imi t ive Form mit der De te rminan te D

und p e ine in D a u f g e h e n d e Primzahl , so st immen die durch p
nicht t e i l ba r en Z a h l e n , we lche durch die Form F da rges te l l t
werden k ö n n e n , dar in übere in , dass s ie en tweder sämt l ich qua-
dra t i sche Beste oder sämt l ich quadra t i sche N i c h t r e s t e v o n j ? s i n d .

Beweis. Ist F = (a, &, c) und sind ferner m, m' irgend zwei durch
p nicht teilbare Zahlen, welche sich durch die Form F darstellen lassen,
nämlich:

m = ag2 4- Mgh -h ch\ m' = ag'2 -f- Zbg'h' 4- cti2,
so ist:

mm' = \agg' + l (ghf + Jig'} 4- chhj - D (gV - hg')2;

mithin ist mm' einem Quadrate nach dem Modul D und daher auch nach
dem Modul p congruent, d. h. mm' ist quadratischer Rest von p. Hieraus
folgt, dass entweder jede der beiden Zahlen m, m' quadratischer Rest oder
jede quadratischer Nichtrest von p ist.

Auf ähnliche Weise beweist man, dass, wenn die Determinante D durch
4 teilbar ist, die durch F darstellbaren ungeraden Zahlen entweder sämt-
lich = l oder sämtlich = 3 (mod. 4) sind. Denn in diesem Falle ist das
Product aus zwei solchen Zahlen stets quadratischer Rest von 4 und daher = l
(mod. 4); daher ist entweder jede der beiden = l oder jede der beiden = 3.

Wenn endlich D durch 8 teilbar ist, so ist das Product aus zwei be-
liebigen ungeraden Zahlen, welche durch F dargestellt werden können,
quadratischer Rest von 8 und somit = l (mod. 8). Daher sind in diesem
Falle die durch F darstellbaren ungeraden Zahlen entweder sämtlich = l
oder sämtlich = 3 oder sämtlich = 5 oder sämtlich = 7 (mod. 8).

So werden z. B., da die Zahl 10, welche Nichtrest von 7 ist, durch die
Form (10, 3, 17) dargestellt werden kann, alle durch 7 nicht teilbaren
Zahlen, welche sich durch jene Form darstellen lassen, Nichtreste von 7
sein. — Da — 3 durch die Form (—3,1,49) darstellbar und = l (mod. 4)
ist, so werden sich alle durch diese Form darstellbaren ungeraden Zahlen
in derselben Weise verhalten.

Übrigens würden wir, wenn es zum gegenwärtigen Zwecke notwendig
wäre, leicht beweisen können, dass die durch F darstellbaren Zahlen zu
keiner in D nicht aufgehenden Primzahl in einer derartigen festen Beziehung
stehen, dass vielmehr ohne Unterschied sowohl Reste wie Nichtreste einer
jeden in D nicht aufgehenden Primzahl durch die Form F dargestellt
werden können. Dagegen findet hinsichtlich der Zahlen 4 und 8 etwas
Analoges auch in ändern Fällen statt, was wir nicht übergehen dürfen.

I. Wenn die De te rminan te D der pr imi t iven Form F congruen t
3 (mod. 4) ist, so w e r d e n die durch die Form ^dars te l lbaren un-
geraden Zahlen en twede r sämtl ich = l oder sämtl ich = 3 (mod. 4)
sein. Sind nämlich m, m' zwei durch die Form F darstellbare Zahlen, so
lässt sich das Product mm' in derselben Weise wie oben auf die Form
p2—Dg2 bringen. Wenn daher jede der beiden Zahlen m, m' ungerade ist,
so muss notwendig die eine der beiden Zahlen p, q gerade, die ändern un-
gerade und daher von den beiden Quadraten p2, q2 das eine ^= 0, das andere
^1 (mod. 4) sein. Hieraus folgt leicht, dass sicher p2—Dq2~\ (mod. 4)
ist und daher die Zahlen m, m' entweder beide = l oder beide = 3 (mod. 4)
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sind. So lassen sich z. B. durch die Form (10, 3, 17) andere ungerade
Zahlen, als solche von der Form 4n 4-1, nicht darstellen.

II. Wenn die Determinante!) der primit iven Form JFcongruent
2 (mod. 8) ist, so werden die du rch F da r s t e l lba ren ungeraden
Zahlen en twede r sämtlich teils = l, teils = 7, oder sämtl ich teils
= 3, teils = 5 (mod. 8) sein. Denn es seien w, m' zwei durch F dar-
stellbare ungerade Zahlen, deren Product mm' sich somit auf die Form
p2 — Dq* bringen lässt. Wenn daher beide Zahlen m, m' ungerade sind,
so muss notwendig p ungerade (weil D gerade ist) und daher p2 — l (mod. 8)
sein; <f aber ist entweder ^0 oder = l oder =4 und somit Dq2 entweder
= 0 oder = 2. Hiernach wird mm' =p2— Dg2 entweder = l oder = 7
(mod. 8). Wenn also m entweder = l oder = 7 ist, wird auch m' entweder
= l oder = 7 sein, und ist m entweder = 3 oder = 5, so wird auch m1 ent-
weder = 3 oder = 5 sein. So sind z. B. alle durch die Form (3, l, 5) dar-
stellbaren ungeraden Zahlen entweder = 3 oder = 5 (mod. 8), und keine
Zahl von der Form Sn -f- l oder Sn -f- 7 lässt sich durch jene Form dar-
stellen.

III. Wenn d i e D e t e r m i n a n t e D d e r p r imi t ivenForm.Fcongruen t
6 (mod. 8) ist, so lassen sich durch diese Form ungerade Zahlen
entweder nur von solcher Art, welche =1 und = 3 (mod. 8)
oder nur von solcher Art, welche =5 und ^7 (mod. 8) sind,
darstellen. Den Beweis, der dem vorigen (in II) vollkommen analog
ist, wird jeder ohne Mühe entwickeln können. — So können z. B. durch
die Form (5, l, 7) nur solche ungerade Zahlen dargestellt werden, welche
entweder = 5 oder = 7 (mod. 8) sind.

230.
Demnach werden alle Zahlen, welche durch eine gegebene primitive

Form F mit der Determinante D dargestellt werden können, zu den
einzelnen Primteilern von D (durch die sie nämlich nicht selbst teilbar
sind) eine ganz bestimmte Beziehung haben; die ungeraden Zahlen aber,
welche sich durch F darstellen lassen, werden in gewissen Fällen auch zu
den Zahlen 4 und 8 eine feste Beziehung haben, nämlich zu 4, so oft D
entweder = 0 oder = 3 (mod. 4) ist, and zu 8, so oft D entweder = 0 oder
= 2 oder = 6 (mod. 8) ist.*) Eine derar t ige Bez iehung zu diesen
einzelnen Zahlen w e r d e n wir den Character o d e r Specialcharacter
der Form .F n e n n e n und dieselbe auf folgende Weise ausdrücken: Wenn
nur quadratische Beste der Primzahl p durch die Form F dargestellt
werden können, werden wir ihr den Character Bp, im entgegengesetzten
Falle den Character Np beilegen; analog werden wir 1,4 schreiben, wenn
durch die Form F keine ändern ungeraden Zahlen dargestellt werden

*) Für die durch 8 teilbaren Determinanten kann man von der Beziehung zu
4 absehen, da sie in diesem Falle schon unter der Beziehung zu 8 enthalten ist.

können als solche, welche = l (mod. 4) sind, woraus sogleich hervorgeht,
welche Charactere durch die Bezeichnungen 3, 4; l, 8; 3, 8; 5, 8; 7, 8
ausgedrückt werden. Schliesslich werden wir den Formen, durch welche
nur solche ungerade Zahlen dargestellt werden können, welche nach dem
Modul 8 entweder =1 oder — 7 sind, den Character l u. 7, 8 beilegen,
woraus sich die Bedeutung der Charactere: 3 u. 5, 8; l u. 3, 8; 5 u. 7, 9
von selbst ergiebt.

Die e inzelnen Charac tere einer g e g e b e n e n primitiven Form
(a,b,c) mit der D e t e r m i n a n t e D lassen sich stets wenigstens aus
einer der Zahlen a, c (welche offenbar beide durch jene Form darstellbar
sind) e rkennen . Denn so oft p ein Primteiler von D ist, wird sicher eine der
Zahlen «, c durch p nicht teilbar sein; denn wenn beide durch p teilbar wären,
würde p auch in b2 (= D -f- ac) und somit auch in & aufgehen, d. h. die Form
(a, &, c) würde nicht primitiv sein. In analoger Weise würde in denjenigen
Fällen, in welchen die Form (a, ö, c) zur Zahl 4 oder 8 eine feste Be-
ziehung hat, sicher mindestens eine der Zahlen a, c ungerade sein, woraus
somit jene Beziehung erkannt werden kann. So ergiebt sich z. B. für die
Form (7, 0, 23) in Bezug auf die Zahl 23 aus der Zahl 7 der Character
JV23; in Bezug auf die Zahl 7 erhält man für dieselbe Form aus der
Zahl 23 den Character Hl; endlich kann der Character dieser Form in
Bezug auf die Zahl 4, nämlich 3, 4, sowohl aus der Zahl 7 als auch aus
der Zahl 23 erhalten werden.

Da sämtliche Zahlen, welche durch irgend eine in der Klasse K ent-
haltene Form F dargestellt werden können, auch durch jede andere Form
dieser Klasse darstellbar sind, so werden offenbar die einzelnen Charactere
der Form F auch allen übrigen Formen dieser Klasse zukommen, weshalb
man jene als Charactere der ganzen Klasse betrachten darf. Demnach lassen
sich die einzelnen Charactere jeder beliebigen gegebenen primitiven Klasse
aus der sie repräsentierenden Form erkennen. Entgegengesetzte Klassen
werden stets sämtliche Charactere gemeinsam haben.

231.

Die Gesamthei t aller Spec ia lcharac te re einer gegebenen
Form oder Klasse bi ldet den Totalcharacter d ieser Form oder
Klasse. So ist z. B. der Totalcharacter der Form (10, 3, 17) oder der
ganzen durch sie repräsentierten Klasse: l, 4; JV7; ^23. In ähnlicher
Weise ist der Totalcharacter der Form (7, — l , 17): 7, 8; JB3; JV5;
denn der Specialcharacter 3, 4 ist in diesem Falle wegzulassen, da er
bereits in dem Character 7, 8 enthalten ist. — Hierauf gründen wir die
Eintei lung der ganzen O r d n u n g der eigentlich pr imi t iven (falls
die Determinante negativ ist, positiven) Klassen mit gegebener
De te rminan te in mehrere versch iedene Geschlechter, indem wir alle
Klassen, welche denselben Totalcharacter haben, zu demselben Geschlechte,
diejenigen aber, deren Totalcharactere verschieden sind, zu verschiedenen
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Geschlechtern rechnen. Den einzelnen Geschlechtern aber legen wir die-
jenigen Totalcharactere bei, welche die in ihnen enthaltenen Klassen haben.
So erhält man z. B. für die Determinante — 161 sechzehn eigentlich primi-
tive positive Klassen, welche sich in folgender Weise auf vier Geschlechter
verteilen:

Character:
l, 4; £7; £23
l, 4; #7; #23
3, 4; £7; #23
3, 4; #7; £23

Eepräsentierende Formen der Klassen:
(l, 0, 161), ( 2, l, 81), ( 9, l, 18), ( 9, -l, 18)
(5, 2, 33), ( 5, -2, 33), (10, 3, 17), (10, -3, 17)
(7, 0, 23), (11, 2, 15), (11, -2, 15), (14, 7, 15)
(3, l, 54), ( 3, -l, 54), ( 6, l, 27), ( 6, -l, 27).

Hins icht l ich der A n z a h l der v e r s c h i e d e n e n Tota lcharac tere ,
so weit sie nämlich a priori möglich sind, möge man sich Folgendes
merken :

I. Wenn die De t e rminan t e durch 8 tei lbar ist, so sind in Bezug
auf die Zahl 8 vier verschiedene Specialcharactere möglich; die Zahl 4
liefert keinen Specialcharacter (Anmerk. zum vorigen Artikel). Ausserdem
giebt es in Bezug auf die einzelnen ungeraden Primteiler von D je zwei
Charactere. Ist daher die Anzahl jener gleich m, so wird es im Ganzen
2w4"2 verschiedene Totalcharactere geben (wo m = Q zu setzen ist, wenn
D eine Potenz von 2 ist).

II. Ist die D e t e r m i n a n t e D n ich t d u r c h 8 te i lbar , aber durch
4 und a u s s e r d e m durch m unge rade P r i m z a h l e n , so hat man im
Ganzen 2™+1 verschiedene Totalcharactere.

III. Ist die D e t e r m i n a n t e Z) gerade, aber nicht durch 4 tei lbar ,
so ist sie entweder = 2 oder ~ 6 (mod. 8). Im ersten Falle giebt es zwei
Specialcharactere hinsichtlich der Zahl 8, nämlich l u. 7, 8 und 3 u. 5, 8;
im letzteren Falle ebensoviele. Setzt man daher die Anzahl der ungeraden
Primteiler von D gleich m, so hat man im Ganzen 2^H~1-) verschiedene To-
talcharactere.

IV. Ist Z> ungerade , so ist sie entweder = l oder =3 (mod. 4). Im
letzteren Falle giebt es hinsichtlich der Zahl 4 zwei verschiedene Charactere,
während im ersteren Falle eine solche Beziehung in den Totalenaracter
nicht eintritt. Bezeichnet daher m dasselbe wie vorher, so giebt es im er-
steren Falle 2W, im letzeren 2m+1 verschiedene Totalcharactere.

Indessen ist wohl zu beachten, dass hieraus keineswegs folgt, dass es
in Wirklichkeit ebensoviele Geschlechter gebe, als verschiedene Charactere
von vornherein möglich sind. In unserm Beispiel entsprechen nur der
Hälfte von diesen wirklich Klassen oder Geschlechter, während es keine po-
sitiven Klassen giebt, denen die Charactere l, 4; £7; #23 oder l, 4; #7,
£23 oder 3, 4; £7; £23 oder 3, 4; #7; #23 zukommen. Über diesen
sehr wichtigen Gegenstand wird unten weitläufiger gehandelt werden.

Die Form (l, 0, —D), welche ohne Zweifel unter allen Formen mit
der Determinante D für die einfachste zu halten ist, werden wir fortan
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Hauptform, die gesamte Klasse, in welcher jene Form vorkommt, Haupt-
klasse und schliesslich das ganze Geschlecht, in welchem die Hauptklasse
enthalten ist, Hauptgeschlecht nennen. Man muss daher wohl unterschei-
den zwischen einer Hauptform, einer Form aus einer Hauptklasse und einer
Form aus einem Hauptgeschlecht; ebenso zwischen einer Hauptklasse und
einer Klasse aus einem Hauptgeschlecht. Dieser Benennungen werden wir
uns stets bedienen, auch wenn es zufällig für irgend eine Determinante an-
dere Klassen ausser der Hauptklasse oder andere Geschlechter ausser dem
Hauptgeschlecht nicht giebt, wie dies z. B. meistens der Fall ist, wenn D
eine positive Primzahl von der Form 4n -f-1 ist.

232.
Obwohl das, was über die Charactere der Formen entwickelt worden

ist, zunächst nur zu dem Zwecke angeführt wurde, um die Untereinteilung
der posi t iven eigentl ich pr imi t iven Ordnung darauf zu gründen, so
steht doch nichts im Wege, dasselbe auch auf negative oder auf uneigent-
lich primitive Formen und Klassen auszudehnen und sowohl die positive
uneigentlich primitive Ordnung als auch die negative eigentlich primitive
Ordnung, als auch die negative uneigentlich primitive Ordnung nach dem-
selben Prinzipe in Geschlechter einzuteilen. So kann z. B., nachdem die
eigentlich primitive Ordnung der Formen mit der Determinante 145 in die
beiden folgenden Geschlechter geteilt ist:

£5, £29 (l, 0, —145), (5, 0, — 29)
JV5, #29 (3, l, - 48), (3,-l, -48),

auch die uneigentlich primitive Ordnung in gleicher Weise in die beiden
Geschlechter geteilt worden:

£5, (4, l, -36), (4,-l, -36)
(2, l, -72), (10, 5, -12);

oder, ebenso wie die positiven Klassen der Formen mit der Determinante
—129 in die vier Geschlechter zerfallen:

1,4; £3; £43
1,4; #3; #43
3,4; £3; #43
3,4; #4; £43

(1,0, 129), (10, l, 13), (10, -l, 13)
(2, l, 65), ( 5, l, 26), (5 , -l, 26)
(3, 0, 43), ( 7, 2, 19), ( 7, -2, 19)
(6, 3, 23), (11, 5, 14), (11, -5, 14),

so scheiden sich auch die negativen Klassen in die vier Geschlechter:

3,4; #3; #43 (— l, 0, — 129), (— 10, l, — 13), (— 10, — l, — 13)
3,4; £3; £43 (—2, l, — 65), (— 5, l, —26), (— 5, —l , —26)
1,4; #3; £43 (-3, 0, - 43), (- 7, 2, -19), (- 7, -2, -19)
1,4; £3; #43 (—6, 3, — 23), (—11, 5, —14), (- 11, —5, —14).

Da jedoch das System der negativen Klassen dem System der positiven
Klassen stets ebenso ähnlich ist, dürfte es in den meisten Fällen überflüssig
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sein, jenes noch besonders aufzustellen. Wie man aber eine uneigentlich
primitive Ordnung auf eine eigentlich primitive zurückführen kann, werden
wir später zeigen.

Was schliesslich die abgeleiteten Ordnungen betrifft, so sind für die
Untereinteilung derselben neue Eegeln nicht erforderlich. Denn da jede
abgeleitete Ordnung aus irgend einer primitiven Ordnung (von kleinerer
Determinante) entsteht, und die einzelnen Klassen jener sich von selbst
nach den einzelnen Klassen dieser richten, so kann offenbar die Unter-
einteilung einer abgeleiteten Ordnung aus der Untereinteilung der primitiven
Ordnung hergeleitet werden.

233.

Wenn die (primitive) Form F= (a, &,c) derart beschaffen ist, dass sich zwei
Zahlen g, h finden lassen, für welche g2 = a, gh = b,h2~c nach einem gege-
benenModulm wird, so we rden wir j ene Form den quadrat ischen Eest

der Zahl m einen Wert des Ausdrucks j/a#2-f- 'Zbxy -\-cyp

(mod. m) oder kürzer (g, h) einen Wert des Ausdrucks j/(a, &, c) oder

|/2^(mod. m) nennen. Allgemeiner werden wir, wenn der zum Modul m

prime Multiplikator M von solcher Beschaffenheit ist, dass

g2 = aM, gh = bM, h2 = cM (mo&. m)

gemacht werden kann, sagen, es sei M x (a, &, c) oder MF quadratischer

Eest von m und (g, ti) ein Wert des Ausdrucks j/lf(a, &, c) oder

|/J£F(mod. m). So ist z. B. die Form (3, l, 54) quadratischer Eest von

23 und (7, 10) ein Wert des Ausdrucks j/(3, l, 54) (mod. 23); analog ist

(2, — 4) ein Wert des Ausdrucks j/5(10, 3, 17) (mod. 23). Der Nutzen
dieser Definitionen wird später gezeigt werden; hier wollen wir nur die
folgenden Sätze anführen.

I. Ist M (a, &, c) quadratischer Eest der Zahl m, so wird diese in der
Determinante der Form (a, &, c) aufgehen. Denn wenn (#, li) ein Wert

des Ausdrucks j/Jf(a, &, c)(mod. m) oder

ist, so wird &2If2 — acM2 = Q oder (62 — ac)M2 durch m teilbar sein. Da
aber M prim zu m vorausgesetzt ist, so wird auch l2 — ac durch m
teilbar sein.

II. Ist M(a, &, c) quadratischer Eest von m und m entweder eine
Primzahl oder die Potenz einer Primzahl, etwa gleich p>-, so wird der
Specialcharacter der Form (a, 6, c) in Bezug auf die Zahl p entweder Ep
oder Np sein , je nachdem M Eest oder Nichtrest von p ist. Dies folgt
sogleich daraus, dass sowohl aM als auch cM quadratischer Eest von m
oder von p und mindestens eine der Zahlen a, c nicht durch p teilbar ist
(Artikel 230).
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In analoger Weise ist, wenn m = 4 ist (während das übrige ungeändert
bleibt), entweder 1,4 oder 3,4 der Specialcharacter der Form (a, b, c), je
nachdem M = l oder ^3 ist; ferner ist, wenn m = $ oder eine höhere
Potenz von 2 ist, 1,8; 3, 8; 5,8; 7,8 der Specialcharacter der Form (a, &, c),
je nachdem respective Jf=l; 3; 5; 7 (mod. 8) ist.

III. Umgekehrt, wenn m eine Primzahl oder die Potenz einer ungeraden
Primzahl, z. B. ̂ , ist, welche in der Determinante b2— ac aufgeht, und
ferner M entweder Eest oder Nichtrest von p ist, je nachdem der Character
der Form (a, &, c) in Bezug auf p bezüglich Ep oder Np ist, so wird
M (a, fr, c) quadratischer Eest von m sein. Denn wenn a durch p nicht
teilbar ist, so wird aM Eest von p und daher auch von m\ wenn daher g

ein Wert des Ausdrucks -JaM. (mod. ni), h der Wert des Ausdrucks
by
— (mod. m) ist, so wird g2 =

endlich

ih = bg und daher:

agli = bg2 = a&2lf und #Ä = &lf,

aÄ2 = ̂  = b2M = b2M — (b2 — ac)^ = acJf

und somit Ä2 = elf, d. h. (#, Ä) ist ein Wert des Ausdrucks j/Jf (a, &, o).
Wenn aber a durch m teilbar ist, so ist es sicher c nicht; hieraus ist leicht
ersichtlich, dass man zu demselben Eesultat kommt, wenn man für h einen

Wert des Ausdrucks j/cJHf (mod. m), für g den Wert des Ausdrucks —

(mod. m*) nimmt.
In analoger Weise beweist man, dass, wenn m = 4 ist und in b2 — ac

aufgeht und wenn ferner M entweder =1 oder =3 angenommen wird, je
nachdem l, 4 oder 3, 4 der Specialcharacter der Form (a, 6, c) ist, M (a, 6,c)
quadratischer Eest von m sein wird. Ebenso auch, wenn m = 8 oder eine
höhere Potenz von 2 ist, durch welche b2 — ac teilbar ist, wenn ferner
M=l; 3; 5; 7 (mod. 8) angenommen wird, je nachdem es der Special-
character der Form (a, &, c) in Bezug auf die Zahl 8 erfordert, dass M (a, &, c)
quadratischer Eest von m ist.

IV. Wenn die Determinante der Form (a, &, c) gleich D und M (a, 5, c)
quadratischer Eest von D ist, so lassen sich sämtliche Specialcharactere der
Form (a, &, c) sowohl in Bezug auf die einzelnen ungeraden Primteiler von D,
als auch in Bezug auf die Zahl 4 oder die Zahl 8 (wenn sie in D aufgehen)
aus der Zahl M sogleich erkennen. So sind z. B., da 3 (20,10,27) quadra-

tischer Eest von 440, nämlich (150,9) ein Wert des Ausdrucks j/3 (20,10,27)
(mod. 440) und 3JV5, 3 jßll ist, die Charactere der Form (20,10,27) die
folgenden: 3, 8; N5; B11. Nur die Specialcharactere hinsichtlich der
Zahlen 4 und 8 haben, sobald diese nicht in der Determinante aufgehen,
keinen notwendigen Zusammenhang mit der Zahl M.

V. Umgekehrt, wenn die zu D prime Zahl M sämtliche Special-
charactere der Form (a, &, c) in sich enthält (mit Ausnahme der Charactere
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in Bezug auf die Zahlen 4 und 8, falls sie nicht in D aufgehen), so wird
M (0, ö, c) quadratischer Rest von D sein. Denn aus III ergiebt sich, dass,
wenn die Zahl D auf die Form ± J.aJ5ß(7T . . . gebracht wird, so dass ^L, J5, 0, . . .
verschiedene Primzahlen sind, M(a^c) quadratischer Rest der einzelnen
Zahlen ^a, J5ß, CT, . . . ist. Wenn daher (3l, 3l;) ein Wert des Ausdrucks

|/Jf (a,&, c) nach dem Modul J", (33, 33') ein Wert desselben Ausdrucks

nach dem Modul JBß, (6, 6') einer nach dem Modul 0T, u. s. w. ist,
und die Zahlen #, h so bestimmt werden, dass g = 3t, 33, S, . . . , Ä= 3T, 33', 6', . . .
nach den Moduln J", J5^, CT, .. . respective ist (Artikel 32), so sieht man
leicht, dass g^=aM, gh=bM^ h2=cM nach sämtlichen Moduln ̂ a, J5ß, 0T, . . .
ist und daher auch nach dem Modul D, welcher das Product aus jenen ist.

VI. Aus diesen Gründen werden derartige Zahlen wie M die
characteristischen Zahlen der Form (a, &, c) genannt, und können nach V.
mehrere derartige Zahlen ohne Schwierigkeit gefunden werden, sobald sämt-
liche Specialcharactere dieser Form ermittelt sind; die einfachsten von
ihnen lassen sich meistens am leichtesten durch Probieren finden. Offenbar
werden, wenn M eine characteristische Zahl einer gegebenen primitiven
Form mit der Determinante D ist, alle Zahlen, welche M nach dem Modul
D congruent sind, characteristische Zahlen derselben Form sein; ferner
haben die Formen in derselben Klasse oder auch die in verschiedenen
Klassen desselben Geschlechts enthaltenen dieselben characteristischen
Zahlen, weshalb jede characteristische Zahl einer gegebenen Form auch der
ganzen Klasse und dem ganzen Geschlecht beigelegt werden kann; endlich
ist l stets die characteristische Zahl einer Hauptform, Hauptklasse und
eines Hauptgeschlechts oder jede Form aus einem Hauptgeschlecht quadra-
tischer Rest von ihrer Determinante.

VII. Ist (g, Ji) ein Wert des Ausdrucks , &, c) (mod. m) und g'^g,
h' = h (mod. m), so ist auch (g', h') ein Wert desselben Ausdrucks. Der-
artige Werte können als äquivalent betrachtet werden; sind dagegen (#, A),

(#', Ä') Werte des Ausdrucks |/M(a, fr, c) (mod. m), ist jedoch nicht gleich-
zeitig g'=g, h' = h (mod. m), so sind jene Werte als verschieden zu
erachten. Offenbar wird, wenn (#, h) ein Wert eines solchen Ausdrucks ist,
auch (— #, — Ä) ein solcher sein, und man zeigt leicht, dass diese Werte
immer verschieden sind, wofern nicht m = 2 ist. Ebenso leicht zeigt man,

dass der Ausdruck ]/M(a, 6, c) (mod. m) mehr verschiedene Werte als zwei
solche (entgegengesetzte) nicht haben kann, wenn m entweder eine ungerade
Primzahl oder die Potenz einer ungeraden Primzahl oder gleich 4 ist; dass
es aber, wenn m = 8 oder eine höhere Potenz von 2 ist, im Ganzen vier
solche giebt. Hieraus folgt mit Hülfe von VI. leicht, dass es, wenn die
Determinante D der Form (a, 6, c) gleich ± 2Ma JBß . . . ist, wo A, J5, . . .
von einander verschiedene ungerade Primzahlen, deren Anzahl gleich n sei,
bezeichnen, und wenn M eine characteristische Zahl jener Form ist, im
Ganzen entweder 2* oder 2W+1 oder 2W+2 verschiedene Werte des Aus-
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drucks j/7lf (a, &, c) (mod. D) giebt, je nachdem JA entweder < 2 oder
= 2 oder > 2 ist. So erhält man z. B. sechzehn Werte des Ausdrucks

1/7 (12, 6,-17) (mod. 240), nämlich (±18, q=ll), (±18, ±29), (±18,^91),
(±18, ±109), (±78, ±19), (±78, ±59), (±78, T 61, (±78, T 101).
Einen ausführlicheren Beweis fügen wir der Kürze halber nicht hinzu, da
er für das Folgende nicht so notwendig ist.

VIII. Schliesslich bemerken wir, dass, wenn D die Determinante zweier
äquivalenten Formen (a, 6, c), (a', &', c'\ M ihre characterlstische Zahl ist
und die erste in die zweite übergeht durch die Substitution a, ß, y, ö, als-

dann aus jedem Werte des Ausdrucks j/Jf (a, £, c) z. B. aus (#, A) sich ein

Wert des Ausdrucks j/.M(a', &', c') ergiebt, nämlich (<x# -f- -yfc, ß^r + 8A). Den
Beweis wird jeder ohne Schwierigkeit ableiten können.

Von der Composition der Formen.

234.

Nachdem wir dies über die Einteilung der Formen in Klassen, Ge-
schlechter und Ordnungen vorausgeschickt und die allgemeinen Eigen-
schaften, welche sich aus diesen Unterscheidungen unmittelbar ergeben,
entwickelt haben, gehen wir zu einem ändern sehr wichtigen, bisher noch
von Niemand berührten Gegenstande, nämlich der Compos i t ion der For-
men, über. Am Beginn dieser Untersuchung schieben wir sogleich, um
nicht nachher die fortlaufende Keihe der Beweise unterbrechen zu müssen,
ein den folgenden

Hülfssatz. Hat man vier Keinen ganzer Zahlen:

n n na, a , a /) // h"ü, o , o , . . ., r r' r"c, c , c , . . .,

welche aus gleich vie len (nämlich w-f-1) Gl iedern bes tehen und
so beschaf fen sind, dass

cd' — de', cd" — de", . . ., c'd" — d'c", ____

respec t ive gleich

Jc(aV - &o'), A(a&"— 6a"), . • . , k(a'b"-~ V a"), ____

sind , oder dass al lgemein

ist, wo k e ine gegebene ganze Zahl ist und X, p i rgend we lche von
einander ve r sch i edene ganze Zah len z w i s c h e n 0 und wind , sind,
deren grössere jx sei*), und ausserdem sämtl iche af^b^ — b^cfö

*) Indem man a als «°, b als b° u. s. w. betrachtet. — Übrigens wird offenbar
dieselbe Gleichung gelten, auch wenn X = p, oder X > ^ ist.
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keinen gemeinschaf t l ichen Teiler haben , so lassen sich vier
ganze Zahlen a, ß, 7, 8 von der Art f inden , dass

aa + ß6 = <?, aa' + W =
Ta + 86 = d, ?a' + 86' =

aa" + ß6" = c", . . .
7a" + 86" = d", . . .

oder allgemein
«a« + ß&M = CM, ^W

ist. Ist dies geschehen, so ist:

a8 — ßT = *.

Da nach Voraussetzung die Zahlen ab'— 6a', a6"— 6a", ..., a'6" — 6'a", ...
(deren Anzahl gleich \n(n+l} ist) keinen gemeinschaftlichen Teiler
haben, so lassen sich ebenso viele andere ganze Zahlen finden, so
dass, wenn man jene mit diesen respective multipliciert, die Summe der
Producte gleich l wird (Artikel 40). Diese Multiplikatoren mögen mit (0,1),
(0,2), . . . (1,2), . . . oder allgemein der Multiplikator von a(X)6({x) — 6(X)a(fx)

mit (X, fx) bezeichnet werden, so dass

2(X, i*) (a(X)6(|x)-6(X)a(fx)) = l

ist. (Durch den Buchstaben 2 bezeichnen wir das Aggregat aller Werte
des nachfolgenden Ausdrucks, welche dadurch entstehen, dass man X, JA alle
verschiedenen Werte zwischen 0 und w, bei denen [x>>X ist, beilegt.) Setzt
man hierauf:

2(X,

so werden diese Zahlen a, ß, 7, 8 die vorgeschriebenen Eigenschaften besitzen.
Beweis. I. Bezeichnet v irgend eine ganze Zahl zwischen 0 und n, so ist:

aaw+ß& (v) = 2(X,

Und durch analoge Rechnung findet man:

u. Da somit
TflW

• ß&W,

ist, so wird:

und analog:
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und aus diesen Formeln lassen sich die Werte von a, ß, 7, 8 viel leichter
finden, wenn man nur X, p, so annimmt, dass a^6(^ — 6^a^ nicht gleich
0 ist, was sicher möglich ist, weil nach Voraussetzung nicht alle
a^b^ — &(XV^ einen gemeinschaftlichen Teiler haben und daher nicht
sämtlich gleich 0 sein können. — Aus eben diesen Gleichungen ergiebt
sich, wenn man die erste mit der vierten, die zweite mit der dritten multi-
pliciert und subtrahiert:

(a8 - ßT)

und daher notwendig:
<x8 — ß = k.

235.
Wenn die Form

A "V2 i O T)"W i f~1~V% Z/iA.A. ~TT ÄJD.Ä JL -f- O J: == ^P

übergeht in das Product zweier Formen:

ax2-

durch eine Substitution von der Form:

X = pxx'-+- p'xy'
r =

(was wir der Kürze halber im Folgenden stets so ausdrücken werden:
Wenn F in ff übergeht durch die Substitution #, #', jp", #'" ; g, g', ^"9
g"')*), so werden wir einfach sagen, die Form F sei transformierbar in
ff'\ ist diese Transformation überdies so beschaffen, dass die sechs Zahlen

*) Bei dieser Bezeichnung hat man also auf die Reihenfolge sowohl der Coeffi-
cienten p, p', ... als auch der Formen f , f wohl zu achten. Man sieht aber leicht,
dass, wenn man die Reihenfolge der Formen f, f derart ändert, dass die erste zur
zweiten wird, die Coefficienten p', q mit p", q" zu vertauschen sind, jeder der übrigen
aber an seinem Platze bleibt.
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keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, so werden wir die Form J^ aus
den Formen /*, f zusammengesetzt (componiert) nennen.

Wir werden unsere Untersuchung mit der allgemeinsten Annahme
beginnen, nämlich dass F in ff durch die Substitution p, p', p", p'"; q,
<£•> <£'•> %"' übergeht, und wollen entwickeln, was daraus folgt. Offenbar
werden dieser Annahme die folgenden neun Gleichungen völlig äquivalent
sein (d. h. sobald diese Gleichungen stattfinden, wird die Form F durch
die genannnte Substitution in ff übergehen und umgekehrt):

[i]
[2]
[3]
[4]
[5]
[6]
[7]
[8]

Ap2 -+• 2Bpq 4- Cq2 = ao!
Ap'2 4- ZBp'tf 4- Cq'2 = ad
Ap"2 + 2JSp'Y' + <¥'2 = cot
Ap'"2 4- 2.Z?p"Y"4- Cq'"2 = cd

App" + B(ptf' + qp") + Cqq" =ba'
Ap'p'" 4- B(p'q"' 4- q'p'") 4- Cq'q"' = W
Ap"p"'+ B(p"q"'+ <z'y")4- Cq"q'"=cb'

4- qp'"-t-p'q"+ q'p") 4- C(qq"'+ q'q") = <2bb'.

Es seien die Determinanten der Formen F, /", f respective D, d, d',
die grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen A, 2JB, C; a, 2&, c; a',
2&', d respective Jf, m, m' (die wir als positiv genommen voraussetzen);
ferner bestimme man sechs ganze Zahlen 3l, 33, S, 3l', 33', 6' derart, dass

3la 4- 233& + (& = m, 31V4- 2S3'&'4- 6V= m'

ist; endlich bezeichne man die Zahlen

pq'-qp', pq"-qp", pq'"-qp'", p'4'-4p", p'4"-c(p'", p"q'"~ q"p'"

respective mit P, Q, E, S, T, Z7, und deren grössten gemeinschaftlichen
positiv genommenen Teiler mit h — Setzt man dann:

[10] App'"+ B(pq'"+ qp'") 4- Cqq'"= W+ A,

so wird nach Gleichung [9]:

[11] Ap'p"+ B(p'q"+ q'p") + Cq'q"= W— A.

Aus diesen elf Gleichungen [1] bis [11] leiten wir die folgenden neuen
Gleichungen her*):

*) Diese Gleichungen entstehen so: [12] aus [5]3 — [1] • [2]; [13] aus [5] • [9]
-[1] -m -Pl- [6]; [14] aus [10] - [11] - [6] - [7]; [15] aus [5] - [8] 4-[5] - [8]
+ [10]2 - [II]2 - [1] - [4] - [2]. [3] - [6] • [7] - [6] - [7]; [16] aus [8] - [9] - [3] • [7]
— [4] '[6]; [17] aus [8]2— [3] • [4]. Die Ableitung der übrigen sechs geschieht in
derselben Weise, wenn man nur die Gleichungen [2], [5], [7] mit den Gleichungen
[3], [6], [8] resp. vertauscht und die ändern [1], [4], [9], [10], [11] der Reihe nach
an ihrem Platze lässt, nämlich [18] aus [6]2— [1] • [3], u. s. w.
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[12]
[13]
[14]
[15]
[16]
[17]
[18]
[19]
[20]
[21]
[22]
[23]

— S)2 = 4d'b2 4- 2 (A2 -
D(R—S)U=2d'bc

(A2 —
2 (A2—

D^2 = da'2

D(E 4-

Aus diesen folgen wiederum die beiden:

0 == (A2 — cZd')2 — 2eT0c(A8 —

nämlich die erste aus [12] • [15] — [13] • [13], die zweite aus [14] - [14]
— [12] • [17], und hieraus ist leicht ersichtlich, dass notwendig A2 — dd'= 0
ist, mag a gleich Null sein oder nicht.*) Wir setzen daher voraus, dass
auf den rechten Seiten der Gleichungen [14], [15], [20], [21] der Aus-
druck A2 — aa' fehle.

Setzt man jetzt:

4- 33' 8) = m'n
(wobei wohl zu beachten ist, dass n, n' auch Brüche sein können, obwohl
mn', m'n notwendig ganz sind), so folgt leicht aus den Gleichungen [12]
bis [17]:

Dm2n'2 = a' (3la -h 2336 4- Gc)2 = d'm2

und analog aus den Gleichungen [18] bis [23]:

Dm'2n2 = a (8T0'+ 233'6'4- 6'c')2 = dm'2.

Es ist daher d = D^2, d'= Dn'2> woraus wir als erste Folgerung erhalten:
Die D e t e r m i n a n t e n der Fo rmen .F, f9 f stehen no twend ig in dem
Verhäl tn is von Quadra tzah len zu e inander , und als zweite Fol-
gerung: D geht stets in den Zahlen dm'2, d'm2 ohne Eest auf.
Hieraus geht hervor, dass D, d, d' dasselbe Zeichen haben, und dass keine
Form in das Product ff transformierbar ist, deren Determinante grösser ist,
als der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen dm'2, d'm2.

Multipliciert man die Gleichungen [12], [13], [14], ebenso auch die
Gleichungen [13], [15], [16] sowie [14], [16], [17] respective mit 8l, 33, 6,

*) Diese Ableitung der Gleichung A2 = dd" genügt zum vorliegenden Zwecke;
sonst hätten wir ein eleganteres, hier aber zu weitläufiges Verfahren angeben können,
um aus den Gleichungen [1] bis [11] die Gleichung 0 = (A2 — dd')2 direct abzuleiten.
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addiert die jedesmaligen drei Prodncte, dividiert die Summe durch Dmn'
und schreibt Dri2 für d', so erhält man:

P=ari, E-S=2bri, U=cri.

Auf analoge Weise erhält man, wenn man die Gleichungen [18], [19], [20],
ferner [19], [21], [22] sowie [20], [22], [23] respective mit 2i', S3', 6' mul-
tipliciert:

Q = a'n, E + S = W n, T = c'n.

Hieraus erhält man als dritte Folgerung: Die Zah len a, 26, c sind pro-
p o r t i o n a l den Zah len P, E —S, U, und wenn man das Verhä l t -
nis j e n e r zu diesen gleich l:n' setzt , so ist ri die Quad ra twurze l

aus yr; ebenso haben die Zah len a', 2&', c' zu Q, E-\- S, T dasse lbe

Verhä l tn i s und wenn man dasse lbe gleich l:n se tz t , so ist n

die Quadra twurze l aus yr.

Übrigens können die Grossen n, ri sowohl die positiven als auch die

negativen Quadratwurzeln von yr, j? sein, worauf wir eine Unterscheidung

gründen, die beim ersten Anblick zwecklos erscheint, deren Nutzen aber im
Folgenden hinreichend zu Tage treten wird. Wir werden nämlich sagen,
bei der Transformation der Form Fin ff werde die Form /* direct genommen,
wenn w posi t iv, invers, w e n n w negat iv ist, und analog werde /' direct
oder invers genommen, je nachdem ri positiv oder negativ ist. Tritt aber die
Bedingung hinzu, dass Je = l sei, so heisst die Form F entweder aus beiden
Formen f, f direct, oder aus beiden invers, oder aus f direct und aus f
invers. oder aus f invers und aus f direct zusammengesetzt, je nachdem
entweder beide Zahlen n, ri positiv, oder beide negativ, oder die erste po-
sitiv und die zweite negativ, oder die erste negativ und die zweite positiv
ist. Übrigens wird jeder leicht erkennen, dass diese Beziehungen von der
Keihenfolge, in welcher f, f aufeinanderfolgen (Vgl. die erste Anmerkung
zu diesem Artikel), nicht abhängen.

Ferner bemerken wir, dass der grösste gemeinschaftliche Teiler der
Zahlen P, Q, E, 8, T, U nämlich Je in den Zahlen mri, m'n (wie aus den
oben abgeleiteten Werten hervorgeht) und daher das Quadrat k2 in mV2,
m'2n2 und JDJo2 in d'm2, dm'2 aufgellt. Aber auch umgekehrt wird jeder
gemeinschaftliche Teiler von mri, m'n in 'k aufgehen. Denn es sei e ein
solcher Teiler, der offenbar auch in den Zahlen an', Vbri, cri, a'n, %b'n, c'n
d. h. auch in den Zahlen P, E — S, U, Q, E -f- S, T und folglich auch in

27?
2E und 2Ä aufgehen wird. Wäre nun — eine ungerade Zahl, so würde

v

28
auch — eine ungerade Zahl sein müssen (da die Summe und Differenz
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gerade Zahlen sind) und somit würde auch ihr Product ungerade sein.

DiesesProduct ist aber gleich 4 (ö'V—& V2) = ~(d'n2+a'c'n2—an'2—am'2)
6 6

4
= -2-(a'cW— acn'2) und daher gerade, weil e in a'n, c'n, an', cri aufgeht,

G

2E
Daher ist — notwendig gerade und daher E und ebenso S durch e teilbar.

G

Da somit e in allen sechs Zahlen P, Q, E, $, T, 27 aufgeht, so wird es
auch in ihrem grössten gemeinschaftlichen Teiler Je aufgehen. — Hieraus
folgt, dass Je der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen mri, m'n ist,
woraus leicht ersichtlich ist, dass DJc2 der gröss te gemeinschaft l iche
Tei le r d e r Z a h l e n dm'2, d'm2 ist. Dies ist die vierte Folgerung. Offen-
bar also wird, wenn F aus f und /' zusammengesetzt ist, D der grösste
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen dm'2 und d'm2 sein und umgekehrt,
und diese Eigenschaft kann auch als Def in i t ion einer zusammen-
gesetzten Form genommen werden. Eine aus den Formen f , f
zusammengese tz te Form hat demnach unter allen Formen,
welche in das Product ff t r a n s f o r m i e r b a r sind, die grösst-
mögliche Determinante.

Bevor wir weiter vorschreiten können, müssen wir vor Allem den
Wert von A, der, wie wir gezeigt haben, gleich ydff = ]/D2n2ri2 ist, dessen
Vorzeichen aber bisher noch nicht bestimmt worden ist, genauer definieren.
Zu diesem Zwecke leiten wir aus den Fundamentalgleichungen [1] bis
[11] die Gleichung her: DPQ = haa' (die aus [5] • [6] —[1] • [11] erhalten
wird) und somit: Daa'nn'= kaa', woraus, wenn nicht eine der Zahlen a,
a' gleich 0 ist, folgt: A = Dww'. Aber in genau derselben Weise lassen
sich aus den Fundamentalgleichungen acht andere Gleichungen ableiten,
bei denen auf der linken Seite Dnri und auf der rechten A multipliciert
sind mit 2a&', ac', 2&a', 4&&', 2&c', ca', 2c&', cc'*), woraus, weil weder alle
a, 2&, c, noch alle a', 2&', c' gleich 0 sein können, leicht folgt, dass in
allen Fällen A = Dnri wird und daher A dasselbe Zeichen hat wie D, d, d'
oder das entgegengesetzte, je nachdem n, ri dasselbe oder verschiedenes
Vorzeichen haben.

Ferner bemerken wir, dass die Zahlen aa', %äb', ac', 2ba', 4W, 2&c', ca',
2c&', cc', 2&&'+ 2A, 2&&'— 2A sämtlich durch mm' teilbar sind. Von den
neun ersten ist dies an sich klar, von den beiden ändern aber kann dies
auf ähnliche Weise bewiesen werden, wie wir oben zeigten, dass E und S
durch e teilbar sind. Offenbar nämlich sind 4&&'+ 4A und 456'—4A durch
mm' teilbar (da 4A= j/16dtö' und 4c# durch m2, 4d' durch m'2 und somit
IQdd' durch m2m'2 und 4A durch mm' teilbar ist) und die Differenz der
Quotienten eine gerade Zahl; man zeigt aber leicht, dass das Product aus

*) Die Ableitung, die der Leser leicht selbst wird finden können, müssen wir
der Kürze halber unterdrücken.
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den Quotienten eine gerade Zahl ist, woraus folgt, dass jeder der beiden
Quotienten gerade und 2bb'+ 2A sowie 2&6' — 2A durch mm' teilbar ist.

Aus den elf Fundamentalgleichungen leitet man nun leicht die folgenden
sechs Gleichungen her:

AP2=aa'q'2 — ZaVqtf + ac'q2

AQ2 = aa'q"2 — Zba'qq" -+-ca'q2

AE2 = aa'q'"2 — 2(&&'+ tyqq'" + cc'q2

&)q'q" + ca'q'2

Zbc'q'q'" -f- cc'q'2

"+ cc'q"2.
AT2 = ac'q'"2

AU2 = ca'q'"2

Demnach sind sämtliche Grossen ^.P2, AQ2, ... durch mm' teilbar,
woraus, da Je2 der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen P2, Q2, R2, . . .
ist, leicht folgt, dass auch Ak2 durch mm' teilbar ist. Substituiert man

P l
aber für a, 2&, c, a', 2&', c' ihre Werte — , . . . oder — (pq'— qp'), . • . , so

Yb iv

gehen diese Gleichungen in sechs andere über, in denen auf den rechten

Seiten die Producte aus der Grosse — 7 (q'q" — qtf") und den Zahlen P2,
wvi

Q2, J?2, . . . stehen. Die sehr einfache Eechnuug überlassen wir dem Leser.
Hieraus ergiebt sich (da nicht alle Grossen P2, Q2, . . . gleich 0 sein können):
Anri= q'q"— qq'".

Auf analoge Weise leitet man aus den Fundamentalgleichungen sechs
andere Gleichungen her, welche sich von den vorstehenden nur dadurch
unterscheiden, dass für A überall C und für q, q', q", q"f respective p^p'^p'^p'"
steht, und die wir der Kürze halber nicht herschreiben. Aus diesen folgt
in derselben Weise, dass Ck2 durch mm' teilbar und Cnri=p'p" — pptn ist.

Schliesslich fliessen aus derselben Quelle die folgenden sechs Gleichungen:

BP2 = — aa'p'q' 4- ab' (pqr 4- qp') — ac'pq
BQ2 =-aa'p"q" + ba'(pq" + qp") - ca'pq
BK2=-aa'p'"q'"-t-(bb'+ty(pqf" + qp"') - cc'pq
BS2= — ac'p"q" + (&&'— A) Q/2" + <Z>" ) —ca'p'q'
BT2 = - ac'p"fqf" -4- W (p'q'" -h <fp'") — cc'p'q'
BU2 = — ca'p'"qf" •+• cb'(p"q'"-i- q"p"r) — cc'p"q",

aus denen ebenso wie vorher folgt, dass 2I?Ä;2 durch mm' teilbar und
Wnri = pq'"+ qp'"—p'q" — q'p" ist.

Da nun also Ak2, %Bk2, Ck2 durch mm' teilbar sind, so sieht man leicht,
dass auch Mk2 durch mm' teilbar sein muss. Aus den Fundamental-
gleichungen ergiebt sich aber, dass M in aaf, 2a&', ae', 2&a', 4W, 2&c', m',
2c&', cc' and daher auch in am', 2bm', cm' (welche die grössten gemein-
schaftlichen Teiler respective der drei ersten, der drei mittleren und der drei
letzten dieser neun Zahlen sind) und schliesslich auch in mm', welches der
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grösste gemeinschaftliche Teiler dieser letzten drei Grossen ist, aufgeht.
Demnach muss o f f enba r in dem Falle, wo die Form F aus den
Formen /J f zusammengesetzt oder &=1 ist, notwendig M=mm' sein.
Dies ist die fünfte Folgerung.

Wenn der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen A, JB, C gleich
9K ist, so ist derselbe entweder gleich M (falls die Form F eigentlich
primitiv oder aus einer eigentlich primitiven Form abgeleitet ist) oder gleich
-| M (falls die Form F uneigentlich primitiv oder aus einer uneigentlich
primitiven Form abgeleitet ist). Bezeichnet man analog die grössten ge-
meinschaftlichen Teiler der Zahlen a, &, c; a', &', c' respective mit m, m',
so ist ttt entweder = m oder = \m und m' entweder = m' oder = \m'.
Offenbar geht nun m2 in d, m'2 in d' und daher m2tn'2 in ddf oder A2 und
mm' in A auf. Hiernach folgt aus den sechs letzten Gleichungen für
JBP2, . . ., dass mm' in Bk2 und daher (da es auch in Ak2 und Ck2 aufgeht)
auch in SKß2 aufgeht. So oft daher F aus /; f zusammengesetzt ist, geht
mm' in 9K auf. Wenn daher in diesem Falle jede der beiden Formen /; f
eigentlich primitiv oder aus einer eigentlich primitiven Form abgeleitet,
oder wenn mm'= mm' = M ist, wird Sßl = M oder also F eine Form
gleicher Art sein. Wenn aber unter derselben Voraussetzung entweder
jede der beiden Formen f, f oder wenigstens eine von beiden uneigentlich
primitiv oder aus einer uneigentlich primitiven Form abgeleitet ist, z. ß.
die Form /*, so folgt aus den Fundamentalgleichungen, dass aa', 2a&', ac',
ba\ 2&&', bc', ca', 2cö', CG' und somit auch am', Im', cm' und hiernach auch
mm' = %mm' = %M durch -Dt teilbar sind. Demnach ist in diesem Falle
notwendig 9K = $M, oder es ist auch die Form F entweder uneigentlich
primitiv oder aus einer uneigentlich primitiven Form abgeleitet. Dies macht
die sechste Folgerung aus.

Schliesslich bemerken wir, dass, wenn das Bestehen der neun
Gleichungen

= R — S, cri=U

Anri=q'q"—qq"f, =pq'"-+- qp'"—p'q"— q'p",

(die wir, da wir im Folgenden öfter auf sie zurückkommen müssen, mit Q
bezeichnen wollen) vorausgese tz t wird, nachdem bisher n, n' als Unbe-
kannte betrachtet wurden, von denen jedoch keine gleich 0 ist, durch Sub-
stitution leicht bestätigt werden kann, dass auch die Fundamentalgleichungen
[1] bis [9] notwendig gelten, oder dass die Form (A, B, C) durch die Sub-
stitution p, y, p", p"'; q, q', q", q"f in das Product der Formen (a, &, c),
(a', &', c') übergeht und dass ausserdem

b2 — ac = n2(B2 — AG), b'2 — a'd = n'2(B* — AG)

ist. Die Eechnung, welche hierherzusetzen zu weitläufig sein würde, über-
lassen wir dem Fleisse des Lesers.
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236.
Aufgabe. Wenn zwei Formen gegeben sind, deren Determi-

nanten entweder gleich sind oder wenigstens in dem Verhältnis
zweier Quadratzahlen zu einander stehen, so soll man die aus
j e n e n zusammengese tz te Form finden.

Auflösung. Es seien (a, b, c) = /*, (a', V, c') = f die zu componieren-
den Formen, d, d' ihre Determinanten, die grössten gemeinschaftlichen Fac-
toren der Zahlen a, 2&, c; a', 2&', c' resp. gleich m, m', und der grösste
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen dm'2, d'm2, mit demselben Zeichen wie

dm'2 d'm2

d, d' genommen, gleich D. Dann werden ^ , ^ zu einander prime

positive Zahlen und ihr Product eine Quadratzahl sein; daher sind sie selbst

Quadrate (Artikel 2l). Demnach sind T/— und l/— rationale Zahlen, die

wir gleich w, ri setzen, und zwar werden wir für n den positiven oder ne-
gativen Wert nehmen, je nachdem die Form f in die Composition entweder
direct oder invers eingehen soll, und ebenso werden wir das Zeichen von
ri nach der Art und Weise bestimmen, auf welche f in die Composition
eingehen soll. Es werden daher mri, m'n ganze zu einander prime Zahlen
sein, während w, ri auch Brüche sein können. Nachdem dies so geschehen,
bemerken wir, dass ari, cri, a'n, c'n, bri -f- V n, bri — b'n ganze Zahlen

sind, was hinsichtlich der vier ersten von selbst klar ist (da ari = — mri' v m
u. s. w. ist); hinsichtlich der beiden ändern aber wird dies in derselben Weise
bewiesen, wie oben im vorhergehenden Artikel gezeigt wurde, dass E und
S durch e teilbar seien.

Man nehme nun vier ganze Zahlen a, a', a", a'" nach Belieben, nur
unter der einen Bedingung an, dass die vier in den folgenden Gleichungen
(I) auf der linken Seite stehenden Grossen nicht sämtlich gleich 0 werden,
und setze:

a' ari -f- a" a'n 4- &"(M 4- V n) = M
— a an' 4- a'" c'n — a" (bri — Vri) = w'

(1) C-S( f / / C-v / , f*N/ /T / 7 / \ //v ' §a'"cn' — a a n 4- £T (bri — b'n) = pq

so dass q, q', q", qrff ganze Zahlen werden, welche keinen gemeinschaftlichen
Teiler haben, was erreicht wird, wenn man für \L den grössten gemeinschaft-
lichen Teiler der vier Zahlen, welche in diesen Gleichungen auf der linken
Seite stehen, nimmt. Dann lassen sich somit nach Artikel 40 vier ganze
Zahlen $, $', $", $'" von der Beschaffenheit finden, dass

ist. Ist dies geschehen, so bestimme man vier Zahlen p, p', p", pf" durch
die folgenden Gleichungen:
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(ii) J
?P \,iv

— $" Cri— (:

Endlich setze man:

q'q"- qg"'= Anri, pq'"+ qp'"—p'q"— q'p"= Wnri, p'p"- ppr"= Cnri.

Alsdann werden A, J5, C ganze Zahlen und die Form (A, B, C) = F
wird aus den Formen /; f zusammengesetzt sein.

Beweis. I. Aus den Gleichungen (I) ergeben sich ohne Schwierigkeit
die folgenden vier Gleichungen:

0 = 2' cri- q" c'n - q'"(bri- Vri)
0 = 0 cn'+tf"a'n — q" (bri + Vri)

(m) 0 = 2"W+g c'n — q' (bri-h Vri)
0 = q" ari— q' a'n — q (bri— Vri).

II. Nehmen wir jetzt an, dass ganze Zahlen 9l, 33, (5, 9l', 33', 6',
9l, 3l' derart bestimmt seien, dass

9la 4- 233ö 4- 6c = m

ist, so wird:
$lm'n 4- 3V mri =

Hiernach und mit Hülfe der Gleichungen (III) bestätigt man leicht,
dass, wenn

- q' 9191'- qrf 9l'9l - a"'(89l'+ 33'9l) = q
g 9191'- 0"'<5'3l + ö" (3391'- 33'9l) = q'

- g" W-i- ^ ST» - q' (3391'- 33'9l) = q"
q" 691'+ <z' 6'9l + 2 (339l'+33'9l) = q f"

gesetzt wird, die Gleichungen gelten:

(IV)

q' an'+ c\"a'n + q'" (bri-}- Vri) = q
— q an'+ c\'"c'n — q" (bri— Vri) = #'

— q" cn'— q' c'n _. q (&»'+ Vri) = q'".

So oft jji=l ist, sind diese Gleichungen nicht notwendig, vielmehr
können an ihrer Stelle die Gleichungen (I), denen sie vollständig analog
sind, beibehalten werden. Wenn nun aus den Gleichungen (II), (IV) die
Werte von Ann', ZBnri, Cnri (d. h. der Zahlen q'q"—qq'",...) entwickelt
werden, und das, was sich gegenseitig aufhebt, weggelassen wird, so findet
man, dass die Teile der einzelnen Werte entweder Producte aus ganzen
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Zahlen und nnf oder Producte aus ganzen Zahlen und dn'2 oder aus ganzen
Zahlen und d'n2 sind und dass ausserdem die sämtlichen Bestandteile von
%Bnri den Factor 2 enthalten. Hieraus schliesst man (da dn'2 = d'n2 und

dn'2 d'n2

somit — f = — r = -ifddf ganze Zahlen sind), dass A, B, C ganze Zahlennn nn *
sind.

III. Substituiert man aus den Gleichungen (II) die Werte von p, p'
p", p'", so bestätigt man leicht mit Hülfe der Gleichungen (III) und der
Gleichung

dass

jpg'— qp' = an', pq"f- qp'"- p'q"+ q'p"= 2lri, p"q'"-q"p'"=: cri
p<f'-<lp"=a'n, pq"'- qp'"+p'q"- q'p"= 2&X p'qr" -q'p'" = c'n

ist, und diese Gleichungen sind identisch mit den sechs ersten von Q im
vorigen Artikel; die drei übrigen aber finden bereits infolge der Voraus-
setzung statt. Daher geht (vgl. den Schluss des vorigen Artikels) die Form
F durch die Substitution p, p', p", p"'-, q, q', q", q'" in ff über und ihre
Determinante ist gleich D oder gleich dem grössten gemeinschaftlichen
Teiler der Zahlen dm'2, d'm2; mithin ist der vierten Folgerung im vorher-
gehenden Artikel zufolge F aus f und f zusammengesetzt. — Endlich ist
leicht ersichtlich, dass F aus f, f derartig zusammengesetzt ist, wie vor-
geschrieben ist, da die Zeichen der Grossen n, n' schon von Anfang an
richtig bestimmt sind.

237.

Satz: Wenn die Form F in das P roduc t zweier F o r m e n f, f
t r a n s f o r m i e r b a r ist und die Form f die F o r m f" e n t h ä l t , so
wird F auch in das Product der F o r m e n f, f" t r a n s f o r m i e r b a r
sein,

Beweis. Man behalte für die Formen F, /; f sämtliche Bezeichnungen
des Artikels 235 bei; die Form f sei gleich (a", W, c"), und es gehe f
in f" über durch die Substitution a, ß, 7, 8.

Dann sieht man ohne Mühe, dass F in ff übergeht durch die Sub-
stitution

«P + 7P', ß.P + 8p', op"+7jp'", ßp"+S/"
«2 + 72', ßäf + V, «2" +72"', ßg"+¥". W. z. b.w.

Setzt man der Kürze wegen die Coefficienten

«P + 7P', ß.P + ¥, - • • • = & $', $", 93'"; S, O', a", £1"' respective

und die Zahl a§ — Py = c, so bestätigt man aus den Gleichungen Ö des
Artikels 235 leicht die Gleichungen:
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-l- fc'n = a"

/- S'a" — a'^" = Wnrie

Wird jetzt die Determinante der Form f mit d" bezeichnet, so ist e die
d"

Quadratwurzel aus -^ und zwar die positive oder negative, je nachdem die
Cv

Form f die Form /*' eigentlich oder uneigentlich enthält. Daher ist n'e
d"

die Quadratwurzel aus-yj-, woraus hervorgeht, dass die neun vorstehenden

Gleichungen den Gleichungen ö des Artikels 235 vollständig analog sind,
und dass die Form f bei der Transformation der Form F in ff" in derselben
Weise genommen wird, wie bei der Transformation der Form F in ff, die
Form f" dagegen in jener entweder auf dieselbe oder auf entgegengesetzte
Weise wie f in dieser, je nachdem f die Form f eigentlich oder un-
eigentlich enthält.

238.
Satz. Wenn die Form F unter der Form F1 enthal ten und in

das Produc t der Formen /*, f t r ans fo rmie rba r ist, so ist auch die
Form F' in dasse lbe Product t r ans fo rmie rba r .

Beweis. Behält man für die Formen F, f, f dieselben Bezeichnungen
bei wie oben und nimmt man an, dass die Form F' durch die Substitution
a, ß, 7, ö in F übergehe, so -sieht man leicht, dass F' durch die Substitution

ebendasselbe wird, wie F durch die Substitution p,p',p", p'"; q, q', q", #'",
und dass somit F' durch jene Substitution übergeht in f f .

Ausserdem bestätigt man durch eine ähnliche Rechnung wie im vorigen
Artikel leicht, dass F' in derselben Weise wie F in ff' transformierbar ist,
wenn Fr die Form F eigentlich enthält, dass dagegen, wenn F uneigent-
lich unter Ff enthalten ist, die Transformationen der Form F in ff' und
der Form Fr in ff' entgegengesetzt sind in Bezug auf jede der beiden
Formen f, f, dass nämlich diejenige von diesen Formen, welche in die eine
Transformation direct eingeht, in der ändern invers genommen wird.

Durch Combination des gegenwärtigen Satzes mit dem Satze des vorigen
Artikels erhalten wir den folgenden a l lgemeineren Satz: Wenn die
Form F in das Product ff' t ransformierbar ist und die Formen
/", f r espec t ive die Formen g, g' enthalten, die Form F aber
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unter der Form G enthalten ist, so ist 6 f in das Product #</ trans-
formierbar . Denn nach dem Satze dieses Artikels ist ö in ff', demnach nach
dem Satze des vorigen Artikels in /"/und nach demselben Satze auch in ̂ 'trans-
formierbar. Ferner ist klar, dass, wenn alle drei Formen /*, /*, G die Formen
#, g', F eigentlich enthalten, G auf dieselbe Weise hinsichtlich der Formen
0, g' in gg* transformierbar ist, wie F hinsichtlich der Formen /J f in ff'; dass
dasselbe der Fall ist, wenn jene ersten drei Formen die letzten drei un-
eigentlich enthalten; endlich wird man ebenso leicht bestimmen können, auf
welche Weise G in gtf transformierbar ist, wenn von den drei Formen /*, /', G
die eine die entsprechende Form aus den drei Formen #, g', F in anderer
Weise enthält, als die beiden ändern die entsprechenden Formen enthalten.

Wenn die Formen -F, /J f den Formen 6r, g, g' äquivalent sind, so
werden diese dieselben Determinanten haben wie jene, und was die Zahlen
m, m' für die Formen /*, f sind, werden sie auch für die Formen #, g' sein
(Artikel 161). Hieraus leitet man mit Hülfe der vierten Folgerung des
Artikels 235 ohne Schwierigkeit ab, dass in diesem Falle G aus g, g' zu-
sammengesetz t ist, wenn F aus /J f zusammengesetzt ist, und dass die
Form g in jene Composition in derselben Weise eingeht, wie f in diese,
wenn F der Form G in derselben Weise äquivalent ist, wie f der Form g
und umgekehrt; und dass in ähnlicher Weise g' in der ersteren Composition
entweder in derselben oder in der entgegengesetzten Weise genommen wird
wie f in der letzteren, je nachdem die Äquivalenz der Formen /', g der
Äquivalenz der Formen F, G gleichartig oder ungleichartig ist.

239.
Satz. Wenn die Form F aus den Formen f, f zusammen-

gesetzt ist, so wird jede andere Form, welche in das Product ff in
derselben Weise t r ans fo rmie rba r ist, wie JP, die Form F eigent-
lich enthalten.

Beweis. Behält man für F, f, f sämtliche Bezeichnungen des Artikels
235 bei, so werden die Gleichungen ß auch hier stattfinden. Nehmen wir
an, dass die Form F' = (A, B', C'\ deren Determinante gleich D' sei, in
das Product ff durch die Substitution p, £', p", p'"; q, q', q", q'" über-
gehe, und bezeichnen wir die Zahlen
pq' - qp', pq" - qp", M" - qp'", J)'q" - q'p", p'q"' - qy ", p"q'" - O"'
respective mit

F, Q', E', S', T, U',

so wird man neun den Gleichungen ö durchaus analoge Gleichungen er-
halten, nämlich:

P'=an', #'—£'= 2&n', U'=cn'
Q'=a'tt, 12'+£'= 2&'n, T'=c'u

q'q"—qq'"== JW, pq / / /+qp / / /-<) /q"- q'P"= 2£'tm', p V'- W"= C'nn',

die wir mit ß' bezeichnen wollen. Die Grossen n, n' sind hier die Quadrat-
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wurzeln aus -gr, -jy- und zwar mit denselben Vorzeichen genommen, wie

n, ri; wenn daher die Quadratwurzel aus -jy (welche eine ganze Zahl ist)

positiv genommen gleich k gesetzt wird, so ist n = Jen, n'= Jen'. Hiernach
und den sechs ersten Gleichungen in Ö und ö' zufolge ist offenbar:

S'=JcS, T'=kT, U'=JcU.

Daher kann man nach dem Hülfssatz im Artikel 234 vier ganze Zahlen a,
ß, 7, ö, von solcher Beschaffenheit bestimmen, dass

und
U. S. W.

a§ — ßT = Je

wird. Substituiert man diese Werte von p, q, £', q', . . . in die letzten drei
Gleichungen von Ö', so bestätigt man leicht mit Hülfe der Gleichungen
n = Jcn, n' = Jen' und der drei letzten Gleichungen von Ö die Gleichungen:

= B

Es geht daher die Form F' durch die Substitution a, ß, 7, 8 (welche eine
eigentliche ist, da aö— ß? = Je positiv ist) in F über, d. h. sie enthält die
Form F eigentlich. W. z. b. w.

Wenn daher die Form F' aus den Formen /", f ebenfalls zusammen-
gesetzt ist (in derselben Weise wie F aus ihnen), so werden die Formen
JP, F' dieselbe Determinante haben und daher eigentlich äquivalent sein.
Al lgemeine r : Wenn die Form Gr aus den Formen g, g' in derselben Weise
zusammengesetzt ist, wie F aus /", f respective, und die Formen #, g' den
Formen /*, f eigentlich äquivalent sind, so werden auch die Formen F, Gr
eigentlich äquivalent sein.

Da der jenige Fall, in we lchem die be iden zu c o m p o n i e r e n d e n
Formen in die Compos i t ion d i rec t e ingehen , der e in fachs te ist
und auf ihn die übr igen le ich t z u r ü c k g e f ü h r t w e r d e n k ö n n e n ,
so werden wir im Folgenden nur j e n e n be t rach ten , so dass,
wenn irgend eine Form aus zwei ändern z u s a m m e n g e s e t z t ge-
n a n n t wird , darunter immer zu vers tehen ist, dass jene aus
j e d e r der beiden Formen eigentl ich zusammengese tz t ist.*) Die-

*) Analog wird bei der Zusammensetzung der Verhältnisse (welche mit der
Zusammensetzung der Formen grosse Ähnlichkeit hat) gewöhnlich stillschweigend
angenommen, dass die zu componierenden Verhältnisse direct genommen werden
sollen, falls nicht das Gegenteil gesagt wird.
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selbe Einschränkung wird gel ten, wenn eine Form in das
Product zweier ändern t r ans fo rmie rba r genann t wird.

240.

Satz. Wenn aus den Fo rmen /*, f die Form F, aus .F, f" die
Form 5, aus f , f" die Form F' und aus F', f die Form %' zu-
sammengesetzt ist, so sind die F o r m e n g, %' e igent l ich äqui-
valent.

Beweis. I. Es sei

f -= ax2 + Vbxy + cif

'= a"x"2

F = er2

= SI3E2 + 23336$

ferner seien die Determinanten dieser sieben Formen resp. d, df, d", D, D ',
S), S)'; diese werden sämtlich dasselbe Vorzeichen haben und in dem Ver-
hältnis von Quadratzahlen zu einander stehen. Weiter sei m der grösste
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, 2&, c und eine analoge Bedeutung
mögen m', m", M hinsichtlich der Formen /', f", F haben. Dann ist der
vierten Folgerung im Artikel 235 gemäss D der grösste gemeinschaftliche
Teiler der Zahlen dm'2, d'm2 und demnach Dm"2 der grösste gemein-
schaftliche Teiler der Zahlen dm'2m"2, d'm2m"2; M=mm'; © der grösste
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen Dm"2, d"M2 oder der Zahlen Dm"2,
dlfm2m12. Hieraus folgt, dass S) der grösste gemeinschaftliche Teiler der
drei Zahlen dm'2m"2, d'm2m"2, d"m2m'2 ist. Aus analogem Grunde ist
aber S)' der grösste gemeinschaftliche Teiler ebenderselben drei Zahlen;
demnach ist, weil SD und ©' dasselbe Zeichen haben, 2) = ®', oder die
beiden Formen g, g' haben dieselbe Determinante.

II. Es möge nun F in ff durch die Substitution

X = pxx'-\- 'yy'
q'"yy'

und % in Ff" durch die Substitution

q"I0"+ <\'"Yy"
/J /!' T)

übergehen, und es mögen die positiven Quadratwurzeln aus yr, j?i ~^,
d"
-=r mit n, n', 9t, n" bezeichnet werden. Dann hat man nach Artikel 235
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achtzehn Gleichungen, von denen die eine Hälfte zur Transformation der
Form F in ff, die andere zur Transformation der Form % in Ff" gehört.
Die erste ist pc[ — qp'= an' und nach deren Muster können die übrigen,
die wir der Kürze wegen hier weglassen müssen, leicht gebildet werden.
Übrigens werden die Grossen n, n', 9l, n" zwar rationale, aber nicht not-
wendig ganze Zahlen sein.

III. Wenn die Werte von X, Y in die Werte von 36, $ substituiert
werden, so ergiebt sich folgende Substitution:

-i-

durch welche oifenbar g in das Product fff" übergeht. Der Coefficient (1)
ist gleich p$ + q$" ; die Werte der fünfzehn übrigen setzen wir nicht
hierher, weil sie jeder ohne Schwierigkeit entwickeln kann. Die Zahl
(1)(10)— (2)(9) werden wir mit (l, 2), die Zahl (l)(ll) — (3)(9) mit
(l, 3) und allgemein (#)(8-f-ft) — (Ji) (8+#) mit (g, h) bezeichnen, indem
wir annehmen, dass g, h verschiedene ganze Zahlen zwischen l und
16, deren grössere h ist, seien.*) Auf diese Weise erhält man im Ganzen
achtundzwanzig Zeichen. Bezeichnet man nun die positiven Quadrat-

wurzeln aus ~r> Q mit n, n' (welche gleich n%t, n'^l sein werden), so

findet man die folgenden achtundzwanzig Gleichungen:

(1,2)=aa'n"
(l, 3)=aa"n'
(l,4)=a&'n"+a&"n'
(l,5)=a'a"n

(3,6) = &6'n"+ VV'n —6&"n'—Snn'n"
(3,7)=aVn

(l, 8)=
(2, 3)=aV'n'- ab'v."
(2,4) = ac"n'
(2, 5)=a'6"n—a'&n"
(2, 6)=a'c"n
(2,7) = fe&"n'+6/6"n
(2,8)=

(4,5) = Vb"n—Wn" - &&"n'+S>nn'n"
(4, 6)=&V'n—&c"n'

i'n"(4, 7)=&Vn—ftc'n"
(4,8)=^'^
(5, 6) = ca'n"
/r r7\ s>s»ft++f(5, 7; = ca n
(5, 8) = ö'cn / /+& / /cn'

*) Die gegenwärtige Bedeutung dieser Zeichen ist nicht zu verwechseln mit der-
jenigen, in welcher sie im Artikel 234 genommen waren; denn die hier durch diese
Zeichen ausgedrückten Zahlen entsprechen gerade denjenigen, welche im Artikel 234
mit den dort durch ähnliche Zeichen bezeichneten Zahlen multipliciert sind.
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welche wir mit 0 bezeichnen wollen, und neun andere:

(10) (11) — ( 9) (12) = <m'n"9l
(1) (12) - ( 2) (11) - ( 3) (10) + ( 4) ( 9) = 2mi'n"33

— (9) (16) + (10) (15) + (11) (14) - (12) (13) = 2&n'n"2l
(1) (16) - ( 2) (15) - ( 3) (14) + ( 4) (13) \ _

+ (5)(12)-( 6) (!!)-( 7) (10) + ( 8) ( 9)j-4Min *
-(!)( ») + ( 2)( 7) + ( 3)( 6)-( 4)( 5) = 2&n'n"<£

(14) (15) — (13) (16) = cn'n"3l
(5) (16) - ( 6) (15) - ( 7) (14) + ( 8) (13) = 2cn'n"23

( 6 ) ( 7 ) -(5) (8) = cn'n"<5',

die wir mit W bezeichnen werden.*)
IV. Die Ableitung aller dieser 37 Gleichungen anzugeben, würde allzu

weitläufig sein; es wird genügen, einige zu bestätigen, nach deren Muster
die übrigen ohne Schwierigkeit bewiesen werden können.

1. Man hat:

(l, 2) = (1) (10) -(2) (9)
= 0>q'- qp>2+ OHT- W"- W+ qV>« + 0>"q"'- O'")<z2

= n" (Äp2 -\~ 2Bpq + C#2) = n"aa',

und dieses ist die erste Gleichung.
2. Es ist:

(l, 3) = (1) (11) - (3) (9) = foq"- qp") (pq'- ap') = a"%an'= oa"n',

und dieses ist die zweite Gleichung.
3. Es ist:

(l, 8) = (1) (16) -(8) (9)
= (PQ'- W)PP'"+ W- W"} M"'- (W— O") <ZP'"

+ Ö>"<T— O"') <Z2'"
= n" [App'"-)r B (pq'"+ gp'") -f-
= n" (&&' + |/55"') -h 6"3l (fc'n H- 6n

n&'ö7/+ ©nn'n".

Dies ist die achte Gleichung in O. Wir überlassen es dem Leser, die übri-
gen Gleichungen zu bestätigen.

V. Aus den Gleichungen O ergiebt sich in folgender Weise, dass die
achtundzwanzig Zahlen (1,2), (1,3),. . . keinen gemeinschaftlichen Teiler

*) Es möge bemerkt werden, dass man 18 andere diesen Gleichungen W ähn-
liche erhalten kann, in denen rechts an Stelle der Factoren a, 2b, c resp. a', 26', c';
a", 26", c" stehen; da diese aber für unsern Zweck nicht notwendig sind, lassen wir
sie weg.

**) Dies folgt aus Gl. 10 des Art. 235 u. ff. Die Wurzelgrosse Vdd~ ist gleich
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haben: Wir bemerken zunächst, dass die siebenundzwanzig Producte aus
drei Factoren, von denen entweder der erste n, der zweite irgend eine der
Zahlen a', 2&', c', der dritte irgend eine der Zahlen a", 26", c", oder der
erste n', der zweite irgend eine der Zahlen a, 2&, c, der dritte irgend eine
der Zahlen a", 2ö", c", oder endlich der erste n", der zweite irgend eine
der Zahlen a, 2&, c, der dritte irgend eine der Zahlen a7, 2ft', c' ist — dass
diese einzelnen siebenundzwanzig Producte den Gleichungen O zufolge ent-
weder irgend einer der achtundzwanzig Zahlen (1,2), (1,3), . . . oder der
Summe oder Differenz mehrerer von ihnen gleich sind (z. B, na' a" = (l, 5),
2na/&//= (l, 6) 4- (2, 5), 4n&'&"= (l, 8) + (2, 7) + (3, 6) + (4, 5) und ähnlich
bei den übrigen); wenn daher diese Zahlen einen gemeinschaftlichen Teiler
hätten, so müsste dieser notwendig auch in allen jenen Producten aufgehen.
Hieraus aber ergiebt sich leicht mit Hülfe des Artikels 40 und nach einem
im Vorhergehenden öfter angewendeten Verfahren, dass derselbe Teiler auch
in den Zahlen um' m", n' mm", u" mm' aufgehen muss, und daher die Qua-

. , . . , dm' W* d'm?m"* d"m?m'* . 3 3drate dieser, welche gleich — =r — , — g — , — =r — sind, durch das

Quadrat desselben teilbar sind. Dies ist aber absurd, da nach I der grösste
gemeinschaftliche Teiler der drei Zähler gleich S) ist, und daher die Qua-
drate selbst keinen gemeinschaftlichen Teiler haben können.

VI. Dies bezieht sich alles auf die Transformation der Form % in f f f
und ist aus den Transformationen der Form F in ff und der Form % in Ff"
abgeleitet. Auf ganz ähnliche Weise aber wird aus den Transformationen
der Form F' in ff" und der Form %' in F'f die folgende Transformation
der Form %' in fff" hergeleitet:

f- (11) V"+ - • •

(indem man sämtliche Coefffcienten in ähnlicher Weise bezeichnet wie bei
der Transformation der Form $ in ff'f" und jedem einzelnen zur Unter-
scheidung einen Strich anfügt), aus der sich ebenso wie vorher achtund-
zwanzig O analoge Gleichungen, die wir mit O' bezeichnen, und neun andere
W analoge Gleichungen, die wir mit W bezeichnen, ergeben. Bezeichnet
man nämlich

(I)'(IO)'- (2)'(9)' mit (l, 2)', (l)'(ll)- (3)'(9)' mit (l, 3)', u. s. w,

so werden die Gleichungen 0':

(l, 2)'== aa'n", (l, 3)'= oa"n', . . .

und die Gleichungen W:

(lO)'(H)'- (9)'(12)'= an W, . . .

(Eine weitere Entwicklung überlassen wir der Kürze wegen dem Leser;
übrigens werden Kundige finden, dass diese neue Rechnung nicht einmal
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nötig ist, sondern die erste Analyse durch Analogie leicht hierauf über-
tragen werden kann). Hiernach folgt aus 0 und <£' sogleich:

(l, 2) = (1,2)', (l, 3) = (1,3)', (l, 4) = (1,4)', (2, 3) = (2, 3)', ...

Hieraus aber und daraus, dass (l, 2), (l, 3), (2, 3), ... (nach V) nicht sämtlich
einen gemeinschaftlichen Teiler haben, ergiebt sich mit Hülfe des Hülfs-
satzes im Artikel 234, dass man vier ganze Zahlen a, ß, 7, 8 so bestimmen
kann, dass

«(!)'+ ß(9)'= (1), «(2)'+ ß(10)'= ( 2), a(3)'+ ß(ll)'= ( 3), . . .
7(1)'+ 8(9)'= (9), 7 (2)'+ 8 (10)'= (10), T(3)'+ 0(11)'= (11), . . .

und aö — ßy = l ist.
VII. Hieraus und dadurch, dass man aus den ersten drei Gleichungen

von 1F die Werte von aSl, aS3, «6 und aus den ersten drei Gleichungen
von W die Werte von a9T, a33', a(£' substituiert, wird leicht bestätigt, dass

a(3ta2 + 2S3aT + (5f) = a%'
a (Slaß + 33(<xö + ßT) -f- 678) = a*8'

ist, woraus offenbar, falls nicht a = 0 ist, folgt, dass die Form % durch
die eigentliche Substitution a, ß, 7, 6 in %' übergeht. — Wendet man aber
statt der drei ersten Gleichungen in W und W' die drei folgenden an, so
findet man drei den eben angegebenen völlig analoge Gleichungen, in
denen an Stelle des Factors a überall b steht, woraus hervorgeht, dass
derselbe Schluss gilt, wofern nur nicht & = 0 ist. Wendet man schliesslich
die drei letzten Gleichungen in W und W an, so findet man auf dieselbe
Weise, dass unser Schluss richtig ist, wofern nur nicht c = 0 ist. Da nun
sicher nicht alle drei Grossen a, &, c gleichzeitig gleich 0 sind, so muss
notwendig die Form % durch die Substitution a, ß, 7, S übergehen in $'>
und demnach wird sie dieser Form eigentlich äquivalent sein. W. z. b. w.

241.
Eine solche Form wie % oder §', welche entsteht, wenn die eine von

drei gegebenen Formen mit derjenigen, welche aus der Composition der
beiden übrigen sich ergiebt, zusammengesetzt wird, werden wir aus diesen
drei Formen z u s a m m e n g e s e t z t nennen, und aus dem vorigen Artikel
geht hervor, dass es g le ichgül t ig ist, in w e l c h e r R e i h e n f o l g e die
drei Fo rmen c o m p o n i e r t w e r d e n . Analog, wenn beliebig viele Formen
/", f, f", f", . . . (deren Determinanten im quadratischen Verhältnis zu
einander stehen müssen) gegeben sind, und es wird die Form f mit f
componiert, die daraus sich ergebende mit /", die hierdurch entstehende
mit f" u. s. w., so wird die Form, welche am Schlüsse dieser Operation
sich ergiebt, aus allen F o r m e n /*, /', /"', f", . . . z u s a m m e n g e s e t z t
genannt werden. Man beweist leicht, dass es auch hierbei gleichgiltig ist,
in welcher Reihenfolge die Formen zusammengesetzt werden, d. h. in
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welcher Reihenfolge auch diese Formen zusammengesetzt werden mögen, es
werden stets die aus dieser Zusammensetzung hervorgehenden Formen
eigentlich äquivalent sein. — Ferner ist klar, dass, wenn den Formen /*,
/"', /"", ... die Formen #, g', g", ... eigentlich äquivalent sind, auch die
aus diesen zusammengesetzte Form der aus jenen zusammengesetzten Form
eigentlich äquivalent sein wird.

242.
Die vorstehenden Sätze beziehen sich auf die Composition der Formen

in ihrer grössten Allgemeinheit; wir gehen jetzt zu specielleren An-
wendungen über , durch welche wir die Reihe jener nicht unterbrechen
wollten. Zunächst nehmen wir die Aufgabe des Artikels 236 wieder auf,
die wir durch folgende Bedingungen beschränken: Erstens sollen die zu
componierenden Formen dieselbe Determinante haben, also d = df sein;
zwe i t ens sollen m, m' prim zu einander sein; dr i t tens soll die gesuchte
Form direct aus jeder der beiden Formen /", f zusammengesetzt sein.
Hiernach werden auch m2 und m'2 zu einander prim sein, und daher ist
der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen dm'2, d'm2, d. h.
D = d=d' und n = ri=l. Die vier Grossen G, G', Q", £t'", die nach
Belieben angenommen werden können, werden wir respective gleich — l,
0, 0, 0 setzen, was immer erlaubt ist, ausser in dem einzigen Falle, wo
a, a', b + V gleichzeitig gleich 0 sind, auf den wir daher hier keine Rück-
sicht nehmen; offenbar aber kann dieser Fall nur eintreten bei Formen mit
positiver quadratischer Determinante. Dann ist klar, dass JJL der grösste
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, a/ b -f- V ist, dass die Zahlen $',
$", §ß'" derart angenommen werden müssen, dass

$P'a-t-$ß"a'+$'" (& + &') = |t

wird, dass aber $ völlig willkürlich ist. Hieraus ergiebt sich, wenn man
am angeführten Orte für p, q, p' #',... ihre Werte substituiert:

an! 1

C aber kann durch die Gleichung AC=B2 — D bestimmt werden, wofern
nicht a und a' gleichzeitig gleich 0 sind.

In dieser Lösung hängt demnach der Wert von A nicht von den Werten
$, $', $", §ß'" (welche auf unendlich viele verschiedene Arten bestimmt
werden können) ab; B jedoch wird andere Werte erhalten, wenn man
diesen Zahlen andere Werte beilegt, und es verlohnt sich zu untersuchen,
auf welche Weise sämtliche Werte von B unter sich zusammenhängen. Zu
diesem Zwecke bemerken wir:

I. Wie auch immer die Zahlen $J3. $)3', $ß", $ß'" bestimmt werden mögen,
die daraus hervorgehenden Werte von B sind sämtlich nach dem Modul A
congruent. Nehmen wir an, dass, wenn

93 = p, <$'= p', $($"= p", $ß'"= p'" gesetzt wird, B = 93 ist,
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wenn aber

$ = )) + b, $'=:})'+b', ^==^+b", ^"'=p'"4- b'" gesetzt wird, J5=33 4- S)

werde, so ist:

ab'-h a'b"+ (6 4- 6') b;//= 0, aa'b + a&'b'+ a'^b'^ (66' 4- D) b'"= jx®.

Multipliciert man die linke Seite der zweiten Gleichung mit ap'-f a'$"
4- (& 4- 1'} $'", die rechte mit \L und subtrahiert von dem ersten Producte
die Grosse

(aft'p'4- a'ftp"4- (&/2 4- D) p'") («b'4- a'b"+ (& 4- &') b'/x),

welche der ersten Gleichung zufolge offenbar gleich 0 ist, so erhält man,
nachdem man entwickelt und, was sich hebt, weggelassen hat:

oa'Jftb 4- ((&'- W + W')V+ (0>-VW+ cV"} V

aa'
wonach offenbar u,2© durch aa' oder S) durch — «- d. h. durch J[ teilbarr jx2

und
33 = (33 4- S)) (mod. 3l)

ist.
II. Wenn für die Werte p, ^, p", J)"' von $, $', sjj"9 sp'":j5 = g5

wird, so lassen sich andere Werte dieser Zahlen finden, infolge deren B
irgend einen gegebenen, 33 nach dem Modul A congruenten Wert, etwa den
Wert 33 4- TcA, erhält. Zunächst bemerken wir, dass die vier Zahlen JA, c,
c', b — 1> keinen gemeinschaftlichen Teiler haben können; denn wenn sie
einen solchen hätten, so würde dieser in den sechs Zahlen a, a', & + &', c,
cr, 6 — "b' und daher auch sowohl in a, 2&, c, als auch in a', 2&', c7, und
folglich auch in m, m' aufgehen, die aber nach Voraussetzung prim zu ein-
ander sind. Daher lassen sich vier ganze Zahlen A, /&', h", h'" von der
Beschaffenheit angeben, dass

7*jx 4- h'c 4- ÄV4- *"' (& — &') = l
wird. Ist dies geschehen und setzt man:

m = b, k[h" (b 4- &') — A'"a'] = jib'
Ä[A' (& 4- &') 4- Ä//7a] = [xb", — A?(ÄV4- h"a) = [xb'",

so sind offenbar b, b', b", b/7/ ganze Zahlen; ferner bestätigt man leicht, dass

aa'b 4-a6/b/4-a/&b'/ —
H*

ist. Aus der ersten Gleichung geht hervor, dass auch }) -h b, p' 4- b', p"4- b",
p/7/4- b;// Werte von $, ^', $", $'" sind, aus der letzten, dass diese Werte

ergeben.
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Hieraus erhellt, dass B immer so bestimmt werden kann, dass es
zwischen 0 und A — l incl., wenn A positiv ist, und zwischen 0 und
— J. — 1, wenn A negativ ist, liegt.

243.

_1_
">

Aus den Gleichungen

Sß'a 4- $ß"a'4- $
folgt:

B = & 4- — [Sßa'4- *ß' (&'— &) — $'"c] = 6'4- — pßa 4- $"(& — &') — $"V],

daher

B = &(mod.—") und JB == &'(mod. —\
\ JA/ V J A /

So oft —, — prim zu einander sind, wird zwischen 0 und A — l (oder

zwischen 0 und — A — l, falls A negativ ist) nur eine einzige Zahl liegen,

welche =E& (mod.—J und =&' ( m o d . — j ist; wird dieselbe gleich B und
\ [*' / \ JA /

Jg2 J)
—-— = C gesetzt, so ist offenbar die Form (A, B, 0) aus den Formen

(a, &, c), (a', &', c') zusammengesetzt. In diesem Falle braucht man sich also,
um die zusammengesetzte Form zu finden, um die Zahlen ^JJ, $($', §JJ", $ß'"
nicht weiter zu kümmern*).

Wenn z. B. die aus den Formen (10, 3, 11), (15, 2, 7) zusammengesetzte
Form gesucht wird, so sind a, a', b 4- &' respective gleich 10, 15, 5; JA = 5;
hieraus .4 = 6; 5 = 3 (mod. 2) und =2 (mod. 3), somit _B = 5 und die

gesuchte Form ist (6, 5, 21). — Übrigens ist die Bedingung, dass —, —

prim zu einander seien, vollständig äquivalent der Bedingung, dass die
beiden Zahlen a, a' keinen grösseren gemeinschaftlichen Teiler haben sollen,
als die drei a, a', 64-6' oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass der
grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, a' auch in der Zahl & 4- &'
aufgehen solle. Es mögen insbesondere die fo lgenden speciellen Fälle
angeführt werden.

1. Sind zwei Formen (a, &, c), (a', &', c') mit derselben Determinante D
von solcher Beschaffenheit gegeben, dass der grösste gemeinschaftliche
Teiler der Zahlen a, 2&, c zum grössten gemeinschaftlichen Teiler der
Zahlen a', 2&', c1 und ferner a zu a' prim ist, so findet man die aus
ihnen zusammengesetzte Form (A, J5, (7), indem man A = aa', B=b

(mod. a) und =~b' (mod. a;), C= setzt. Dieser Fall findet immer

*) Was immer bewirkt wird durch Anwendung der Congruenzen:

^.=,^L fL? — fL* (b + V)B bb'+ Di* ~~ P ' ~[T~ir' ji rzr~~
, , ^
(mod. A).
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statt, wenn eine der zu componierenden Formen die Hauptform, nämlich a = 1,
& = 0, c = — D ist. Dann wird A = a\ B kann gleich b' gesetzt werden,
woraus dann 0=c' folgt. Mithin ist die aus der Haup t fo rm und
irgend einer ändern Form mit derse lben De te rminan te zu-
sammengese tz te Form diese Form selbst.

2. Wenn zwei entgegengesetzte eigentlich primitive Formen zu com-
ponieren sind, etwa (a, &, c) und (a,—&, c), so ist jA = a. Hieraus erkennt
man leicht, dass die Hauptform (1,0,—D) aus jenen zusammengesetzt ist.

3. Sind beliebig viele eigentlich primitive Formen (a, fr, c), (a7, &', c7),
(a", &77, c"), . . . mit derselben Determinante D gegeben, deren Anfangs-
glieder a, a' a", . . . zu einander prime Zahlen sind, so findet man die
aus jenen zusammengesetzte Form (-4, J3, (7), wenn man A gleich dem
Producte aus allen Zahlen a, a7, a77, . . ., B den einzelnen &, &7, &77, . . .

B2— D
nach den Moduln a, a7, a77,. . . respective congruent und C = —-r— setzt.

Denn man sieht leicht, dass die aus zwei Formen (a, fr, c), (a7, 67, c7) zu-
/ J52 — D\

sammengesetzte Form lautet: ( aa7, .B, ——7—), die aus dieser und der
r>2 T)

aa!

Form (a77, &77, c77) zusammengesetzte Form: faa7a77, l?,——n^J u. s.w. —

Umgekehrt
4. Wenn eine eigentlich primitive Form (A, B, C) mit der Determi-

nante D gegeben ist und das Glied A in beliebig viele zu einander prime
Factoren a, a7, a77, . . . zerlegt wird, ferner die Zahlen 6, b' b", . . . ent-
weder gleich B oder wenigstens B nach den Moduln a, a7, a77 . . . respec-
tive congruent angenommen werden und ac = b2— D, a7c7 = b'2 — D,
a"b"=b"2 — I>, . . . gesetzt wird, so wird die Form (A, B, C) aus den
Formen (a, &, c), (a7, &7, c7), (a77, &77, c77), . . . zusammengesetzt oder in
diese Formen zerlegbar sein. Man beweist ohne Schwierigkeit, dass
derselbe Satz auch noch gilt, wenn die Form (A, B, C) eine uneigentlich
primitive oder eine abgeleitete Form ist. Auf diese Weise kann daher jede
beliebige Form in andere mit derselben Determinante zerlegt werden, deren
Anfangsglieder sämtlich entweder Primzahlen oder Potenzen von Primzahlen
sind. Eine derartige Zerlegung lässt sich häufig mit Vorteil anwenden,
wenn aus mehreren gegebenen Formen eine einzige zu componieren ist. So
zerlege man z. B., wenn die aus den Formen (3, l, 134), (10, 3, 41),
(15, 2, 27) zusammengesetzte Form gesucht wird, die zweite in die folgenden:
(2, l, 201), (5, —2, 81), die dritte in (3, — l, 134), (5, 2, 81), dann wird offen-
bar die aus den fünf Formen (3, l, 134), (2, l, 201), (5, —2, 81), (3, — l, 134),
(5,2,81) zusammengesetzte Form, in welcher Keihenfolge auch diese Formen ge-
nommen worden sein mögen, auch aus den drei gegebenen Formen zusammen-
gesetzt sein. Aus der Composition der ersten und vierten ab er entsteht die Haupt-
form (l, 0, 401); dieselbe entsteht aus der Composition der dritten und
fünften; mithin ergiebt sich aus der Composition aller die Form (2,1,201).

Composition der Formen. 253

5. Wegen des grossen Nutzens dieses Gegenstandes verlohnt es sich,
dieses Verfahren noch etwas weiter zu entwickeln. Aus der vorigen Bemer-
kung geht hervor, dass das Problem, beliebig viele gegebene eigentlich pri-
mitive Formen mit derselben Determinante zusammenzusetzen, zurückgeführt
werden kann auf die Composition von Formen, deren Anfangsglieder Po-
tenzen von Primzahlen sind (denn eine Primzahl allein kann als erste Potenz
von sich selbst betrachtet werden). Daher wollen wir den Fall insbesondere
betrachten, wo zwei eigentlich primitive Formen (a, 6, c), (a', &', c') zu
componieren sind, in denen a und a' Potenzen derselben Primzahl sind.
Ist also a = /&x, a'=Äx, wo h eine Primzahl bezeichnet, und nehmen wir
an (was erlaubt ist), dass x nicht kleiner als X sei, so wird Ax der grösste
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, a', und wenn dieser überdies in b -f- b'
aufgeht, so hat man den im Anfang dieses Artikels betrachteten Fall und es
wird (A, J5, (7) aus den gegebenen Formen zusammengesetzt sein, wenn man
J.= ÄX~X, B^b (mod. /&x~x) und =&' (mod. 1), welche letztere Bedingung

offenbar weggelassen werden kann, und G =
J52 _ J)

setzt. Wenn aber h

in b + b' nicht aufgeht, so wird notwendig der grösste gemeinschaftliche
Teiler dieser Zahlen auch selbst eine Potenz von h sein; ist derselbe gleich
li , so ist v<cX (man muss v = 0 setzen, wenn zufällig ÄX und b -f- b' prim
zu einander sind). Wenn man also $', §ß", $'" derartig bestimmt, dass

wird, $ß aber nach Belieben annimmt, so wird die Form (J., jft, C) aus den
gegebenen zusammengesetzt sein, wenn man setzt:

•p \y — UJ — -P UJ? ^ — A

Man erkennt aber leicht, dass in diesem Falle auch ?$' willkürlich ange-
nommen werden kann, so dass man, wenn man $J3 = ^ß /=0 setzt, erhält:

oder allgemein:

wo Je eine beliebige Zahl bezeichnet (voriger Artikel). In diese sehr ein-
-I V

fache Formel geht nur 9$'" ein, welches der Wert des Ausdrucks , , ,

(mod. 7iX) ist.*) Sucht man z. B. die aus den Formen (16, 3, 19) und

*) Oder des Ausdrucks —, ,, (mod. hx v), woraus folgt: B~b , ,,
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(8, l, 37) zusammengesetzte Form, so ist h = 2, x = 4, 7 = 8, v = 2. Daher
4

4 = 8, $'" ein Wert des Ausdrucks -j (mod. 8); ein solcher ist l, daher

J3==8fc— 73 und somit, wenn man & = 9 setzt, B = ~- l und 0=37.
Es ist daher (8, — l, 37) die gesuchte Form.

Sind also beliebig viele Formen, deren Anfangsglieder sämtlich Potenzen
von Primzahlen sind, gegeben, so muss man nachsehen, ob die Anfangsglieder
einiger von ihnen Potenzen derselben Primzahl sind, und diese nach der
eben angebenen Eegel unter sich zusammensetzen. Auf diese Weise erhält
man Formen, deren erste Glieder auch noch Potenzen von Primzahlen, aber
von gänzlich verschiedenen Primzahlen sind; die aus diesen zusammen-
gesetzte Form wird daher nach der dritten Bemerkung bestimmt werden
können. Sind z. B. die Formen (3, l, 17), (4, 0, 35), (5, 0, 28), (16, 2, 9),
(9, 7, 21), (16, 6, 11) gegeben, so entsteht aus der ersten und fünften die
Form (27, 7, 7), aus der zweiten und vierten die Form (16, —6, 11), aus
dieser und der sechsten die Form (l, 0, 140), welche weggelassen werden
kann. Es bleiben daher übrig die Formen (5, 0, 28) und (27, 7, 7), aus
denen sich die Form (135, —20, 4) ergiebt, an deren Stelle auch die
eigentlich äquivalente Form (4, 0, 35) genommen werden kann. Dies ist
also die aus der Composition der sechs gegebenen resultierende Form.

Übrigens können aus dieser Quelle noch viele andere bei der Anwendung
nützliche Kunstgriffe geschöpft werden; um aber nicht allzu weitläufig zu
werden, unterdrücken wir eine eingehendere Behandlung dieses Gegenstandes
und wenden uns zu anderen schwierigeren Sachen.

244.

Wenn die Zahl a durch irgend eine Form /", die Zahl a' durch die
Form /" dargestellt werden kann, und die Form F in ff transformierbar
ist, so ist ohne Schwierigkeit ersichtlich, dass das Product aaf durch die
Form F darstellbar ist. Hieraus folgt sogleich, dass, wenn die Determinanten
dieser Formen negativ sind, die Form F positiv ist, wenn entweder beide
Formen /*, f positiv oder beide negativ sind, dass dagegen die Form F
negativ ist, wenn die eine der Formen /", f positiv, die andere negativ ist.
Wir wollen besonders bei dem Falle verweilen, den wir im vorigen Artikel
betrachtet haben, wo F aus f, f zusammengesetzt ist und /; /", F dieselbe
Determinante D haben. Nehmen wir überdies an, dass die Darstellungen
der Zahlen a, a' durch die Formen /; f vermittelst unter einander priiner
Werte der Unbestimmten bewirkt werden, und dass die erstere zu dem Werte

b des Ausdrucks j/I) (mod. a), die letztere zu dem Werte V des Ausdrucks

j/Z> (mod. a') gehört, und setzt man b2 — D = ac, b'2 — D = aV, so werden
nach Artikel 168 die Formen (a, ft, c), (a', &', c') eigentlich äquivalent sein
den Formen /", /*, weshalb F auch aus jenen beiden Formen zusammen-
gesetzt sein wird. Aus denselben Formen ist aber die Form (A, J5, C) zu-

sammengesetzt, wenn man, nachdem der grösste gemeinschaftliche Teiler
da

der Zahlen a, a', b -{-V mit JA bezeichnet ist, A = —, B = b und = b'

nach den Moduln —, — respective und AC=B2 — D setzt. Daher wird

diese Form der Form F eigentlich äquivalent sein. Nun wird die Zahl aa'
durch die Form Ax2 -+- Wxy -h Cy2 dargestellt, wenn man x=^ y=Q setzt,
welche Werte den gemeinschaftlichen Teiler JA haben; daher lässt sich auch
aa' durch die Form F derart darstellen, dass die Werte der Unbestimmten den
grössten gemeinschaftlichen Teiler \L haben (Artikel 166). So oft daher p, = l
ist, wird die Zahl aa' durch die Form F dargestellt werden können, indem
man den Unbestimmten zu einander prime Werte beilegt, und diese Dar-

stellung wird zu dem Werte B des Ausdrucks j/1) (mod. aa'} gehören, der den
Zahlen &, bf respective nach den Moduln a, a' congruent ist. Die Bedingung
JA = l findet immer statt, wenn a, a' prim zu einander sind; allgemein aber
immer, wenn der grösste gemeinschaftliche Teiler von #, a' prim zu b -+- b' ist.
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245.
Satz. Wenn die Form f zu derselben Ordnung gehört wie g

und ebenso /' aus d e r s e l b e n Ordnung ist wie g', so wird die aus
/*, f zusammengese tz t e Form F dieselbe Determinante haben
und aus derselben Ordnung sein, wie die aus #, g1 zusammen-
gesetzte Form 6r.

Beweis. Es seien die Formen f, f, F respective gleich (a, 6, c),
(a', &', c'), (A, B, (7) und ihre Determinanten bezüglich gleich d, ä", D. Ferner
sei der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, 26, c gleich TW, der
grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, ö, c aber gleich m, und
analoge Bedeutungen mögen w', m' in Bezug auf die Form f und M, 3Jt
in Bezug auf die Form F haben. Dann wird die Ordnung der Form f
durch die Zahlen df, m, m bestimmt, weshalb dieselben Zahlen auch für die
Form g gelten werden; aus demselben Grunde werden die Zahlen d', m', m'
für die Form g' dieselben sein, wie für die Form f Nun sind aber dem
Artikel 235 zufolge die Zahlen D, Jf, 9K durch die Zahlen d, d', m, m', m,
m' bestimmt; es ist nämlich D der grösste gemeinschaftliche Teiler von
dm'2, d'm2, ferner M—mm' und 9Jl = mm' (wenn gleichzeitig m = m und
m' = m' ist) oder = 2mm' (wenn m = 2tn oder m'= 2m' ist). Da diese Eigen-
schaften der Zahlen D, M, 9JI daraus sich ergeben, dass F aus /*, f zu-
sammengesetzt ist, so ist leicht ersichtlich, dass D, Jf, 3JI auch für die Form
6? gelten und daher 6r aus derselben Ordnung ist wie F. W. z. B. w.

Aus diesem Grunde werden wir die Ordnung, in welcher F ent-
halten ist, aus den Ordnungen, in denen f, f enthalten sind,
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zusammengese tz t nennen. So ist z.B. aus zwei eigentlich primitiven
Ordnungen immer eine Ordnung gleicher Art, aus einer eigentlich primi-
tiven und einer uneigentlich primitiven eine uneigentlich primitive Ordnung
zusammengesetzt. — In analoger Weise hat man es zu verstehen, wenn eine
Ordnung aus mehreren anderen Ordnungen zusammengesetzt genannt wird.

Composition der Geschlechter,

246.

Aufgabe. Wenn zwe i beliebige primitive Formen /*, /", aus
deren C o m p o s i t i o n die Form F ents teht , gegeben sind, so soll
man aus den Gesch lech te rn , zu welchen f , f gehören, das
Geschlecht be s t immen , zu welchem F zu rechnen ist.

Auflösung. I. Wir betrachten zunächst den Fall, wo wenigstens eine
der Formen f, /'', z. B. die erstere, eigentlich primitiv ist, und bezeichnen
die Determinanten der Formen f, f, F bezüglich mit d, d', D. Dann ist
D der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen dm'2, d', wo m' entweder
gleich l oder gleich 2 ist, je nachdem die Form f eigentlich oder uneigent-
lich primitiv ist. Im ersten Falle wird F zu einer eigentlich primitiven
Ordnung, im zweiten zu einer uneigentlich primitiven Ordnung gehören.
Nun wird das Geschlecht der Form F bestimmt durch ihre Specialcharactere
sowohl in Bezug auf die einzelnen ungeraden Primteiler von D als auch
für gewisse Fälle in Bezug auf die Zahlen 4 und 8. Diese müssen wir
daher einzeln bestimmen.

1. Ist p irgend ein ungerader Primteiler von D, so geht derselbe
notwendig auch in d, d' auf und daher werden auch unter den Characteren
der Formen f, f die Beziehungen dieser zu p vorkommen. Wenn nun
durch f eine Zahl a, durch f eine Zahl a' dargestellt werden kann, so
wird das Product aa' durch F darstellbar sein. Wenn daher sowohl durch
f als auch durch f quadratische (durch p nicht teilbare) Eeste von p
dargestellt werden können, so können auch durch F quadratische Eeste von
p dargestellt werden, d. h. wenn jede der beiden Formen f, f den Character
Ep hat, so wird auch die Form F denselben Character haben. Aus dem-
selben Grunde wird F den Character Ep haben, wenn jede der beiden
Formen /*, f den Character Np hat; dagegen hat F den Character Np,
wenn eine der beiden Formen /", f den Character Ep, die andere den
Character Np hat.

2. Wenn in den Totalcharacter der Form F die Beziehung zur
Zahl 4 eingeht, so muss eine solche Beziehung auch in die Charactere der
Formen f, f eintreten. Denn jenes findet nur dann statt, wenn D~Q oder
= 3 (mod. 4) ist. Ist D durch 4 teilbar, so sind auch dm'2 und d' durch
4 teilbar, woraus sogleich hervorgeht, dass f nicht uneigentlich primitiv
sein kann und somit m'= l ist. Daher ist sowohl d als d' durch 4 teilbar,

und in den Character beider Formen tritt die Beziehung zu 4 ein. Ist
D= 3 (mod. 4), so geht D in d, d' auf; die Quotienten sind Quadrate und
daher auch d, d' notwendig entweder =0 oder ^3 (mod. 4), und unter
den Characteren von f, f findet sich ihre Beziehung zu 4. Hieraus folgt
in derselben Weise wie in (1), dass der Character der Form /" l, 4 ist,
wenn entweder beide Formen f, f den Character l, 4 oder den Character
3, 4 haben, dass dagegen der Character der Form F 3, 4 ist, wenn die
eine der Formen f, f den Character l, 4, die andere den Character 3, 4 hat.

3. Ist D durch 8 teilbar, so ist es auch d'; demnach ist f sicher
eigentlich primitiv, m'= l und auch d durch 8 teilbar. Daher kann unter
den Characteren der Form F irgend einer der Charactere l, 8; 3,8;
5, 8; 7, 8 nur dann sich vorfinden, wenn auch in dem Character der
Form f sowohl als in dem Character der Form f eine solche Beziehung
zu 8 vorkommt. Man bestätigt aber leicht in derselben Weise wie vorher,
dass der Character der Form F 1,8 ist, wenn f und f in Bezug auf 8 den-
selben Character haben; dass der Character der Form F 3, 8 ist, wenn
die eine der Formen f, f den Character l, 8, die andere den Character
3, 8, oder die eine den Character 5, 8, die andere den Character 7, 8 hat;
dass die Form F den Character 5, 8 besitzt, wenn die Formen f, f die
Charactere l, 8 und 5, 8 oder die Charactere 3, 8 und 7, 8 haben; dass
endlich F den Character 7, 8 hat, wenn f, f die Charactere l, 8 und 7, 8
oder 3, 8 und 5, 8 haben.

4. Ist D ̂ 2 (mod. 8), so ist d' entweder ^0 oder ^2 (mod. 8);
demnach ist m'= l und daher auch d entweder = 0 oder = 2 (mod. 8).
Indessen können nicht beide Zahlen d, d' durch 8 teilbar sein, da D der
grösste gemeinschaftliche Teiler derselben ist. Daher wird nur in dem
Falle der eine oder der andere der beiden Charactere l u. 7, 8; 3 u. 5, 8
der Form F zuerteilt werden dürfen, wenn entweder beide Formen f, f
irgend einen von jenen Characteren besitzen, oder die eine einen von jenen,
die andere einen der folgenden Charactere 1,8; 3, 8; 5,8; 7,8 hat.
Hieraus ergiebt sich leicht, dass der Character der Form F durch die
folgende Tafel bestimmt werden kann, wenn sich der am Eande befindliche
Character auf die eine der beiden Formen f, /*', der am Kopfe befindliche
aber auf die andere bezieht:

1 u. 7, 8

3 u. 5, 8

1 u. 7, 8
oder 1, 8
oder 7, 8

1 u. 7, 8

3 u. 5, 8

3 u. 5, 8
oder 3, 8
oder 5, 8

3 u. 5, 8

1 u. 7, 8 !

5. Auf dieselbe Art beweist man, dass der Form F der eine oder
der andere der beiden Charactere l u. 3, 8; 5 u. 7, 8 nicht beigelegt werden
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kann, wenn nicht irgend einer von ihnen wenigstens einer der Formen /", f
und der ändern entweder einer von denselben Characteren oder einer von
den folgenden: 1,8; 3,8; 5,8; 7,8 zukommt, und zwar bestimmt sich der
Character der Form F durch folgende Tafel, bei welcher sich die Charactere
der Formen f, f am Bände und am Kopfe befinden:

1 u. 3, 8

5 u. 7, 8

1 n. 3, 8
oder 1, 8
oder 3, 8

1 u. 3, 8

5 u. 7, 8

5 u. 7, 8
oder 5, 8
oder 7, 8

5 u. 7, 8

1 u. 3, 8

II. Wenn beide Formen /*, f uneigentlich primitiv sind, so ist D der
grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 4d, 4d' oder \D der grösste
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen <#, d'. Hieraus folgt leicht, dass sowohl
d als auch d' als auch JD = l (mod. 4) sind. Setzt man aber F= (JL, B, C),
so ist der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen A, B, C gleich 2 und
der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen J., 25, C gleich 4. Daher
ist F eine aus der uneigentlich primitiven Form (^4, ffi, -|(7) abgeleitete
Form; die Determinante der letzteren ist ^D und ihr Geschlecht wird das
Geschlecht der Form F bestimmen. Der Character jener Form aber wird,
da sie eine uneigentlich primitive ist, die Beziehungen zu 4 oder 8 nicht
enthalten, sondern nur die Beziehungen zu den einzelnen ungeraden Prim-
teilern von %D. Da nun offenbar alle diese Teiler in d, d' aufgehen und
die Hälfte eines jeden Productes zweier Factoren, von denen der eine
durch /*, der andere durch f darstellbar ist, durch die Form (^4,^.15,^(7)
dargestellt werden kann, so sieht man leicht, dass der Character dieser
Form in Bezug auf jede in JD aufgehende ungerade Primzahl Ep ist,
sowohl wenn %Rp ist und die Formen /*, f in Bezug auf p ein und denselben
Character haben, als auch wenn 2Np ist und die Charactere der Formen
f , f in Bezug auf^> entgengesetzt sind, dass dagegen der Character jener
Form Np ist, sowohl wenn £ f gleiche Charactere haben in Bezug auf p
und %Np ist, als auch wenn /", f entgegengesetzte Charactere haben und
2Ep ist.

247.
Aus der Auflösung des vorstehenden Problems geht hervor, dass, wenn g

eine primitive Form aus derselben Ordnung und demselben Geschlechte
wie f und ebenso g' eine primitive Form aus derselben Ordnung und dem-
selben Geschlechte wie f ist, die aus g und g' zusammengesetzte Form zu
demselben Geschlechte gehört wie die aus f und f zusammengesetzte Form.
Hieraus ergiebt sich unmittelbar die B e d e u t u n g eines aus zwei (oder auch
aus mehreren) ändern Geschlechtern zusammengesetzten Geschlechts.
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Ferner geht ebendaraus hervor, dass, wenn /*, f dieselbe Determinante haben
und f eine Form aus einem Hauptgeschlechte, sowie F aus f und f
zusammengesetzt ist, F aus demselben Geschlechte ist wie f; demnach kann
ein Hauptgeschlecht bei der Composition mit ändern Geschlechtern derselben
Determinante stets weggelassen werden. Wenn dagegen, während die übrigen
Annahmen bleiben, /"nicht aus einem Hauptgeschlecht, f aber eine primitive
Form ist, so wird F sicher aus einem ändern Geschlechte sein als f. Wenn
endlich /*, f eigentlich primitive Firmen desselben Geschlechts sind, so wird
F aus einem Hauptgeschlechte sein; wenn dagegen /",/"' beide eigentlich
primitive Formen mit derselben Determinante, aber aus verschiedenen Ge-
schlechtern sind, so kann F nicht zu einem Hauptgeschlechte gehören.
Wird daher irgend eine eigentlich primitive Form mit sich selbst com-
ponier t , so wird die dadurch entstehende Form, welche ebenfalls eigentlich
primitiv ist and dieselbe Determinante hat, notwendig zu einem Haupt-
geschlechte gehören.

248.
Aufgabe. Wenn zwei beliebige Formen /*, /', aus denen die

Form F z u s a m m e n g e s e t z t ist, gegeben sind, so soll man aus
den G e s c h l e c h t e r n der Formen /; f b e s t i m m e n , zu w e l c h e m
Gesch l ech t e die Form F gehört.

Auflösung. Es sei /*= (a, &, c), f= (a', &', c'), F— (A, B, (7), ferner
m der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, &, c und na' der
grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a', &', c', so dass /*, f aus

• •,• n (a l c\ (a' V c'\ ,. . , . . , . , .,den primitiven Formen (•—, —, — J, ^, -^7, —,], die wir bezüglich mit

f, f bezeichnen, abgeleitet sind. Wenn nun wenigstens eine der Formen
f, f eigentlich primitiv ist, so wird der grösste gemeinschaftliche Teiler
der Zahlen A, B, C gleich mm' und daher F aus der primitiven Form
/ A 7? C1 \
f—7, —7, —p) = 3 abgeleitet sein, woraus hervorgeht, dass das Ge-

schlecht der Form F abhängig ist vom Geschlecht der Form %. Man er-
kennt aber leicht, dass gf durch dieselbe Substitution in ff' übergeht, durch
welche F in ff' übergeht und dass somit % aus ff zusammengesetzt ist
und ihr Geschlecht nach der Aufgabe im Artikel 246 bestimmt werden
kann. — Sind aber beide Eormen f, f uneigentlich primitiv, so ist der
grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen A, B, C gleich 2mm' und die
Form % ist auch jetzt noch aus den Formen f, f zusammengesetzt und

offenbar aus der eigentlich primitiven Form (jjjjjjjpj 2tmi?' 2mrnv ab~

geleitet. Das Geschlecht dieser Form kann daher nach Artikel 246 be-
stimmt werden, und da F aus eben dieser Form abgeleitet ist, so wird da-
durch auch unmittelbar das Geschlecht von F bekannt sein.

Aus dieser Auflösung geht hervor, dass der im vorigen Artikel für
primitive Formen entwickelte Satz, nämlich dass, wenn /', g' aus den-
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se lben G e s c h l e c h t e r n sind, wie £ g, die ans den Formen /"', g'
z u s a m m e n g e s e t z t e Form aus d e m s e l b e n Gesch lech te ist, wie
die aus /", g z u s a m m e n g e s e t z t e Form, allgemein für beliebige
Formen gilt.

Composition der Klassen.

249.
Satz. Wenn die Formen /", /' aus dense lben Ordnungen ,

Gesch lech te rn und Klassen s ind, wie die Fo rmen #, g' re-
spect ive, so ist die aus den F o r m e n /*, / ' z u s a m m e n g e s e t z t e
Form aus derse lben Klasse , wie die aus g und g' z u s a m m e n -
gesetzte.

Aus diesem Satze, dessen Eichtigkeit aus Artikel 239 ohne Weiteres
folgt, ist die Bedeu tung einer aus zwe i oder auch aus mehre ren
gegebenen Klassen zusammengesetzten Klasse unmittelbar ersichtlich.

Wird irgend eine Klasse K mit der Hauptklasse zusammengesetzt, so
entsteht wiederum die Klasse K, d. h. die Hauptklasse kann bei der Com-
position mit ändern Klassen derselben Determinante weggelassen werden.
Aus der Composition zweier entgegengesetzten eigentlich primitiven Klassen
entsteht stets die Hauptklasse derselben Determinante (vgl. Artikel 243).
Da nun jede ambige Klasse sich selbst entgegengesetzt ist, so geht durch
Composition jeder eigentlich primitiven ambigen Klasse mit sich selbst die
flauptklasse derselben Determinante hervor.

Der letzte Satz gilt auch umgekehrt, nämlich: Wenn durch Com-
position einer eigentlich primit iven Klasse K mit sich selbst
die Hauptklasse H de r se lben De t e rminan t e hervorgeh t , so ist K
notwendig eine ambige Klasse. Denn wenn K' die zu K entgegen-
gesetzte Klasse ist, so wird aus den drei Klassen Ky JfT, K' durch Com-
position dieselbe Klasse entstehen wie aus H und K'-, aus jenen ergiebt sich
aber K (da K und K' die Hauptklasse JT, diese aber und K wiederum K
hervorbringen), aus diesen K1. Mithin fällt K mit K' zusammen und.ist
daher eine ambige Klasse.

Ferner mag folgender Satz angeführt werden: Wenn d ieKlassen^T, L
bezügl ich den Klassen K', L' en tgegengesetz t sind, so wird auch
die aus K und L zusammengese tz te Klasse der aus K' und L'
z u s a m m e n g e s e t z t e n en tgegengese t z t sein. Es seien die Formen
/? 9-> f-> &' bezüglich aus den Klassen jST, L, JT', Z/; die Form F sei aus
f und g, die Form F' aus den Formen f und g' zusammengesetzt. Da
f und f sowie g' und g uneigentlich äquivalent sind, F aber aus jeder
der beiden Formen /J g direct zusammengesetzt ist, so wird F auch aus
/', g' zusammengesetzt sein, aber aus jeder der beiden invers. Daher ist
jede Form, welche F uneigentlich äquivalent ist, aus f und g' direct zu-
sammengesetzt und daher der Form F' eigentlich äquivalent (Artikel 238,239),

weshalb F, F' uneigentlich äquivalent und die Klassen, zu denen sie ge-
hören, entgegengesetzt sind.

Hieraus folgt, dass, wenn eine ainbige Klasse K mit einer ambigen
Klasse L zusammengesetzt wird, immer eine ambige Klasse entsteht. Denn
dieselbe ist der Klasse, welche aus den den Klassen ÜT, L entgegengesetzten
Klassen zusammengesetzt ist, und daher sich selbst entgegengesetzt, da
diese Klassen sich selbst entgegengesetzt sind.

Endlich bemerken wir, dass, wenn zwei beliebige Klassen K, L mit
derselben Determinante gegeben sind, von denen die erste eigentlich
primitiv ist, man immer eine Klasse M mit derselben Determinante finden
kann, welche mit K componiert L ergiebt. Offenbar erreicht man dies,
indem man für M die Klasse nimmt, welche aus L und der zu K entgegen-
gesetzten Klasse zusammengesetzt ist; zugleich ist sehr leicht ersichtlich,
dass diese Klasse die einzige ist, welche diese Eigenschaft besitzt, oder dass
verschiedene Klassen derselben Determinante mit einer und derselben
eigentlich primitiven Klasse zusammengesetzt verschiedene Klassen liefern.

Die Composi t ion der Klassen kann passend durch das
Addi t ionsze ichen- | - , ebenso wie die Identi tät der Klassen durch
das G le i chhe i t s ze i chen , b e z e i c h n e t werden. In diesen Zeichen
lässt sich der eben angegebene Satz folgendermassen ausdrücken: Wenn K' die
zu K entgegengesetzte Klasse ist, so ist K~\-K' die Hauptklasse derselben Deter-
minante, und somit K-\-K'-\- L=L; setzt man also .K7-h L = M, so ist K-\~
M=L, wie verlangt wurde. Wenn es aber ausser M noch eine andere M' gäbe,
welche dieselbe Eigenschaft besässe, oder wenn K-\-M!=L wäre, so würde K-{-
K'-J

rM
f=L-\-Kf=M sein, woraus M'=M folgt. — Wenn mehrere identische

Klassen zusammengesetzt werden, so kann dies (nach Art der Multiplikation)
durch Vorsetzen ihrer Anzahl bezeichnet werden, so dass z. B. 22T dasselbe be-
zeichnet wie K -f- K) 3K dasselbe wie K-+- JST4- K, u. s. w. Dieselben Bezeich-
nungen können auch auf die Formen übertragen werden, so dass (a, &, c) 4-
(a', &', c') die aus (a, &, c), (a', &', c') zusammengesetzte Form bezeichnen würde;
um aber keine Zweideutigkeit aufkommen zu lassen, wollen wir uns dieser Ab-
kürzung lieber enthalten, zumal wir einem Zeichen wie |/if(a, &, c) schon
eine besondere Bedeutung beigelegt haben. — Wir werden sagen, dass die
Klasse 2JT durch Duplikation der Klasse JT, die Klasse 31f durch
Triplikation von K u. s. w. entstehe.

250.
Wenn D eine durch m2 teilbare Zahl ist (wo wir m als positiv voraus-

setzen), so giebt es eine aus einer eigentlich primitiven Ordnung mit der

Determinante —^ abgeleitete Ordnung der Formen mit der Determinante D

(oder zwei , falls D negativ ist, nämlich eine positive und eine negative).

Offenbar wird die Form (m, 0, ) zu jener Ordnung (nämlich der posi-
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tiven) gehören und kann mit Eecht als die e in fachs te Form in derselben

betrachtet werden (ebenso wie f — w, 0, — J im Falle eines negativen D die

einfachste Form in der negativen Ordnung sein wird). Wenn überdies

—ö=l (mod. 4) ist, so giebt es auch eine Ordnung von Formen mit der Deter-
IfYl

minante D, welche aus der uneigentlich primitiven Ordnung mit der Deter-

minante — s abgeleitet ist und zu der offenbar die Form 2m, m, — s - )
m2 ö \ ' ' 2w /

gehören und in ihr für die einfachste gehalten werden wird. (Ist D negativ,
so giebt es wiederum zwei Ordnungen und in der negativen soll die Form

— 2m, — m,
J) _

0 als die einfachste betrachtet werden). So werden

z. B., wenn wir auch den Fall, wo m = l ist, hierher rechnen wollen, in
den vier Ordnungen von Formen mit der Determinante 45 die folgenden
Formen die einfachsten sein: (l, 0, —45), (2, l, —22), (3, 0, —15), (6, 3, —6).
In diesem Sinn ist der folgende Satz zu verstehen:

Satz. Wenn i rgend eine Form F aus der O r d n u n g 0 gegeben
ist, so soll man eine e igent l ich pr imi t ive (posit ive) Form fin-
den, durch d e r e n Cornposi t ion mit der e infachs ten Form in 0
die Form F entsteht.

Auflösung. Es sei die Form F=(ma, mb, mc) aus der primitiven
Form /*= (a, b, c), deren Determinante gleich d ist, abgeleitet und es
werde zunächs t angenommen, dass f e igent l ich pr imi t iv sei. Wir
bemerken zunächst, dass, wenn etwa a nicht prim zu 2dm ist, es sicher
andere zu (a, fr, c) eigentlich äquivalente Formen giebt, welche diese Eigen-
schaft besitzen. Denn nach Artikel 228 giebt es zu 2dm priine und durch
jene Form darstellbare Zahlen; es sei eine solche Zahl a'= aa2 -h 2&ay -f- cry2,
und es werde (was erlaubt ist) angenommen, dass a, 7 prim zu einander
sind. Werden dann ß, 8 derart angenommen, dass aS — (ty = l ist, so möge
f durch die Substitution a, ß, 7, 8 in die Form (a', &', c') übergehen, welche
jener eigentlich äquivalent sein und die vorgeschriebene Eigenschaft haben
wird. Da nun auch F und (a'm, V m, c'm} eigentlich äquivalent sind, so
sieht man leicht, dass es genügt denjenigen Fall zu betrachten, in welchem
a zu 2dm prim ist. Dann wird (a, bm, cm2) eine eigentlich primitive Form
(denn wenn a, 2bm, cm2 einen gemeinschaftlichen Teiler hätten, so würde
derselbe auch in 2dm = 2b2m — 2acm enthalten sein) mit derselben Deter-
minante wie F sein, und man bestätigt leicht, dass die Form F durch die Sub-
stitution l, 0, —6, —cm; 0, m, a, Im in das Product aus der Form
(m, 0, — dm), welche, wenn F nicht eine negative Form ist, die einfachste
der Ordnung 0 ist, und der Form (a, bm, cm2) übergeht, woraus man aus
dem Kriterium in der vierten Bemerkung des Artikels 235 schliesst, dass F
aus (m, 0, — dm) und (a, bm, cm2) zusammengesetzt ist. Ist aber F eine
negative Form, so geht sie in das Product aus der einfachsten Form der-

selben Ordnung (— m, 0, dm) und der positiven Form (— a, bm, — cm2)
über durch die Substitution l, 0, b, —cm; 0, —m, —a, bm und ist daher
aus ihnen zusammengesetzt.

Ist zwei tens /"e ine uneigentl ich primitive Form, so kann man
annehmen, dass %a und 2dm prim zu einander sind; denn wenn diese Eigen-
schaft bei der Form f nicht stattfindet, so kann man eine f eigentlich
äquivalente Form finden, welche diese Eigenschaft besitzt. Hieraus aber
folgt leicht, dass (\ a, Im, 2cm2) eine eigentlich primitive Form mit derselben
Determinante wie F ist, und ebenso leicht bestätigt man, dass F in das
Product der beiden Formen

(± 2m, ± m, ± £ (m — dm)), (± %a, Im, ± 2cm2)

übergeht durch die Substitution:

l, 0, i ( lqpft) , — ow; 0, ±2m, ±$a, (b±))m,

wobei die unteren Zeichen zu nehmen sind, wenn F eine negative Form ist,
die oberen aber in den übrigen Fällen, und dass somit F aus diesen beiden
Formen, von denen die erste die einfachste der Ordnung 0, die letzte eine
eigentlich primitive (positive) Form ist, zusammengesetzt ist.

251.
Aufgabe. Wenn zwei Formen F, /"mit derse lben Determinante

D, welche zu derse lben Ordnung 0 gehören, gegeben sind, so
soll man eine eigentlich pr imit ive Form mit der Determinante
D f inden, welche mit /" componier t die Form F erzeugt.

Auflösung. Es sei 9 die einfachste Form der Ordnung 0; ferner seien
%, f eigentlich primitive Formen mit der Determinante D, welche mit 9
componiert bezüglich F, f hervorbringen; endlich sei f eine eigentlich
primitive Form, welche mit f componiert die Form % erzeugt. Dann wird
die Form F aus den drei Functionen 9, f, f oder aus den beiden f, f
zusammengesetzt sein.

Es kann daher jede Klasse einer gegebenen Ordnung betrachtet werden
als zusammengesetzt aus irgend einer gegebenen Klasse derselben Ordnung
und irgend einer eigentlich primitiven Klasse mit derselben Determinante.

Für eine gegebene Determinante sind in den einzelnen
Geschlechtern derselben Ordnung gleichviele Klassen

enthalten.
252.

Satz. Für eine gegebene Dete rminante sind in den einzelnen
Gesch lech te rn derse lben O r d n u n g gleichviele Klassen enthalten.

Beweis. Es mögen die Geschlechter G und H zu derselben Ordnung
gehören, und es möge 6r aus den n Klassen K, K', K",..., K^n~1^ be-
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stehen; ferner sei L irgend eine Klasse aus dem Geschlechte H. Man
suche nach dem vorigen Artikel eine eigentlich primitive Klasse M mit
derselben Determinante, aus deren Composition mit K die Klasse L entsteht,
und bezeichne die aus der Composition der Klasse M mit den Klassen K',
K"', . . ., K(n~1^ hervorgehenden Klassen respective mit L', L",..., L^n~l\
Dann folgt aus der letzten Bemerkung im Artikel 249, dass alle Klassen
L, Z/, .L",..., ltn~^ verschieden sind, und nach Artikel 248 gehören sie
sämtlich zu demselben Geschlechte, d. h. zum Geschlechte H. Schliesslich
sieht man leicht, dass H andere Klassen als diese nicht enthalten kann, da
jede Klasse des Geschlechts .ff als zusammmengesetzt aus M und einer ändern
Klasse derselben Determinante, welche notwendig immer aus dem Geschlechte
G ist, betrachtet werden kann. Daher enthält H, ebenso wie 6r, n verschie-
dene Klassen.

Die Anzahlen der in den einzelnen Geschlechtern verschie-
dener Ordnungen enthaltenen Klassen werden verglichen.

253.
Der vorhergehende Satz setzt die Identität der Ordnung voraus und

lässt sich nicht auf verschiedene Ordnungen ausdehnen. So giebt es z. B.
für die Determinante — 171 zwanzig positive Klassen, welche sich auf vier
Ordnungen verteilen. In der eigentlich primitiven Ordnung sind zwei Ge-
schlechter enthalten, deren jedes sechs Klassen umfasst; in der uneigentlich
primitiven Ordnung besitzen die beiden Geschlechter vier Klassen, jedes
einzelne deren zwei; in der aus der eigentlich primitiven Ordnung mit der
Determinante —19 abgeleiteten Ordnung giebt es nur ein einziges Geschlecht,
welches drei Klassen enthält; endlich hat die aus der uneigentlich primi-
tiven Ordnung mit der Determinante — 19 abgeleitete Ordnung nur ein
einziges, aus einer Klasse bestehendes Geschlecht. Ebenso verhalten sich
die negativen Klassen. Es ve r lohn t daher der Mühe, ein al lgemei-
nes Prinzip zu suchen, von welchem der Z u s a m m e n h a n g unter
den Klassenanzahlen in den verschiedenen Ordnungen abhängt.
Wir nehmen an, dass K, L zwei Klassen aus derselben (positiven) Ordnung
0 mit der Determinante D seien und M eine eigentlich primitive Klasse
mit derselben Determinante sei, aus deren Composition mit K die Klasse L
entsteht; eine solche lässt sich nach Artikel 251 stets angeben. Nun kann
es in gewissen Fällen geschehen, dass M die e inzige eigentlich primitive
Klasse ist, welche mit K componiert L erzeugt; in ändern können mehrere
verschiedene eigentlich primitive Klassen existieren, welche diese Eigenschaft
besitzen. Wir nehmen allgemein an, dass es r derartige eigentlich primitive
Klassen M, M!, M", . . ., Jf(r-1) giebt, welche, einzeln mit K componiert,
dieselbe Klasse L hervorbringen, und bezeichnen die Gesamtheit jener mit
W. Ferner sei L' eine andere (von L verschiedene) Klasse der Ordnung
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0 und N die eigentlich primitive Klasse mit der Determinante I>, welche
mit L componiert L' erzeugt, und es werde die Gesamtheit der Klassen N' -f-
M, N' 4- M', N' + M",. . ., N1 -h M(r~1} (welche sämtlich eigentlich pri-
mitiv und von einander verschieden sind) mit W bezeichnet. Dann ist
leicht ersichtlich, dass K mit irgend einer Klasse aus W componiert U
hervorbringt, woraus folgt, dass W und W keine Klasse gemeinschaftlich
haben; ausserdem zeigt man ohne Mühe, dass es keine eigentlich primitive
in dem Complexe W nicht enthaltene Klasse giebt, welche mit K compo-
niert L' hervorbrächte. Auf dieselbe Weise erhellt, dass, wenn L" eine
andere von den Klassen L, L' verschiedene Klasse der Ordnung 0 ist, es
r eigentlich primitive sowohl unter sich als auch von den Klassen "M7", W
verschiedene Klassen giebt, welche einzeln mit K componiert L" hervor-
bringen, und ähnlich verhält es sich mit allen übrigen Klassen der Ord-
nung 0. Da aber jede eigentlich primitive (positive) Klasse mit der Deter-
minante D mit K componiert eine Klasse der Ordnung 0 liefert, so folgt
hieraus leicht, dass, wenn die Anzahl der sämtlichen Klassen der Ordnung
0 gleich n ist, die Anzahl sämtlicher eigentlich primitiven (positiven) Klassen
mit derselben Determinante gleich rn ist. Wir erhalten daher die a l lgemeine
Regel: Bezeichnen K, L irgend welche Klassen der Ordnung 0 und r die
Anzahl der verschiedenen eigentlich primitiven Klassen mit derselben Deter-
minante, welche einzeln mit K componiert L erzeugen, so ist die Anzahl
sämtlicher Klassen in der eigentlich primitiven (positiven) Ordnung r-mal
grösser als die Anzahl der Klassen der Ordnung 0.

Da die Klassen 7f, L in der Ordnung 0 ganz nach Belieben angenom-
men werden können, so wird man auch identische Klassen nehmen dürfen,
und zwar wird es zweckmässig sein, sich derjenigen Klasse zu bedienen, in
welcher die einfachste Form dieser Ordnung enthalten ist. Nimmt man
daher diese für K und Z, so ist die Sache darauf zurückgeführt, sämtliche
eigentlich primitiven Klassen anzugeben, welche mit K componiert wiederum
K erzeugen. Hierzu wird der Weg gebahnt durch den Satz des folgenden
Artikels.

254.
Satz. Wenn F=(A, B, 0) die e in f achs t e Form der O r d n u n g

0 mit der D e t e r m i n a n t e D und /"=(«, &, c) eine e igent l ich pri-
mit ive Form mit d e r s e l b e n De te rminan te ist, so lässt sich durch
diese Form /"die Zahl A2 dars te l len , wenn F durch Compos i t ion
der Formen f\ F en ts teh t , und u m g e k e h r t ist F aus sich selbst
und f z u s a m m e n g e s e t z t , wenn A2 durch f darges te l l t werden
kann.

Beweis. I. Wenn F in das Product fF durch die Substitution jp, p',
P'' -> P'"> & 0.-! 2>" #'" übergeht, so hat man nach Artikel 235:

- C(f) = A\ daher: A2 = ag"2 —
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II. Wenn vorausgesetzt wird, dass A2 durch f dargestellt werden könne,
so bezeichne man die Werte der Unbestimmten, durch welche dies bewirkt
wird, mit #", — g, oder es sei: A2= aq"2 — %bqq"-}- cg2, und es werde gesetzt:

q"a — q(b + B) = Ap, — qC=Ap', q'f(b — J5) — qc = Ap"
— q"C = Ap1", q"a — q(b — B) = Aq', q"(b + B) — qc = Aq'".

Dann zeigt man leicht, dass F in das Product fF durch die Substitution
Pi P'-> P" -> p'"y $•> #'? Q"I #'" übergeht und daher aus f und F zusammen-
gesetzt ist, wofern nur sämtliche Zahlen p, p', . . . ganz sind. Nun ist
nach der Erklärung der einfachsten Form B entweder gleich 0 oder gleich

2J5 C
\A, daher ist — j- eine ganze Zahl; ebendaraus folgt, dass auch -j eine

ganze Zahl ist. Demnach sind#' — p,pr, q"'—p", p'" ganze Zahlen, und es bleibt
daher nur zu beweisen, dass p und p" ganze Zahlen sind. Es wird aber:

A - A

Ist daher JB = 0, so folgt:

~

und somit sind p und p" ganze Zahlen; ist dagegen B = ^A, so ist:

woraus ebenso leicht sich ergiebt, dass auch in diesem Falle p und p"
ganze Zahlen sind. Hieraus folgt, dass F aus /"und .F zusammengesetzt ist.

255.
Das Problem ist demnach darauf zurückgeführt, dass man alle eigent-

lich primitiven Klassen mit der Determinante D bestimmen solle, durch
deren Formen die Zahl A2 sich darstellen lässt. Offenbar ist A2 durch
jede Form darstellbar, deren erstes Glied entweder A2 oder das Quadrat
eines aliquoten Teils von A ist; umgekehrt aber wird, wenn A2 durch die
Form f dargestellt werden kann, indem man den Unbestimmten die Werte
ae, 70, deren grösster gemeinschaftlicher Teiler e ist, beilegt, die Form f
durch die Substitution a, ß, 7, 8 in eine Form übergehen, deren erstes Glied
A2

—^ ist, und diese Form wird der Form /"eigentlich äquivalent sein, wenn
G

aö — ß7 = l ist. Hieraus geht hervor, dass sich in jeder Klasse, durch
deren Formen A2 dargestellt werden kann, Formen finden, deren erstes
Glied entweder A2 oder das Quadrat eines aliquoten Teils von A ist. Die
Sache dreht sich also darum, alle eigentlich primitiven Klassen mit der
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Determinante D zu ermitteln, in denen derartige Formen vorkommen, und
dies erreicht man auf folgende Weise: Es seien #, a', a", ... sämtliche
(positiven) Teiler von A; man suche sämtliche Werte des Ausdrucks
l/D (mod. a2), welche zwischen 0 und a2 — l incl. liegen und welche fr, &',
&", ... sein mögen, und setze:

l2 — D = a2c, l'2 — D = aV, fc"2 — Z) = aV, ....;

ferner werde die Gesamtheit der Formen (a2, &, c), (a2, &', c'), ... mit V
bezeichnet. Dann sieht man leicht, dass in jeder Klasse mit der Deter-
minante D, in welcher eine Form vorkommt, deren erstes Glied a2 ist,
auch irgend eine Form aus V enthalten sein muss. In analoger Weise
ermittle man sämtliche Formen mit der Determinante D, deren erstes
Glied a'2 und deren mittleres Glied zwischen 0 und a'2 — l incl. gelegen
ist, und bezeichne den Complex derselben mit V. Ebenso sei V" der
Complex analoger Formen, deren erstes Glied a"2 ist, u. s. w. Aus den
Formen F, 7', 7", ... entferne man sämtliche Formen, welche nicht
eigentlich primitiv sind, verteile die übrigen in Klassen und behalte, wenn
zufällig mehrere zu derselben Klasse gehörende vorhanden sein sollten, in
den einzelnen Klassen nur eine bei. Auf diese Weise erhält man alle
gesuchten Klassen und die Anzahl derselben wird sich zur Einheit verhalten,
wie die Anzahl aller eigentlich primitiven (positiven) Klassen zur Anzahl
der Klassen in der Ordnung 0.

Beispiel. Es sei D == — 531 und 0 die positive aus der uneigentlich
primitiven Ordnung mit der Determinante — 59 abgeleitete Ordnung, in
welcher die einfachste Form (6, 3, 90) oder A = 6 ist. Hier sind a, a',
a", a!" gleich l, 2, 3, 6. 7 enthält die Form (l, 0, 531), V die folgenden:
(4, l, 133), (4, 3, 135); 7" die folgenden: (9, 0, 59), (9, 3, 60), (9, 6, 63);
endlich V" die folgenden: (36, 3, 15), (36, 9, 17), (36, 15, 21), (36, 21, 27),
(36, 27, 35), (36, 33, 45). Aus diesen zwölf Formen sind aber sechs weg-
zulassen, nämlich aus V" die zweite und dritte, aus V" die erste, dritte,
vierte und sechste, welche sämtlich abgeleitete Formen sind; von den sechs
übrigen findet man, dass sie alle zu verschiedenen Klassen gehören. In
der That ist die Anzahl der eigentlich primitiven (positiven) Klassen mit
der Determinante — 531 gleich 18 und die Anzahl der uneigentlich primitiven
(positiven) Klassen mit der Determinante — 59 (oder die Anzahl der aus
ihnen abgeleiteten Klassen mit der Determinante —531) gleich 3; somit
verhält sich jene zu dieser wie 6 zu 1.

256.
Diese Lösung wird durch die folgenden allgemeinen B e m e r k u n g e n

noch mehr ins Licht treten.
I. Ist die Ordnung 0 aus einer eigentlich primitiven Ordnung ab-

geleitet, so geht A2 in D auf; ist aber 0 eine uneigentlich primitive oder
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eine aus einer uneigentlich primitiven abgeleitete Ordnung, so ist A gerade,
D durch ^A2 teilbar und der Quotient = l (mod. 4). Hiernach wird das
Quadrat eines jeden Teilers von A entweder in D oder wenigstens in 4D
aufgehen, und im letzteren Falle wird der Quotient stets = l (mod. 4) sein.

II. Geht a2 in D auf, so werden die sämtlichen Werte des Ausdrucks
j/D(mod. a2), welche zwischen 0 und a2—l liegen, die folgenden sein:
0, a, 2a, ..., a2 — a, und daher ist a die Anzahl der Formen F. Aber
unter diesen werden nur so viele eigentlich primitiv sein, als Zahlen in der
Reihe

^ ^ 1 ^ - 4 *>. , w
a2' a2 ' a2" ' "" a2~~(a~~^

vorhanden sind, welche mit a keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Ist
a= l , so wird F nur aus der einen Form (l, 0, — D) bestehen, welche
stets eigentlich primitiv ist. Ist u = 2\oder irgend eine Potenz von 2, so
wird die eine Hälfte von jenen a Zahlen gerade, die andere ungerade sein;
daher werden in F -Ja eigentlich primitive Formen vorkommen. Ist a irgend
eine andere Primzahl p oder die Potenz einer Primzahl, so sind drei Fälle
zu unterscheiden, nämlich:' Alle jene a Zahlen sind prim zu a und daher

sämtliche Formen in F eigentlich primitiv, wenn -$ durch p nicht teilbar
a

und gleichzeitig nicht quadratischer Rest von p ist; geht dagegen p in

-j auf, so giebt es in F — eigentlich primitive Formen; ist endlich —g

ein durch p nicht teilbarer quadratischer Rest von p, so giebt es in F

— — eigentlich primitive Formen. Dies alles lässt sich ohne Schwierig-

keit beweisen. Setzt man aber allgemein a= 2vp1tgxrp ..., wo p, #, r, ...
von einander verschiedene ungerade Primzahlen bezeichnen, so ist die An-
zahl der eigentlich primitiven Formen in F gleich NPQE ..., wo gesetzt
werden muss:

N= l (wenn v = 0) oder N= 2""1 (wenn v > 0)

P =pn (wenn -0 quadratischer Nichtrest von p ist) oder
et

P = (p — \)p*~~l (wenn -$ durch p teilbar ist) oder
a

p = (p — 2)p7r~1 (wenn -« ein durch p nicht teilbarer quadratischer Rest
a

von p ist),

und §, E, ... sind respective aus #, r, .. . in derselben Weise zu bestimmen,
wie P aus p.

4D
III. Geht a2 nicht in D auf, so ist —j- eine ganze Zahl und = l (mod. 4);

die Werte des Ausdrucks j/D (mod. a2) sind: ^a, fa, -|ß,..., a2 — \a\ daher
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ist die Anzahl der Formen in V gleich a und hiervon werden soviele eigentlich
primitiv sein, als es unter den Zahlen

?._! ^__i :5_25 JD / _1_\2

a2 4' a2 4' a2 4 ' "" ' a2 V* 2/

zu a prime Zahlen giebt. Sooft — ̂  = l (mod. 8) ist, sind alle diese Zahlen

gerade und daher giebt es in V keine eigentlich primitive Form; wenn
4,2)

dagegen — «j- = 5 (mod. 8) ist, so sind alle jene Zahlen ungerade, und daher

in V alle Formen eigentlich primitiv, falls a = 2 oder eine Potenz von 2
ist, allgemein aber werden in diesem Falle so viele Formen in V eigentlich
primitiv sein, als es unter jenen Zahlen durch keinen ungeraden Primteiler
von a teilbare Zahlen giebt. Diese Anzahl ist gleich NPQE . . . , wenn
a = 2yt#Vp . . . ist, wobei N= 2V zu setzen ist, die anderen P, Q, E>
aber aus p, #, r, ... in derselben Weise herzuleiten sind wie im vorher-
gehenden Falle.

IV. Auf diese Weise können also die Anzahlen der eigentlich primitiven
Formen in F, F', F", . . . bestimmt werden; für die Summe aller dieser
Anzahlen findet man ohne Schwierigkeit die folgende a l lgemeine Regel:
Ist A = 2v3rS3ß@T . . . , wo 3l, S, 6, ... von einander verschiedene ungerade
Primzahlen bezeichnen, so ist die Gesamtanzahl aller eigentlich primitiven
-P, . T7 __, _., , . ,
formen m F, F, F , ... gleich

. . . . . ..
, wo gesetzt werden muss:

4D
n = l (wenn -p- = l (mod. 8) ist), oder

n = 2 (wenn -p eine ganze Zahl ist) oder

4D
n = 3 (wenn -p = 5 (mod. 8) ist); ferner

4D
a = 3l (wenn 3l in —p aufgeht) oder

4D
a = 3l ± l (wenn 3l in -p nicht aufgeht, wobei das obere

oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem
4D
-p quadratischer Nichtrest oder Rest von 3l ist);

und b, C, ... aus 33, (5, ... in derselben Weise abgeleitet werden müssen
wie a aus 3l. Die Kürze gestattet uns nicht, den Beweis hier weitläufiger
zu entwickeln.

V. Was nun die A n z a h l der Klassen anlangt, welche die eigentlich
primitiven Formen in F, F', F/f, ... liefern, so müssen die d r e i f o l g e n -
den Fäl le unterschieden werden:
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Erstens, wenn D eine negat ive Zahl ist, so bilden die einzelnen
eigentlich primitiven Formen in 7, V, ... je eine besondere Klasse, oder
die Anzahl der gesuchten Klassen wird ausgedrückt durch die in der vorigen
Bemerkung angegebene Formel, ausgenommen in zwei Fällen, nämlich wenn

. , . ,
-p- entweder =—4 oder •• —3 oder wenn D entweder = —A2 oder

= — %A2 ist. Um diesen Satz zu beweisen, braucht man offenbar nur zu
zeigen, dass es nicht möglich sei, dass zwei verschiedene Formen aus
7, 7', 7", . . . eigentlich äquivalent sind. Nimmt man daher an, dass
(Ä2, e, #), (Ä'3, e', #') zwei verschiedene eigentlich primitive Formen aus
7, 7', 7", . . . seien, welche zu derselben Klasse gehören, und geht die
erstere in die letztere über durch die eigentliche Substitution a, ß, 7, 8, so
dass man die Gleichungen hat:

so folgt hieraus leicht: erstens, dass 7 sicher nicht gleich 0 ist (denn
hieraus würde folgen, dass a = ± l, h2 = h'2, i' ~i (mod. A2) ist und daher
die gegebenen Formen identisch sind, was der Voraussetzung widerspricht);
zwe i t ens , dass 7 durch den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen
h, h' teilbar ist (denn setzt man diesen Teiler gleich r, so geht derselbe
offenbar auch in 2^, 2e' auf, ist aber zu k prim; ausserdem geht r2 in
h2k — Ji'2k'= i2 — i'2 auf, woraus leicht folgt, dass r auch in i — i' aufgeht;
man hat aber ai'— ßÄ'2 = ai -f- 7^, mithin ist 7^ und somit auch 7 durch r
teilbar); drittens, dass (aft2 -h ^i)2 — Df = h2h'2 ist. Setzt man daher
ccÄ2 + yi = rp, 7 = rq, so sind p, q ganze Zahlen, deren letztere nicht gleich

h2h'2 h2h'2
0 ist, und es ist : p2 — Dg2 = — 5-, Nun ist aber — 2- die kleinste gleich-

zeitig durch h2 und h'2 teilbare Zahl und geht daher auch in A2 und somit

auch in 4.D auf; folglich ist ,2,,2 eine ganze (negative) Zahl, und setzen

4JD /2nA2

wir diese gleich — e, so wird p2 — Dq2=— —, oder 4= (717 ) + eq2.
6 \ Hn> /

In dieser Gleichung muss der Teil (-j-pj als Quadrat, welches kleiner als

4 ist, notwendig entweder gleich 0 oder gleich l sein. Im ers teren Falle

ist eq2 = 4t und D = — (—J, woraus folgt, dass -p- ein mit negativem

Vorzeichen behaftetes Quadrat und daher sicher nicht =1 (mod. 4), also 0
weder eine uneigentlich primitive noch aus einer uneigentlich primitiven

abgeleitete Ordnung ist. Demnach ist -p eine ganze Zahl, woraus leicht

fhh'\2 A2

folgt, dass e durch 4 teilbar, q2= l, D= — [—) und auch -g- eine ganze

D
Zahl ist. Hiernach ist notwendig D = — A2 oder - = — l, welches der
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erste Ausnahmefa l l ist. Im letz teren Falle ist ^2=3, also e =

und 4D = — 3 (— ) . Hiernach ist 3 ( — T ) eine ganze Zahl, welche keine

/rA\2

andere sein kann als 3, da sie mit einem ganzen Quadrate ( j - p j multipli-

ciert die Zahl 3 hervorbringt. Mithin ist 4D = —3A2 oder D = — JJL2,
welches der zwei te Ausnahme fall ist. In allen übrigen Fällen also
werden sämtliche eigentlich primitiven Formen in 7, 7;, 7", . • . zu ver-
schiedenen Klassen gehören. — Für die Ausnahmefälle möge es genügen,
die Kesultate aus einer nicht schwierigen, aber hier der Kürze wegen weg-
gelassenen Untersuchung anzugeben. Im ersten Falle werden nämlich von
den eigentlich primitiven Formen in 7, 7', 7", . . . immer je zwei, im
zweiten Falle je drei zu derselben Klasse gehören, so dass die Anzahl aller
gesuchten Klassen in jenem Fälle die Hälfte, in diesem der dritte Teil des
in der vorigen Bemerkung angegebenen Ausdrucks ist.

Zweitens, wenn D eine positive Quadratzahl ist, so werden die
einzelnen eigentlich primitiven Formen in 7, 7', 7", ... ohne Ausnahme
je eine besondere Klasse bilden. Denn nimmt man an, dass (Ä2, i, ß),
(Ä'2, i', &') zwei solche verschiedene eigentlich äquivalente Formen seien,
und geht die erste in die zweite durch die eigentliche Substitution a, ß, 7, 8
über, so werden offenbar alle im vorigen Falle gemachten Schlussfolgerungen,
in denen es nicht auf die Voraussetzung, dass D negativ sei, ankam, auch
hier gelten. Bezeichnen daher p, q, r hier dasselbe wie dort, so wird auch

4Dr2

hier ,2,,2 eine ganze Zahl sein, aber nicht mehr eine negative, sondern

eine positive und überdies quadratische Zahl, und wird diese gleich g2 ge-
/ 2 r» V

setzt, so ist l TTT ) — 92q2 = 4. Dies ist aber absurd, da die Differenz zweier

Quadrate nicht gleich 4 sein kann, wofern nicht das kleinere Quadrat gleich
0 ist. Daher kann die Annahme nicht richtig sein.

Für den dritten Fall aber, in welchem D eine positive nicht-
quadrat ische Zahl ist, besitzen wir bisher noch keine allgemeine Eegel,
um die Anzahl der eigentlich primitiven Formen in 7, 7', 7",... mit der
Anzahl der verschiedenen daraus hervorgehenden Klassen vergleichen zu
können. Nur das können wir behaupten, dass diese entweder jener gleich
oder ein aliquoter Teil derselben ist; ja wir haben sogar einen eigentüm-
lichen Zusammenhang zwischen dem Quotienten dieser Zahlen und den
kleinsten der Gleichung t2 — Du2 = A2 genügenden Werten von £, u ent-
deckt, den hier zu entwickeln zu weit führen würde; ob es aber möglich
ist, jenen Quotienten in allen Fällen aus dem blossen Anblick der Zahlen
D, A zu erkennen (wie in den vorigen Fällen), darüber können wir nichts
sicheres voraussagen. Wir geben hier einige Beispiele, deren Zahl jeder
leicht wird vermehren können. Für D = 13, A = 2 ist die Anzahl der
eigentlich primitiven Formen in 7,... gleich 3, welche sämtlich äquivalent
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sind oder nur eine einzige Klasse bilden; für D = 37, A = 2 giebt es auch
drei eigentlich primitive Formen in F,..., welche zu drei verschiedenen
Klassen gehören; für D = 588, A = 7 hat man acht eigentlich primitive
Formen in F,..., welche vier Klassen bilden; für D = 867, A = 17 kommen
in F,... achtzehn eigentlich primitive Formen vor, für D = 1445, A = 17
deren ebensoviele, die aber für jene Determinante in zwei, für diese in
sechs Klassen zerfallen.

VI. Aus der Anwendung dieser allgemeinen Theorie auf denjenigen
Fall, wo 0 eine uneigentlich primitive Ordnung ist, folgt, dass sich die An-
zahl der in dieser Ordnung enthaltenen Klassen zur Anzahl sämtlicher
Klassen in der eigentlich primitiven Ordnung verhält, wie l zur Anzahl der
verschiedenen eigentlich primitiven Klassen, welche die folgenden drei For-

1—D\ (. , 9— D\
men bilden: (l, 0, —D), (4, l, 4, 3, . Und zwar wird hier-4 J \^ "' 4
aus eine einzige Klasse hervorgehen, wenn D = l (mod. 8) ist, weil in diesem
Falle die zweite und dritte Form uneigentlich primitiv sind; ist aber D=5
(mod. 8), so werden jene drei Formen sämtlich eigentlich primitiv sein und
daher ebenso viele verschiedene Klassen hervorbringen, wenn D negativ ist,
den einzigen Fall, wo D = — 3 ist, ausgenommen, in welchem sie nur eine
Klasse bilden; schliesslich gehört der Fall, wo D positiv (von der Form
8^ H-5) ist, zu denen, für welche eine allgemeine Eegel bisher noch zu
wünschen ist. Das jedoch können wir behaupten, dass jene drei Formen
in diesem Falle entweder zu drei verschiedenen Klassen oder zu einer ein-
zigen Klasse, niemals aber zu zwei Klassen gehören. Denn man erkennt

leicht, dass, wenn jene Formen (l, 0, —D), (4, l, —j—J, f 4, 3, —j-

respective zu den Klassen K, K', K" gehören, K -f- 7f= K', K'+K'^K"
ist, und dass somit, wenn K und K' als identisch angenommen werden,
auch K und K" identisch sind; ebenso werden, wenn K und K" als iden-
tisch angenommen werden, auch K und K" identisch sein; da endlich
K'-\- K"= K ist, so folgt aus der Annahme, dass E! und K" identisch seien,
auch die Identität von K und K". Hieraus ergiebt sich, dass entweder
alle drei Klassen Ä7, K', K" verschieden oder alle drei Klassen identisch
sind. Z. B. giebt es unterhalb 1000 im Ganzen 125 Zahlen von der Form
8^ + 5, unter denen sich 31 Determinanten befinden, für welche der erstere
Fall stattfindet, also die Anzahl der Klassen in der eigentlich primitiven
Ordnung dreimal grösser ist als in der uneigentlich primitiven, nämlich
37, 101, 141, 189, 197, 269, 325, 333, 349, 373, 381, 389, 405, 485, 557,
573, 677, 701, 709, 757, 781, 813, 829, 877, 885, 901, 909, 925, 933, 973,
997; für die 94 übrigen gilt der letztere Fall oder für sie ist die Anzahl
der Klassen in beiden Ordnungen gleich gross.

VII. Es wird kaum nötig sein zu bemerken, dass nach der vorstehenden
Untersuchung nicht allein die Klassenanzahlen in verschiedenen Ordnungen
derselben Determinante mit einander verglichen werden können, sondern
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dass jene auch auf beliebige verschiedene Determinanten, welche unter sich
im quadratischen Verhältnis stehen, anwendbar ist. Bezeichnet nämlich 0
irgend eine Ordnung der Determinante dm2, 0' eine Ordnung der Determi-
nante dw'2, so kann 0 verglichen werden mit der eigentlich primitiven Ord-
nung mit der Determinante dm2 und diese mit der Ordnung, welche aus der
eigentlich primitiven Ordnung mit der Determinante d abgeleitet ist, oder,
was hinsichtlich der Anzahl der Klassen auf dasselbe hinauskommt, mit
dieser letzteren Ordnung selbst, und mit eben derselben wird auf gleiche
Weise die Ordnung 0' verglichen werden können.

Über die Anzahl der ambigen Klassen.

257.

Unter allen Klassen in einer gegebenen Ordnung mit gegebener Deter-
minante erfordern besonders die ambigen Klassen eine ausführlichere Unter-
suchung, und die Bestimmung der Anzahl dieser Klassen wird uns zu vielem
ändern den Weg bahnen. Es genügt aber, diese Anzahl bloss in der eigent-
lich primitiven Ordnung zu bestimmen, da die übrigen Fälle auf diesen
leicht zurückgeführt werden können. Diese Aufgabe werden wir in der Weise
erledigen, dass wir zuerst zeigen, wie man sämtliche eigentlich primitiven
ambigen Formen (J., B, C) mit der gegebenen Determinante D, in denen
entweder B = 0 oder B = ^ A ist, ermittelt, und sodann, wie man aus der
Anzahl dieser die Anzahl aller eigentlich primitiven ambigen Formen mit
der Determinante D findet.

I. Man findet offenbar sämtliche eigentlich primitiven Formen (A, 0, (7)
mit der Determinante D, wenn man für A die einzelnen Teiler von D

(sowohl positiv als negativ) nimmt, für welche C== — -r prim zu A wird.

Wenn daher D = I ist, giebt es zwei derartige Formen (l, 0, —1),
(— l, 0, 1); ebenso viele giebt es, wenn D = — l ist, nämlich (l, 0, 1),
(— i, 0, — 1); ist D eine Primzahl oder die Potenz einer Primzahl (sei es
mit positivem, sei es mit negativem Vorzeichen), so giebt es vier:
(l, 0, — D), (-1, 0, D), (D, 0, — 1), (—D, 0, 1). Allgemein aber giebt
es, wenn D durch n verschiedene Primzahlen (zu denen hier auch 2 ge-
rechnet werden muss) teilbar ist, im Ganzen 2n~H derartige Formen. Setzt
man nämlich D = ± PQE ..., wo P, $, J?, ... von einander verschiedene
Primzahlen oder Potenzen solcher, deren Anzahl gleich n ist, bezeichnen,
so werden die Werte von A die Zahlen J, P, Q, E, ... und Producte aus
beliebig vielen dieser Zahlen sein; die Anzahl dieser Werte ist nach der
Combinationslehre gleich 2W; dieselbe muss aber verdoppelt werden, da
man den einzelnen Werten sowohl das positive wie das negative Vorzeichen
beilegen muss.
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II. In ähnlicher Weise ergiebt sich, dass alle eigentlich primitiven
Formen (25, B, C) mit der Determinante D erhalten werden, wenn man
für B alle Teiler von D (positiv und negativ) nimmt, für welche

C= -jf B — g-J eine ganze Zahl und prim zu 25 wird. Da somit C notwendig

ungerade und daher C2 = l (mod. 8) sein muss, so folgt aus D = 52 — 250 =
(B— O)2 — O2, dass D entweder =3 (mod. 4), wenn B ungerade ist, oder
^0 (mod. 8), wenn B gerade ist; sooft daher D irgend einer der Zahlen l, 2,4,5,6
nach dem Modul 8 congruent ist, giebt es keine derartigen Formen. Ist
D = 3 (mod. 4), so ist C ganz und ungerade, welchen Teiler von D man auch
für B nehmen möge; damit aber C mit 25 keinen gemeinschaftlichen Teiler

habe, muss man B so nehmen, dass -̂ - zu 5 prim wird. Hiernach erhält man für

D= — l die beiden Formen (2, l, 1), (— 2, — l, — 1), und allgemein ist
leicht ersichtlich, dass, wenn die Anzahl aller in D aufgehenden Prim-
zahlen gleich n ist, im Ganzen 2W+1 Formen entstehen. — Ist D durch
8 teilbar, so wird C eine ganze Zahl, wenn man für B irgend einen
geraden Teiler von %D nimmt; der ändern Bedingung aber, dass

G = i^~~cfß zu 25 prim sein soll, genügt man ers tens dadurch, dass

man für B alle ungerademal geraden Teiler von D nimmt, für welche

•g- mit B keinen gemeinschaftlichen Teiler hat, und deren Anzahl (mit

Eücksicht auf die Verschiedenheit der Vorzeichen) gleich 27H~1 ist, wenn
man annimmt, dass D durch n verschiedene ungerade Primzahlen teilbar
sei; zwei tens dadurch, dass man für B alle gerademal geraden Teiler

von \D nimmt, für welche ̂  prim zu B wird und deren Anzahl ebenfalls

2*H~1 ist, so dass man in diesem Falle im Ganzen 2n+2 derartige Formen
erhält. Setzt man nämlich D = ± ^-PQB..., wo JA einen Exponenten be-
zeichnet, der grösser als 2 ist, und P, Q, 5,... verschiedene ungerade Prim-
zahlen oder Potenzen von solchen, deren Anzahl gleich n ist, sind, so

können sowohl für %B als auch für ÖT> die Werte l, P, Q, 5, ... und

die Producte aus beliebig vielen dieser Zahlen sowohl mit positivem als
auch mit negativem Vorzeichen genommen werden.

Aus allem diesen folgert man, dass, wenn D durch n verschiedene un-
gerade Primzahlen teilbar angenommen wird (wo n = 0 zu setzen ist, wenn
D = db l oder ± 2 oder eine Potenz von 2 ist), die Anzahl aller eigentlich
primitiven Formen (A, 5, 0), in denen B entweder gleich 0 oder gleich
±A ist, gleich 2W+1, wenn D=El oder =5 (mod. 8), gleich 2W+2, wenn
D = 2, 3, 4, 6 oder 7 (mod. 8), endlich gleich 2n+3ist, wenn Z)~0 (mod. 8)
ist. Vergleicht man diese Zahl mit demjenigen, was wir im Artikel 231
für die Anzahl aller möglichen Charactere der primitiven Formen mit der
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Determinante D angegeben haben, so bemerkt man, dass jene in allen
Fällen genau doppelt so gross ist als diese. Übrigens ist klar, dass, wenn
D negativ ist, es stets unter jenen Formen ebenso viele positive wie
negative giebt.

258.

Alle im vorigen Artikel abgeleiteten Formen gehören offenbar zu
ambigen Klassen, und umgekehrt muss in jeder ambigen eigentlich primi-
tiven Klasse mit der Determinante D wenigstens eine jener Formen ent-
halten sein; denn in einer solchen Klasse kommen sicher ambige Formen
vor und jeder eigentlich primitiven ambigen Form (a, &, c) mit der Deter-
minante D ist irgend eine der Formen des vorigen Artikels äquivalent,
nämlich

entweder ^a, 0, J oder (^a, -Ja,
D
a

je nachdem l entweder = 0 oder = $a (mod. a) ist. Die Aufgabe ist
daher darauf zurückgeführt, zu ermitteln, wie viele verschiedene Klassen
jene Formen bilden.

Kommt die Form (a, 0, c) unter den Formen des vorigen Artikels vor,
so wird die Form (c, 0, a) ebenfalls unter ihnen vorkommen und von jener
stets verschieden sein, ausser in dem einen Falle, wo a = c = ±l und
daher D = — l ist, welchen Fall wir einstweilen unberücksichtigt lassen.
Da aber diese Formen offenbar zu derselben Klasse gehören, so braucht
man nur eine beizubehalten, und zwar lassen wir diejenige weg, bei
welcher das erste Glied grösser ist als das dritte; den Fall, wo
a = — c = ± l oder D = l ist, lassen wir ebenfalls noch bei Seite. Auf
diese Weise können wir sämtliche Formen (J., 0, C) auf die Hälfte re-
ducieren, indem wir von je zweien stets nur eine beibehalten, und in allen

übrigbleibenden ist A <j/dbZ>.
In analoger Weise wird, wenn unter den Formen des vorigen Artikels

die Form (2&, &, c) vorkommt, sich unter ihnen auch die Form finden:

welche jener eigentlich äquivalent und von ihr verschieden ist, den einen
Fall, den wir zurücklegen, ausgenommen, wo c = ö = ± l oder D = — l
ist. Von diesen beiden Formen braucht man nur diejenige beizubehalten,
deren erstes Glied kleiner ist, als das erste Glied der ändern (an Grosse
gleich, dem Vorzeichen nach aber verschieden können sie in diesem Falle
nicht sein); daraus geht hervor, dass auch alle Formen (25, 5, 0) auf die
Hälfte reduciert werden können, indem man von je zweien immer nur eine

beibehält, und dass in den übrigbleibenden B < - oder B < |/±Dist. Auf

diese Weise bleibt von sämtlichen Formen des vorigen Artikels nur die
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Hälfte übrig, deren Gesamtheit wir mit W bezeichnen wollen, und es bleibt
nur noch übrig zu zeigen, wieviel verschiedene Klassen aus diesen hervor-
gehen können. Übrigens ist klar, dass in dem Falle, wo D negativ ist,
ebensoviele positive Formen in W enthalten sind wie negative.

L Ist D negativ, so werden die einzelnen Formen in W zu ver-
schiedenen Klassen gehören. Denn alle Formen (-4, 0, (7) sind reduciert,
ebenso sind alle Formen (25, B, (7) reduciert mit Ausnahme derjenigen,
in welchen C<2J5 ist. In einer solchen Form aber ist 2(7 < 21? +(7,

daher (weil B <C -g d. i. B < 2C— B und daher 2£<;2Cf oder B < C ist)

20— 25 < C und (7— B <: £ Cf und somit ist (<7, (7— B, (7), welche jener
offenbar äquivalent ist, eine reducierte Form. Auf diese Weise hat man
ebensoviele reducierte Formen, als Formen in W vorhanden sind, und da
man leicht sieht, dass unter jenen weder identische noch entgegengesetzte
vorkommen können (ausser in dem Falle, wo C — B = 0, in welchem J5=(7 =
db l und daher D = — l ist, welchen Fall wir schon zurückgelegt haben), so
werden alle Formen zu verschiedenen Klassen gehören. Hieraus folgt, dass
die Anzahl aller ambigen eigentlich primitiven Klassen mit der Determinante
D der Anzahl der Formen in W oder der Hälfte der Anzahl der Formen des
vorigen Artikels gleich ist; in dem ausgeschlossenen Falle Z)== — l aber findet
durch Compensation dasselbe statt, denn man hat zwei Klassen, zu deren
einer die Formen (l, 0, 1), (2, l, 1), zu deren anderer die Formen (—l, 0, — 1),
(— 2, — l, — 1) gehören. Allgemein ist also für eine negative Determinante
die Anzahl aller ambigen eigentlich primitiven Klassen gleich der Anzahl
aller möglichen Charactere der primitiven Formen dieser Determinante; die
Anzahl der positiven ambigen eigentlich primitiven Klassen aber ist die
Hälfte davon.

II. Ist D eine posit ive Q u a d r a t z a h l Ä2, so beweist man ohne
Schwierigkeit, dass die einzelnen Formen in W zu verschiedenen Klassen
gehören, in diesem Falle können wir aber zur Lösung des Problems
noch kürzer auf folgende Weise gelangen. Da nach Artikel 210 in jeder
ambigen eigentlich primitiven Klasse mit der Determinante /&2, und in keiner
ändern weiter, eine reducierte Form (a, h, 0) enthalten ist, in welcher a
der Wert des Ausdrucks j/1 (mod. 2Ä) ist und zwischen 0 und 2h—l incl.
liegt, so ist ersichtlich, dass es ebenso viele eigentlich primitive ambige
Klassen mit der Determinante h2 giebt, als jener Ausdruck Werte hat. Aus
Artikel 105 aber ergiebt sich leicht, dass die Anzahl dieser Werte gleich
2W oder 2n+1 oder 2n+2 ist, je nachdem h entweder ungerade oder ungerade-
mal gerade oder gerademal gerade, d. h. je nachdem D = l oder — 4 oder
= 0 (mod. 8) ist, wobei n die Anzahl der ungeraden Primteiler von h oder
D bezeichnet. Hieraus folgt, dass die Anzahl der ambigen eigentlich pri-
mitiven Klassen stets die Hälfte der Anzahl aller im vorigen Artikel ab-
geleiteten Formen oder gleich der Anzahl der Formen in W oder gleich
der Anzahl aller möglichen Charactere ist.
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III. Ist D eine posi t ive nichtquadsat ische Zahl, so leiten
wir aus den einzelnen Formen (A, B, C), welche in W enthalten sind,
andere (A, J5', C") her, indem wir B'~B (mod. A) und zwischen den
Grenzen j/Z) und j/D =F A (wo das obere oder untere Zeichen anzuwenden

B'2 — D
ist, je nachdem A positiv oder negativ ist) und C' = annehmen,

und bezeichnen den Complex dieser mit W. Offenbar sind diese Formen
eigentlich primitive ambige Formen mit der Determinante D und alle von
einander verschieden; ausserdem aber sind sämtliche Formen reduciert. Denn

wenn A< j/Z) ist, so ist offenbar B' < j/D und positiv; überdies B' >

j/D q= A und daher A> j/Z)— B' und somit A, positiv genommen, sicher

zwischen j/Z) 4- B' und j/Z) — B' gelegen. Wenn aber A > j/Z> ist, so

kann nicht Z> = 0 sein (da wir diese Formen verworfen haben), sondern es
wird notwendig 2? = ̂  A sein; demnach ist B' an Grosse gleich -£ A aber

mit positivem Vorzeichen behaftet (denn da A <C 2 j/I), so liegt ± ^ A

zwischen den für B' angegebenen Grenzen und ist B nach dem Modul A

congruent, daher B' = ±%A), somit B' <C j/5), also 2«Z? < j/5) + B'oder

J. < j/Z) -j- B'; demnach wird ± A notwendig zwischen den Grenzen

j/I) -h B' und j/Z) — B' liegen. Endlich enthält W sämtliche reducierten

eigentlich primitiven ambigen Formen mit der Determinante D; denn wenn
(a, &, c) eine solche Form ist, so ist entweder b = 0 oder b^^a (mod. a).

Im ersten Falle kann offenbar nicht & <c a und daher auch nicht a > j/Z)

sein, weshalb die Form (a, 0, ) sicher in W und die entsprechende

(a, &, c) in TF' enthalten ist. Im zweiten Falle ist sicher a <C 2 |/Z) und

daher (a, £ «, % a — — ) in W und die entsprechende (a, 5, c) in W ent-

halten. Hieraus schliesst man, dass die Anzahl der Formen in W gleich
ist der Anzahl aller reducierten eigentlich primitiven ambigen Formen mit
der Determinante Z); da jedoch in den einzelnen ambigen Klassen je zwei
reducierte ambige Formen enthalten sind (Artikel 187, 194), so ist die An-
zahl aller ambigen eigentlich primitiven Klassen mit der Determinante D
gleich der Hälfte der Anzahl der Formen in W oder gleich der Hälfte aller
möglichen Charactere.

259.

Die A n z a h l der ambigen uneigentlich p r i m i t i v e n Klassen mit der
gegebenen Determinante D ist der Anzahl der eigentlich primitiven ambigen
Klassen mit derselben Determinante stets gleich. Es sei K die Hauptklasse
und .ZT, K", ... die übrigen ambigen eigentlich primitiven Klassen dieser
Determinante, ferner L irgend eine ambige uneigentlich primitive Klasse
mit derselben Determinante, z. B. diejenige, in welcher die Form (2, l, ^ —
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vorkommt. Dann wird also aus der Composition der Klasse L mit K die
Klasse L selbst hervorgehen; aus der Composition der Klasse L mit
2T, Ä", ... mögen die Klassen L', L", ... sich ergeben, welche offenbar alle
zu derselben Determinante D gehören und uneigentlich primitiv und ambig
sind. Offenbar wird daher unser Satz bewiesen sein, wenn gezeigt ist, dass
sämtliche Klassen L, L', L", ... verschieden sind und dass es andere un-
eigentlich primitive ambige Klassen mit der Determinante D ausser jenen
nicht giebt. Zu diesem Zwecke unterscheiden wir folgende Fälle:

I. Wenn die Anzahl der uneigentlich primitiven Klassen der Anzahl
der eigentlich primitiven gleich ist, so entsteht eine jede von jenen aus der
Composition der Klasse L mit einer bestimmten eigentlich primitiven Klasse,
wonach notwendig sämtliche Z, L', Z", ... verschieden sind. Bezeichnet
aber ß irgend eine uneigentlich primitive ambige Klasse mit der Determi-
nante Z), so giebt es eine eigentlich primitive Klasse Ä von solcher Be-
schaffenheit, dass $ + L = ß ist; ist der Klasse Ä die Klasse ,$?' entgegen-
gesetzt, so wird auch (da die Klassen L, ß sich selbst entgegengesetzt sind),
,fö'4-Z = ß sein, weshalb notwendig ^ mit Ä' identisch und daher die
Klasse ambig ist. Hiernach findet sich $ unter den Klassen JT, K', K", ...
und ß unter den Klassen Z/, Z', L", ...

II. Wenn die Anzahl der uneigentlich primitiven Klassen dreimal
kleiner ist als die Anzahl der eigentlich primitiven Klassen, so sei I/die

Klasse, in welcher die Form (4, l,—j—\ H' die Klasse, in welcher die

Form [4,3,—r—J enthalten ist. Dann sind H, H' eigentlich primitiv und

sowohl unter sich als von der Hauptklasse K verschieden und ferner
H+H'^K, 2J2r= J?', 2£r=ZT, und wenn ß irgend eine uneigentlich
primitive Klasse mit der Determinante D ist, welche aus der Composition
der Klasse L mit der eigentlich primitiven Klasse Ä entsteht, so wird auch
ß = Z+$-t-Zf und ß = Z 4-A4- H' sein; ausser den drei (eigentlich
primitiven und von einander verschiedenen) Klassen Ä, Ä 4- ZT, Ä 4- H' wird
es keine ändern weiter geben, welche mit L componiert fi hervorbringen.
Da nun, wenn ß ambig und Ä' der Klasse j? entgegengesetzt ist, auch
L 4- E'= ß ist, so wird notwendig $' mit irgend einer jener drei Klassen
identisch sein. Ist Ä'=Ä, so ist ^ ambig; ist Ä'=^4-#, so wird
K= ß 4- ß'= 2Ä 4- ZT= 2(Ä 4- H'} und daher Ä -f- H' ambig; und analog
wird, wenn $'= $ 4- H' ist, R-\- H ambig sein, woraus folgt, dass sich ß
notwendig unter den Klassen Z, Z/, Z", ... vorfindet. Man sieht aber
leicht, dass es unter den drei Klassen Ä, Ä -H ZT, Ä 4- H' mehrere ambige
nicht geben kann; denn wenn Ä und $4- H beide ambig, also mit den
ihnen entgegengesetzten $', Ä'4- H' resp. identisch wären, so würde
$ 4-Zf=Ä4-H' sein; derselbe Schluss ergiebt sich aus der Annahme,
dass ,$? und Ä 4- H' ainbig seien; wenn endlich $ 4- Z?, Ä 4- H' ambig
oder mit den zu ihnen entgegengesetzten Ä'-f- H', S'4- H identisch wären,

so würde &4-ZT + £'4- ZT=ß'4- ZZ'+Ä4-ZT also %H=2H' oder H=H'
sein. Daher giebt es nur eine ambige eigentlich primitive Klasse, welche,
mit Z zusammengesetzt, ß hervorbringt, und somit sind Z, Z', Z", ...
sämtlich verschieden.

Die Anzahl der ambigen Klassen in einer abgeleiteten Ordnung ist
offenbar gleich der Anzahl der ambigen Klassen in der primitiven Ordnung,
aus welcher sie abgeleitet ist, und lässt sich nach dem Vorhergehenden
immer bestimmen.

260.
Auigabe. Die eigentl ich primit ive Klasse K mit der Deter-

minante!) ents teht durch Dupl ika t ion der eigentlich primitiven
Klasse k mit derse lben Determinante ; gesucht werden alle
gleichartigen Klassen, durch deren Dupl ikat ion die Klasse K
hervorgeht.

Auflösung. Es sei H die Hauptklasse der Determinante D und
ZT', H", H'", . . . die übrigen ambigen eigentlich primitiven Klassen mit
derselben Determinante, und es mögen die Klassen, welche aus der Com-
position dieser mit k entstehen, nämlich k 4- H', k 4- H", k 4- ZT", ...,
bezüglich mit k', k", k'", . . . bezeichnet werden. Dann sind alle Klassen
k, k', k", . .. eigentlich primitive Klassen der Determinante D und unter
einander verschieden; ebenso leicht ist ersichtlich, dass durch Duplikation
der einzelnen die Klasse K entsteht. Bezeichnet aber Ä irgend eine eigent-
lich primitive Klasse mit der Determinante D, welche durch Duplikation
die Klasse K hervorbringt, so wird Ä notwendig unter den Klassen Ä, k', k",...
enthalten sein. Denn setzt man Ä = #-+-£, so dass § eine eigentlich
primitive Klasse mit der Determinante D ist (Artikel 249), so ist 2# 4-
2£ = 2Ä = J&L = 2&, woraus leicht folgt, dass 2£> mit der Hauptklasse zu-
sammenfällt, £ ambig oder unter den Klassen ZT, H', H", ... und $ unter
den Klassen k, k', k", ... enthalten ist. Daher werden diese Klassen die
vollständige Lösung der Aufgabe darstellen.

Übrigens ist klar, dass in dem Falle, wo D negativ ist, von den Klassen
k, k', k", ... die Hälfte positiv und die Hälfte negativ ist.

Da somit eine jede eigentlich primitive Klasse mit der Determinante
Z), welche durch Duplikation irgend einer gleichartigen Klasse entstehen
kann, überhaupt durch Duplikation so vieler gleichartigen Klassen hervor-
geht, als es ambige eigentlich primitive Klassen mit der Determinante D
giebt, so ist klar, dass, wenn die Anzahl sämtlicher eigentlich primi-
tiven Klassen mit der Determinante D gleich r, die Anzahl sämtlicher
ambigen eigentlich primitiven Klassen mit dieser Determinante gleich n ist,
die Anzahl sämtlicher eigentlich primitiven Klassen mit derselben Determi-
nante, welche durch Duplikation einer gleichartigen Klasse entstehen können,

T
gleich — sein wird. Dieselbe Formel ergiebt sich, wenn für eine negative
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Determinante die Buchstaben r, n die Anzahl der posi t iven Klassen be-
zeichnen und zwar jener die Anzahl aller eigentlich primitiven, dieser nur
die Anzahl der ambigen eigentlich primitiven Klassen. So ist z. B. für die
Determinante D = — 161 die Anzahl aller positiven eigentlich primitiven
Klassen gleich 16, die Anzahl der ambigen gleicher Art gleich 4, daher
muss die Anzahl aller Klassen, welche durch Duplikation irgend einer der-
selben entstehen können, gleich 4 sein. Und in der That findet man, dass
alle in dem Hauptgeschlechte enthaltenen Klassen diese Eigenschaft be-
sitzen; die Hauptklasse (l, 0, 161) nämlich entsteht durch Duplikation der
vier ambigen Klassen; (2, l, 81) durch Duplikation der Klassen (9, l, 18),
(9, — l , 18), (11, 2, 15), (11, —2, 15); (9, l, 18) durch Duplikation der
Klassen (3, l, 54), (6, l, 27), (5, - 2, 33), (10, 3, 17); schliesslich (9, — l, 18)
durch Duplikation der Klassen (3, — l, 54), (6, — l, 27), (5, 2, 33), (10, — 3,17).

Sicher der Hälfte aller für eine gegebene Determinante
möglichen Charactere können eigentlich primitive (bei ne-
gativer Determinante, positive) Geschlechter nicht ent-

sprechen.
261.

Satz, Der Hälf te aller mögl ichen C h a r a c t e r e k ö n n e n bei
posit iver n i ch tquad ra t i s che r De te rminan te keine e igent l ich
p r i m i t i v e n , be i negat iver D e t e r m i n a n t e aber ke ine eigentl ich
primit iven posi t iven Geschlechter entsprechen.

Beweis. Es sei m die Anzahl aller eigentlich primitiven (positiven)
Geschlechter der Determinante D; & die Anzahl der in den einzelnen Ge-
schlechtern enthaltenen Klassen, so dass km die Anzahl sämtlicher eigentlich
primitiven (positiven) Klassen ist, und n die Anzahl aller verschiedenen für
diese Determinante möglichen Charactere. Dann ist nach Artikel 258 die
Anzahl aller ambigen (positiven) eigentlich primitiven Klassen gleich \n,
und demnach dem vorigen Artikel zufolge die Anzahl aller eigentlich pri-
mitiven Klassen, welche durch Duplikation einer gleichartigen Klasse ent-

stehen können, gleich Nach Artikel 247 gehören aber diese Klassen

sämtlich zum Hauptgeschlechte, in welchem k Klassen enthalten sind; wenn
daher sämtliche Klassen des Hauptgeschlechts durch Duplikation irgend
einer Klasse entstehen können (und dass dies in Wirklichkeit immer statt-

findet, wird im Folgenden bewiesen werden), so ist - = #, oder m =

sicher aber kann nicht Je und daher auch nicht m n sein. Da

nun also die Anzahl aller eigentlich primitiven (positiven) Geschlechter
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sicher nicht grösser ist als die Hälfte aller möglichen Charactere, so können
mindestens der Hälfte dieser derartige Geschlechter nicht entsprechen.

Übrigens muss man wohl beachten, dass hieraus noch nicht folgt, dass
der Hälfte aller möglichen Charactere in Wirklichkeit eigentlich primitive
(positive) Geschlechter entsprechen, vielmehr wird die Eichtigkeit dieses
höchst wichtigen Satzes sich weiter unten erst aus den verborgensten Eigen-
schaften der Zahlen ableiten lassen.

Da für eine negative Determinante immer ebensoviele negativen Ge-
schlechter existieren wie positive, so können offenbar von allen möglichen
Characteren nicht mehr als die Hälfte eigentlich primitiven negativen Ge-
schlechtern zugehören, worüber wir ebenso wie über die uneigentlich pri-
mitiven Geschlechter weiter unten sprechen werden. Endlich bemerken wir,
dass sich der Satz auf positive quadratische Determinanten nicht erstreckt,
vielmehr ist ohne Weiteres ersichtlich, dass bei denselben den einzelnen
möglichen Characteren in Wirklichkeit auch Geschlechter entsprechen.

Zweiter Beweis des Fundamentalsatzes und der übrigen
auf die Reste — l , 4-2, — 2 sich beziehenden Sätze.

262.
In dem Falle also, wo für eine gegebene nichtquadratische Determinante

D nur zwei verschiedene Charactere möglich sind, wird nur einem einzigen
ein eigentlich primitives (positives) Geschlecht entsprechen (welches kein
anderes sein kann, als das Hauptgeschlecht), während der andere keiner
eigentlich primitiven positiven Form jener Determinante zukommt. Dies
ist der Fall für die Determinanten — l, 2, —- 2, — 4, für die positiv ge-
nommenen Primzahlen von der Form 4n 4- l, für die negativ genommenen
Primzahlen von der Form 4n -t- 3, endlich für alle positiv genommenen un-
geraden Potenzen der Primzahlen von der Form 4^+1 nnd für die Po-
tenzen der Primzahlen von der Form 4n -f- 3, und zwar dieselben positiv
oder negativ genommen, je nachdem die Exponenten gerade oder ungerade
sind. Aus diesem Princip können wir eine neue Methode ableiten, nicht
nur um das Fundamentaltheorem, sondern auch um alle übrigen auf die
Beste — l, -|-2, — 2 sich beziehenden Sätze des vorigen Abschnittes zu
beweisen, eine Methode, welche von den im vorigen Abschnitte angewandten
Methoden vollständig verschieden ist und an Eleganz hinter diesen keines-
wegs zurückstehen dürfte. Die Determinante — 4 aber und diejenigen De-
terminanten, welche Potenzen von Primzahlen sind, werden wir, da sie nichts
Neues lehren, übergehen.

Für die Determinante — l giebt es also keine positive Form, deren
Character 3, 4 ist; für die Determinante H- 2 überhaupt keine Form, deren
Character 3 u. 5, 8 ist; für die Determinante — 2 kommt keiner positiven
Form der Character 5 u. 7, 8 zu; für die Determinante ~t-jt>, falls p eine
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Primzahl von der Form 4^ + 1, oder für die Determinante — p, falls p
eine Primzahl von der Form 4^ + 3 ist, kommt keiner eigentlich primitiven
(im letzteren Falle positiven) Form der Character Np zu. Hiernach beweisen
wir die Sätze des vorigen Abschnitts in folgender Weise:

L Es ist — l Nichtres t einer j eden (posit iven) Zahl von
der Form 4^ + 3. Denn wenn — l Best einer solchen Zahl A wäre, so
würde, wenn man — l = B2 — AG setzt, (A, B, C) eine positive Form mit
der Determinante — l sein, deren Character 3, 4 wäre.

II. Es ist — l Eest j e d e r Pr imzahl p von der Form 4^ + 1.
Denn der Character der Form ( — l, 0, p) sowie aller eigentlich primitiven
Formen mit der Determinante p ist Rp; demnach — l Best von p.

III. Sowohl H- 2 als auch — 2 ist Best einer jeden Primzahl^*

— -von der Form

( 8 l P~1

V~8> l j 8

1. Denn es sind entweder die Formen (8,,,1?),
oder die folgenden (8, \ ( * Q ffJ , (^-8, 3, -

eigentlich primitiv (je nachdem n ungerade oder gerade ist) und daher ist
ihr Character Rp. Hiernach ist -\-SRp und —SRp, daher auch %Rp,

IV. Es ist + 2 Nicht res t einer j e d e n Zahl von der Form
8^4-3 oder 8^ + 5. Denn wenn -f- 2 Best einer solchen Zahl A wäre,
so würde es eine Form (A, B} 0) mit der Determinante -f- 2 geben, deren
Character 3 u. 5, 8 wäre.

V. E b e n s o is t — 2 Nicht res t j ede r Zahl von der Form 8w-+-5
oder 8^ + 7, denn sonst würde es eine Form (A, B, 0) mit der Deter-
minante — 2 geben, deren Character 5 u. 7, 8 wäre.

VI. Es ist — 2 Best j ede r P r imzah l p von der Form 8^ + 3.
Diesen Satz kann man auf doppelte Weise beweisen. Ers tens: Da nach
IV: -4- 2JVjp und nach I: — INp ist, so ist notwendig — %Rp. Der zweite
Beweis gründet sich auf die Betrachtung der Determinante + 2p, für
welche vier Charactere möglich sind, nämlich Rp, l u. 3, 8; Rp, 5 u. 7, 8;
Np, l u. 3, 8; Np, 5 u. 7, 8, und von diesen werden mindestens zweien
keine Geschlechter entsprechen. Nun kommt der Form (l, 0, 2jp) der erste,
der Form (—1, 0, 2p) der vierte Character zu, daher ist der zweite und
dritte Character zu verwerfen. Da nun der Character der Form (p, 0, — 2)
in Bezug auf die Zahl 8 l u. 3, 8 ist, so kann ihr Character in Bezug
auf p kein anderer sein als Rp, daher ist — %Rp.

VII. Es ist 4-2 Best j ede r Pr imzahl p von der Form 8n + 7,
was man ebenfalls auf doppelte Weise beweisen kann. Erstens: Danach
I and V: — INp, — 2Np ist, so wird + 2Rp. Zweitens: Da entweder

(s, l, -4-̂ 1 oder (s, 3, 1"̂  eine eigentlich primitive Form mit der
\ o / \ o /
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Determinante — p ist (je nachdem n gerade oder »ungerade ist), so ist ihr
Character Ep und daher ist SRp und %Rp.

VIII. Jede be l ieb ige Pr imzahl # von der Form 4^+1 ist
Nicht res t von j ede r u n g e r a d e n Zahl q, we lche Nich t res t von p
ist. Denn wäre p Best von q, so würde es offenbar eine eigentlich primitive
Form mit der Determinante p geben, deren Character Np wäre.

IX. E b e n s o ist, wenn irgend eine u n g e r a d e Zahl q N ich t re s t
der Pr imzahl p von der Form 4n -f- 3 ist, — p Nichtrest von g;
denn sonst würde es eine positive eigentlich primitive Form mit der Deter-
minante — p geben, deren Character Np wäre.

X. Jede Primzahljp von der Form 4^ + l ist Best j eder ändern
Pr imzah l q, w e l c h e Best von p ist. Wenn auch q von der Form 4^4-l
ist, so folgt dies unmittelbar aus VIII; ist aber q von der Form 4n 4- 3,
so wird (wegen II) auch — q Best von p und daher pRq (nach IX).

XL Wenn i rgend eine Pr imzahl q Best e iner ändern Prim-
zahl p von der Form 4n •+• 3 ist, so ist — p Best von q. Ist nämlich
q von der Form ±n -f-1, so folgt aus VIII: pRq und daher nach II: —pRq;
der Fall aber, wo auch q von der Form 4^ + 3 ist, entzieht sich dieser
Methode, kann jedoch leicht durch Betrachtung der Determinante 4- pq
erledigt werden. Da nämlich zweien von den vier für diese Determinante
möglichen Characteren Rp, Rq; Rp, Nq; Np, Rq; Np, Nq keine Geschlechter
entsprechen können, und die Charactere der Formen (l, 0, —pq), (— l, 0,pq)
respective der erste und vierte sind, so kann der zweite und dritte Character
keiner eigentlich primitiven Form mit der Determinante pq zukommen. Da
nun der Character der Form (q, 0, — p ) in Bezug auf die Zahl p nach Voraus-
setzung Rp ist, so muss der Character derselben Form in Bezug auf die
Zahl q Rq sein, und daher ist —pRq.

Nimmt man in den Sätzen VIII und IX an, dass q eine Primzahl be-
zeichnet, so stellen dieselben in Verbindung mit den Sätzen X und XI das
Fundamentaltheorem des vorigen Abschnitts dar.

Es wird diejenige Hälfte der Charactere, denen Geschlechter
nicht entsprechen können, näher bestimmt.

263.

Nachdem wir das Fundamental theorem von Neuem bewiesen haben,
werden wir zeigen, wie man diejenige Hälfte der Charactere, denen keine
eigentlich primitiven (positiven) Formen entsprechen können, für irgend eine
gegebene nichtquadratische Determinante erkennt, und zwar werden wir
diese Aufgabe um so kürzer erledigen können, da das Fundament derselben
bereits in der Untersuchung der Artikel 147—150 enthalten ist. Es sei e2

das grösste Quadrat, welches in der gegebenen Determinante D aufgeht,



284 Fünfter Abschnitt. [Art. 264]

und D = D'02, so dass D' keinen quadratischen Factor enthält; ferner seien
a , & , c , . . . sämtliche ungeraden Primteiler von D' und daher D' abgesehen
vom Vorzeichen entweder das Product aus diesen Zahlen oder das Doppelte
dieses Productes. Es bezeichne ferner Ö den Complex der Specialcharactere
Na, Nb, Nc,..., und zwar allein diesen, wenn D'= l (mod. 4) ist, dagegen
nach Hinzufügung des Characters 3, 4, wenn D 7 —3 und e ^ungerade oder
ungerademal gerade ist; nach Hinzufügung der Charactere 3, 8 und 7, 8,
wenn D'^3 und e gerademal gerade ist, nach Hinzufügung entweder des
Characters 3 u. 5, 8 oder der beiden 3,8 und 5,8, wenn Z)'=2 (mod. 8)
und e entweder ungerade oder gerade ist, endlich nach Hinzufügung entweder
des Characters 5 u. 7, 8 oder der beiden 5, 8 und 7, 8, wenn D'= 6 (mod. 8)
und e entweder ungerade oder gerade ist. Ist dies in dieser Weise ge-
schehen, so werden allen Totalcharacteren, in welchen eine ungerade Anzahl
von Specialcharacteren ö enthalten ist, keine eigentlich primitiven (positiven)
Geschlechter mit der Determinante D entsprechen können. In allen übrigen
Fällen haben die Specialcharactere, welche die Beziehung zu den in D' nicht
aufgehenden Primteilern von D ausdrücken, keinen Einfluss auf die Möglich-
keit oder Unmöglchkeit der Geschlechter. — Aus der Combinationslehre aber
erkennt man leicht, dass auf diese Weise wirklich die Hälfte aller möglichen
Totalcharactere ausgeschlossen wird.

Der Beweis für die Eichtigkeit dieser Vorschriften wird in der folgenden
Weise geführt. Aus den Prinzipien des vorigen Abschnittes oder aus den
im vorigen Artikel von Neuem bewiesenen Sätzen leitet man ohne Schwierig-
keit ab, dass, wenn p eine in D nicht aufgehende (ungerade positive) Prim-
zahl ist, welcher irgend einer von den weggelassenen Characteren zukommt,
D' eine ungerade Anzahl von Factoren, welche Nichtreste von p sind, ent-
hält und daher D' und somit auch D Nichtrest von p ist. Ferner ist
leicht ersichtlich, dass das Product aus beliebig vielen ungeraden zu D
primen Zahlen, deren keiner irgend einer der weggelassenen Charactere zu-
kommt, auch mit einem solchen Character nicht verträglich sein kann;
hieraus ist umgekehrt klar, dass jede ungerade positive zu D prime Zahl,
welcher irgend einer der verworfenen Charactere zugehört, sicher irgend
einen Primfactor von derselben Beschaffenheit enthält, und daher D Nicht-
rest derselben ist. Wenn es daher eine eigentlich primitive (positive) Form
mit der Determinante D gäbe, welche einem der verworfenen Charactere
entspricht, so würde D Nichtrest von einer jeden durch eine solche Form
darstellbaren, positiven ungeraden, zu D primen Zahl sein, was offenbar
mit dem Satze des Artikels 154 nicht verträglich ist.

Als Beispiele können die in den Artikeln 231, 232 angegebenen Klassi-
fikationen verglichen werden, deren Anzahl jeder nach Belieben vermeh-
ren kann.

264.
Auf diese Weise zerfallen also für irgend eine gegebene nichtquadratische

Determinante sämtliche möglichen Charactere in zwei Arten P, Q von der
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Beschaffenheit, dass keinem der Charactere Q eine eigentlich primitive (posi-
tive) Form entsprechen kann, während nichts im Wege steht, soweit wir bis-
her es wissen, dass die ändern P zu derartigen Formen gehören. In Betreff
dieser Arten von Characteren möge insbesondere der folgende Satz angeführt
werden, der aus der Erklärung derselben leicht sich ergiebt: Wenn ein
Character aus P mit einem Character aus Q zusammengesetzt wird (nach
Art des Artikels 246, gerade so als ob auch diesem ein Geschlecht entspräche),
so ergiebt sich ein Character aus $; wenn dagegen zwei Charactere aus P
oder zwei aus Q zusammengesetzt werden, so gehört der sich ergebende
Character zu P. Mit Hülfe dieses Satzes kann auch für negative und un-
eigentlich primitive Geschlechter die Hälfte der möglichen Charactere in
folgender Weise ausgeschlossen werden.

I. Für eine nega t ive D e t e r m i n a n t e D werden die negat iven
Geschlech te r den positiven in dieser Beziehung vollständig entgegen-
gesetzt sein, es wird nämlich keiner der Charactere P zu einem eigentlich
primitiven negativen Geschlechte gehören, vielmehr werden diese Geschlechter
sämtlich Charactere aus Q haben. Denn wenn D'= l (mod. 4) ist, so ist — D'
eine positive Zahl von der Form 4n -h 3 und daher giebt es unter a, &, c,...
eine ungerade Anzahl von Zahlen von der Form 4n -+- 3, von deren jeder — l
Nichtrest ist, woraus hervorgeht, dass in den Totalcharacter der Form (—1,0, D)
in diesem Falle eine ungerade Anzahl von Specialcharacteren aus ö eingeht,
oder dass derselbe zu Q gehört. Ist D'^3 (mod. 4), so giebt ist unter
den Zahlen a, &, c, . . . entweder keine Zahl von der Form 4^ + 3, oder
zwei, oder vier, u. s. w.; da aber in diesem Falle entweder 3, 4 oder 3, 8
oder 7, 8 unter den Specialcharacteren der Form (— l, 0, D) vorkommt, so
ist klar, dass der Totalcharacter dieser Form auch hier zu Q gehört. Den-
selben Schluss erhält man ebenso leicht in den übrigen Fällen, so dass die
negative Form (— l, 0, D) immer einen Character aus Q hat. Aber da
diese Form, mit irgend einer ändern negativen eigentlich primitiven Form
mit derselben Determinante componiert, eine positive Form der gleichen Art
hervorbringt, so sieht man leicht, dass keine negative eigentlich primitive
Form einen Character aus P haben kann.

II. Für une igen t l i ch pr imi t ive (posi t ive) Gesch lech te r be-
weist man in ähnlicher Weise, dass sich die Sache entweder in derselben
oder in entgegengesetzter Weise verhält wie bei eigentlich primitiven, je
nachdem D = l oder ^5 (mod. 8) ist. Denn in dem ersten Falle ist auch
D' = l (mod. 8), woraus leicht folgt, dass es unter den Zahlen #, ö, c, ...
entweder keine Zahl von der Form 8^ + 3 und 8^ + 5 giebt, oder zwei
oder vier, u. s. w. (denn das Product aus beliebig vielen ungeraden Zahlen,
unter denen die Zahlen von der Form 8w + 3 und Sn -h 5 zusammen in un-
gerader Anzahl vertreten sind, wird immer entweder = 3 oder = 5 (mod. 8),
das Product aus allen Zahlen a, &, c,... muss aber entweder D' oder —D' gleich

sein). Hieraus geht hervor, dass der Totalcharacter der Form (2, l, —~—J
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entweder keinen Specialcharacter aus ö oder deren zwei oder vier, u. s. w.,
enthält und daher zu P gehört. Da nun jede uneigentlich primitive (posi-
tive) Form mit der Determinante D als zusammengesetzt betrachtet werden

kann aus f 2, l, —~—J und einer eigentlich primitiven (positiven) Form der-

selben Determinante, so ist ersichtlich, dass keine uneigentlich primitive
(positive) Form in diesem Falle einen Character aus Q haben kann. Im
zweiten Falle, wo D = 5(mol. 8) ist, ist alles umgekehrt; es wird nämlich
D', welches ebenfalls = 5 (mod. 8) ist, sicher eine ungerade Anzahl von
Factoren von der Form Sn 4- 3 und Sn -f- 5 enthalten, woraus folgt, dass

der Character der Form (2, l, —~—) und hiernach auch der Character

jeder uneigentlich primitiven (positiven) Form mit der Determinante D zu Q
gehört und daher keinem der Charactere P ein uneigentlich primitives posi-
tives Geschlecht entsprechen kann.

III. Endlich sind für eine negative Determinante die negativen
uneigentl ich pr imi t iven Geschlechter wiederum den uneigentlich
primitiven positiven Geschlechtern entgegengesetzt; jene können nämlich
nicht einen Character aus P oder aus Q haben, je nachdem D=l oder
= 5 (mod. 8) oder je nachdem — D von der Form 8n -f- 7 oder 8w -f- 3 ist.
Dies leitet man ohne Schwierigkeit daraus her, dass aus der Composition
der Form (—1, 0, D), deren Character aus Q ist, mit negativen uneigent-
lich primitiven Formen mit derselben Determinante positive uneigentlich
primitive Formen hervorgehen und daher, wenn von diesen die Charactere Q
ausgeschlossen sind, von jenen notwendig die Charactere P ausgeschlossen
werden müssen, und umgekehrt.

Besondere Methode, Primzahlen in zwei Quadrate zu
zerlegen.

265.
Aus den Untersuchungen der Artikel 257, 258 über die Anzahl der

ambigen Klassen, auf welchen alles Vorhergehende aufgebaut ist, lassen
sich noch viele andere der Beachtung werte Folgerungen ziehen, die wir
der Kürze wegen unterdrücken müssen; indessen können wir die folgende,
durch ihre Eleganz ausgezeichnete nicht übergehen. Wir haben gezeigt,
dass es für eine positive Determinante p, welche eine Primzahl von der
Form 4n -h l ist, nur eine einzige ambige eigentlich primitive Klasse giebt;
demnach sind alle ambigen eigentlich primitiven Klassen mit einer solchen
Determinante einander eigentlich äquivalent. Wenn daher 1) die grösste
positive ganze Zahl, welche kleiner als i/p" ist, und p — &2 = a' ist, so
werden die Formen (l, &, —a'), (—l, 6, a') eigentlich äquivalent und
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daher, da offenbar beide reducierte Formen sind, die eine in der Periode
der ändern enthalten sein. Legt man der ersten Form in ihrer Periode
den Index 0 bei, so wird der Index der zweiten notwendig ungerade sein
(da die ersten Glieder dieser beiden Formen entgegengesetzte Zeichen
haben); derselbe möge daher gleich 2m 4-l gesetzt werden. Ferner sieht
man leicht, dass, wenn die Formen mit den Indices l, 2, 3, ... bezüglich

(-a', y, a"), (a", &", -a'"), (-*'", V", """), - • •

sind, den Indices 2m, 2m— l, 2m — 2, 2m — 3, ... die Formen ent-
sprechen werden:

(a', &,-!), (-a", &', a'), (a"', 6", -a"), (-a"", V", a'"), ...

Hieraus folgt, dass, wenn die Form vom Index m gleich (A, B, 0) ist,
dieselbe auch gleich (— 0, J5, — Ä ) und daher C= — A und p = B2 + A2

ist. Daher lässt sich jede Primzahl von der Form 4n -f- l in zwei Quadrate
zerlegen (welche Zerlegung wir oben im Artikel 182 aus ganz verschiedenen
Prinzipien abgeleitet haben), und zu einer solchen Zerlegung gelangen wir
durch eine höchst einfache und durchaus gleichförmige Methode, nämlich
durch Entwicklung der Periode der reducierten Form, deren Determinante
jene Primzahl und deren erstes Glied ] ist, bis zu einer Form, deren
äussere Glieder der Grosse nach gleich, dem Vorzeichen nach entgegen-
gesetzt sind. So hat man z. B. für ^ = 233: (l, 15, —8), (—8, 9, 19),
(19, 10, -7), (T7, 11, 16), (16, 5, -13), (-13, 8, 13) und
233 = 64 -h 169. Übrigens ist klar, dass A notwendig ungerade (da ja
(J., J?, — A) eine eigentlich primitive Form sein muss) und somit B gerade
wird. — Da für eine positive Determinante p, welche eine Primzahl von
der Form 4n + l ist, auch in der uneigentlich primitiven Ordnung nur
eine einzige ambige Klasse enthalten ist, so ist ersichtlich, dass, wenn g
die grösste ungerade Zahl, welcher kleiner als j/^ist, undjp—# 2 = 4Äist,
die reducierten uneigentlich primitiven Formen (2, #, — 2Ä), (— 2, g, 2Ä)
eigentlich äquivalent sind und daher die eine in der Periode der ändern
enthalten ist. Hieraus folgt durch Schlüsse, welche den vorstehenden ganz
analog sind, dass sich in der Periode der Form (2, g, —2A) eine Form
findet, deren äussere Glieder der Grosse nach gleich sind, aber entgegen-
gesetzte Vorzeichen haben, so dass die Zerlegung der Zahl p in zwei
Quadrate auch hieraus abgeleitet werden kann. Offenbar aber werden die
äusseren Glieder dieser Form gerade, das mittlere ungerade sein, und da
bekanntlich eine Primzahl nur auf eine Weise in zwei Quadrate zerlegt
werden kann, so wird die nach dieser letzteren Methode gefundene Form
entweder (J5, ±-4, — B) oder (— J?, ±J., B) sein. So erhält man in
unserm Beispiel für .p = 233: (2, 15, —4), (—4, 13, 16), (16, 3, —14),
(—14, 11, 8), (8, 13, —8) und 233 = 64+ 169, wie oben.
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Digression, enthaltend eine Untersuchung über ternäre
Formen.

266.
Bisher haben wir unsere Untersuchung auf solche Functionen zweiten

Grades beschränkt, welche zwei Unbestimmte enthalten, und es war daher
nicht nötig, ihnen eine besondere Benennung beizulegen. Offenbar aber
können wir diesen Gegenstand als einen sehr speciellen Abschnitt der
allgemeinsten Untersuchung über die algebraischen rat ionalen
g a n z e n homogenen Func t ionen mehre re r Unbes t immten und von
mehre ren Dimens ionen betrachten und derartige Functionen nach der
Anzah l der Dimens ionen in Formen zwei t en , dr i t ten, v ier ten
u. s. w. Grades , nach der Anzahl der Unbes t immten aber in
b inäre , ternäre , qua te rnäre u. s. w. Formen passend unterscheiden.
Die bisher einfach so genannten Formen sind daher binäre Formen zweiten
Grades, derartige Functionen aber wie

Ax* H- Wxy -{- Wxz +

(wo J., J5, (7, D, JE/, F gegebene ganze Zahlen bedeuten) heissen ternäre
Formen zweiten Grades u. s. w. Zunächst zwar ist der gegenwärtige Ab-
schnitt bloss den binären Formen zweiten Grades gewidmet; da jedoch
mehrere auf diese bezügliche Wahrheiten, und zwar die schönsten, noch
übrig sind, deren eigentliche Quelle in der Theorie der ternären Formen
zweiten Grades zu suchen ist, so wollen wir hier eine kurze Digression über
diese Theorie einschalten, in der wir aus ihren ersten Elementen das an-
führen wollen, was -zur Vervollkommnung der Theorie der binären Formen
notwendig ist, und hoffen wir, dass dies den Geometern angenehmer sein
wird, als wenn wir jene Wahrheiten entweder unterdrückten oder durch
weniger natürliche Methoden ableiteten. Eine genauere Untersuchung über
diesen sehr wichtigen Gegenstand müssen wir uns aber für eine andere
Gelegenheit vorbehalten, einmal weil die Reichhaltigkeit desselben die
Grenzen dieses Werkes schon jetzt weit überschreiten würde, sodann weil
Hoffnung vorhanden ist, dass derselbe in Zukunft noch durch ansehnliche
Erweiterungen werde bereichert werden. Die quaternären, quinären u. s. w.
Formen zweiten Grades sowohl wie auch die Formen höherer Grade schliessen
wir wenigstens an dieser Stelle von der Betrachtung gänzlich aus*) und
begnügen uns, dieses sehr weite Gebiet der Aufmerksamkeit der Geometer
empfohlen zu haben , da sie darin einen ungeheuren Stoff zur Übung ihrer
Kräfte und zur Bereicherung der höheren Arithmetik durch hervorragende
Erweiterungen finden werden.

267.
Es wird zur grösseren Deutlichkeit viel beitragen, wenn wir zwischen

den drei in die ternäre Form eingehenden Unbestimmten ebenso wie bei
den binären Formen eine bestimmte Reihenfolge festsetzen, so dass die
erste, zwei te und dri t te Unbes t immte von einander unterschieden
werden. Bei der Aufstellung der einzelnen Teile der Form werden wir
ferner immer eine solche Anordnung beobachten, dass derjenige Teil,
welcher das Quadrat der ersten Unbestimmten enthält, die erste Stelle
erhält, sodann diejenigen Teile, welche das Quadrat der zweiten, das Qua-
drat der dritten Unbestimmten, das doppelte Product aus der zweiten und
dritten, das doppelte Product aus der ersten und dritten, das doppelte Pro-
duct aus der ersten und zweiten Unbestimmten enthalten, der Reihe nach
folgen. Schliesslich werden wir die bestimmten ganzen Zahlen, mit denen
diese Quadrate und doppelten Producte multipliciert sind, in ebenderselben
Reihenfolge den ersten, zweiten, drit ten, vierten, fünf ten , sechsten
Coef f ic ien ten nennen. So wird

eine richtig geordnete ternäre Form sein, deren erste Unbestimmte #, deren
zweite #', dritte #", deren erster Coefficient a, u. s. w., vierter &, u. s. w.
ist. Da es aber zur Kürze viel beiträgt, wenn wir nicht stets die Un-
bestimmten der ternären Form mit besonderen Buchstaben zu bezeichnen
brauchen, so werden wir dieselbe Form, sofern wir nicht auf die Unbe-
stimmten Rücksicht nehmen, auch auf die folgende Weise bezeichnen:

(a, a', a"\
\6, l', V'f

Setzt man

&s _ a'a"= A, V* — aa"= A', fc"2 — aa' = A"
ab - Vb" = B, a'V — &&"= B', a"W — bb' = B",

so entsteht eine andere Form

welche wir der Form

M, A', A"
(B, Br, j

(a, a', a"
f

*) Aus diesem Grunde sind im Folgenden immer binäre oder ternäre Formen
z w e i t e n Grades zu verstehen, wenn von solchen Formen schlechtbin die Rede ist.

adjungiert nennen werden. Hieraus findet man wieder, wenn man der Kürze
wegen die Zahl

aW + a'&'2 + a"&"2 — oa'a"— 26&'6"= D
setzt:

J52 - A!A"= aD, -B'2 - AA'= a'I), B"* — AA'= a" D,
AB—B'B"=bD, A'B'—BB^^b'D, A"B"—BB'=b"D,
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woraus hervorgeht, dass der Form F die Form

/aD, a'D, a"j
UD, fc'D, fc"J

adjuugiert ist. Die Zahl D, von deren Beschaffenheit die Eigenschaften
der ternären Form f hauptsächlich abhängen, werden wir die Determinante
d iese r Form nennen. Auf diese Weise wird die Determinante der Form F
gleich Z)2 oder gleich dem Quadrate der Determinante der Form £ welcher
sie adjungiert ist.

G . . * , . , ,, f29, 13, 9 \ _ . _ /—68, —260, —181\So ist z. B. der ternären Form l 7 ' . l die Form l 0 ' 1 Q Q J
\ t , l, 14/ \ AJL(, —111, L o o/

adjungiert und die Determinante beider gleich 1.
Die ternären Formen mit der Determinante 0 werden von der nach-

folgenden Untersuchung gänzlich ausgeschlossen, da sie, wie in der bei
anderer Gelegenheit ausführlicher zu behandelnden Theorie der ternären
Formen gezeigt werden wird, nur dem Anblick nach ternäre Formen, in
Wirklichkeit aber binären Formen äquivalent sind.

268.
Wenn irgend eine ternäre Form f mit der Determinante D, deren

Unbestimmten x,x',x" (nämlich die erste gleich #, u. s.w.) sind, in die
ternäre Form g mit der Determinante E, deren Unbestimmten #, #', y" sind,
durch eine Substitution von der Form

x =
x> =

+ -f-

übergeht, wo die neun Coefficienten a, ß, . . . sämtlich als ganze Zahlen
vorausgesetzt werden, so werden wir der Kürze wegen mit Weglassung der
Unbestimmten einfach sagen, dass f in g durch die Substitution (S)

«, ß, T
«', ß', T'
*", P", i'

übergehe und dass f die Form g enthalte oder g un te r f enthal ten
sei. Aus einer solchen Voraussetzung ergeben sich daher unmittelbar sechs
Gleichungen für die sechs Coefficienten in #, die hierherzusetzen nicht nötig
ist; aus diesen erhält man aber durch eine leichte Rechnung die folgenden
Schlüsse :

I. Setzt man der Kürze wegen die Zahl

«ßY' - 7<x'ß"— TßV— afß"— ßa'T"=

so findet man nach den gehörigen Reductionen die Gleichung .E=&2D,
woraus hervorgeht, dass E durch D teilbar und der Quotient ein Quadrat
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ist. Es ist daher klar, dass die Zahl k für die Transformationen ternärer
Formen etwas ähnliches ist, wie die Zahl ot8 — ßy im Artikel 157 für die
Transformationen der binären Formen, nämlich die Quadratwurzel aus dem
Quotienten der Determinanten, wonach man vermuten könnte, dass die
Verschiedenheit des Vorzeichens von Je auch hier einen wesentlichen Unter-
schied zwischen den Transformationen und dem Eigentlich- oder Uneigentlich-
Enthaltensein der einen Form in der ändern begründe. Betrachtet man
aber die Sache näher, so sieht man, dass f auch durch die folgende Sub-
stitution

-a, -ß, -T
-a', -ß', -7'
-«", -r, -7"

in g übergeht; setzt man aber — a für a, — ß für ß, u. s. w., in dem Werte
von ß, so entsteht — &, daher würde diese Substitution der Substitution S
ungleichartig sein und daher jede ternäre Form, welche eine andere auf die
eine Weise enthält, ebendieselbe auch auf die andere Weise enthalten.
Eine derartige Unterscheidung wird daher hier ganz verbannt, da sie bei
ternären Formen nichts nützt.

II. Bezeichnet man mit F, G die zu /*, g adjungierten Formen, so
werden die Coefficienten in F durch die Coefficienten in f bestimmt und
die Coefficienten in G durch die Werte der Coefficienten der Form #, welche
aus den Gleichungen, die die Substitution S liefert, bekannt sind. Drückt
man die Coefficienten der Form f durch Buchstaben aus, so bestätigt man
aus der Vergleichung der Werte der Coefficienten der Formen F, Gr ohne
Mühe, dass F die Form Gr enthält und in sie durch die Substitution (S'}

R - P r, r « — r * , *T—*P
ß"7 _ ßT", T"a — Ta", a"ß — aß"

ß7'-ßY 7«' -7'«, aß'-a'ß

übergeht. Die Rechnung, welche keinen Schwierigkeiten unterliegt, schreiben
wir nicht her.

III. Die Form g geht offenbar durch die Substitution (5"')

PY'-P'Y, P"7-P7", ß7'-ß'7
7'a"—7"a', f'a —7a / r, Ta'— fa
a'ß"__a"ß'? a"ß__aß"9 aß'—a'ß

in dieselbe Form über, in welche die Form f durch die folgende Substitution

Ä, 0, 0
0, Tc, 0
0, 0,&

übergeht, d. h. sie geht in diejenige Form über, welche entsteht, wenn man
die einzelnen Coefficienten der Form f mit &2 multipliciert. Diese Form
bezeichnen wir mit f.
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IV. Ganz auf dieselbe Weise zeigt man, dass die Form G durch die
Substitution (/S'")

a, a', a"
ß, ß', ß"
T, 7', i'

übergeht in eine Form, die aus F entsteht, wenn man die einzelnen Coeffi-
cienten von .Fmit k2 multipliciert. Diese Form werden wir mit F' bezeichnen.

Wir sagen, die Substitution S'" entstehe durch Transposi t ion der
Substitution £; dann wird offenbar S wiederum durch Transposition der
Substitution S'" und von den Substitutionen /S", S" die eine durch Transpo-
sition der ändern hervorgehen. — Die Substitution S' kann passend die
Adjungierte der Substitution S genannt werden, daher auch S" der Substi-
tution S'" adjungiert ist.

269.
Wenn nicht nur die Form f die Form #, sondern auch diese jene Form

enthält, so werden die Formen /*, g äquivalent genannt. In diesem Falle
geht daher nicht nur D in JE, sondern auch JE? in D auf, woraus leicht folgt,
dass D = E sein muss. Umgekehrt aber sind, wenn die Form f die Form
g mit derselben Determinante enthält, diese beiden Formen äquivalent.
Denn es ist (wenn man dieselben Bezeichnungen anwendet wie im vorigen
Artikel und den Fall, woD = 0 ist, ausnimmt) Ä = ±l, und daher die
Form /"', in welche g durch die Substitution S" übergeht, mit f identisch
oder f unter g enthalten. Ferner ist klar, dass in diesem Falle auch die
zu /*, g adjungierten Formen .F, G unter einander äquivalent sind und die
letztere in die erstere durch die Substitution S'" übergeht. Schliesslich
werden umgekehrt, wenn die Formen F, G als äquivalent vorausgese tz t
werden und die erstere in die letztere übergeht durch die Substitution T,
auch die Formen /", g äquivalent sein und es wird f in g durch die zu T
adjungierte Substitution und g in f durch diejenige Substitution, welche
durch Transposition von T entsteht, übergehen. Denn durch diese beiden
Substitutionen respective geht die zu F adjungierfce Form in die zu G ad-
jungierte und diese in jene über; diese beiden Formen entstehen aber aus
/J g durch Multiplikation der einzelnen Coefficienten mit D, woraus ohne
Schwierigkeit folgt, dass durch eben dieselben Substitutionen f in g und g
in f respective übergeht.

270.
Wenn die ternäre Form f die ternäre Form f und diese wiederum die

Form f enthält, so wird auch f die Form f" enthalten. Denn man sieht
leicht, dass, wenn

f in f durch die Substitution

«, ß> T
«', ß', 7'
«", ß", i'

f in f1' durch die Substitution

8, «, C
8', e', ?

8", s", C"
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übergeht, f in f" transformiert wird durch die Substitution:

ad 4-ßS' +78", ae + ße' + je", aC + ß? +7$"
T'8", a'e + ßV -H fe", a'C H- ß'C' H- H"

", a"C + ß"C-h f'C".
a'ö

In dem Falle also, wo f der Form f und f der Form f äquivalent
ist, wird auch die Form f der Form f" äquivalent sein. — Übrigens ist
ohne Weiteres klar, wie diese Sätze auf mehrere Formen anzuwenden sind.

271.
Hieraus geht bereits hervor, dass alle ternären Formen, ebenso wie

die binären, in Klassen eingeteilt werden können, indem man äquivalente
Formen zu derselben Klasse, nichtäquivalente Formen zu verschiedenen
Klassen rechnet. Formen mit verschiedenen Determinanten werden daher
sicher zu verschiedenen Klassen gehören, und somit wird es unendlich viele
Klassen von ternären Formen geben; die zu derselben Determinante gehörigen
ternären Formen aber bilden bald eine grössere, bald eine kleinere Anzahl
von Klassen; was jedoch als Haupte igenschaf t dieser Formen zu be-
trachten ist, ist das, dass sämtliche Formen mit derselben gegebenen De-
terminante stets eine endliche Anzahl von Klassen bilden. Der ausführ-
licheren Entwicklung dieses sehr wichtigen Satzes müssen wir die Darlegung
des folgenden wesentlichen Unterschiedes, welcher unter den ternären For-
men stattfindet, vorausschicken.

Gewisse ternäre Formen sind so beschaffen, dass durch sie ohne Unter-
schied positive und negative Zahlen dargestellt werden können, z. B. die
Form x2-\-y2 — z2, weshalb sie indefinite Formen genannt werden. Da-
gegen lassen sich durch andere negative Zahlen nicht darstellen, sondern
nur positive (ausser der Null, welche entsteht, wenn man die einzelnen
Unbestimmten gleich 0 setzt), z. B. x2 + y2 4- £2, weshalb sie positive For-
men genannt werden; endlich können durch andere wieder keine positiven
Zahlen dargestellt werden , wie z. B. durch — x2 — y2 — #2, weshalb die-
selben negative Formen heissen. Die positiven und negativen Formen
werden mit gemeinschaftlichem Namen definite Formen genannt. Im Folgen-
den geben wir bereits einige Kriterien, vermittelst deren diese Beschaffenheit
der Formen erkannt werden kann.

Multipliciert man die ternäre Form

/-= ax2 -f- a'x'2 H- a"x"2 + 2&zV-f- 26W+ 2&'W

der Determinante D mit a und bezeichnet man die Coefficienten der zu f
adjungierten Form ebenso wie im Artikel 267 mit A, A', A", B, JB', B", so
ergiebt sich:

(ax -f- &V+ &V)2 — A"x'2 + 2ÄB V— A'x"2 = g;

multipliciert man nochmals mit A', so folgt:

Ä(ax + 6 V-f- & V)2 - (A* st'— Bx'}2 -h aDx'2 = h.
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Hieraus geht sogleich hervor, dass, wenn sowohl A' als aD negative
Zahlen sind, sämtliche Werte von h negativ sind, weshalb offenbar durch
die Form f nur solche Zahlen dargestellt werden können, deren Vorzeichen
dem Vorzeichen von a A' entgegengesetzt, d. h. identisch mit dem Vor-
zeichen von a, oder entgegengesetzt dem Vorzeichen von D ist. In diesem
Falle ist also /"eine definite Form und zwar eine positive oder negative,
je nachdem a positiv oder negativ, oder je nachdem D negativ oder positiv ist.

Sind aber entweder beide Zahlen aD, A! positiv oder die eine positiv,
die andere negativ (keine gleich 0), so sieht man leicht, dass h durch
gehörige Bestimmung der Grossen #, x', x" sowohl positive als auch nega-
tive Werte erhalten kann. Daher wird in diesem Falle f Werte erhalten
können, die mit demselben Vorzeichen oder mit entgegengesetztem Vorzeichen
wie aA' behaftet sind, und daher wird f eine indefinite Form sein.

In dem Falle, wo -ä/=0, aber nicht a = 0 ist, folgt:

(ax + V'x' + — x'(A!'x'— Wx"}.

Giebt man x1 einen willkürlichen Wert (der jedoch nicht gleich 0) und
A'x'

nimmt man x" so an, dass -~= -- x" dasselbe Vorzeichen erhält wie Bx'
&JD

(dass dies möglich ist, sieht man leicht, da B nicht gleich Null sein kann;
denn sonst würde B2 — ÄA"=aD = Q und daher D = 0 sein, welchen
Fall wir ausgeschlossen haben), so wird x1 (A"x' — Wx") eine positive Grosse,
woraus leicht hervorgeht, dass x derart bestimmt werden kann, dass g einen
negativen Wert erhält. Offenbar können diese Werte auch so angenommen
werden, dass sie, wenn es gewünscht wird, sämtlich ganze Zahlen werden.
Endlich ist klar, dass, wenn x', x" beliebige Werte beigelegt werden, x so
gross angenommen werden kann, dass g positiv wird. In diesem Falle ist
daher f eine indefinite Form.

Ist endlich a = 0, so wird

Nimmt man daher x', x" nach Belieben, jedoch so an, dass Wx'+lfx" nicht
gleich 0 ist (was offenbar möglich ist, wofern nicht gleichzeitig &' und b"
gleich 0 sind; dann würde aber D = Q sein), so sieht man leicht, dass x so
bestimmt werden kann, dass f sowohl positive als auch negative Werte er-
hält. Daher ist auch in diesem Falle f eine indefinite Form.

Auf dieselbe Weise, wie wir hier aus den Zahlen aD, A! die Natur der
Form /"beurteilt haben, können auch aD und A" angewendet werden, so dass
f eine definite Form ist, wenn sowohl 'aD als auch A" negativ ist, eine
indefinite aber in allen übrigen Fällen. Und auf ganz dieselbe Weise kann
demselben Zwecke auch die Betrachtung der Zahlen a'D und A, oder der
Zahlen a'D und A", oder der Zahlen a"D und A oder endlich der Zahlen
a"D und A' dienen.

Aus allem diesen folgt, dass in einer definiten Form die sechs Zahlen
A, A', A", aD, a'D, a"D negativ sind, und zwar sind in der positiven Form
a, a', a" positiv, D negativ, in der negativen aber a, a', a" negativ und D
positiv. Hieraus geht hervor, dass alle ternären Formen mit gegebener
positiver Determinante in negative und indefinite Formen zerfallen, alle
ternären Formen mit gegebener negativer Determinante in positive und in-
definite, endlich dass es positive Formen mit positiver Determinante oder
negative mit negativer Determinante überhaupt nicht giebt. — Ebendaraus
ist leicht ersichtlich, dass einer definiten Form immer eine definite und zwar
negative Form, einer indefiniten eine indefinite adjungiert ist.

Da sämtliche durch eine gegebene ternäre Form darstellbaren Zahlen
offenbar auch durch alle dieser äquivalente Formen dargestellt werden können,
so werden die in derselben Klasse enthaltenen ternären Formen entweder
sämtlich indefinit oder sämtlich positiv oder sämtlich negativ sein» Daher
wird man diese Benennungen der Formen auch auf die ganzen Klassen
übertragen können.

272.
Den im vorigen Artikel aufgestellten Satz, dass sämtliche ternären

Formen mit gegebener Determinante in eine endl iche Anzahl von Klassen
zerfallen, werden wir nach einer Methode beweisen, die derjenigen ähnlich
ist, deren wir uns bei den binären Formen bedient haben, indem wir
nämlich zeigen, erstens, auf welche Weise jede ternäre Form auf eine
einfachere Form zurückgeführt werden kann, zwei tens , dass die Anzahl der
einfachsten Formen (zu denen man durch solche Eeductionen gelangt) für
jede gegebene Determinante endlich ist. Nehmen wir allgemein an, dass

die ternäre Form f=( ' ' 7 / , ) mit der (von Null verschiedenen) Deter-
\ 0, u , u /

minante D gegeben ist, welche durch die Substitution

«, P, 7
(S) a', ß', /

«", P", l"

fm, m' m"\ ._ . , , . , . .
m die äquivalente Form #= , „ l übergeht, so dreht sich unsere\n, n, n /
Aufgabe darum, a, ß, 7, ... so zu bestimmen, dass die Form g ein-
facher wird als f. Sind die den Formen f, g adjungierten Formen resp.
(A, A, A'\ (M, M', M"\ . . ., ^ „ , . , . ,
U X v r U -w, &')' welche mit Ft G bezeichnet werden mogen'
so geht nach Artikel 269 F in G durch die zu 8 abjungierte Substitution,
G aber in F durch die aus der Transposition von S entstehende Substitution
über. Die Zahl
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welche entweder gleich + l oder gleich — l sein muss, bezeichnen wir
mit Je. Hiernach bemerken wir:

I. Ist 7 = 0, 7'=0, <x"=0, ß"=0, 7"= l, so wird:

m = aa2 4- 2&"aa'4- a V2, m'= aß2 + 26"ßß'4- a'ß/2, m"= a"
rc = &ß' 4- &'ß, ri= &a' 4- &'«, w"= aaß + 6" (aß' 4- ßa') + a'a'ß'.

Ausserdem muss aß' — ßa' entweder gleich -f- 1 oder gleich — l sein.
Hieraus geht hervor, dass die binäre Form (a, &", a'), deren Determinante
A" ist, durch die Substitution a, ß, a', ß' in die binäre Form (m, /&", m')
mit der Determinante M" verwandelt wird und daher wegen aß' — ßa'= ± l
ihr äquivalent ist, weshalb M"= A" ist, was auch direct leicht bestätigt
werden kann. Wenn daher nicht schon (a, &", a') die einfachste Form in
ihrer Klasse ist, so wird' man a, ß, a7, ß' so bestimmen können, dass
(m, n", m') eine einfachere Form ist, und zwar folgt aus der Theorie der
Äquivalenz der binären Formen leicht, dass dies so geschehen kann, dass
m nicht grösser als j/ — -f-J", falls A' negativ ist, oder nicht grösser als

j/577, falls A" positiv ist, oder m = 0 ist, falls A"= 0 ist, so dass in allen

Fällen der (absolute) Wert von m sicher entweder Null ist oder wenigstens
bis auf j/± •£• A" herabgedrückt werden kann. Auf diese Weise wird also

die Form f auf eine andere zurückgeführt, die, wenn dies überhaupt möglich
ist, einen kleineren ersten Coefficienten hat, und deren adjungierte Form
denselben dritten Coefficienten hat, wie die zu f adjungierte Form F.
Hierin besteht die erste Eeduction.

II. Ist dagegen a = l, ß = 0, 7 = 0, a'= 0, a"=0, so ist & = ßY'
— ß' Y= ± l ; die zu S adjungierte Substitution ist daher :

± 1 , 0 , 0
o, 7", -r
0, -T', ß',

und durch diese geht F in 6r über. Man hat daher:

m' = a'ß/2

m" = ay
2

n = a'ß
M' = ̂ Y/

4-
2W 4- «' Y /2

&(ßY' + l'ß")

jjf"« -A'ß"2 — 2j3ß'ß"-{- J."ß'2.

Hieraus geht hervor, dass die binäre Form (A", B, A'\ deren Determinante
Da ist, durch die Substitution ß', — 7', — ß", 7" in die Form (M", N, M')
mit der Determinante Dm übergeht und daher (wegen ßY' — 7'ß"= ± l oder
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wegen Da = Dm) ihr äquivalent ist. Wenn daher nicht schon (A", J?, A'}
die einfachste Form ihrer Klasse ist, so können die Coefficienten ß', 7', ß", 7"
derart bestimmt werden, dass (M", N, M') eine einfachere Form ist, und
zwar kann dies immer so geschehen, dass M" abgesehen vom Vorzeichen

nicht grösser ist als j/± %Da. Auf diese Weise wird also die Form f auf
eine andere mit demselben ersten Coefficienten zurückgeführt, deren ad-
jungierte Form aber einen dritten Coefficienten hat, der, wenn dies überhaupt
möglich ist, kleiner ist als der dritte Coefficient der zu f adjungierten
Form F. Hierin besteht die zweite Reduction.

III. Wenn daher f eine ternäre Forjn ist, auf welche weder die erste
noch die zweite Keduction anwendbar ist, d. h. welche durch keine der
beiden Eeductionen auf eine einfachere Form gebracht werden kann, so

4
wird, abgesehen vom Vorzeichen, notwendig sowohl a? <-*£') als auch

A"2<^aD sein. Hieraus folgt: a^^-^-A"2 und daher a4<x^aD oder— o — y — L (
o

a* < ~D und a < hieraus wiederum A"*< und A"

Solange demnach a oder A" diese Grenzen noch überschreiten, wird not-
wendig eine oder die andere der vorstehenden Reductionen auf die Form f
augewendet werden können. — Übrigens darf dieser Schluss nicht um-
gekehrt werden, da es jedenfalls öfter eintrifft, dass eine ternäre Form, bei
welcher der erste Coefficient und der dritte Coefficient der adjungierten
Form bereits unterhalb jener Grenzen liegen, trotzdem durch die eine oder
andere Keduction noch einfacher gemacht werden kann.

IV. Wenn nun aber auf eine beliebige gegebene ternäre Form mit
der Determinante D abwechselnd die erste und zweite Eeduction angewandt
werden, d. h. wenn auf sie selbst die erste, auf die dadurch entstehende
Form die zweite oder erste, auf die so sich ergebende Form wiederum die erste
oder zweite Keduction, u. s. w., angewandt wird, so ist klar, dass man schliess-
lich notwemdig zu einer Form gelangen wird, auf welche keine der beiden
Keductionen mehr angewandt werden kann. Denn da die absolute Grosse
sowohl der ersten Coefficienten der auf diese Weise sich ergebenden Formen,
als auch der dritten Coefffcienten der zu ihnen adjungierten Formen beständig
in abwechselnder Weise dieselbe bleibt oder abnimmt, so wird dieses Ver-
fahren notwendig irgendwo ein Ende haben, da sonst zwei unendliche Reihen
beständig abnehmender Zahlen erhalten würden. Hieraus haben wir bereits
den schönen Satz erhalten: Jede ternäre Form mit der De te rminan te
D lässt sich auf eine andere äqu iva len te Form br ingen, bei
welcher der erste C o e f f i c i e n t nicht grösser als f ^/D und der
drit te Coef f i c i en t der zu ihr ad jung ie r t en Form nicht grösser

als f|/£>2, abgesehen vom V o r z e i c h e n , ist, falls nämlich die ge-

gebene Form diese Eigenschaf ten noch nicht besitzt . — Übrigens
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hätten wir an Stelle des ersten Coefficienten der Form f und des dritten
Coefficieuten der zu ihr adjungierten Form in ganz analoger Weise auch
entweder den ersten Coefficienten der Form selbst und den zweiten der ad-
jungierten, oder den zweiten der Form selbst und den ersten oder dritten
der adjungierten oder den dritten der Form selbst und den ersten oder
zweiten der adjungierten behandeln können und würden auf diesen Wegen
ebenso zu dem von uns beabsichtigten Ziele gelangt sein; es ist jedoch
zweckmässig, beständig an einer Methode festzuhalten, um die hierher ge-
hörigen Operationen um so leichter auf einen bestimmten Algorithmus re-
ducieren zu können. Schliesslich bemerken wir, dass für die beiden Coeffi-
cienten, von denen wir gezeigt haben, wie sie sich unter bestimmte Grenzen
herabdrücken lassen, noch kleinere Grenzen festgestellt werden können,
wenn man die definiten Formen von den indefiniten trennt; doch ist dies
für unsern gegenwärtigen Zweck nicht erforderlich.

273.
Wir geben im Folgenden einige Beispiele, durch welche die vorstehend

angegebenen Regeln deutlicher werden.
« . . , , T . - /19, 21, 50 \ . . _ /— 825, — 166, — 398\
Beispiel l, Mf=(^^ J, so ist F = ( ^ 5739_370J

und Z) =— 1. Da (19, l, 21) eine reducierte binäre Form ist, der eine
andere mit kleinerem ersten Gliede als 19 nicht äquivalent ist, so ist hier
die erste Reduction nicht anwendbar; dagegen findet man, dass die binäre
Form (A"9 J5, A') = (— 398, 257, — 166) nach der Theorie der Äquivalenz
der binären Formen in eine einfachere äquivalente (—2, l, —10) trans-
formierbar ist, und zwar geht sie in dieselbe über durch die Substitution
2, 7, 3, 11. Setzt man daher ß'=2, f= — 7, ß"= — 3, 7"= 11, so ist

fl, 0, 0
auf die Form /'die Substitution {o, 2, — 7> anzuwenden, und durch

',-3, llj

diese geht sie über in die Form (
19, 354, 4769\

-1299, 301, _82=r-I>erdritteCoeffi-

cient der zu dieser adjungierten Form ist — 2, in welcher Hinsicht f für
einfacher zu halten ist als /".

Auf die Form f lässt sich die erste Reduction anwenden. Da nämlich
die binäre Form (19, — 82, 354) in die Form (l, 0, 2) durch die Substitution

(13, 4, 01
13, 4, 3, l übergeht, so ist auf die Form f die Substitution < 3, l, 0|

l 0, 0, l l

' ' "anzuwenden, durch welche sie übergeht in

'A f *- -n *„ T ^ ;,. ™ /—513, —4513, —2\Auf die Form f , welcher die Form ' Q0 I K O H )
\— «/£), OÄ, lOZU/

ist, lässt sich von Neuem die zweite Reduction anwenden. Es geht nämlich
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die Form (—2, —95, —4513) durch die Substitution 47, l, — l, 0 über
p, o, o)

in (— l, l, — 2); daher ist auf f" die Substitution <0, 47, — l} anzuwenden,
10, l, Oj

/1 Of^7 O\

wodurch sie übergeht in nU,
= /'". Der erste Coefficient dieser

lässt sich durch die erste Substitution nicht weiter erniedrigen, ebensowenig
der dritte Coefficient der zu ihr adjungierten Form durch die zweite.

Beispiel 2. Ist die Form ' '
i j U,

welcher die Form

_ ' ~ ' o ) adjungiert und deren Determinante gleich 2 ist,
<U, — Zo, o/

gegeben, so findet man, indem man abwechselnd die zweite und erste
Reduction anwendet, der Reihe nach

die Substitutionen durch welche übergeht

r

r

r

r

in

10,
-1 ,

2,
0,

2, 2,
2, -l,

2,
2,

0, 2,
- 2, - l,

=r

Die Form /"" kann weder durch die erste noch durch die zweite
Keduction weiter herabgedrückt werden.

274.
Hat man eine ternäre Form, bei welcher der erste Coefficient sowie der

dritte Coefficient der zu ihr adjungierten Form nach den vorstehend an-
gegebenen Methoden soweit als möglich erniedrigt sind, so liefert die
fo lgende Methode eine wei tere Reduct ion.

Behält man dieselben Bezeichnungen bei wie im Artikel 272 und setzt
a = l, a'= 0, ß'= l, a"= 0, ß"= 0, 7"= l, d. h. wendet man die Substitution

l, P, T,
o, i, r
0,0,1
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an, so wird:

m = a, m'
n = l 4- a

ausserdem:

&'ß -f- &"
26'? + af + 2&'

'+ ay + &'Y> »"== 6"+ «ßj

Durch eine solche Substitution werden also die Coefficienten a, 4", welche
durch die vorigen Eeductionen erniedrigt worden sind, nicht verändert; da-
her besteht unsere Aufgabe darin, durch eine geeignete Bestimmung von
ß, 7, 7' Erniedrigungen in den ändern Coefficienten zu erhalten. Zu diesem
Zwecke bemerken wir zunächst, dass, wenn A"= 0 ist, angenommen werden
kann, dass auch a = 0 sei; denn wenn a nicht gleich 0 wäre, so würde
die erste Eeduction nochmals anwendbar sein, da einer jeden binären Form
mit der Determinante 0 eine Form wie (0, 0, /&) oder eine Form, deren
erster Coefficient gleich 0 ist, äquivalent ist (Vgl. Artikel 215). Aus ganz
analogem Grunde darf man voraussetzen, dass, wenn a = 0 ist, auch
Ä'= 0 sei, so dass von den Zahlen a, A" entweder keine gleich 0 ist oder
beide gleich 0 sind.

Im ersteren Falle ist klar, dass ß, 7, 7' so bestimmt werden können,
dass ohne Eücksicht auf das Vorzeichen n", JV, N1 bezüglich nicht grösser
sind als ^a, ^4.", %A". So wird in dem ersten Beispiel des vorigen

Artikels die letzte Form ( 1 ' ' 1 ß) , welcher die Form ( ' ' 0
\ l j U, ID/ \ l, - ID, ÖA

(l, -16, 161
adjungiert ist, durch die Substitution <0, l, — 1> übergehen in die

10, 0, ij

folgende: L' 0' Q J = /"", welcher die Form ( Q' ' 0J adjungiert ist.

Im letzteren Falle, wo a = A"= 0 und daher auch b"= 0 ist, wird

m = 0, w'= a', m"= a" -h 2&7'-h

Es ist daher:
D = a'V* = m'ri2

und man sieht leicht, dass ß und 7' so bestimmt werden können, dass n
gleich dem absolut kleinsten Eeste von & nach einem Modul wird,
welcher der grösste gemeinschaftliche Teiler von a', V ist, d. h. dass n
nicht grösser wird als die Hälfte dieses Teilers ohne Eücksicht auf das
Vorzeichen, und daher n = Q ist, so oft a', V prim zu einander sind. Sind
ß, 7' auf diese Weise bestimmt, so kann der Wert von 7 so angenommen
werden, dass m" ohne Eücksicht auf das Vorzeichen nicht grösser ist als
&'; dies würde allerdings unmöglich sein, wenn &'=0 ist; dann würde aber
D = 0 sein, welchen Fall wir ausgeschlossen haben. So wird für die letzte
Form im zweiten Beispiel des vorigen Artikels n = — 2 — ß + 27', woraus,
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wenn ß = — 2, 7'= 0 gesetzt wird, n = 0 folgt, ferner w"= 2 — 2? und,
wenn man 7 = ! setzt, m"= 0. Wir erhalten daher die Substitution

I ' l /O 2 0\
0, l, 0>, durch welche jene Form übergeht in L' ' n) = /'""'•
o, 0,1) Vü' 1>u/

275.
Hat man eine Eeihe von äquivalenten ternären Formen /", /"', /"", /"'", ...

und die Transformationen einer jeden dieser Formen in die folgende, so
leitet man aus der Transformation von f in f und von f in f" nach
Artikel 270 die Transformation der Form f in f" her; aus dieser und der
Transformation der Form f" in f" folgt die Transformation der Form f
in f" u. s. w., und offenbar kann auf diese Weise die Transformation der
Form f in jede beliebige andere Form der Eeihe gefunden werden. Und
da aus der Transformation der Form f in irgend eine andere äquivalente
Form g die Transformation der Form g in f (S" aus S Artikel 268, 269)
abgeleitet werden kann, so kann auf diese Weise die Transformation jeder
beliebigen Form der Keine /"', /"", ... in die erste f gefunden werden. —
So findet man für die Formen des ersten Beispiels im vorigen Artikel die
Substitutionen:

13, 4, 0
6, 2, - 7

- 9, — 3, 11

13, 188, —4
6, 87, -2

- 9, — 130, 3

13, — 20, 16
6, - 9, 7

-9, 14, -11,

durch welche die Form f bezüglich in f'^f^f" übergeht, und aus der
(l, 4, 41

letzten Substitution die folgende <3, l, 5>, durch welche f" in f über-
Q O Q

\d-> ^5 dj

geht. — Auf ähnliche Weise ergeben sich im zweiten Beispiel des vorigen
Artikels die Substitutionen

l,- l, l
- 3, 4, - 3

10, —14, 11

2, -3, -l
3, l, 0
2, 4, l,

10, 26, 2
durch welche respective die Form ( ' '

\ i * u,
wieder in jene übergeht.

in
0, 2, 0\

', -i, o/ und diese

276.
Satz. Die Anzahl der Klassen, in welche sämtl iche t e rnä ren

Formen mit gegebene r De te rminan te zerfal len, ist stets endlich.

Beweis. L Die Anzahl sämtlicher Formen (/T/ -u? ) mit der gegebenen

Determinante D, in denen a = 0, &"= 0, b nicht grösser als die Hälfte des



302 Fünfter Abschnitt. [Art. 277] Ternäre Formen zweiten Grades. 303

grössten gemeinschaftlichen Teilers von «', b' und a" nicht grösser als U ist,
ist offenbar endlich. Denn da a'fe'2 = D sein muss, so können für b' keine
ändern Werte genommen werden als + l, — l und die Wurzeln aus den
in D aufgehenden Quadraten (wenn es ausser l noch andere giebt) und
zwar mit positivem oder negativem Vorzeichen versehen, und die Anzahl
dieser Werte ist endlich. Für die einzelnen Werte von b' aber ist der Wert
von a' bestimmt und die Werte von &, a" sind offenbar auf eine endliche
Anzahl beschränkt.

II. Ebenso ist die Anzahl aller Formen L' ,,' ,„) mit der Determi-

nante D, in welchen a nicht gleich 0 und nicht grösser als £ |/±: D,

b"2 — aa'= A" nicht gleich Null und nicht grösser als fj/52, b" nicht
grösser als ^a, äb — b'b"=B und a!V—bb"=B' nicht grösser als %A"
sind, eine endliche. Denn die Anzahl aller Combinationen der Werte von
a, 6", A", J5, B' ist endlich; sind diese aber einzeln bestimmt, so werden
auch die übrigen Coefficienten a', 6, &', a" der Form und die Coefficienten

der adjungierten Form bestimmt sein durch folgende Gleichungen:

V'9 —A"
a '

AB — B'B"
D

A'= A"
Bct+ B'b"

, &'=

B'*—a'D
A" ' -

A'B'— BB"
A' ' " — D

b'*—A' W —A bV+B"
_»W •

a

BB'+ W D
A'

Bb"+ B'a
A"

a1 V

Da nun alle jene Formen erhalten werden, wenn man aus allen Combi-
nationen der Werte von a, b"', -4", B, B' diejenigen auswählt, für welche
a', a", &, V ganze Werte erhalten, so ist die Anzahl jener offenbar endlich.

III. Sämtliche Formen in I und II bilden also zusammen eine endliche
Anzahl von Klassen, die auch kleiner sein kann als die Anzahl der Formen,
wenn irgend welche von diesen unter einander äquivalent sind. Da nun
nach den vorhergehenden Untersuchungen jede ternäre Form mit der Deter-
minante D notwendig irgend einer von jenen Formen äquivalent ist, d. h. zu
irgend einer der Klassen, welche diese Formen bilden, gehört, so werden
diese Klassen alle Formen mit der Determinante D umfassen, d. h. alle
ternären Formen mit der Determinante D zerfallen in eine endliche Anzahl
von Klassen.

277.

Die Eegeln, nach denen alle Formen in I und II des vorigen Artikels
ermittelt werden können, ergeben sich aus ihrer Entwicklung von selbst,
weshalb es genügen wird, einige Beispiele anzuführen.

± i, o vo, ± i, o>" vo, o, o/' v o,

Für D = l ergeben sich folgende sechs (wegen der doppelten Vor-
zeichen) Formen I:

/O, 1,0\ /O, 1,±1\
ko,±i,o> Vo,±i, i/

In den Formen II können a und A" keine ändern Werte ausser + l und
— l haben, und für die vier hieraus entspringenden Combinationen müssen
&", B und B' gleich 0 gesetzt werden; demnach entstehen die vier Formen:

(l,-1,1} (-1,1,1} (1>1>-1} (-1,-1,-rj
VO, 0,0/ V 0,0,07' V0,0, O/' V 0, 0, O/-

Ebenso erhält man für D= — l sechs Formen I und vier Formen II,
nämlich:

i, ~i,-i V-i, i,-iW-i,-i, iWi, i, i)
',0, O/'V 0, 0,0/' VO, 0,0/'

Für /> = 2 ergeben sich sechs Formen I:

/O, 2,0\ /O, 2,±n
VO, ±1,0/' VO, ±1, O/

und acht Formen II:

Vo' o' o/' v o'o] o/1 vo'o' o/' \ o' o' o/
/1 O 1 \ / 1 O 1 \ / 1 O 1\ / 1 O 1\/1. — z. i A / — i. z. i \ /1, z, — i A / — i, — ,4, — i \
VO, 0,0/' V 0,0,0/' V0,0, O/ V 0, 0, O/

Übrigens ist die Anzahl der aus diesen Formen in diesen drei Fällen
hervorgehenden Klassen viel kleiner als die Anzahl der Formen. Man
bestätigt nämlich leicht, dass.

I. Die Form f ' -' 0J übergeht in

/o, i,o\ /o, i, n /o, i,-i\ A, i,-r
VO, -1, O/' VO, ± l, O/' VO, ± l, 0> VO, 0, 0-

respective durch die Substitutionen:

1,0, 0
0,1, 0
0,0,-l

0,0, l
0,1,-l

±1,1, 0

o,
o,

±1,-

0, l
l, l-l,-l

l, 0,-1
l, 1,-1
0,-1, l,

biosse Ver-dieForm(0;0;
tauschung der Unbestimmten. Daher reducieren sich jene zehn ternären

Formen mit der Determinante l auf die folgenden zwei: (oVo/'

f~~ '~~ '~~~ J; für die erstere kann man auch, wenn man lieber will, die
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folgende nehmen: ' ^ ' j - . Da die erste Form indefinit, die zweite de-
>A, U, \J/

finit ist, so ist klar, dass jede indefinite ternäre Form mit der Deter-
minante l der Form #2 4- 2##, jede definite der Form — #2 — y* — z2

äquivalent ist.
II. Auf ganz analoge Weise findet man, dass jede indefinite ternäre Form

mit der Determinante — l der Form — x2 + 2y#, jede definite der Form
x2 •+- yp -+- z* äquivalent ist.

III. Für die Determinante 2 können von den acht Formen II sogleich
die zweite, sechste und siebente weggelassen werden, da sie aus der ersten
durch blosse Permutation der Unbestimmten entstehen, und aus ähnlichem
Grunde auch die fünfte, welche aus der dritten, und die achte, welche aus
der vierten in gleicher Weise sich ergiebt. Die drei übrigen bilden mit

den sechs Formen I drei Klassen; es geht nämlich ( ' ' ) i n ( ' ' n)\u, i, u/ \u, — i, u/
(1,0, 01

durch die Substitution {0,1, 0> und die Form
lo,o,-ij

(0,2,-r
ko, i, o,

respective durch die Substitutionen über:

1,0,-1 1,0, 0
1,2, 0 1,2,-1
1,1, 0 l, 1,-1

l l-2' '

/O, 2, 1\ /O, 2, 1\
\0,1,0/' 1.0,-1, O/'

.0,0, OJ

/O, 2,-IN /!,-!, 2N
IA-I, oy1 vo, 0,0;

1,0,1
1,2,0
1,1,0

1,0,0
1,2,1
1,1,1

1,0,0
0,1,2
0, 1, 1.

Jede ternäre Form mit der Determinante 2 ist daher auf irgend eine
von den folgenden drei Formen reducierbar:

/O, 2,0\ /l, l,-2\ /-!,-!, -2\
Vo, i, o;' vo, o, o;9 v o, o, o;;

an Stelle der ersten kann man auch, wenn man lieber will, die Form

U o' O/ ne^men* offenbar aber wird jede definite ternäre Form notwendig

der dritten — #2 — #2 — 2#2 äquivalent sein, da die beiden ersten indefinit
sind, jede indefinite aber der ersten oder zweiten und zwar der ersten
2#2 -f- 2#£, wenn ihr erster, zweiter und dritter Coefficient gleichzeitig gerade
sind (da man leicht sieht, dass eine solche Form durch irgend eine Trans-
formation in eine ähnliche Form übergeht und daher nicht der zweiten
äquivalent sein kann), der zweiten x2 -f- #2 — 2#2 aber, wenn ihr erster,
zweiter und dritter Coefficient nicht gleichzeitig gerade sind, vielmehr einer,
zwei oder alle drei ungerade sind (denn in eine solche Form lässt sich aus
analogem Grunde die erste Form 2#2 -f- 2#e durch keine Substitution trans-
formieren).

Was somit in den Beispielen der Artikel 273, 274 sich ergiebt, dass
/19 21 50\

nämlich die definite Form ( 1 S OQ' 1 ) mit der Determinante — l auf die\lo, ^o, l/
/10 26 2 \

Form #2 -f- #2 4- £2 und die indefinite Form f ' ' . J mit der Determinante

2 auf die Form 2#2 —2## oder (was auf dasselbe hinauskommt) auf die
Form 2x2 -i- 2## zurückgeführt werden kann, hätte man natfh den vorher-
gehenden Untersuchungen von vornherein sehen können.

278.
Durch eine te rnäre Form, deren Unbestimmten x, x\ x" sind, werden

einersei ts Zahlen dargestellt, wenn man #, #', x" bestimmte Werte
beilegt, andrerse i t s b inäre Fo rmen durch Substitutionen von der Form:

x = mt-{- nu, #'= m't -f- riu, %"= m"t H- n"u,

wo m, n, m', ... bestimmte Zahlen, £, u aber die Unbestimmten der dar-
gestellten Form bezeichnen. Zu einer vol l s tändigen Theorie der
t e rnä ren Formen w ü r d e daher d ie Lösung fo lgender Aufgaben
er forder l i ch sein:

I. Alle Darstellungen einer gegebenen Zahl durch eine gegebene
ternäre Form zu finden.

II. Alle Darstellungen einer gegebenen binären Form durch eine ge-
gebene ternäre Form zu finden.

III. Zu entscheiden, ob zwei gegebene ternäre Formen mit derselben
gegebenen Determinante äquivalent sind oder nicht, und im ersteren Falle
alle Transformationen der einen in die andere zu finden.

IV. Zu entscheiden, ob eine gegebene ternäre Form eine andere ge-
gebene mit grosserer Determinante enthält oder nicht, und im ersteren Falle
alle Transformationen der einen in die andere zu bestimmen.

Über diese Aufgaben, die bei weitem schwieriger sind, als die analogen
bei den binären Formen, werden wir an anderer Stelle weitläufiger handeln;
hier beschränken wir unsere Untersuchung darauf zu zeigen, wie die erste
Aufgabe auf die zweite und die zweite auf die dritte sich reducieren lässt;
die dritte werden wir aber für einige der einfachsten und die Theorie der
binären Formen besonders beleuchtenden Fälle lösen lehren; die vierte
werden wir hier ganz ausschliessen.

279.
Hülfssatz. Wenn drei bel iebige ganze Zahlen a, a', a" (welche

jedoch nicht sämtlich zu gleicher Zeit Null sind) gegeben sind,
so soll man sechs andere J5, J3', B", C, (7, C" von solcher Be-
scha f fenhe i t f i n d e n , dass

wird.
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Auflösung. Es sei a der grösste gemeinschaftliche Teiler von a, a', a"
und man nehme ganze Zahlen A, A', A" so an, dass

Aa 4- A'a'+ A"a"= a

wird. Ferner nehme man drei ganze Zahlen 6, 6', 6" nach Belieben nur
mit der Bedingung an, dass die drei Zahlen 6' A"— ®'Ä, &"A — &A!'
(§, A' — (£'u4, die wir respective mit &, &', V und deren grossten gemein-
schaftlichen Teiler wir mit ß bezeichnen, nicht gleichzeitig gleich Null werden.
Setzt man dann

af&"- a"6'= aß(7, a"b - a&"= aßC', äb'-atb*=tfC",

so sind offenbar (7, C", G" ganze Zahlen. Nimmt man schliesslich ganze
Zahlen 33, S3', 33" so an, dass

336 4- »'6'+ 33"6"= ß
wird, setzt:

33a 4- 33a'4- 33"a"= h
und macht:

B =08- A4, B^aB'-Al', B"=a33"— A4",

so werden diese Werte von B, B', B", C, C', C" den vorgeschriebenen Be-
dingungen entsprechen.

Man findet nämlich:

aB 4- a'J5'4- »"£"= 0
l A 4- 6'4,'+ &"4"= 0 und daher IB + ft'BM- &"£"= aß.

Nun wird aus den Werten von C", C":

aß (J3'C"-~ J5;'C;) = aVB'— a'bB'- a"bB"+ab"B"
= a (bB 4- &;£'4- &"B") — & (aJ5 4- a'B*4- a"£") = «ßa

und daher B'C"— B"C'=a und auf ähnliche Weise findet man B"C—BC"=af,

Im Übrigen muss die Analyse, durch welche diese Lösung gefunden
worden ist, sowie die Methode, aus einer Lösung alle zu finden, hier weg-
gelassen werden.

280.
Wir nehmen an, dass die binäre Form

at2 4- 2to 4- cu2 = 9,

deren Determinante gleich D sei, dargestellt werde durch die ternäre Form
/J deren Unbestimmten #, x', x" sind, wenn man setzt:

x == mt 4- nu, #'= m' 1 4- wX #"= w"£ 4- ri'u,

und dass der Form f die Form .F, deren Unbestimmten X, X', X" sind,
adjungiert sei. Dann bestätigt man leicht durch Rechnung (indem man
die Coefficienten der Formen /*, F mit besonderen Buchstaben bezeichnet)
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oder leitet auch sogleich aus Artikel 268. II her, dass die Zahl D durch
F dargestellt wird, wenn man setzt:

X = m'ri'— w'W, X'= m"n — wn", X"= mri— m'n,

eine Darstellung der Zahl D, die passend der Darstellung der Form 9 durch
f adjungiert genannt werden kann. Wenn die Werte von X, X', X"
keinen gemeinschaf t l ichen Teiler haben, so werden wir diese
Darstel lung von D eine eigentl iche, im ändern Falle eine un-
eigentl iche nennen und werden dieselben Benennungen auch der Dar-
stellung der Form 9 durch /J welcher jene Darstellung adjungiert ist, bei-
legen. Nun beruht die Auffindung aller eigentlichen Darstellungen der
Zahl D durch die Form F auf folgenden Punkten:

I. Es giebt keine Darstellung von D durch F, welche nicht aus irgend
einer Darstellung irgend einer Form mit der Determinante D durch die
Form f abgeleitet werden könnte, d. h. einer solchen Darstellung adjun-
giert wäre.

Es sei nämlich irgend eine Darstellung von D durch F die folgende:
X = Z/, X'=Lf, X"= L"; man nehme nach dem Hülfssatz des vorigen
Artikels m, m', m", n, n', n" so an, dass

m'n"— m"ri=L, m"n — mn"= L', mnr— m'n = L"

wird, und es gehe f durch die Substitution

x~mt-}- nu, #'= m't 4- n'u, #"= m"14- ri'u

in die binäre Form 9 = at2 4- 2&&H- cu* über. Dann sieht man leicht, dass
D die Determinante der Form 9 und die gegebene Darstellung von D durch
F der Darstellung jener durch f adjungiert ist.

Beispiel. Es sei f= x* 4- x"* + #"2, und daher F= — X2 — X'2 — X"2,
D = — 209 und eine Darstellung dieser durch F die folgende: X= l, X' = 8,
X' = 12. Hieraus findet man für w, m', w", n, n', n" respective die folgen-
den Werte: — 20, l, l, — 12, 0, l und 9 = 402 P + 482 tu 4- 145 u2.

II. Wenn 9, x eigentlich äquivalente binäre Formen sind, so wird jede
Darstellung von D durch F, welche irgend einer Darstellung der Form 9
durch f adjungiert ist, auch irgend einer Darstellung der Form 7 durch f
adjungiert sein.

Sind #, q die Unbestimmten der Form x? geht ferner 9 in ^ über
durch die eigentliche Substitution t = cup 4- ß#, u = ip 4- ty und ist irgend
eine Darstellung der Form 9 durch f die folgende:

(jR) x = mt 4- nu, xf= m't 4- n'u, x"= m"t 4- n"u,

so sieht man ohne Mühe, dass, wenn man

am 4- yn = #, am'-f- 7^'= #', &m"+ "(n"= g"
ßw 4- §n = Ä, ß-m'4- Sri— h', ßw"4- 8»"= A"
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setzt, die Form 7 durch f dargestellt werden wird, wenn man

(R) x = gp + hq, x'=g'p-+-tiq, x"=g"p + h"q

setzt, und führt man die Eechnung aus, so findet man (wegen aS — ßy = 1):

g* h»— g"k'= m' n"- m" n', g" h — gh"= m" n — mn", gti— g' h = mri—m'n,

d. h. den Darstellungen B, R' ist dieselbe Darstellung von D durch F
äquivalent.

So findet man, dass im vorigen Beispiele der Form <p die Form
% = 13p2 — Wpq 4- 1S#2 äquivalent ist, und zwar geht jene in diese über
durch die eigentliche Substitution t = — 3p -+- q, u = 5p — 2#. Hieraus
findet man folgende Darstellung der Form / durch f: x = 4g, x'= — 3p 4- #,
V==2p— #, aus der sich dieselbe Darstellung der Zahl — 209 ergiebt,
von welcher wir ausgegangen waren.

III. Wenn endlich zwei binäre Formen cp, ^ niit der Determinante D,
deren Unbestimmten t, u; p, q sind, durch f dargestellt werden können
und irgend einer Darstellung der einen dieselbe eigentliche Darstellung von
D durch F adjungiert ist, wie irgend einer Darstellung der ändern, so sind
jene Formen notwendig eigentlich äquivalent. Wir nehmen an, dass cp
durch f dargestellt werde, wenn man setzt:

x = mt 4- nu9 x'= m't 4- n'u, x"= m" t 4- n" u,

% aber, wenn man setzt:

und dass
m'n"— m"n'= g'h"— g"h'= L
m" n — mn" = g"h — gli" = Lf

mn' — m'n =gti — g'h = L"

sei. Man nehme ganze Zahlen Z, Z', l" so an, dass Ll-t-L'f+L'T—l
wird, und man setze:

ril" — ri'l' = M, ri'l — nl" = M', nl' — ril = M"
l'm"—l"m'=N, l"m — lm"=Nf, Im'— l' m = N".

Endlich setze man:

gM + g'M'+ g"M"= a, hM+ h'M'+ h"M"= ß
gN 4- g' N' 4- g"N" = 7, W 4- KW 4- h" N" = 8.

Hieraus ergiebt sich leicht:

am 4- in = g — l(gL 4- g'L'+ g" L"} = g

und ebenso:
i = h - l(hL 4- A7/4- W L") = A
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Hieraus geht hervor, dass mt + nu, m't 4- riu, m" t + ri'u durch die Sub-
stitution

(/S) £ = op + ßg, w = 72? 4- ög

übergeht in: ^p 4- hq, g' p 4- A'g', ^"p 4- /a"# respective, woraus erhellt, dass 9
durch die Substitution S in dieselbe Form übergeht, in welche f übergeht,
wenn man setzt:

# = 9P + ÄÄJ ^/== ̂  + ^'2, Ä;//= y> -H Ä"^,

und somit in die Form 7, der sie mithin äquivalent ist. Schliesslich findet
man nach den gehörigen Eeductionen leicht:

a8 — ßT = (Ll + L'l'+ = l,

weshalb die Substitution 8 eine eigentliche ist und die Formen 9, 7 eigentlich
äquivalent sind.

Aus diesen Bemerkungen ergeben sich folgende Regeln zur Auf -
f indung sämtl icher e igent l ichen Dars te l lungen von D durch F:
Man entwickle sämtliche Klassen der binären Formen mit der Determinante D
und wähle aus jeder einzelnen eine Form nach Belieben aus; man suche
alle eigentlichen Darstellungen dieser einzelnen Formen durch f (indem
man diejenigen weglässt, die etwa nicht durch f dargestellt werden können)
und aus diesen einzelnen Darstellungen leite man die Darstellungen von D
durch F her. Aus I und II geht hervor, dass auf diese Weise alle möglichen
eigentlichen Darstellungen erhalten werden und somit die Lösung vollständig
ist; aus III folgt, dass die Transformationen der Formen aus verschiedenen
Klassen sicher verschiedene Darstellungen hervorbringen.

281.
Die Ermittlung der une igen t l i chen Darstellungen einer gegebenen

Zahl D durch die Form F lässt sich leicht auf den vorigen Fall zurück-
führen. Es ist nämlich klar, dass, wenn D durch kein Quadrat (ausser 1)
teilbar ist, es solche Darstellungen überhaupt nicht giebt, dass aber im
ändern Falle, wenn D durch die Quadrate X2, jx2

; v
2, ... teilbar ist, alle

un eigentlichen Darstellungen von D durch F gefunden werden, wenn man

sämtliche eigentlichen Darstellungen der Zahlen ^2 ? ~9> T? • • • ̂ urcn dieselbe
A IX V

Form entwickelt und die Werte der Unbestimmten mit X, JA, v, ... respective
multipliciert.

Auf diese Weise hängt also die Auffindung sämtlicher Darstellungen
einer gegebenen Zahl durch eine gegebene ternäre Form, welche irgend
einer t e rnä ren F o r m e n ad jung ie r t ist, von der zweiten Aufgabe ab;
auf diesen Fall aber, der sich auf den ersten Blick nicht soweit zu er-
strecken scheinen könnte, lassen sich die übrigen folgen dermassen zurück-

führen. Es sei D die Zahl, welche durch die Form ' / „ , derenDe-\i\ , /i ,
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/ ri rit /"¥"\

terminante A und der die Form f , J „,' ,„, J = f adjungiert ist, dargestellt

werden soll. Dann ist der letzteren Form wiederum ( ' A,, A
i\fl , /\

äquivalent, und es ist klar, dass die Darstellungen der Zahl AD durch F
(deren Ermittlung von dem Vorhergehenden abhängt) vollständig identisch
sind mit den Darstellungen der Zahl D durch die gegebene Form. — Wenn
übrigens sämtliche Coefficienten der Form f einen gemeinschaftlichen Teiler
p. haben, so sind augenscheinlich die sämtlichen Coefficienten der Form F
durch JA2 teilbar, weshalb auch AD durch jx2 teilbar sein muss (sonst würde
es keine Darstellungen geben), und die Darstellungen der Zahl D durch
die gegebene Form werden identisch sein mit den Darstellungen der Zahl

—2~ durch diejenige Form, welche aus F entsteht, wenn man die einzelnen

Coefficienten mit p.2 multipliciert, und die derjenigen Form adjungiert ist,
welche aus f entsteht, wenn man die einzelnen Coefficienten durch ft
dividiert.

Endlich bemerken wir, dass diese Lösung der ersten Aufgabe in dem
einen Falle, wo D = 0 ist, nicht anwendbar ist, denn in diesem Falle
verteilen sich die binären Formen mit der Determinante D nicht auf eine
endliche Anzahl von Klassen; weiter unten werden wir diesen Fall aber
mit Hülfe anderer Prinzipien erledigen.

282.
Die Ermitt lung der Dars te l lungen einer gegebenen binären

Form, deren Determinante nicht gleich Null ist,*) durch eine gegebene
ternäre Form hängt von folgenden Bemerkungen ab.

I. Aus jeder eigentlichen Darstellung einer binären Form (p, #, r) = 9
mit der Determinante D durch eine ternäre Form f mit der Determinante
A können ganze Zahlen JB, B' von solcher Beschaffenheit abgeleitet wer-
den, dass

J52=A^?, BB' = — &q, J5'2=Ar (mod. D)

ist, mit ändern Worten, kann der Wert des Ausdrucks j/A (p, —g_, r) (mod. D)
gefunden werden. Man habe folgende eigentliche Darstellung der Form cp
durch f:

(wo a?, #', #"; £, u die Unbestimmten der Formen £ <p bezeichnen); man
nehme ganze Zahlen 7, 7', 7" so an, dass

(a'ß"~ a"ß')T + (a"ß - aß") 7'+ («ß'- «W= *

*) Diesen Fall D = 0, der nach einer etwas verschiedenen Methode zu behandeln
ist, übergehen wir hier der Kürze wegen.
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entweder gleich
Substitution

1 oder gleich — l werde, und es gehe f durch die

«, ß, 7
«', ß', i
«", ß", 7"

in die Form f ' ,,' ,„J == # über, welcher die Form \J ̂  g, ,J = ff ad-

jungiert sei. Dann ist klar, dass a=^>, &"=#, a'=r, A"=D und A die
Determinante der Form # ist. Daher:

"D, £'2 = Ar +

So wird z. B. die Form 19£2 4- 6^ -f- 41w2 dargestellt durch #2-{-#'2-}-#"2,
wenn man setzt: x = 3t-\- 5u, #'= 3t — 4w, #"= £, woraus folgt, wenn man
7 = — l, i = l, 7"= 0 setzt: J3 = — 171, B'= 27, oder es ist (— 171, 27)
ein Wert des Ausdrucks j/— 1(19, —3, 41) (mod. 770).

Hieraus folgt bereits, dass, wenn nicht A Q?, — q, r) quadratischer Rest
von D ist, <p durch keine ternäre Form mit der Determinante A eigentlich
darstellbar sein kann; mithin wird in dem Falle, wo A, D prim zu einander
sind, A die characteristische Zahl der Form <p sein müssen.

II. Da 7, 7', 7" auf unendlich viele Arten bestimmt werden können,
so werden daraus auch andere und andere Werte von JB, B' sich ergeben,
und wir wollen sehen, welchen Zusammenhang sie unter einander haben.
Wir nehmen an, dass auch ö, ö', 8" s6 beschaffen seien, dass

(a'ß"— a"ß')8 + (a"ß — aß") 8'+ (aß'— a'ß)8"= I

entweder gleich -f- 1 oder gleich — l werde, und dass die Form f durch
die Substitution

a, ß, 8
a', ß', 8'
a", ß", 8"

übergehe in L' . ,' . „J = g, deren adjungierte f ̂  «J «,„1 = © sei. Dann

sind #, g äquivalent, und daher auch 6r und ©, und durch Anwendung der
in den Artikeln 269, 270 angegebenen Prinzipien findet man, wenn gesetzt
wird*):

7V- f V) « + (f'oc -

*) Indem man aus der Transformation der Form f in g die Transformation
von g in /*, aus dieser und der Transformation der Form f in g, die Transformation
der Form g in g, schliesslich aus dieser durch Transposition die Transformation
von © in G ableitet.
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dass © in G übergeht durch die Substitution:

Ä, 0, 0
0, Je, 0
r ~ iß<*, *], t.

Hiernach ist:
B = 1*8, B'=

und daher wegen K = ±l entweder J5^S3, #=33' oder £~— 33,
JB'= — 33' (mod. D). Im ersten Falle nennen wir die Werte (B, £'), (33, 33')
äquivalent, im zweiten entgegengesetzt; von der Darstellung der Form 9
aber sagen wir, dass sie zu irgend einem Werte des Ausdrucks
l/A (p, — #, r) (mod. D), welcher aus ihr nach der Methode in I abgeleitet
werden kann, gehöre. Daher werden sämtliche Werte, zu welchem dieselbe
Darstellung gehört, entweder äquivalent oder entgegengesetzt sein.

III. Umgekehrt aber, wenn wie vorher in I die folgende Darstellung
der Form 9 durch f: x = at 4- ß^, . . . zum Werte (J?, B1} gehört, welcher
daraus mit Hülfe der Transformation

ß, T

abgeleitet wird, so wird ebendieselbe auch zu jedem ändern Werte (33, 33')
gehören, welcher jenem entweder äquivalent oder entgegengesetzt ist, d. h.
man kann an Stelle von 7, 7', 7" andere ganze Zahlen S, ö', 8" annehmen,
für welche folgende Gleichung (Ö) stattfindet:

(a'ß"— a"ß')S + (a"ß - aß") 8'+ (aß'— a'ß)8"= ± l,

und welche so beschaffen sind, dass der vierte und fünfte Coefficient in der
Form, welche derjenigen adjungiert ist, in welche f durch die Substitution (S)

ß, 8
, ß', 8'
, ß", 8"

übergeht, respective gleich 33, 33' sind. Setzt man nämlich

a,
a',
a"

(wo hier und später die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen sind, je
nachdem die Werte (Z?, J3'), (33, 33') äquivalent sind oder entgegengesetzt),
wonach £, TQ ganze Zahlen sind, und geht g durch die Substitution

l, 0, C
0, l, Y)

0, 0, ±1

in die Form g über, so sieht man leicht, dass ihre Determinante gleich A,

der vierte und fünfte Coefficient in der adjungierten Form aber respective
gleich 33, 33' sind. Macht man aber

a£ + ßr)±7 = 8, a'C + ß'ij ± 7'= 8', «"C + ß"*) ± T"= «",

so wird sich ohne Schwierigkeit ergeben, dass /* durch die Substitution ($)
in g übergeht, und dass die Gleichung (ö) befriedigt ist.

283.
Aus diesen Prinzipien leitet man folgende Methode, sämtliche

e igent l ichen Dars t e l lungen einer b inä ren Form

? = pt* + 2qfa + ru*

mit der Determinante D durch die ternäre Form /"mit der Determinante A
zu f i n d e n , her.

I. Man ermittle sämtliche verschiedenen (d. h. nicht äquivalenten) Werte
des Ausdrucks j/A(#>, — q, r) (mod. D). Diese Aufgabe ist für den Fall, Wo
9 eine primitive Form und A zu D priin ist, oben (Artikel 233) gelöst, und
die übrigen Fälle lassen sich auf diesen sehr leicht zurückführen, was jedoch
ausführlicher zu entwickeln die Kürze nicht gestattet. Wir bemerken nur,
dass, so oft A zu D prim ist, der Ausdruck A (p, — q, r) quadratischer Rest
von D nicht sein kann, ausser wenn 9 eine primitive Form ist. Denn neh-
men wir

an, so wird:
(DB"— A?)2 = (DA'+ A#) (DA + Ar)

und hieraus, wenn man entwickelt, und g2 — pr für D setzt:

(g2 — pr) (J3"2 — AA') — A (Ap -f- 2B"q 4- Ar) + A2 = 0,

woraus leicht folgt, dass, wenn p, #, r einen gemeinschaftlichen Teiler hätten,
derselbe auch in A2 aufgehen würde; dann könnte aber A zu D nicht prim
sein. Daher können p, q, r keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, oder
die Form 9 ist eine primitive Form.

II. Bezeichnen wir die Anzahl dieser Werte mit m und nehmen wir
an, dass sich unter ihnen n Werte finden, die sich selbst entgegengesetzt
sind (indem man n = 0 setzt, wenn keine solchen vorhanden sind), so ist
klar, dass von den m — n übrigen Werten stets je zwei entgegengesetzt sind
(da man ja voraussetzt, dass man sämtliche Werte vollständig habe); wird
der eine von je zwei beliebigen entgegengesetzten Werten nach Belieben
weggelassen, so bleiben im Ganzen £ (m + n) Werte übrig. So sind z. B.
von folgenden acht Werten des Ausdrucks j/ — l (19, — 3, 41) (mod. 770):
(39, 237), (171, — 27), (269, — 83), (291, — 127), (— 39,-- 237), (—171,27),
(—269,83), (—291, 127) die vier letzteren zu verwerfen, weil sie den vier
ersteren entgegengesetzt sind. Übrigens ist ersichtlich, dass, wenn (J5, B')
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ein sich selbst entgegengesetzter Wert ist, 2J5, %B' und somit auch
2A#, 2Ar durch D teilbar ist; wenn daher A und D prim zu einander sind,
so werden auch 2p, 2#, 2r durch D teilbar sein, und da nach I p, #, r
keinen gemeinschaftlichen Teiler haben können, so wird auch 2 durch D
teilbar sein müssen, was nur möglich ist, wenn D entweder gleich dt l oder
gleich ± 2 ist. Daher ist für alle Werte von -D, die grösser als 2 sind,
stets n = 0, falls A zu D prim ist.

III. Hiernach ist klar, dass jede eigentliche Darstellung der Form 9
durch f notwendig zu irgend einem der übrig bleibenden Werte gehören
inuss und zwar nur zu einem einzigen. Daher sind diese Werte der Eeihe
nach zu nehmen und die zu jedem einzelnen gehörigen Darstellungen zu
ermitteln. Um die zu einem gegebenen Werte (B, B'} gehörigen Darstellun-

gen zu finden, inuss man zunächst die ternäre Form g = f ' ' , „ J bestim-

men, deren Determinante gleich A, und in welcher a=p, b" = q, a' = r,
ab __ &'&"= j5} a'V— &&"= B' ist; die Werte von a", &, &' findet man hieraus
mit Hülfe der Gleichungen im Artikel 276 II, aus denen leicht ersichtlich
ist, dass in dem Falle, wo A, D prim zu einander sind, &, ö', a" ganze
Zahlen werden (weil nämlich diese drei Zahlen, sowohl mit D als mit A
multipliciert, ganze Zahlen ergeben). Wenn nun entweder einer der Coef-
ficienten ö, &', a" gebrochen ist oder die Formen /*, g nicht äquivalent sind,
so kann es keine zu (J5, B'} gehörige Darstellungen der Form 9 durch f
geben; sind aber &, 6', a" ganze Zahlen und die Formen /*, g äquivalent, so
liefert jede Transformation jener in diese, wie z. B.

«, ß> T
«', ß', i
a", p",7"

eine solche Darstellung, nämlich

und offenbar kann keine derartige Darstellung existieren, die nicht aus
irgend einer Transformation abgeleitet werden könnte. Auf diese Weise ist
also derjenige Teil der zweiten Aufgabe, welcher die Aufsuchung der e igent-
l ichen Darstellungen zum Ziele hat, bereits auf die dritte Aufgabe zurück-
geführt.

IV. Ferner gehen aus verschiedenen Transformationen der Form f in
g immer verschiedene Darstellungen hervor, ausgenommen in dem einzigen
Falle, wo der Wert (jB, B') sich selbst entgegengesetzt ist, und in dem je
zwei Transformationen immer nur eine einzige Darstellung liefern. Nimmt
man nämlich an, dass f in g auch durch die Substitution

a, ß, 8
a', ß', 8'
a", P", 8"
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(welche dieselbe Darstellung ergiebt wie die vorige Transformation) über-
gehe und bezeichnet man mit &, f, £, r) dieselben Zahlen wie im vorigen
Artikel, Abschnitt II, so wird:

B^tlB + ijlD, B1 = H» + ÖD;

wenn daher beide Zahlen /;, E, entweder gleich -J- l oder gleich — l gesetzt
werden, so wird (weil wir den Fall D = 0 ausgeschlossen haben) £ = 0, Y) = 0,
woraus leicht folgt: 8 = 7, 8' = 7', 8" = 7". Daher können jene beiden Trans-
formationen nur in dem einen Falle verschieden sein, wo die eine der Zahlen
I, Je gleich +1, die andere gleich — l ist; dann ist B = — J5, B' = — B'
(mod. D) oder der Wert (J5, B'} ist sich selbst entgegengesetzt.

V. Aus dem, was wir oben (Artikel 271) über die Kriterien der definiten
und indefiniten Formen angegeben haben, folgt leicht, dass, wenn A positiv,
D negativ und 9 eine negative Form ist, g eine definite negative Form
wird; dass aber, wenn A positiv und entweder D positiv, oder D negativ
und 9 eine positive Form ist, g eine indefinite Form wird. Da nun /*, g
sicher nicht äquivalent sein können, wenn sie nicht hinsichtlich dieser
Eigenschaft gleichartig sind, so ist klar, dass binäre Formen mit positiver
Determinante, sowie positive Formen durch eine ternäre negative Form
nicht eigentlich dargestellt werden können, ebenso wenig wie negative
binäre Formen durch eine indefinite ternäre Form mit positiver Determinante,
sondern vielmehr durch eine ternäre Form der ersten oder zweiten Art
einzig und allein binäre Formen der zweiten oder ersten Art respective.
Auf ähnliche Weise folgt, dass durch eine definite (d. i. positive) ternäre
Form mit negativer Determinante nur positive binäre Formen, durch eine
indefinite nur negative binäre Formen mit positiver Determinante dargestellt
werden können.

284.
Da die une igen t l i chen Darstellungen einer binären Form 9 mit der

Determinante D durch eine ternäre Form /", welcher die Form F adjungiert
ist, diejenigen sind, aus denen sich die uneigentlichen Darstellungen der
Zahl D durch die Form F ergeben, so kann offenbar 9 durch f nur
uneigentlich dargestellt werden, wenn D quadratische Factoren enthält.
Nehmen wir an, dass sämtliche in D aufgehende Quadrate (ausser 1) e2,
e'2, e"2, ... seien (deren Anzahl endlich ist, da wir voraussetzen, dass D
nicht gleich 0 sei), so wird offenbar jede uneigentliche Darstellung der
Form 9 durch f eine Darstellung der Zahl D durch F liefern, in welcher
die Werte der Unbestimmten irgend eine der Zahlen e, e', e", ... zum
grössten gemeinschaftlichen Teiler haben; in dieser Beziehung werden wir
der Kürze wegen sagen, dass jede uneigentliche Darstellung der Form 9
zum quadratischen Teiler e2 oder e'2 oder e"2 u. s. w. gehöre. Nun werden
alle zu demselben gegebenen quadratischen Teiler e2 (dessen Wurzel e
wir als positiv voraussetzen) gehörigen Darstellungen der Form 9 durch
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folgende Kegeln gefunden, aus deren synthetischem Beweis, welcher hier
der Kürze wegen vorzuziehen ist, die Analysis, durch welche sie gefunden
sind, leicht wiederhergestellt werden kann.

Zuers t ermittle man sämtliche binäre Formen mit der Determinante

-p welche in die Form 9 durch eine eigentliche Substitution von der
(s

Form !T=x£+Xw, U= \LU übergehen, wo T, U die Unbestimmten einer
solchen Form, £, u die Unbestimmten der Form 9, x, \L positive ganze
Zahlen (deren Product somit gleich e ist) und X eine positive ganze Zahl
bezeichnen, die kleiner als JA ist (einschliesslich der Null). Diese Formen
nebst den entsprechenden Transformationen werden folgendermassen gefunden:

Man setze x der Keihe nach gleich den einzelnen positiv genommenen
P

Teilern von e (l unde mit eingeschlossen) und es werde JA = — gemacht; für

die einzelnen bestimmten Werte von x, JA lege man X sämtliche ganzen Werte
von 0 bis [x — l bei, wodurch man sicher alle Transformationen erhält. Dann
findet man die Form, welche durch jede Substitution T=x# + Xw, U=pu
in 9 übergeht, indem man die Form sucht, in welche 9 durch die Substi-

tution t = — T — — U, u = — U übergeht; auf diese Weise erhält man
X C [t>

die den einzelnen Transformationen entsprechenden Formen; aber von allen
diesen Formen sind nur die beizubehalten, in denen alle drei Coefficienten
ganze Zahlen werden*).

Zwei tens nehme an, dass O irgend eine von diesen Formen sei, welche
in 9 durch die Substitution T=*t + \u, U=i^u übergehen möge, ermit-
tele alle eigentlichen Darstellungen der Form <£ durch f (wenn es deren
giebt) und stelle sie unbestimmt durch

'Z7, #"= 3TT4- S3"*7(3t) 0 =

dar; endlich leite man aus den einzelnen Darstellungen (J?) die Darstellung

(p) tf = otf4-ßw,

mittelst der Gleichungen

(JB) ß = X3l4-[*a3, ß'- X3l'+ n»', ß"= A3T+ ^8"
ab. Auf ganz dieselbe Weise wie die Form 0 behandle man die übrigen
nach der ersten Kegel gefundenen Formen (wenn mehrere vorhanden sind),

*) Wenn wir hier über dieses Problem ausführlicher handeln könnten, würden
wir die Lösung beträchtlich zusammenziehen können. Das ist ohne Weiteres klar,
dass man für x, andere Teiler von e nicht zu nehmen braucht, als solche, deren Qua-
drat in dem ersten Coefficienten der Form cp aufgeht. Übrigens behalten wir uns
vor, dieses Problem, aus dem auch einfachere Lösungen des Problems im Artikel 213,
214 abgeleitet werden können, bei anderer passender Gelegenheit wieder aufzunehmen.
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so dass aus den einzelnen eigentlichen Darstellungen einer jeden andere
Darstellungen abgeleitet werden, dann werden, wie ich behaupte, auf diese
Weise sämtliche zum Teiler e2 gehörige Darstellungen der Form 9, und
zwar jede nur einmal hervorgehen.

Beweis. I. Dass die ternäre Form f durch jede Substitution (p) wirklich
in 9 übergeht, ist so klar, dass es einer weiteren Auseinandersetzung nicht
bedarf; dass aber jede Darstellung (p) eine uneigentliche ist und zum Teiler
e2 gehört, geht daraus hervor, dass die Zahlen a'ß"— a"ß', a"ß —aß", aß'—a'ß
respective gleich *(8T»"-8t"»'), e (3l"33 - 3123"), e (3123'- St'») werden,
wonach offenbar ihr grösster gemeinschaftlicher Teiler e ist (da (3t) eine
eigentliche Darstellung ist).

II. Wir werden zeigen, dass aus jeder gegebenen Darstellung (p) der

Form 9 eine eigentliche Darstellung der Form mit der Determinante -g,

welche unter den nach der ersten Eegel gefundenen Darstellungen enthalten
ist, gefunden werden kann, oder dass aus gegebenen Werten von a, a', a",
ß, ß', ß" ganzzahlige Werte von x, X, JA, welche den vorgeschriebenen Be-
dingungen, und Werte von 3l, 3l', 3l", 23, 23', 23r', welche den Gleichungen (E}
genügen, abgeleitet werden können und zwar nur auf eine einzige Weise.
Denn zunächst geht aus den ersten drei Gleichungen in (E) hervor, dass
für x der grösste gemeinschaftliche Teiler von a, a', a" mit positivem Vor-
zeichen genommen werden muss (da nämlich 3T23"— 81"»', 3T33 — 8l»",
3123'— 3T23 keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, so können auch 3l, 3l', 3l"
einen gemeinschaftlichen Teiler nicht haben); dadurch sind auch 3l, 3l', 3l"

bestimmt und ebenso [x = — (dass diese Zahl notwendig eine ganze Zahl ist,

sieht man leicht). Nehmen wir an, dass drei ganze Zahlen a, a', a" so
angenommen seien, dass a3l 4-a'3T-t-a"3l"= l wird, und schreiben wir der
Kürze wegen Je für a23 4- a'23'+ a"23", so folgt aus den drei letzten
Gleichungen (E), dass aß 4- a'ß'-h a"ß"=X 4- JA& ist, woraus sofort hervor-
geht, dass es für X nur einen einzigen Wert zwischen 0 und JA — l giebt.
Da nun, nachdem dies geschehen, auch 33, 23', 33" bestimmte Werte erhalten,
so haben wir nur noch zu beweisen, dass diese stets ganz sind. Es wird
aber:

33 = l (ß _ X3l)=- [ß (l - a3l) — 9l(a'ß'4- a"ß")] 4- 8l*

= - [a"(3l"ß - 3lß") — a'(3lß'— 3l'ß )] 4- 8l*

= 7[a"(a"ß-aß") -a'(aß'-a'ß )] 4-8l*,
(s

und es ist daher 23 offenbar eine ganze Zahl, und ebenso bestätigt man,
dass auch 23', 23" ganzzahlige Werte erhalten. — Aus dieser Schluss-
reihe ergiebt sich, dass es keine uneigentlichc, zum Teiler c2 gehörige Dar-
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Stellung der Form <p durch/"geben kann, welche man durch die angegebene
Methode entweder nicht oder mehrere Male erhalten könnte.

Wenn man nun in derselben Weise die übrigen quadratischen Teiler
von D behandelt und die zu jedem einzelnen gehörigen Darstellungen
ermittelt, so erhält man sämtliche uneigentlichen Darstellungen der Form cp
durch f.

Ferner ergiebt sich aus dieser Lösung leicht, dass das am Schlüsse
des vorigen Artikels für die eigentlichen Darstellungen angegebene Theorem
auch für die uneigentlichen gilt, nämlich dass allgemein keine positive
binäre Form mit negativer Determinante durch eine negative ternäre Form
dargestellt werden kann, u. s. w. Denn offenbar werden, wenn cp eine solche
binäre Form ist, welche jenem Satze zufolge durch f nicht eigentlich dar-

gestellt werden kann, auch alle Formen mit den Determinanten -y, -72,...,

welche 9 enthalten, durch f nicht eigentlich dargestellt werden können, da
alle diese Formen eine Determinante haben, welche dasselbe Vorzeichen hat
wie 9 und, wenn diese Determinanten negativ sind, entweder sämtlich
positive oder sämtlich negative Formen werden, je nachdem <p zu jenen oder
zu diesen gehört.

285.
Über die Fragen, welche das dritte uns gestellte Problem bilden (auf

welches im Vorhergehenden die beiden ersten zurückgeführt sind), nämlich
wenn zwei ternäre Formen mit derselben Determinante gegeben sind, zu
entscheiden, ob sie äquivalent sind oder nicht, und im ersteren Falle alle
Transformationen der einen in die andere zu finden, können wir an dieser
Stelle nur wenig anführen, da die vollständige Lösung, die wir für die
analogen Probleme bei binären Formen angegeben haben, hier noch grösseren
Schwierigkeiten unterliegt. Daher besch ränken wir unsere Unter-
suchung auf gewisse specielle Fälle, derentwegen wir hauptsächlich
diese Abschweifung von unserm eigentlichen Gegenstande gemacht haben.

I. Es ist oben gezeigt worden, dass für die Determinante + l alle
ternären Formen in zwei Klassen zerfallen, von denen die eine alle indefiniten
Formen, die andere alle definiten (negativen) Formen enthält. Hieraus folgt
sogleich, dass zwei beliebige ternäre Formen mit der Determinante l äqui-
valent sind, wenn entweder beide definit oder beide indefinit sind; dass aber,
wenn die eine definit, die andere indefinit ist, eine Äquivalenz nicht statt-
finden kann (der erste Teil des Satzes gilt offenbar allgemein für Formen
mit irgend welcher Determinante). — Ebenso werden irgend zwei Formen
mit der Determinante — l sicher äquivalent sein, wenn entweder beide
definit, oder beide indefinit sind. — Zwei definite Formen mit der Deter-
minante 2 werden stets äquivalent sein; zwei indefinite werden nicht äqui-
valent sein, wenn in der einen die drei ersten Coefficienten sämtlich gerade,
in der ändern aber nicht sämtlich gerade sind; in den übrigen Fällen (wenn
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entweder jede oder keine der beiden Formen drei gleichzeitig gerade erste
Coefficienten hat) werden sie dagegen äquivalent sein. — Auf diese Weise
könnten wir noch weit mehr specielle Sätze aufstellen, wenn wir oben
(Artikel 277) mehr Beispiele entwickelt hätten.

II. Für alle diese Fälle kann man auch, wenn /J f ternäre äquivalente
Formen bezeichnen, eine Transformation der einen in die andere finden.
Denn für alle Fälle ist in jeder Klasse der ternären Formen eine hinreichend
kleine Anzahl von Formen oben angegeben worden, auf deren irgend eine
jede Form derselben Klasse vermittelst einförmiger Methoden zurückgeführt
werden kann; wie man alle diese auf eine einzige reducieren kann, ist
ebendaselbst gezeigt werden. Ist F diese Form in derjenigen Klasse, zu
welcher /*, f gehören, so können nach den oben angegebenen Kegeln die
Transformationen von /", f in F und ebenso auch die von F in /*, /*
gefunden werden. Hieraus können nach Artikel 270 die Transformationen
der Form f in f und der Form f in f abgeleitet werden.

III. Es bleibt daher nur übrig zu zeigen, wie man aus einer Trans-
formation einer ternären Form f in eine andere f alle möglichen Trans-
formationen ableiten kann. Diese Aufgabe hängt von der e infacheren
ab, alle Transformat ionen einer ternären Form f in sich
selbst zu f inden. Wenn nämlich f durch mehrere Substitutionen (T),
(T'), (T"), ... in sich selbst und durch die Substitution (t) in f übergeht,
so werden offenbar, wenn man nach der Vorschrift des Artikels 270 die
Transformation (£) mit (T), (T'), (T"), ... combiniert, Transformationen sich
ergeben, durch welche sämtlich f in f1 übergeht; überdies bestätigt man
durch Rechnung leicht, dass jede Transformation der Form f in f auf
diese Weise abgeleitet werden kann aus einer Combination der gegebenen
Transformation (f) der Form f in f mit einer (und zwar nur einer)
Transformation der Form f in sich selbst, und dass somit aus der Combi-
nation einer gegebenen Transformation der Form f in f mit sämtlichen
Transformationen der Form f in sich selbst sämtliche Transformationen der
Form f in /*, und zwar die einzelnen nur einmal, hervorgehen.

Die Ermittlung sämtlicher Transformationen der Form f in sich selbst
beschränken wir hier auf den Fall, wo f eine definite Form ist, in welcher
der vierte, fünfte und sechste Coefficient sämtlich gleich 0 sind.*) Es sei

a, a\a'
daher /*= f ' n * n ), und es mögen alle Substitutionen, durch welche f in\u, u, u /
sich selbst übergeht, unbestimmt durch

«, ß, T
«', ß', i
a", ß", i'

*) Die übrigen Fälle, in denen f eine definite Form ist, lassen sich auf diesen
zurückführen; ist aber f eine indefinite Form, so ist eine ganz verschiedene Methode
anzuwenden und die Anzahl der Transformationen ist unendlich gross.
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dargestellt werden, so dass man den Gleichungen genügen muss:

(Q)

aa2 + a'«!* + a"*"* = a
aß2 -f- a'ß'2 + <*'T2 = «'
aT2 + ay 2 + a/y/2 = a"
aaß 4- a'a'ß' + a"a"ß"= 0
aaT +a'aY-f-a / /a /Y /=0

aßY + a'ßY + a"ß"7"= 0.

Nun sind drei Fälle zu unterscheiden.
I. Sind a, a', a" (welche dasselbe Vorzeichen haben) sämtl ich von

einander versch ieden , so nehmen wir an, dass a<a', a'<a" sei
(Sollte eine andere Reihenfolge in der Grosse stattfinden, so lassen sich
dieselben Schlüsse auf ganz analoge Weise ableiten). Dann erfordert die
erste Gleichung in (ö) offenbar, dass a'=a"= 0 und daher a = ± l sei;
hierauf wird aus der vierten und fünften Gleichung ß = 0,7 = 0; ähnlich
aus der zweiten Gleichung ß"= 0 und somit ß = ± l und sodann aus der
sechsten Gleichung 7'= 0 und aus der dritten 7" = ± l, so dass man (wegen
der von einander unabhängigen doppelten Vorzeichen) acht verschiedene
Transformationen erhält.

II. Wenn von den Zahlen a, a', a" zwei , z.B. a'= a", e inander
gleich, die dritte aber v e r s c h i e d e n ist, so nehmen wir an

Erstens a < a'. Dann wird in derselben Weise wie im vorigen Falle
<x'= 0, a"= 0, a = ± l, ß = 0, 7 = 0; aus der zweiten, dritten und sechsten
Gleichung aber folgt leicht, dass entweder ß'= d= l, T'= 0, ß"= 0, i' = ± l,
oder ß'= 0, i = ± l, ß"= ± l, 7"= 0 ist.

Ist aber zweitens a > a', so erhält man dieselben Schlüsse folgender-
massen: Aus der zweiten und dritten Gleichung ist notwendig: ß = 0, 7 = 0
und entweder ß'=±l, f = 0, ß"=0, 7"=±i, oder ß'=0, f=± l ,
ß"= db l, 7"= 0. Für beide Annahmen folgt aus der vierten und fünften
Gleichung a'=0, a"= 0 und aus der ersten a = ±l. Man hat daher für
jeden Fall sechzehn verschiedene Transformationen. — Die beiden ändern
Fälle, in denen entweder a = a" oder a = a' ist, werden in ganz analoger
Weise erledigt, wenn man nur die Buchstaben a, a', a" im ersten Falle mit
ß, ß', ß", im zweiten mit 7, 7', 7" respective vertauscht.

III. Wenn alle drei Zahlen a, a', a" einander gleich sind, so
erfordern die drei ersten Gleichungen, dass von den drei Zahlen a, a', a",
ebenso von ß, ß', ß" und von 7, 7', 7" je zwei gleich 0, die dritte gleich ± l
sei. Aus den drei letzten Gleichungen aber erkennt man leicht, dass von
den drei Zahlen a, ß, 7 nur eine gleich ± l sein kann, und ebenso bei
a', ß', 7' und a", ß", 7". Daher giebt es nur sechs Combinationen:

p'
T"

ß" = ±i
= ±i

; die übrigen sechs Coefficienten = 0,
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so dass man wegen der doppelten Vorzeichen im Ganzen 48 Transformationen
erhält. — Dasselbe Schema umfasst auch die vorhergehenden Fälle; man
hat aher von den sechs ersten Kolonnen nur die erste zu nehmen, wenn
a, a', a" alle ungleich sind; die erste und zweite Kolonne, wenn a'=a", die
erste und dritte, wenn a = a', und die erste und sechste, wenn a = a" ist.

Hieraus ergiebt sich, dass, wenn die ternäre Form f=ax2-+-a'x'2 + a"x"2

in eine andere äquivalente Form f übergeht durch die Substitution:

* = % 4- e/+ ty", *{= 8'y + ey + W, *"= V'y 4- s'V+ C"y",

sämtliche Transformationen der Form /" in /"' enthalten sind unter folgendem
Schema:

x'

x' x"

x'

mit der Massgabe, dass alle sechs ersten Kolonnen anzuwenden sind, wenn
a = a'= a" ist, die erste und zweite Kolonne, wenn a', a" einander gleich,
a verschieden ist, die erste und dritte, wenn a = a', die erste und sechste,
wenn a = a"', endlich die erste Kolonne allein, wenn a, a', a" sämtlich von
einander verschieden sind. Im ersten Falle ist die Anzahl der Trans-
formationen gleich 48, im zweiten, dritten und vierten gleich 16 und im
fünften gleich 8.

Gewisse Anwendungen auf die Theorie der binären Formen.

Über die Ermittlung der Form, aus deren Duplikation
eine gegebene binäre Form des Hauptgeschlechts entsteht

Von dieser kurzen Auseinandersetzung der ersten Elemente der Theorie
der ternären Formen gehen wir zu gewissen speciellen Anwendungen über,
unter denen das folgende Problem den ersten Platz verdient.

286.

Aufgabe. Wenn eine zum Hauptgesch lech te gehörige binäre
Form jF=(J.,_B, 0) mit der D e t e r m i n a n t e D gegeben ist, so soll
man die b inäre Form f f i nden , durch deren Dupl ika t ion jene
entsteht.

Auflösung. I. Man suche eine eigentliche Darstellung der zu F ent-
gegengesetzten Form F'=AT2 — 2BTU+CU2 durch die ternäre Form
x2 — 2##, und zwar sei dieselbe:
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Dass dies möglich ist, ergiebt sich leicht aus der vorstehenden Theorie der
ternären Formen. Denn da nach Voraussetzung F aus dem Hauptgeschlechte
ist, so giebt es einen Wert des Ausdrucks j/(-4, J5, C) (mod. D), wonach
eine ternäre Form 9 mit der Determinante l gefunden werden kann, in
welche (A, — J5, 0) als Teil eingeht, und man erkennt leicht, dass sämt-
liche Coefficienten dieser Form ganze Zahlen sind. Ebenso leicht sieht man,
dass <p eine indefinite Form ist (da F nach Voraussetzung sicher keine nega-
tive Form ist); daher ist sie notwendig der Form x2 — 2## äquivalent. Man
kann daher eine Transformation dieser in jene bestimmen, welche eine eigent-
liche Darstellung der Form F durch #2-— 2## liefert. — Alsdann ist also:

A = a2 - 2a'a", — B = aß — a'ß"— a"ß', C == ß2 - 2ß'ß" ;

bezeichnet man ferner die Zahlen aß'— a'ß, a'ß7'— a"ß', a"ß — aß" mit a,
&, c respective, so werden diese keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, und
es ist D = &2 — 2ac.

II. Hieraus folgert man mit Hülfe der letzten Bemerkung im Artikel
235 leicht, dass F durch die Substitution 2ß', ß, ß, ß"; 2a', a, a, a" in das
Product der Form (2a, — &, c) mit sich selbst, ebenso durch die Substitution
ß', ß, ß, 2ß"; a', a, a, 2a" in das Product der Form (a, — &, 2c) mit sich
selbst übergeht. Nun ist der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen
2a, 2&, 2c gleich 2; wenn daher c ungerade ist, so werden 2a, 2&, c keinen
gemeinschaftlichen Teiler haben, oder (2a, — fr, c) wird eine eigentlich pri-
mitive Form sein; ebenso ist, wenn a ungerade ist, (a, — &, 2c) eine eigent-
lich primitive Form. Im ersten Falle entstellt F durch Dupltkation der
Form (2a, — &, c), im zweiten durch Duplikation der Form (a, — 6, 2c) (Vgl.
die vierte Folgerung im Artikel 235); einer von diesen Fällen aber wird
sicher immer stattfinden. Denn wenn beide Zahlen #, c gerade wären, würde
b notwendig ungerade sein; nun bestätigt man leicht, dass ß"a -4- ß& -h ß'c= 0,
a"a -h a& -f- a'c = 0 ist, woraus folgen würde, dass ß&, a& und daher auch
a und ß gerade wären. Hiernach aber würden A und C gerade sein, was
gegen die Voraussetzung wäre, nach welcher F eine Form aus dem Haupt-
geschlechte und daher aus einer eigentlich primitiven Ordnung ist. —
Übrigens ist es auch möglich, dass a und c ungerade sind, in welchem Falle
man somit gleich zwei Formen hat, durch deren Duplikation F entstellt.

Beispiel, Es sei die Form F= (5, 2, 31) mit der Determinante — 151
gegeben. Als Wert des Ausdrucks j/(572, 31) findet man hier (55, 22) und

4\
; nach den Kegeln im Artikel 272

' '

' '

5 31
hieraus die ternäre Form <p = ( ' '\i i, (jj

welche in < über-findet man die zu dieser äquivalente Form f ' '

p, 2, 11
geht durch die Substitution <h — 6, — 2>. Hieraus folgt mittelst der irn

U 3, 1J

Artikel 277 angegebenen Transformationen, dass f ' ' n) in <p übergeht
\ -l 5 V/, U/

[3,-7,-21
durch die Substitution l 2, — l, 0>. Es wird daher a = 11, & = —- 17,

[l,-9,-3j
<?==20; mithin entsteht F, da a ungerade ist, durch Duplikation der Form
(11, 17, 40) und geht in das Produkt dieser Form mit sich selbst über durch
die Substitution — l, — 7, — 7, — 18; 2, 3, 3, 2.

Allen Characteren mit Ausnahme derjenigen, welche in den
Artikeln 263, 264 als unmöglich gefunden worden sind,

entsprechen wirklich Geschlechter.
287.

In Bezug auf die im vorigen Artikel gelöste Aufgabe fügen
wir noch f o l g e n d e Bemerkungen hinzu.

I. Wenn die Form F durch die Substitution p, p, p", p"1 ; g, g', 0", q"'
in das Product der beiden Formen (Ä, e, &), (A', i', &') übergeht (jede der
beiden, wie wir stets voraussetzen, eigentlich genommen), so hat man die
aus der dritten Folgerung in Artikel 235 leicht ableitbaren Gleichungen:

p"hri — p'li'n — p(iri — i'ri) == 0
(p"— p') (in'+ i'ri) —p(7cri— Jc'ri) +p"f (hri— h'ri) = 0

p'lm'—p"Jc'n —p'" (iri— i'ri) = 0,

andere, welche aus diesen durch Vertauschung der Zahlen #, p',
mit g, g', #", q'" entstehen; w, ri sind die positiven Quadrat-
aus den Quotienten, welche man erhält, wenn man die Deter-

der Formen (Ä, i, &), (//, £', &') durch die Determinante der
dividiert. Wenn daher diese Formen identisch sind, oder n = ri,
= e', 7c = k' ist, so gehen jene Gleichungen in die folgenden über:

und drei
p'\ p'"
wurzeln
minanten
Form F
h = hf, e

(p"— jp')Ä» = 0, (p"—j/)m = 0, Q/'— !/)*» = 0,

woraus notwendig p'~p" und auf ganz ähnliche Weise qf=qtf sich
ergiebt. — Giebt man also den Formen (h, i, ß), (Ä', i', &') dieselben
Unbestimmten £, u und bezeichnet man die Unbestimmten der Form F mit
T, £7, so wird F durch die Substitution

T=pP -h 2p' tu + jp'"tta, U=qt* + 2qftu 4- q'"u*

in (M2 + 2to + Äw2)2 übergehen.
II. Wenn die Form F durch Duplikation der Form f entsteht, so wird

sie auch durch Duplikation jeder ändern mit f in derselben Klasse ent-
haltenen Form oder die Klasse der Form F durch Duplikation der Klasse
der Form f entstehen (Vgl. Artikel 238). So entsteht bei dem Beispiel des
vorigen Artikels die Form (5, 2, 31) auch durch Duplikation der Form
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(11, —5, 16), welche der Form (11, 17, 40) eigentlich äquivalent ist. Aus
der einen Klasse, durch deren Duplikation die Klasse der Form F entsteht,
findet man alle (wenn es mehrere giebt) mittelst der Aufgabe im Artikel 260;
in unserem Beispiele giebt es keine andere positive Klasse dieser Art, da
nur eine ambige eigentlich primitive positive Klasse mit der Determinante
— 151 existiert (nämlich die Hauptklasse); da durch Composition der einzigen
ambigen negativen Klasse (—l, 0, —151) mit der Klasse (11, —5, 16) die
Klasse (—11, —5, —16) entsteht, so wird diese die einzige negative Klasse
sein, aus deren Duplikation die Klasse (5, 2, 31) hervorgeht.

III. Da durch die Auflösung der Aufgabe des vorigen Artikels selbst
festgestellt wird, dass jede eigentlich primitive (positive) zum Hauptgeschlechte
gehörige Klasse binärer Formen aus der Duplikation irgend einer eigentlich
primitiven Klasse mit derselben Determinante entstehen kann, so lässt sich
der Satz des Artikels 261, durch welchen wir die Gewissheit erhielten, dass
wenigstens der Hälfte aller für eine gegebene nichtquadratische Deter-
minante D möglichen Charactere keine eigentlich primitiven (positiven)
Geschlechter entsprechen können, nunmehr dahin erweitern, dass in der That
genau der Häl f te a l ler dieser Charac te re derar t ige Gesch lech te r
entsprechen, der anderen Hälfte somit keine solchen Geschlechter ent-
sprechen können (Vgl. den Beweis jenes Satzes). Somit ist jetzt, da im
Artikel 264 alle jene möglichen Charactere in zwei Arten P, Q gleich-
massig verteilt sind, von denen die letzteren $, wie bewiesen worden ist,
eigentlich primitiven (positiven) Formen nicht entsprechen können, während
es in Bezug auf die übrigen P zweifelhaft blieb, ob den einzelnen stets
wirklich solche Geschlechter entsprechen, dieser Zweifel vollständig gehoben
und wir sind sicher, dass in dem ganzen Complex von Characteren P
keiner vorhanden ist, welchem ein Geschlecht nicht entspräche. — Hieraus
leitet man auch leicht her, dass für eine negative Determinante in einer
negativen eigentlich primitiven Ordnung, in welcher, wie wir im Artikel 264,1
gezeigt haben, alle P unmöglich und nur allein die Q möglich sind, auch
wirklich alle Q möglich sind. Bezeichnet nämlich K irgend einen
Character aus $, f eine beliebige Form aus der negativen eigentlich
primitiven Ordnung der Formen mit der Determinante D und K' ihren
Character, so wird derselbe aus Q sein, woraus leicht folgt, dass der aus
K, K' (nach der Vorschrift des Artikels 246) zusammengesetzte Character
zu P gehört, und dass es somit positive eigentlich primitive Formen mit
der Determinante D giebt, welche demselben entsprechen; durch Composition
einer solchen Form mit f entsteht offenbar eine negative eigentlich primitive
Form mit der Determinante D, deren Character K ist. — Auf ganz analoge
Weise zeigt man, dass in einer uneigentlich primitiven Ordnung diejenigen
Charactere, welche nach den Kegeln des Artikels 264, II, III als allein
mögliche gefunden werden, sämtlich möglich sind, mögen sie zu den P
oder zu den Q gehören. — Diese Sätze s ind, wenn wir nicht sehr irren,
zu den schönsten in der Theor ie der b inären Formen zu rechnen ,
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uinsomehr weil sie, obwohl sie höchst einfacher Natur sind, doch so ver-
steckt liegen, dass man einen strengen Beweis derselben ohne Unterstützung
durch so viele andere Untersuchungen nicht zu erbringen vermag.

Theorie der Zerlegung sowohl der Zahlen wie der binären Formen in
drei Quadrate.

Wir gehen jetzt zu einer anderen Anwendung der vorhergehenden
Digression, nämlich zur Zerlegung sowohl der Zahlen als auch der binären
Formen in drei Quadrate, über und schicken derselben folgende Aufgabe
voraus.*)

288.

Aufgabe. B e z e i c h n e t M e ine pos i t ive Zahl, so soll man die
B e d i n g u n g e n f i n d e n , un te r d e n e n es nega t ive p r imi t ive b inäre
Formen mi t de r D e t e r m i n a n t e — M geben k a n n , we lche quadra-
t ische Res te von M. sind, ode r für welche l die character is t i sche
Zahl ist.

Auflösung. Wir bezeichnen mit ß den Complex aller Specialcharacfcere,
welche die Beziehungen der Zahl l sowohl zu den einzelnen (ungeraden)
Primteilern von M als auch zu der Zahl 8 oder 4, wenn sie in M auf-
gehen, angeben; offenbar werden diese Charactere Rp, Rp', Rp", ..., wo
P-> P'iP") • • • Jene Priinteiler bezeichnen, und l, 4, falls 4, dagegen l, 8 sein,
falls 8 in M aufgeht. Ferner bedienen wir uns der Buchstaben P, Q in
derselben Bedeutung wie im vorigen Artikel oder wie im Artikel 264. Wir
u n t e r s c h e i d e n nun die f o l g e n d e n Fälle:

I. Ist M durch 4 teilbar, so ist ß ein Totalcharacter und aus
Artikel 233. V geht hervor, dass l nur von solchen Formen characteristische
Zahl sein kann, deren Character & ist. Offenbar aber ist Ö der Character
der Hauptform (l, 0, M) und gehört somit zu P, kann also nicht einer
negativen eigentlich primitiven Form zukommen; daher giebt es, weil es
uneigentlich primitive Formen für eine solche Determinante nicht giebt, in
diesem Falle überhaupt keine negativen primitiven Formen, welche Reste
von M sind.

II. Ist Jf^3 (mod. 4), so gelten genau dieselben Schlüsse mit der
einzigen Ausnahme, dass in diesem Falle eine une igen t l i ch primitive
negative Ordnung existiert, in welcher die Charactere P entweder möglich
oder unmöglich sind, je nachdem Jf=3 oder EE 7 (mod. 8) ist. Vgl.
Artikel 264, III. Im ersten Falle giebt es also in dieser Ordnung ein
Geschlecht, dessen Character & ist, weshalb l die characteristische Zahl
aller in ihm enthaltenen Formen ist; im zweiten Falle kann es überhaupt
keine negativen Formen geben, welche diese Eigenschaft besitzen.

III. Ist M=l (mod.4), so ist ö noch kein Totalcharacter, vielmehr
inuss noch die Beziehung zur Zahl 4 hinzukommen; offenbar aber muss ö

*) Vgl. die Zusätze am Schlüsse der Disquisitiones.
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notwendig in den Character der Form, deren characteristische Zahl l ist,
eingehen, und umgekehrt muss jede Zahl, deren Character entweder Ö; 1,4
oder ö; 3,4 ist, die characteristische Zahl l haben. Nun ist ß; l, 4 offenbar
der Character des Hauptgeschlechts, welcher zu P gehört und daher in der
negativen eigentlich primitiven Ordnung unmöglich ist; aus demselben
Grunde gehört ö; 3, 4 zu Q (Artikel 263), weshalb ihm in der negativen
eigentlich primitiven Ordnung ein Geschlecht entspricht, dessen Formen
sämtlich die characteristische Zahl l haben. Eine uneigentlich primitive
Ordnung giebt es in diesem Falle nicht, ebensowenig in dem folgenden.

IV. Ist M = 2 (mod. 4), so muss zu Ö die Relation zu 8, durchweiche
es ein Totalcharacter wird, nämlich entweder l u. 3, 8 oder 5 u. 7, 8, falls
M EE2 (mod. 8) und entweder l u. 7, 8 oder 3 u. 5, 8, falls M=6 (mod. 8)
ist, hinzutreten. Für den ersten Fall gehört der Character Ö; l u. 3, 8
offenbar zu P und daher Ö; 5 u. 7, 8 zu $, weshalb ihm ein negatives
eigentlich primitives Geschlecht entspricht; und aus ähnlichem Grunde wird
es im zweiten Falle ein Geschlecht in einer negativen eigentlich primitiven
Ordnung geben, dessen Formen die vorgeschriebene Eigenschaft besitzen,
dessen Character nämlich ö; 3 u. 5, 8 ist.

Hieraus folgt, dass es negative primitive Formen mit der Determinante
— Jf, deren characteristische Zahl l ist, giebt, wenn M irgend einer der
Zahlen l, 2, 3, 5, 6 nach dem Modul 8 congruent ist, und zwar stets in einem
einzigen Geschlechte, welches ein uneigentliches im Falle M = 3 ist, und
dass es solche Formen überhaupt nicht giebt, wenn M= 0, 4 oder 7 (mod. 8)
ist. Übrigens ist klar, dass, wenn (— a, — &, — c) eine negative primitive
Form ist, deren characteristische Zahl + l ist, (a, &, c) eine positive
primitive Form mit der characteristischen Zahl — l ist. Hieraus ist
ersichtlich, dass es in den fünf ersten Fällen (wenn Jf^l, 2, 3, 5, 6 ist)
ein positives primitives Geschlecht giebt, dessen Formen die characteristische
Zahl — l haben, und zwar für .3f= 3 ein uneigentliches, dass es aber in
den drei übrigen Fällen (wenn M=Q, 4, 7 ist) derartige positive Formen
überhaupt nicht geben kann.

289.
In Betreff der e igent l ichen Dars te l lungen der b inären For-

men durch die t e rnä re Form x2-+-y2 4- ̂  = f ergiebt s i ch aus der
im Artikel 282 angegebenen allgemeinen Theorie das Fo lgende :

I. Die binäre Form 9 kann durch f nur eigentlich dargestellt werden,
wenn es eine positive primitive Form und — l (d. i. die Determinante der
Form /") ihre characteristische Zahl ist. Daher giebt es für eine positive
Determinante, sowie für eine negative — Jf, falls M entweder durch 4 teil-
bar oder von der Form 8n + 7 ist, keine durch f eigentlich darstellbaren
binären Formen.

II. Ist aber 9 = (p, #, r) eine positive primitive Form mit der Deter-
minante — M und — l die characteristische Zahl der Form 9 und daher
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auch der zu ihr entgegengesetzten (p, — g, r), so giebt es zu jedem belie-
bigen gegebenen Werte des Ausdrucks j/— (p, — #, r) gehörige eigentliche
Darstellungen der Form 9 durch f. Es werden nämlich sämtliche Coeffi-
cienten der ternären Form g mit der Determinante — l (Artikel 283) not-
wendig ganze Zahlen, g aber eine definitive Form und daher sicher f äqui-
valent (Artikel 285, I).

III. Die Anzahl aller zu demselben Werte des Ausdrucks r/— (p, — g, r)
gehörigen Darstellungen ist in allen Fällen, ausser wenn M= l und M = 2
ist, nach Artikel 283, III ebenso gross, wie die Anzahl der Transformationen
der Form f in g und daher nach Artikel 285 gleich 48; ebendaraus geht
hervor, dass, wenn man eine zu einem gegebenen Werte gehörige Dar-
stellung hat, die 47 ändern daraus abgeleitet werden, indem man die Werte
von x, y, z auf alle möglichen Weisen unter einander vertauscht und mit
entgegengesetzten Zeichen nimmt; daher bringen sämtliche 48 Darstellungen
nur eine einzige Zerlegung der Form 9 in drei Quadrate hervor, wenn man
nur auf die Quadrate selbst und nicht auf ihre Reihenfolge und die Vor-
zeichen ihrer Wurzeln Rücksicht nimmt.

IV. Setzt man die Anzahl aller in M aufgehenden von einander ver-
schiedenen ungeraden Primzahlen gleich jx, so folgert man aus Artikel 233
ohne Schwierigkeit, dass die Anzahl aller verschiedenen Werte des Ausdrucks
]/—fe — #??") (mod. M) gleich 2^ ist, von denen man jedoch nach Artikel
283 nur die Hälfte zu betrachten hat (wenn M>2 ist). Daher ist die
Anzahl aller eigentlichen Darstellungen der Form 9 durch f gleich
48 • 2 lx~~1 = 3 • 2*x~h3, die Anzahl der verschiedenen Zerlegungen in drei
Quadrate aber gleich 2fx~'1.

Beispiel. Es sei 9 = 19£2 + 6ta + 4h*2 und daher M= 770. Hier hat
man folgende vier Werte des Ausdrucks j/— (19, — 3,4) (mod. 770) zu be-
trachten (Artikel 283): (39,237), (171, -27), (269, -83), (291, —127).
Um die zum Werte (39, 237) gehörigen Darstellungen zu finden, leite man

zuerst die ternäre Form ( ' ' Q ) = g her, in welche, wie man nach den
\ O, D, O/

Regeln im Artikel
f l, -6, 01
l q 9 i l< o, Z, l > ,

1-3, -1,-lJ

Eegeln im Artikel 272, 275 findet, f übergeht durch die Substitution
l, -6, O j

woraus man folgende Darstellung der Form 9 durch f

erhält:

die 47 übrigen zu demselben Werte gehörigen Darstellungen, welche durch
Permutation dieser Werte und Umkehrung der Vorzeichen sich ergeben,
schreiben wir der Kürze wegen nicht hin. Sämtliche 48 Darstellungen aber
bringen dieselbe Zelegung der Form 9 in drei Quadrate

J2 — 12fw + 36w2, 9*2+12^4-4w2, 9*2-f-6tfw 4-w2

hervor.
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Auf ganz ähnliche Weise ergiebt der Wert (171, -—27) die Zerlegung
in die Quadrate (3t -+- 5^02, (3£ — 4w)2, t2-, der Wert (269, — 83) die folgende
Zerlegung: (t + 6w)2 -4- (3t -t- ^)2 -h (3J — 2w)2; schliesslich der Wert
(291 ? — 127) die folgende: (t 4- 3u)2 •+• (3* 4- 4^)2 4- (3* - 4w)2; diese ein-
zelnen Zerlegungen sind den 48 Darstellungen äquivalent. — Ausser diesen
192 Darstellungen oder vier Zerlegungen aber giebt es keine weiter, da 770
durch kein Quadrat teilbar ist und somit uneigentliche Darstellungen nicht
existieren können.

290.
Die Formen mit der Determinante — l und —2, welche einigen

Ausnahmen unterliegen, wol len wir k u r z gesonder t be t rachten . Wir
schicken die allgemeine Bemerkung voraus, dass, wenn 9, 9' irgend welche
äquivalente binäre Formen sind und (0) eine gegebene Transformation jener
in diese ist, aus der Combination jeder Darstellung der Form 9 durch irgend
eine ternäre Form f mit der Substitution (B) eine Darstellung der Form 9'
durch f entspringt, ferner dass auf diese Weise aus eigentlichen Darstellun-
gen von 9 eigentliche Darstellungen der Form 9' und zwar aus verschiedenen
verschiedene, aus allen sämtliche derartigen Darstellungen von 9' entstehen.
Dies lässt sich durch die Eechnung sehr leicht nachweisen. Daher kann
die eine der Formen 9,9' auf ebenso viele Arten durch /"dargestellt werden,
wie die andere.

I. Es sei zunächst 9 = t2 4- u2 und 9' irgend eine andere positive bi-
näre Form mit der Determinante — l, welcher die Form 9 äquivalent ist,
und es gehe 9 in 9' über durch die Substitution £ = a£'-h ßw', u = ^tf+ M.
Die Form 9 wird dargestellt durch die ternäre Form /*= x2 -f- #2 4- £2, wenn
man setzt x = £, y = ^^ z = 0; durch Vertauschung von #, ?/, z gehen hieraus
sechs Darstellungen hervor, und aus jeder einzelnen wiederum vier, wenn
man die Vorzeichen von tf, u ändert, so dass man überhaupt 24 Darstellungen
hat, denen eine einzige Zerlegung in drei Quadrate entspricht, und ausser
denen es, wie man leicht sieht, keine ändern weiter geben kann. Hieraus
folgt, dass auch die Form 9' nur auf eine einzige Weise in drei Quadrate
zerlegt werden kann, nämlich in (oc£'-+- ßw')2» W+ 8w')2 und 0, welche Zer-
legung 24 Darstellungen äquivalent ist.

II. Es sei 9 = t2 + 2^2, 9' irgend eine andere positive binäre Form
mit der Determinante — 2, und es gehe 9 in diese über durch die Substi-
tution £ = a£'-f-ß^', u = f t f + 8 u ' . Dann schliesst man in ähnlicher Weise
wie im vorigen Falle, dass 9 und somit auch 9' nur auf eine einzige Weise
in drei Quadrate zerlegt werden kann, nämlich 9 in t2 4- u2 -t- u2 und 9' in
(otf-h $u')2 -f- (tf+ ö^')24- (7^+ ou')2; dass eine solche Zerlegung 24 Dar-
stellungen äquivalent ist, ist leicht ersichtlich.

Hieraus folgt, dass die binären Formen mit den Determinanten — l
und — 2 hinsichtlich der Anzahl der Darstellungen durch die ternäre Form

-#2 mit den ändern binären Formen vollständig übereinstimmen;
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denn da in beiden Fällen p = 0 wird, so giebt die im vorigen Artikel an-
gegebene Formel jedenfalls 24 Darstellungen. Der Grund hierfür ist, dass
sich die beiden Ausnahmen, welchen solche Formen unterliegen, gegen-
seitig compensieren.

Wir entheben uns der Kürze wegen der Mühe, die im Artikel 284 dar-
gestellte allgemeine Theorie der uneigentlichen Darstellungen auf die Form
#2 _j_ y2 + ^2 anzuwenden.

291.
Die A u f g a b e , alle eigentl ichen Dars te l lungen einer gegebe-

nen posi t iven Zahl M durch die Form # 2-f# 24-£ 2 zu f inden, wird
nach Artikel 281 zunächst auf die Ermittlung der eigentlichen Darstellungen
der Zahl — M durch die Form — x2 — #2 — #2 =f zurückgeführt; diese
aber leitet mau nach den Vorschriften des Artikels 280 folgendermassen her:

I. Man entwickle sämtliche Klassen der binären Formen mit der De-
terminante — M, deren Formen durch X2 + Y2 4- Z2 = F (welcher ternären
Form die Form f adjungiert ist) eigentlich dargestellt werden können. Ist
If^O, 4, 7 (mod. 8), so giebt es nach Artikel 288 solche Klassen nicht,
und daher lässt sich M nicht in drei Quadrate, welche keinen gemeinschaft-
lichen Teiler haben, zerlegen*). Ist aber M = l, 2, 5 oder 6, so giebt es
ein positives eigentlich primitives und, wenn lf=3 ist, ein uneigentlich
primitives Geschlecht, welches alle jene Klassen umfasst; die Anzahl dieser
Klassen bezeichnen wir mit k.

II. Man wähle nun aus diesen Klassen Je Formen nach Belieben, aus
jeder eine, aus, welche 9, 9', 9",... sein mögen, ermittle sämtliche eigentlichen
Darstellungen aller durch .F, deren Anzahl somit gleich 3 • 2|X+3# = K ist,
wo JA die Anzähl der (ungeraden) Primfactoren von M bezeichnet, und leite
endlich aus jeder derartigen Darstellung wie

X = mt 4- nu, Y=m't-}- n'u, Z = m"t + n" u

die folgende Darstellung von M durch x2 4- y2 4- z2 her:

x = m'n"— m"ri, y = m"n — mn", 0 = mri—m'n.

In dem Complex dieser K Darstellungen, welchen wir mit Ö bezeichnen,
sind notwendig sämtliche Darstellungen von M enthalten.

III. Wir haben daher nur noch zu untersuchen, ob in ß iden t i sche
Darstellungen vorkommen können; und da wir aus Artikel 280, III bereits
wissen, dass diejenigen Darstellungen in ß, welche aus verschiedenen
Formen, z. B. aus 9 und 9', abgeleitet sind, notwendig verschieden sind, so

*) Dies geht auch daraus hervor, dass die Summe dreier ungerader Quadrate
notwendig = 3 (mod. 8) ist, die Summe zweier ungeraden und eines geraden entweder
EE2 oder ̂ 6, die Summe eines ungeraden und zweier geraden entweder^ l oder
= 0, endlich die Summe dreier geraden entweder ~0 oder =4; im letzten Falle
aber ist die Darstellung offenbar eine uneigentliche.



330 Fünfter Abschnitt. [Art. 291. 292]

bleibt nur die Untersuchung übrig, ob verschiedene Darstellungen derselben
Form, z, B. der Form 9, durch F identische Darstellungen der Zahl M
durch x2 4- #2 4- £2 hervorbringen können. Nun ist sogleich klar, dass,
wenn sich unter den Darstellungen von 9 die folgende befindet:

(r) X=*mt + nu, Y=m't + n'u, Z=m"t-\-n"u,

darunter auch die folgende vorkommt:

(/) X= — mt — nu, Y= — m't- n' u, Z= — m"t — n" u,

und dass sich aus jeder der beiden dieselbe Darstellung der Zahl M er-
giebt, welche mit (E) bezeichnet werden möge; wir untersuchen daher, ob
sich dieselbe Darstellung (R) auch noch aus ändern Darstellungen der
Form 9 ergeben kann. Aus Artikel 280, III folgt leicht, indem man da-
selbst x = 9 setzt, dass, wenn sämtliche eigentlichen Transformationen der
Form cp in sich selbst durch

t = at 4- ßw, u = 7^ 4- $u

dargestellt werden, sich alle diejenigen Darstellungen der Form 9, aus
denen E folgt, ausdrücken durch:

x = (am + 7^ )J 4- (ßm 4- %n ) u
y = (am' 4- iri }t 4- (ßw' + tn')u

4- tn"]t 4- ([W'+ W) u.

Aber aus der im Artikel 179 dargelegten Theorie der Transformation binärer
Formen mit negativer Determinante ergiebt sich, dass es in allen Fällen,
ausser wenn M = l und M =3 ist, nur zwei eigentliche Transformationen
der Form 9 in sich selbst giebt, nämlich a, ß, 7, 8 = l, 0, 0, l und =
— 1,0,0, — l respective (da nämlich 9 eine primitive Form ist, so ist das,
was im Artikel 179 mit m bezeichnet wurde, entweder l oder 2 und somit
wird, ausser in den ausgeschlossenen Fällen, sicher (1) hier stattfinden),
Daher kann (-R) nur aus (r), (r') hervorgehen und somit findet sich jede
eigentliche Darstellung der Zahl M zweimal und nicht öfter in ö vor, und
die Anzahl aller verschiedenen eigentlichen Darstellungen von M ist gleich

Was die ausgenommenen Fälle angeht, so ist die Anzahl der eigent-
lichen Transformationen der Form 9 in sich selbst nach Artikel 179 gleich
4 für M = l und gleich 6 für Jf=3, und in der That bestätigt man
leicht, dass die Anzahl der eigentlichen Darstellungen der Zahlen l, 3 gleich
JJT, -J-ir respective ist; es kann nämlich jede der beiden Zahlen nur auf
eine einzige Weise in drei Quadrate zerlegt werden, l in l 4- 0 4- 0, 3 in
1-4-1 + 1; die Zerlegung von l liefert sechs, die Zerlegung von 3 acht
verschiedene Darstellungen; K aber wird gleich 24 für M = l (wo [x = 0,
k= l ist) und gleich 48 für M=3 (wo fx = l, Ä = l ist).

Übrigens bemerken wir, dass, wenn h die Anzahl der Klassen im
Hauptgeschlechte ist, welcher nach Artikel 252 die Anzahl der Klassen in
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jedem ändern eigentlich primitiven Geschlechte gleich ist, Jc~h für
M '= l, 2, 5 oder 6 (mod. 8), aber Je = $h für M~ 3 (mod. 8) wird, den einen
Fall M = 3 ausgenommen, in welchem k = h= l ist. Für die Zahlen von
der Form 8^ + 3 ist daher allgemein die Anzahl der Darstellungen gleich
2tx+2Ä, da sich bei der Zahl 3 zwei Ausnahmen compensieren.

292.
Die Zerlegungen der Zahlen (wie oben der binären Formen) in drei

Quadrate unterscheiden wir von den Darstellungen durch die Form
#2 + y2 + ^2 in fler Weise, dass wir bei jenen- nur auf die Grosse der
Quadrate, bei diesen aber überdies aufr die Eeihenfolge derselben und die
Vorzeichen ihrer Wurzeln Eücksicht nehmen und daher die Darstellungen
#r=a , 2/ = &, z = c und # = a', 3/ = &', # = c' für verschieden halten,
wenn nicht gleichzeitig a = a', &=&', c=cr ist, während wir die Zer-
legungen in a2 4- b2 4- c2 und a'2 H- Z/2 -i- c'2 für eine einzige ansehen, wenn
diese Quadrate ohne Kücksicht auf die Keihenfolge jenen gleich sind.
Hieraus geht hervor:

I. dass die Zerlegung der Zahl M in die Quadrate a2 •+• W 4- c2

48 Darstellungen äquivalent ist, wenn keins von ihnen gleich 0 ist und
alle ungleich sind, aber nur 24, wenn entweder eins gleich 0, die übrigen
ungleich oder keins gleich 0 und zwei von ihnen einander gleich sind.
Wenn aber in der Zerlegung einer gegebenen Zahl in drei Quadrate zwei
von diesen gleich 0 sind oder eins gleich 0, die übrigen gleich, oder alle
drei gleich sind, so wird dieselbe 6 oder 12 oder 8 Darstellungen äquivalent
sein; doch kann dies nur in den besonderen Fällen, wo M = l oder 2 oder
3 respective ist, eintreten, wofern nämlich die Darstellungen eigentliche sein
sollen. Wir schliessen diese aus und nehmen an, die Anzahl aller Zer-
legungen der Zahl M in drei Quadrate (ohne gemeinschaftlichen Teiler) sei
gleich E, und unter diesen befänden sich e, in denen ein Quadrat gleich 0,
und e', in denen zwei Quadrate gleich sind; jene können auch als Zer-
legungen in zwei Quadrate, diese als Zerlegungen in ein Quadrat und das
Doppelte eines Quadrats betrachtet werden. Alsdann ist die Anzahl aller
eigentlichen Darstellungen der Zahl M durch x2 H- y2 -f- ff2 gleich

24 (e -—e — e') = 4SE— 24 (e -t- O-

Aus der Theorie der binären Formen folgt aber leicht, dass e entweder
gleich 0 oder gleich 2fx~~1 ist, je nachdem — l quadratischer Nichtrest oder
Rest von M ist, und ebenso ef gleich 0 oder gleich 2fx~1, je nachdem — 2
Nichtrest oder Rest von M ist, wo JA die Anzahl der (ungeraden) Frim-
factoren von M ist (vgl. Artikel 182; eine ausführlichere Auseinandersetzung
unterdrücken wir hier). Hieraus folgert man leicht, dass

E= 2fx~2#, wenn sowohl — l als auch — 2 Nichtreste von M sind,
E= 2fx~2(& -f- 2), wenn beide Zahlen Reste sind,
E= 2fx~2(& 4- 1), wenn die eine Zahl Rest, die andere Nichtrest von M ist.



332 Fünfter Abschnitt. [Art. 292. 293]

In den ausgeschlossenen Fällen M = l und Jf=2 würde diese Formel
j£=| ergeben, während E= l sein muss; für if=3 ergiebt sich aber
richtig jEJ= l, indem sich die Ausnahmen gegenseitig compensieren.

Ist daher M eine Primzahl, so wird jj. = l und daher J2=-|(Ä + 2),
falls M~l (mod. 8) und J57 = £(*+!), falls M=3 oder =5 ist. Diese
speciellen Sätze sind von Legendre auf inductivem Wege entdeckt und in
der ausgezeichneten schon öfter angeführten Abhandlung Hist. de l'Ac. de
Paris 1785 p. 530 u. ff. veröffentlicht worden, wenn auch in einer etwas ver-
schiedenen Form, wofür der Grund hauptsächlich darin liegt, dass er die
eigentliche Äquivalenz riicht von der uneigentlichen unterschied und daher
entgegengesetzte Klassen mit einander vermischte.

II. Um sämtliche Zerlegungen einer Zahl M in drei Quadrate (ohne
gemeinschaftlichen Teiler) zu finden, braucht man nicht sämtliche eigent-
lichen Darstellungen aller Formen 9, 9', 9", ... zu ermitteln. Denn zunächst
bestätigt man leicht, dass sämtliche 48 Darstellungen der Form 9, welche
zu demselben Werte des Ausdrucks j/ — Q?, — #, r) (wenn 9 = (p, g, r)
gesetzt wird) gehören, ein und dieselbe Zerlegung der Zahl M liefern, und
es daher genügt, wenn man nur eine von ihnen hat, oder, was auf dasselbe
hinauskommt, wenn nur alle verschiedenen Zerlegungen*) der Form 9 in
drei Quadrate gefunden sind, und ebenso bei den übrigen 9', 9", . . . Ferner
kann man, wenn 9 aus einer nicht ambigen Klasse ist, diejenige Form,
welche aus der entgegengesetzten Klasse ausgewählt ist, ganz übergehen,
oder es genügt, von je zwei entgegengesetzten Klassen nur eine einzige zu
betrachten. Denn da es vollständig gleichgültig ist, welche Form aus den
einzelnen Klassen ausgewählt wird, so wollen wir annehmen, dass aus der
Klasse, welche derjenigen, zu welcher 9 gehört, entgegengesetzt ist, die
zu 9 entgegengesetzte Form, welche gleich 9' sei, ausgewählt worden sei.
Dann sieht man leicht, dass, wenn die eigentlichen Zerlegungen der Form 9
unbestimmt durch

(gt + /m)2 + (g't + hfu)* + (g" t + h"u)*

dargestellt werden, alle Zerlegungen von 9' ausgedrückt werden durch

(gt - /m)2 + (ff't - Ä'w)3 + (g" t — h" u)*,
sowie dass aus diesen eben dieselben Darstellungen der Zahl M sich ergeben
wie aus jenen. Endlich kann man in dem Falle, wo 9 eine Form aus einer
ambigen Klasse, jedoch weder aus der Hauptklasse ist, noch der Form
(2, 0, pf) oder der Form (2 ,1 , %(M-\- 1)) (je nachdem M gerade oder
ungerade ist) äquivalent ist, von den Werten des Ausdrucks ]/ — (p, — #, f)
die Hälfte weglassen; der Kürze wegen setzen wir aber diesen Vorteil
nicht ausführlicher auseinander. — Übrigens können wir uns desselben

*) Man muss immer „eigentliche" hinzudenken, wenn man diesen Ausdruck von
den Darstellungen auf die Zerlegungen übertragen will.
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Vorteils bedienen, wenn wir sämtliche eigentlichen Darstellungen der
Zahl M durch x* + y2 + $ haben wollen, da diese sich aus den Zerlegungen
leicht ergeben.

Beispiels halber wollen wir sämtliche Zerlegungen der Zahl 770 in drei
Quadrate suchen. Hierbei ist fx = 3 , e = e'= 0 und daher E— 2&.
Gemäss der Klassifikation der positiven binären Formen mit der Deter-
minante — 770, die wir hier, weil sie von jedem nach der Vorschrift des
Artikels 231 leicht aufgestellt werden kann, der Kürze wegen nicht her-
schreiben, findet man die Anzahl der positiven Klassen gleich 32, welche
sämtlich eigentlich primitiv sind und in 8 Geschlechter zerfallen, so dass
ß = 4 und somit E=8 ist. Das Geschlecht, dessen characteristische
Zahl — l ist, muss in Bezug auf die Zahlen 5, 7, 11 offenbar die Special-
charactere jR5; Nl\ Nil haben, woraus nach Artikel 263 leicht folgt, dass
sein Character in Bezug auf die Zahl 8 der folgende : l u. 3, 8 sein muss.
Nun finden sich in dem Geschlechte, dessen Character l u. 3, 8; JÜ5; JV7;
Nil ist, vier Klassen, als deren Eepräsentanten wir die Formen auswählen:
(6, 2, 129), (6, —2, 129), (19,3,41), (19, —3, 41); die zweite und vierte
Klasse lassen wir aber weg, da sie der ersten und dritten respective
entgegengesetzt sind. Die vier Zerlegungen der Form (19, 3, 41) haben
wir schon im Artikel 289 angegeben; aus ihnen ergeben sich die Zerlegungen
der Zahl 770 in 9 + 361+400, 16 + 25 + 729, 81 + 400 + 289,
576 + 169 + 25. Auf ähnliche Weise findet man die vier Zerlegungen der
Form 6^2 + 4^+129w2 in

( t — 8^)2 + (2* +
(2t - 5^)2 + (

+ (t + 8w)a, ( t— IOw)2 + (2* +
+ (t + 2«0a, (2£+ lu)* + ( t —

} + (*+2^)2

welche bezüglich aus den folgenden Werten des Ausdrucks j/—• (6—2,129)
sich ergeben: (48, 369), (62, - 149), (92, — 159), (202, 61). Hieraus gehen
die Zerlegungen der Zahl 770 in 225 + 256 + 289, l + 144 + 625, 64 +
81 + 625, 16 + 225 + 529 hervor. Ausser diesen acht Zerlegungen giebt
es keine weiter.

Was sich auf die Zerlegungen der Zahlen in drei'Quadrate, welche einen
gemeinschaftlichen Teiler haben, bezieht, ergiebt sich aus der allgemeinen
Theorie des Artikels 281 so leicht, dass wir uns damit nicht aufzuhalten
brauchen.

Beweis der Fermat'schen Sätze, dass jede ganze Zahl in
drei Trigonalzahlen oder in vier Quadrate zerlegt werden

kann.
293.

Die vorstehenden Untersuchungen liefern auch einen Beweis des be-
rühmten Satzes, dass j e d e pos i t i ve ganze Z a h l in drei T r i g o n a l -
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zah len zerlegt w e r d e n kann, ein Satz, der von Fermat einst gefunden
worden ist, für den es aber bisher an einem strengen Beweise fehlte. Offen-
bar giebt jede Zerlegung der Zahl M in Trigonalzahlen

1) 4- 1) + **(

Veranlassung zu einer Zerlegung der Zahl SM 4- 3 in drei ungerade Qua-
drate

(20 4- 1)2 -h (2y 4- l)2 4- (ä* 4- l)2

und umgekehrt. Nach der vorstehenden Theorie ist aber jede ganze posi-
tive Zahl SM 4- 3 in drei Quadrate zerlegbar, welche notwendig ungerade
sind (Vgl. die Anmerkung zu Artikel 291), und die Anzahl der Zerlegungen
hängt ab sowohl von der Anzahl der Primfactoren von SM 4- 3 als auch
von der Anzahl der Klassen, in welche die binären Formen mit der Deter-
minante — (SM + 3) zerfallen. Ebensoviele Zerlegungen der Zahl M in
drei Trigonalzahlen giebt es. Wir setzen dabei aber voraus, dass £ x (x +1)
für jeden beliebigen Wert von x als Trigonalzahl betrachtet werde; will
man aber lieber die Null ausschliessen, so müsste man den Satz so abändern :
Jede ganze positive Zahl ist entweder selbst eine Trigonalzahl oder in zwei oder
in drei Trigonalzahlen zerlegbar. Eine ähnliche Änderung müsste man in
dem folgenden Satze eintreten lassen, wenn man die Null von den Quadraten
ausschliessen wollte.

Nach denselben Prinzipien wird ein anderer Fermat'scher Satz be-
wiesen, nämlich dass j ede ganze pos i t ive Zahl in vier Quadra te
zerlegt werden kann. Subtrahiert man von einer Zahl von der Form
4n 4- 2 ein beliebiges Quadrat (welches kleiner ist als jene Zahl), von einer
Zahl von der Form 4w 4- l ein gerades oder von einer Zahl von der Form
4n 4- 3 ein ungerades Quadrat, so ist der Eest in allen diesen Fällen in
drei Quadrate zerlegbar, und daher die gegebene Zahl in vier. Endlich
kann eine Zahl von der Form 4n dargestellt werden durch 4 ,̂ so dass N
zu irgend einer der vorigen drei Formen gehört; ist aber N in vier Quadrate
zerlegt, so wird auch 4?N in dieser Weise zerlegt sein. Von einer Zahl
von der Form Sn 4- 3 kann auch ein Quadrat mit gerademal gerader Wurzel,
von einer Zahl von der Form 8^ + 7 ein Quadrat mit ungerademal gerader
Wurzel, von einer Zahl von der Form 8n + 4 ein ungerades Quadrat ab-
gezogen werden, und der Best wird immer in drei Quadrate zerlegbar sein.
Übrigens ist dieser Satz schon von Lagrange bewiesen worden, Nouv.
Mem. de l'Ac. de Berlm 1770, p. 123, und diesen Beweis (der von dem
unsrigen völlig verschieden ist) hat Eule r ausführlicher dargelegt in den
AcüsAc. Petr. Vol. II p. 48. — Die ändern Sätze Fermat 's , welche gleichsam
die Fortsetzung der vorstehenden bilden, nämlich dass jede ganze Zahl in
fünf Pentagonalzahlen, sechs Hexagonalzahlen, sieben Heptagonalzahleri u. s. w.
zerlegbar sei, entbehren bisher noch des Beweises und scheinen andere
Prinzipien zu erfordern.
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Auflösung der Gleichung ax14- ty2 4- cz* = 0.

294.
Satz. Beze ichnen a, &, c zu einander prime Zahlen , von denen

k e i n e gleich 0 noch durch ein Quadrat teilbar ist, so besi tzt die
Gleichung

(Q) ax* 4- by2 + cz2 = 0

(ausser x = y = 0 = 0, die wir unberücks icht ig t lassen) keine
Lösung in ganzen Zah l en , wenn nicht —6c, —ac, —ab respect ive
quadrat ische Reste von a, &, c sind und diese Zahlen ungle iche
Vorzeichen bes i t zen ; sind aber diese vier Bed ingungen erfül l t ,
so ist die Gleichung (ü) in ganzen Zahlen auflösbar.

Beweis. Wenn (Q) überhaupt durch ganze Zahlen lösbar ist, so wird
sie auch durch solche Werte von #, y, z gelöst werden können, welche keinen
gemeinschaftlichen Teiler haben; denn irgendwelche der Gleichung (ö)
genügende Werte werden ihr auch genügen, wenn sie durch den grössten
gemeinschaftlichen Teiler dividiert werden. Nimmt man nun an, dass
ap2 4- bq2 4- er2 = 0 und p, g, r von einem gemeinschaftlichen Teiler frei
seien, so werden sie auch unter einander prim sein; denn wenn #, r einen
gemeinschaftlichen Teiler fx hätten, so würde dieser zu p prim sein, ji.2 aber
würde in ap2 und somit in a aufgehen, was der Voraussetzung widerspricht;
und ebenso sind p, /•; p, q prim zu einander. Es wird daher — ap* durch
die binäre Form by2 4- 02* dargestellt, wenn man y, 8 die zu einander primen
Werte #, r beilegt, weshalb die Determinante — bc derselben quadratischer
Rest von ap2 und daher auch von a ist (Artikel 154). In derselben Weise
ist — acEb, — abEc. Dass aber (ß) keine Lösung haben kann, wenn a, &, c
dasselbe Vorzeichen besitzen, ist so klar, dass es einer Auseinandersetzung
nicht bedarf.

Den Beweis des umgekehrten Satzes, welcher den zweiten Teil unseres
Theorems bildet, führen wir so, dass wir zunächst zeigen, wie man eine

ternäre der Form ( ' ' Ci} = f äquivalente Form finden kann, deren zweiter,\u, u, u/
dritter, vierter Coefficient durch a, &, c teilbar ist, und daraus dann
z w e i t e n s die Lösung der Gleichung (Q) ableiten.

I. Man suche drei Zahlen A, #, 0, welche keinen gemeinschaftlichen
Teiler haben und so beschaffen sind, dass A prim zu b und c, B prim zu
a und c, C prim zu a und b ist, aA2 4- bB2 4- cC2 aber durch abc teilbar
ist. Dies geschieht auf folgende Weise. Es seien 3l, 33, 6 respective
Werte der Ausdrücke j/—- bc (mod. a), j/-—ac (mod. &), j/— ab (mod. c),
welche notwendig zu a, &, c respective prim sind. Man nehme drei ganze
Zahlen a, b, c völlig nach Belieben nur so an, dass sie respective zu a, &, c
prim (z. B. alle gleich 1) sind, und bestimme A, J5, C so, dass
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) und
?^ ca(mod. c) und

) und
wird. Dann ist:

. c)

. a)

&52 H- cC2 ~ a2 (W + c&2) = a2(M2 — 312&) = 0 (mod. a)

oder durch a teilbar und ebenso durch &, c und somit auch durch das
Product abc. Ausserdem geht hervor, dass A notwendig zu b und <?, B zu
a und c, C zu a und & prim ist. Wenn aber diese Werte von J., 7?, 0
einen (grössten) gemeinschaftlichen Teiler JA haben, so wird dieser oifenbar
zu «, &, c und daher auch zu abc prim sein; daher werden wir, indem
wir jene Werte durch JJL dividieren, neue Werte erhalten, welche keinen
gemeinschaftlichen Teiler haben, den Wert von aA2 -f- bB2 -f- cC2 auch
noch durch abc teilbar machen und daher allen Bedingungen genügen.

II. Sind die Zahlen -4, 72, C auf diese Weise bestimmt, so werden
auch Aa, JB&, Cc keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Denn hätten sie
einen gemeinschaftlichen Teiler JJL, so müsste dieser notwendig zu a prim
sein (da a sowohl zu Bl) als zu Cc prim ist) und ebenso prim zu b und c;
daher müsste [x auch in A, B, C aufgehen, was der Voraussetzung wider-
spricht. Man kann daher ganze Zahlen a, ß, 7 von der Beschaffenheit
finden, dass aAa 4- $Bb -h ^Cc = l ist; man suche ferner sechs ganze
Zahlen a', ß', 7', a", ß", 7" von solcher Art, dass

ßY'— ß'Y= ̂  i*"— «Y'= •#&, a'ß"— ß'a"= CG

ist. Geht nun /* durch die Substitution

a, a', a"

ß, ß', ß"
T, 7', 7"

(w? Wß' 0ü"\
' ,' „J =# (welche /" äquivalent sein wird) über, so be-%, %, vi /

haupte ich, dass m', m", n durch abc teilbar sind. Setzt man nämlich:

ßf -7ß' =A", 7a'-a7'=

so wird:

a' = £"<7c — C"Bl, ß; = C"^la —
a"= C'JB& - jB'Cc, ß"= ACc -

Werden diese Werte in die Gleichungen

7' = ^;/J5& — £"^a
7"= B'Aa - ABI).

m = aa'
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substituiert, so ergiebt sich nach dem Modul a:

m' =
m" =
n ~

= 0

d. h. m' , m", n sind durch a teilbar; und auf analoge Weise findet man,
dass dieselben Zahlen durch &, c und somit auch durch abc teilbar sind.

III. Setzen wir der Kürze wegen die Determinante der Formen fyg
d. h. die Zahl — abc = <#,

so geht offenbar f durch die Substitution (S)

<XÄ, a', a"

P* ß', ß"

in die ternäre Form ' ',- ^, ^„ } = g' mit der Determinante d3 über,

welche somit unter f enthalten ist. Ich behaupte nun, dass dieser Form g'

notwendig die Form ( ' ' n ) = g" äquivalent ist. Denn offenbar ist
\w, U, U/

(M M' M"\
\N w' W'J^y"' e^ne *ern^re ^orm m^ ^er Determinante 1; ferner ist,
da nach Voraussetzung a, &, c nicht dasselbe Vorzeichen haben, f eine in-
definite Form, woraus leicht folgt, dass auch g1 und g'" indefinit sein

müssen; somit ist g"1 der Form f ' J ~ ) äquivalent (Artikel 277), und es

lässt sich eine Transformation ($') jener in diese finden ; offenbar aber wird
durch (S1) die Form g' in g" übergehen. Hiernach ist auch g" unter f ent-
halten und durch Combination der Substitutionen ($), ($') ergiebt sich
eine Transformation der Form f in g". Ist diese

C, C' C",

so ist klar, dass man eine doppelte Lösung der Gleichung (ö) erhält, näm-
lich x = 8', # = s', # = C' und # = 8", y = e", # = C"; zugleich geht daraus
hervor, dass keines der beiden Wertsysteme gleich Null sein kann, da not-
wendig

ist.
Beispiel. Die gegebene Gleichung sei 7#2-— 15#2H- 23#2 = 0; dieselbe

ist lösbar, weil 345727, —1617215, 1057223 ist. Man erhält für 9l, 33, 6
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die Werte 3, 7, 6 und setzt man a == b = c == l , so findet man A = 98,

1
0 5 99 1O, 0, LL 1

— l, 2, — 2 8 }
ß 9^ 7 lö, ^D, — ( )

, , , , , - . . , t,* • f 1520> 14490, -7245\
her, durch welche / übergeht m l 9415 __ 194^ 4735/ === ^' Hieraus

wird:
7245, 5, 22 1

- 2415, 2, -28
19320, 25, — 7J

,„_ /3670800, 6, — 3\
V — l , —1246, 4735/

Ferner findet man, dass die Form g'" in L' ' 0J übergeht durch die

Substitution:

( 3, 5, 11
(S') = | — 2440, — 4066, — 813 l

[ — 433, — 722, — 144 J

( 9,11, 121
und wird diese mit (8} combiniert, so ergiebt sich folgende: l —l, 9, —9 >,

1-9, 4, 3J
durch welche f in g" übergeht. Wir erhalten daher die doppelte Lösung
der gegebenen Gleichung: # = 11, #=9, #=4 und #=12, y=—9, # = 3.
Die letztere wird einfacher, wenn man die Werte durch den 'gemeinschaft-
lichen Teiler 3 dividiert, also # = 4, y = — 3, # = l.

295.

Der l e t z t e Teil des Sa tzes im vor igen Art ikel kann auch
auf f o lgende Weise erledigt werden. Man suche eine ganze Zahl h
von der Beschaffenheit, dass ah=& (mod. c) ist (die Buchstaben 3l, 33, 6
nehmen wir in derselben Bedeutung wie im vorigen Artikel), und es werde
ah2 -h & = ci gesetzt. Dann sieht man leicht, dass i eine ganze Zahl und
— ab die Determinante der binären Form (ac, ah, i) == 9 ist. Diese Form
ist sicher nicht positiv (denn da nach Voraussetzung a, &, c nicht dasselbe
Zeichen haben, können ab und ac nicht gleichzeitig positiv sein); ferner hat
sie die characteristische Zahl — l, was wir synthetisch folgendermassen
beweisen: Bestimmt man ganze Zahlen e, e' derart, dass

e = 0 (mod. a) und = 33 (mod. &), cef = 9l (mod. a) und = /$} (mod. 6)

wird, so ist (0, e') der Wert des Ausdrucks j/— (ac, ah, i) (mod. — ab
Denn nach dem Modul a ist:

EE3l2EE—faEE — c*i und daher e'2~ — t;
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nach dem Modul b aber ist:

2 = /i2332 = —
—— ach, und daher ee' r~ — a
= — cH und daher e'2 = — i.

Dieselben drei Congruenzen aber, welche nach jedem der beiden Moduln
a, & stattfinden, gelten auch nach dem Modul ab. Hieraus folgt nach der

' '

stellbar ist. Es sei also:

Theorie der ternären Formen leicht, dass 9 durch die Form dar-

ad2 + 2aW« + iu* = — («t + ß^)2 + 2 (7* + 8w) (ef H- Cw),

dann ist, wenn man mit c multipliciert:

a(d = — c(a^ 4-

Hieraus geht hervor, dass, wenn man £, w solche bestimmten Werte beilegt,
dass entweder yt H- $u oder e/ -j- Cw = 0 wird, man eine Lösung der Gleichung
(Ö) erhält, der somit genügt werden wird sowohl durch

= de — y = Y, 0 = a8 —
als auch durch

Zugleich ist klar, dass weder jene Werte noch diese gleichzeitig gleich 0
werden können; denn wenn Sc—7Ä=0 und 7 = 0 wäre, so würde auch 8=0
und 9 = — (otf -h ßw)2, somit ab = 0 sein, was der Voraussetzung widerspricht,
und ebenso bezüglich der ändern Werte. — In unserm Beispiele finden
wir für 9 die folgende Form: (161, — 63, 24), den Wert des Ausdrucks
y — 9 (mod. 105) = (7, — 51) und als Darstellung der Form 9 durch

( l' 0? o) die fol£ende:

9 = — (13* — 4w)2 -h 2 (11* — 4

woraus sich die Lösungen ergeben: x = 7, y = 11, K = — 8; x = 20, y = 15,
z = — 5, oder wenn man die letztere durch 5 dividiert und das Vorzeichen
von K weglässt: x = 4, y = 3, & = 1.

Von diesen beiden Methoden, die Gleichung ß zu lösen, besitzt die
letztere den Vorzug, dass sie meistens mit kleineren Zahlen zu thun hat;
die erstere aber, welche auch durch verschiedene hier zu übergehende Kunst-
griffe zusammengezogen werden kann, erscheint besonders aus dem Grunde
als die elegantere, weil sie die Zahlen a, &, c in genau derselben Weise
behandelt und die Eechnung durch Vertauschung dieser in nichts geändert
wird. Dies verhält sich im zweiten Falle anders, da in diesem die Rech-
nung meistenteils am bequemsten wird, wenn man für a die kleinste, für c
die grösste der drei gegebenen Zahlen nimmt, wie wir es in unserm Bei-
spiele gethan haben.
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Über die Methode, nach welcher Legendre das Fundamental-
theorem behandelt hat.*)

296.

Das elegante, in den vorstehenden Artikeln entwickelte Theorem ist
zuerst von Legendre Hist. de l'Ac. de Paris 1785, p. 507, gefunden und
durch einen schönen (von den unsrigen beiden völlig verschiedenen) Beweis
erhärtet worden. Zugleich aber versuchte dieser ausgezeichnete Geometer
am angeführten Orte, einen Beweis für die Sätze, welche mit dem Fundamental-
theorem des vorigen Abschnittes übereinkommen, daraus abzuleiten, der, wie
wir schon oben erklärt haben (Artikel 151), unserer Ansicht nach seinen
Zweck nicht ganz erfüllt. Es ist daher hier der Ort, diesen (an sich höchst
eleganten) Beweis kurz darzulegen und die Gründe für unsere Meinung an-
zugeben. Es wird fo lgende B e m e r k u n g vorausgeschickt: Wenn die
Zahlen a, &, c sämtlich = l (mod. 4) sind, kann die Gle ichung
a#2 + fa/2-hoe2 = 0 oder (Ö) nicht lösbar sein. Denn man sieht
leicht, dass der Wert von ax2 4- ly2 4- cz2 in diesem Falle notwendig ent-
weder = l oder = 2 oder = 3 (mod. 4) wird, wenn nicht alle Grossen #, y, z
gleichzeitig gerade angenommen werden. Wenn daher (Ö) lösbar wäre, so
könnte dies nur durch gerade Werte von #, y, z geschehen, was absurd ist,
da ja irgend welche der Gleichung (ö) genügende Werte derselben auch
noch genügen, wenn sie durch den grössten gemeinschaftlichen Teiler divi-
diert werden, wodurch notwendig mindestens einer eine ungerade Zahl wird.
Nun werden die verschiedenen Fälle des zu beweisenden Satzes auf die fol-
genden Hauptpunkte zurückgeführt:

I. Bezeichnen p, q (positive ungleiche) Primzahlen von der Form 4^4-3,
so kann nicht gleichzeitig pRq, qEp sein. Denn wenn dies möglich wäre,
würden offenbar, wenn man l = a, —P = b, — q = c setzt, alle zur Lös-
barkeit der Gleichung ax2 4- fo/2 -t- c#2 = 0 erforderlichen Bedingungen er-
füllt sein (Artikel 294); dieselbe besitzt aber nach der vorausgeschickten
Bemerkung keine Lösung; mithin kann die Annahme nicht richtig sein.
Hieraus folgt sogleich der Satz 7 im Artikel 131.

U. Ist p eine Primzahl von der Form £n -f-1, q eine Primzahl von
der Form 4n 4- 3, so kann nicht zugleich gEp, pNq sein. Denn sonst würde
—pJRq und die Gleichung x2 4- py* — qz2 = 0 lösbar sein, welche Gleichung
jedoch nach der vorausgeschickten Bemerkung keine Auflösung besitzt.
Hieraus ergeben sich die Fälle 4 und 5 im Artikel 131.

III. Sind p, q Primzahlen von der Form 4w 4-1, so kann nicht zugleich
pRq, qNp sein. Man nehme eine andere Primzahl r von der Form 4n 4- 3,
welche Rest von q und von welcher p Nichtrest ist. Dann wird nach den

*) Vgl. die Zusätze am Schlüsse der Disquisitiones.
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eben (II) bewiesenen Fällen qEr, rNp. Wenn daher pRq, qNp wäre, würde
qrRp, prEq, pqNr und somit —pqEr sein. Demnach würde im Widerspruch
mit der vorausgeschickten Bemerkung die Gleichung px2 4- qy2 — r#2 = 0
lösbar sein; es kann daher die Annahme nicht bestehen. Hieraus ergeben
sich die Fälle l und 2 des Artikels 131.

Kürzer behandelt man diesen Fall folgendermassen: Bezeichnet r eine
Primzahl von der Form 4n 4- 3, von welcher p Nichtrest ist, so ist auch
rNp und daher (wenn manpRq, qNp annimmt) qrBp; ferner —pBq, —pEr
und somit auch —pßqr; mithin würde die Gleichung x2 -{-piß — qr#2 = 0
lösbar sein, was der vorausgeschickten Bemerkung widerspricht. Hiernach u. s. w.

IV. Ist p eine Primzahl von der Form 4^ 4-1, q eine Primzahl von
der Form 4n 4- 3, so kann nicht zugleich pBq, qNp sein. Man nehme eine
Hülfsprimzahl r von der Form 4n 4- l an, welche Nichtrest jeder der beiden
Zahlen p, q ist. Dann ist (nach II) qNr und (nach III) pNr-, hieraus
pqEr. Wenn daher pBq, qNp wäre, hätte man auch prNq, —prBq, qrEp;
somit würde die Gleichung px2 — qy24- r&2 = 0 lösbar sein, was absurd
ist. — Hieraus ergeben sich die Fälle 3 und 6 im Artikel 131.

V. Bezeichnen p, q Primzahlen von der Form 4^ + 3, so kann nicht
zugleich pNq, qNp sein. Denn setzt man voraus, dass dies möglich sei, und
nimmt man eine Hülfsprimzahl r von der Form 4^ + 1 an, welche Nichtrest
einer jeden der beiden Zahlen p, q ist, so ist qrEp, prltq-, ferner (nach II)
pNr, qNr, somit pqBr und —pqEr. Hiernach würde die Gleichung
—px2 — qy2 + rz2 = Q möglich sein, was im Widerspruch steht mit der
vorausgeschickten Bemerkung. Hieraus folgt der Fall 8 im Artikel 131.

297.
Betrachtet man den vorstehenden Beweis genauer, so wird man leicht

erkennen, dass die Fälle I und II derart erledigt sind, dass sich nichts
dagegen einwenden lässt. Die Beweise der übrigen Fälle stützen sich aber
auf die Existenz von Hülfszahlen, und wenn diese noch nicht bewiesen ist,
verliert die Methode offenbar alle Bedeutung. Obwohl diese Annahmen so
beschaffen sind, dass es bei geringerer Aufmerksamkeit scheinen könnte,
als ob sie eines Beweises gar nicht bedürften, und sicherlich dadurch das
zu beweisende Theorem zu einem hohen Grade von Wahrsche in l i chke i t
gebracht wird, sind sie doch, wenn geometrische Strenge gewünscht wird,
keineswegs aufs Geratewohl zuzulassen. Was nun die Annahme in IV und
V anlangt, dass es eine Primzahl r von der Form 4n 4- l giebt, welche
von zwei ändern gegebenen Primzahlen p, q Nichtrest ist, so folgt aus
dem vierten Abschnitt leicht, dass alle Zahlen, welcher kleiner als 4pq und
prim hierzu sind (deren Anzahl gleich 2 ( p — !)(#— 1) ist), gleichmässig
auf vier Klassen sich verteilen, von denen die eine die Nichtreste jeder der
beiden Zahlen p, q, die drei übrigen aber die Reste von p und Nichtreste
von g, die Nichtreste von p und Reste von q und die Reste jeder der
beiden Zahlen p, q enthalten, und dass in den einzelnen Klassen die eine
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Hälfte Zahlen von der Form 4n H-1, die andere Hälfte Zahlen von der
Form 4^+3 sind. Man hat daher unter jenen ^(p — 1) (q— 1) Nichtreste
einer jeden der beiden Zahlen p, q von der Form 4^ + 1, welche #, g', g",...
sein mögen, während die übrigen ^(p — !)(# — 1) Zahlen Ä, Ä', h", ...
seien. Offenbar werden alle in den Formen 4pqt+g, 4pqt-\-g', 4pqt-i-g", ...
enthaltenen Zahlen, deren Gesamtheit wir mit (G) bezeichnen, ebenfalls
Nichtreste von j>, q von der Form 4n -h L sein. Nun ist klar, dass man
zur Begründung der Annahme nur zu beweisen hat, dass unter den
Formen (6r) sicher Primzahlen enthalten sind; dies ist zwar an und für
sich höchst wahrscheinlich, da diese Formen im Verein mit den Formen
4pgtf-f-A, 4pqt + hf, .. ., die wir mit (£f) bezeichnen, alle zu 4=pq primen
Zahlen und daher auch alle absolut primen Zahlen (ausser 2, p, q) enthalten
und kein Grund vorhanden ist, warum nicht die Reihe der Primzahlen sich
gleichmässig auf jene Formen verteilen sollte, so dass der achte Teil zu
(6r), die übrigen zu (£T) gehören. Indessen ist offenbar eine solche Schluss-
weise von geometrischer Strenge weit entfernt. L e g e n d r e selbst giebt zu,
dass der Beweis des Satzes, dass unter einer Form wie M •+• l, wo &, l
gegebene zu einander prime Zahlen sind und t eine unbestimmte Zahl
bezeichnet, sicher Primzahlen enthalten seien, ziemlich schwierig erscheine,
und giebt obenhin eine Methode an, die vielleicht dahin führen könnte.
Es dürften jedoch, wie uns scheint, viele vorbereitende Untersuchungen
notwendig sein, ehe man auf diesem Wege zu einem strengen Beweise
gelangen kann. — Hinsichtlich der ändern Annahme aber (III, zweite
Methode), dass es eine Primzahl r von der Form 4n -{- 3 gebe, von welcher
eine andere gegebene Primzahl p von der Form 4^+1 Nichtrest ist, hat
Legendre gar keine Bemerkung hinzugefügt. Wir haben oben (Artikel 129)
bewiesen, dass es Primzahlen, von welchen p Nichtrest ist, sicher giebt,
aber unsere Methode scheint nicht geeignet zu sein, um die Existenz solcher
Primzahlen nachzuweisen, welche zugleich von der Form 4n •+• 3 sind (wie
es hier, aber nicht in unserm ersten Beweise erforderlich ist). Übrigens
können wir die Richtigkeit dieser Annahme leicht folgendermassen
beweisen: Nach Artikel 287 giebt es ein positives Geschlecht binärer
Formen mit der Determinante — p , dessen Character 3, 4; Np ist; es sei
(a, &, c) eine solche Form und a ungerade (was man annehmen darf).
Dann ist a von der Form 4n -4- 3 und entweder selbst prim oder wenigstens
durch einen Primfactor von der Form 4n + 3 teilbar. Es ist aber —pEa
und daher auch —pEr, somit pNr. Man muss aber wohl beachten, dass
die Sätze der Artikel 263, 287 sich auf das Fundamentaltheorem stützen,
und es daher ein Zirkelschluss sein würde, wollte man einen Teil dieses
Satzes auf jenen aufbauen. — Endlich ist die Annahme in der ersten
Methode von III noch weit mehr aufs Geratewohl gemacht, so dass es
nicht nötig ist, mehr darüber hier hinzuzufügen.

Es möge gestattet sein, in Betreff des Falles V, der nach der vor-
stehend angegebenen Methode zwar nicht bewiesen ist, aber doch durch
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die folgende leicht erledigt wird, eine Bemerkung hinzuzufügen. Wenn
daselbst gleichzeitig pNq, qNp wäre, so würde —pBq, — qRp sein, woraus
leicht folgt, dass — l die characteristische Zahl der Form (p, 0, q) ist,
die sich somit (nach der Theorie der ternären Formen) durch die Form
#2 -h #2 + & darstellen lässt. Ist

(crf
oder

a'ß'+ a"ß"= 0,

so werden der ersten und zweiten Gleichung zufolge sämtliche a, a', a",
ß, ß', ß" ungerade sein. Dann kann aber offenbar die dritte Gleichung nicht
bestehen. — Auf ähnliche Weise lässt sich auch der Fall II erledigen.

298.
Aufgabe. Beze ichnen a, &, c beliebige Zahlen, so soll man die

Bedingungen für die Lösbarkei t der Gleichung

(co) ax* 4- bf + cz* = 0
f inden .

Auflösung. Es seien a2, ß2, ?2 die grössten in &c, ac, ab resp. aufgehenden
Quadrate, und es werde aa = ß-pl, ßö = a^J?, -yc = aßO gesetzt. Dann sind
A, J5, (7 zu einander prime ganze Zahlen; die Gleichung (o>) aber wird
lösbar sein oder nicht, je nachdem die Gleichung

eine Lösung zulässt oder nicht, was nach Artikel 294 entschieden werden
kann.

Beweis. Setzt man bc = 9la2, ac = 33ß2, ab = g?2, so werden 9l, S, (5
ganze, von quadratischen Factoren freie Zahlen und 9l=J5(7,33=AC, &=AB
sein. Hiernach ist 9193(5 = (ABC)* und daher ABC = A% = #33 = C<5
notwendig ganz. Ist m der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen
9l, -491 und 9l =• gm, ^491 = hm, so ist g prim zu h und auch (weil 9l frei
von jedem quadratischen Factor) zu m. Nun ist Itfm = gA29H == #336, und
somit geht g in /&2w auf, was offenbar unmöglich ist, wenn nicht g = db l
ist. Hiernach ist 9l = ±w, J L = ± Ä und somit eine ganze Zahl, und
ebenso sind B und C ganze Zahlen. — Da 9l = J5(7 keine quadratischen
Teiler hat, so müssen notwendig B und C prim zu einander sein; und
ebenso ist A zu C und zu B prim. — Endlich ist klar, dass, wenn der
Gleichung (fi) durch X=P, Y=Q, Z=B genügt wird, die Gleichung (w)
gelöst wird durch x = aP, y = ß(), # = 7!?, und umgekehrt, wenn dieser
genügt wird durch x = p, y = #, # = r, so wird jene befriedigt durch
X=ß7^, r=aY#, Z=aßr, so dass entweder jede der beiden Gleichungen
oder keine von ihnen lösbar ist.
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Darstellung der Null durch beliebige ternäre Formen.
299.

Aufgabe. Ist die ternäre Form

/•= ax* + a'x'2 + a"x"2 + 2bx'x"+

gegeben , so soll man f inden , ob die Null durch sie darges te l l t
w e r d e n kann (durch Werte der U n b e s t i m m t e n , welche nicht
gle ichzei t ig gleich 0 sind).

Auflösung. I. Ist a = 0, so können die Werte von #', x" beliebig an-
genommen werden, und aus der Gleichung

ax a"x"2 = — 2x (Vx"+ V'x'}

geht hervor, dass x einen bestimmten rationalen Wert erhält; so oft für x
auf diese Weise ein Bruch sich ergiebt, braucht man nur die Werte von
#, x', x" mit dem Nenner des Bruches zu multiplicieren, wodurch man ganze
Zahlen erhalten wird. Einzig und allein sind solche Werte von #', x" aus-
zuschliessen, für welche V x" -\- W x' = 0 ist, falls sie nicht zu gleicher Zeit
a'x'2-}- 2bx'x"-t- a"x"2 = Q machen, in welchem Falle x nach Belieben an-
genommen werden kann. Zugleich ist klar, dass man auf diese Weise alle
möglichen Lösungen erhalten kann. Übrigens gehört der Fall, in welchem
&'= W = 0 ist, nicht hierher; denn dann kommt x in f garnicht vor oder
f ist eine binäre Form und die Darstellbarkeit der Null durch f muss
nach der Theorie derartiger Formen beurteilt werden.

II. Wenn aber a nicht gleich 0 ist, so ist der Gleichung f=0 die
folgende äquivalent:

(ax + V'x'-\- b'x")2 — A"x'2 + 2Bx'x"— A'x"2 = 0,

wenn man setzt:

b"2 — aa'=A", äb — VV'=B, b'2-aa"=A.
Wenn nun hier A'= 0 aber nicht B = 0 ist, so werden offenbar, wenn ax +
b"x'-\- b'x" und x" nach Belieben angenommen werden, x und x' daraus
rational bestimmt, und falls sie nicht ganze Zahlen werden, so wird dadurch
wenigstens ein passender Multiplicator bestimmt werden, welcher ganze
Zahlen hervorbringt. Für einen einzigen Wert von #", nämlich für x"= 0 ist
der Wert von ax + &"#'+ b'x" nicht willkürlich, sondern auch gleich 0 zu
setzen; dann aber wird x' willkürlich angenommen werden können und wird
einen rationalen Wert von x ergeben. Wenn dagegen gleichzeitig A"=0
und B = 0 ist, so ist klar, dass, wenn A' ein Quadrat = Je2 ist, die Glei-
chung ^=0 zurückkommt auf die folgenden beiden linearen (von denen
entweder die eine oder die andere stattfinden inuss):

ax + Vrx'-Jr (&'+ Ä) x"= 0, ax + V V-f- (&'— K) x"= 0;
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ist dagegen (unter derselben Voraussetzung) A' eine nichtquadratische Zahl,
so hängt offenbar die Lösung der gegebenen Gleichung ab von den folgenden:
x"= 0 und ax + b"x'= 0 (welche gleichzeitig stattfinden müssen).

Übrigens wird es kaum nötig sein zu bemerken, dass die Methode in
I auch angewendet werden kann, wenn a' oder a" gleich 0, und die Methode
in II, wenn A'= 0 ist.

III. Wenn aber weder a noch A" gleich 0 ist, so ist der Gleichung
f=0 die folgende äquivalent:

A"(ax 4- V ' (Ä'x'— = 0,

wenn man mit D die Determinante der Form f oder mit Da die Zahl
B2 — A' A" bezeichnet. Ist D = 0, so wird sich die Auflösung in ähnlicher
Weise verhalten wie am Schlüsse des vorigen Falles; ist nämlich A" ein
Quadrat und zwar gleich &2, so reduciert sich die gegebene Gleichung auf
die folgenden:

ist aber A" kein Quadrat, so muss

ax -f- V'x' -f- Vx"= 0 , Ä'x'— Bx"= 0

gesetzt werden. — Wenn dagegen D nicht gleich 0 ist, so werden wir zu
der Gleichung geführt:

deren Möglichkeit nach dem vorigen Artikel beurteilt werden kann. Wenn
nun diese nicht anders gelöst werden kann als durch t = 0, u = 0, v = 0,
so wird offenbar auch die gegebene Gleichung keine andere Lösung besitzen,
als x = 0, #'= 0, #"= 0; wenn aber jene auf andere Weise lösbar ist, so
ergeben sich aus irgend welchen Werten von t, u, v mittelst der Gleichungen

wenigstens rationale Werte von #, x' , #", aus denen man, wenn sie Brüche
enthalten, mittelst eines passenden Multiplicators ganzzahlige Werte ab-
leiten kann.

Sobald aber eine einzige Lösung der Gleichung f= 0 in ganzen Zahlen
gefunden ist, lässt sich die Aufgabe auf den Fall I zurückführen und es
können ebenso wie dort sämtliche Lösungen dargestellt werden. Dies ge-
schieht in folgender Weise. Es mögen der Gleichung f=Q die Werte
a, a', a" von #, #'„ x", die wir als frei von gemeinschaftlichen Factoren
voraussetzen, genügen; man nehme ferner (gemäss Artikel 40 und 279)
ganze Zahlen ß, ß', ß", -y, 7', 7" so an, dass

<ß V- ß; Y) + «'(ß"7 - PT") + «'W- P;T) = i
ist, und es gehe f durch die Substitution

'y"
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in die Form
__ 2 t ' ' 2 i

über. Dann wird offenbar c = 0 und g der Form f äquivalent sein, woraus
leicht folgt, dass sich aus allen Lösungen der Gleichung G = 0 (vermittelst
der Substitution £) sämtliche ganzzahligen Lösungen der Gleichung /"=0
ergeben. Nun folgt aus I, dass sämtliche Lösungen der Gleichung # = 0
enthalten sind unter den Formeln:

wo p, q unbestimmte ganze Zahlen, z eine unbestimmte Zahl bezeichnet,
für welche auch Brüche genommen werden können, wofern nur y, y', y"
ganze Zahlen bleiben. Setzt man diese Werte von y, #', y" in ($) ein, so
erhält man sämtliche ganzzahligen Lösungen der Gleichung /*=0.

So ergiebt sich z. B. wenn

f=aP + a/* + 2 - Wo/' + 2xx"

und eine Lösung der Gleichung f~ 0 durch x = l, x' = — 2, x" = l ge-
geben ist, indem man ß, ß', ß", 7, 7', 7" respective gleich 0, 1,0, 0, 0, l setzt:

g = y'i H- y"* _- w + 12^".

Hiernach werden alle ganzzahligen Lösungen der Gleichung g = 0 unter
der Formel

und somit sämtliche Lösungen der Gleichung /"=0 unter der folgenden
enthalten sein:

x = — z (p2 — 4pq -f- q2)

"= — s (p2 — 4pq —

Allgemeine Lösung der unbestimmten Gleichungen zweiten
Grades mit zwei Unbekannten durch rationale Grossen.

300.
Aus der Aufgabe des vorigen Artikels ergiebt sich von selbst die

Lösung der unbestimmten Gleichung:

ax2 + Vbxy 4- cf + %dx + 2e# + f= 0,

wenn nur rationale Werte verlangt werden; dieselbe Gleichung haben wir,
wenn ganze Zahlen gefordert werden, schon oben (Artikel 216 u. ff.) er-
ledigt. Denn alle rationalen Werte von x, y können dargestellt werden

durch —, — derart, dass £, u, v ganze Zahlen sind, woraus hervorgeht,
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dass die Lösung jener Gleichung durch rationale Zahlen identisch ist mit
der Lösung der Gleichung

at2 + 2Wu + cu2 + Zdtv + 2euv + fv2 = 0

in ganzen Zahlen; diese stimmt aber mit der im vorigen Artikel behandelten
Gleichung überein. Ausgeschlossen müssen nur diejenigen Lösungen wer-
den, in denen v = 0 ist; solche kann es aber nicht geben, wenn b2 — ac
eine nichtquadratische Zahl ist. So sind z. B. alle Lösungen der (im
Artikel 221 durch ganze Zahlen allgemein gelösten) Gleichung

x2 + Sxy + y* + 2x — 4y -f- l = 0

durch rationale Zahlen enthalten unter der Formel:

x =
p 2 — q -f- 2g2

p2 — 4pq — ~p2 — 4pq

wo p, q irgend welche ganzen Zahlen bezeichnen. — Übrigens haben
wir hier über diese beiden in engstem Zusammenhange stehenden Aufgaben
nur kurz gehandelt und viele hierauf bezügliche Bemerkungen unterdrückt,
einerseits um nicht zu weitläufig zu werden, andererseits weil wir im Besitze
einer ändern auf allgemeineren Prinzipien beruhenden Auflösung der Auf-
gabe des vorigen Artikels sind, deren Auseinandersetzung wir uns auf
eine andere Gelegenheit aufsparen müssen, da dieselbe eine eingehendere
Untersuchung der ternären Formen erfordert.

Über die mittlere Anzahl der Geschlechter.

301.

Wir kehren zu den b inären Formen zurück , von denen wir noch
mehrere besondere Eigenschaften anführen müssen. Zunächst werden wir
einige Bemerkungen in Bezug auf die Anzahl der Geschlechter und Klassen
in einer eigentlich primitiven (für eine negative Determinante: positiven)
Ordnung, auf welche wir der Kürze wegen die Untersuchung beschränken,
hinzufügen.

Die Anzahl der Geschlechter, in welche sämtliche (eigentlich primitive
positive) Formen mit gegebener positiver oder negativer Determinante ± D
zerfallen, ist stets gleich l, 2, 4 oder gleich einer höheren Potenz der Zahl 2,
deren Exponent von den Factoren von D abhängt und nach den vor-
stehenden Untersuchungen ganz a priori gefunden werden kann. Da nun
in der natürlichen Zahlenreihe Primzahlen mit mehr oder weniger zusammen-
gesetzten Zahlen vermischt sind, geschieht es, dass für mehrere aufeinander-
folgende Determinanten ± D, ± (D 4- 1), ± (D -f- 2), ... die Anzahl der
Geschlechter bald zunimmt bald abnimmt und in dieser verworrenen Eeihe
keine Ordnung zu herrschen scheint. Trotzdem ergiebt sich, wenn man die
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Anzahlen der Geschlechter, welche vielen aufeinanderfolgenden Determinanten

± Z>, ± (D -h 1), ...., ± (D -h »0

entsprechen, addiert und die Summe durch die Anzahl der Determinanten
dividiert, eine mittlere Gesch lech t e r anzah l , welche als für die mittlere
der Determinanten ± (D 4- ^m) stattfindend angesehen werden kann und
eine sehr reguläre Eeihe bildet. Wir nehmen aber an, nicht nur dass m
hinreichend gross, sondern auch, dass D noch weit grösser ist, damit das
Verhältnis der äussersten Determinanten D, D -4- m nicht zu sehr vom
Verhältnis der Gleichheit abweicht. Die Regelmässigkeit jener Eeihe ist
folgendermassen zu verstehen: Ist D' eine Zahl, die um vieles grösser
ist als D, so wird die mittlere Anzahl der Geschlechter in Bezug auf die
Determinante ±D' erheblich grösser sein, als in Bezug auf D; wenn aber
D, D' nicht sehr verschieden Sind, so werden auch die mittleren Anzahlen
der Geschlechter in Bezug auf D und D' nahezu gleich sein. Übrigens findet
man die mittlere Anzahl der Geschlechter in Bezug auf die positive Deter-
minante + D stets gleich der mittleren Anzahl der Geschlechter in Bezug
auf die negative — D und zwar um so genauer, je grösser D ist, während für
einen kleinen Wert die erstere ein wenig grösser wird, als die letztere.
Diese Bemerkungen werden deutlicher durch folgende Beispiele, welche
wir einer mehr als 4000 Determinanten umfassenden Tafel der Klassen-
einteilung der binären Formen entnommen haben. Unter den hundert
Determinanten von 801 bis 900 finden sich 7, denen nur ein einziges
Geschlecht entspricht; 32, 52, 8, l, denen respective 2, 4, 8, 16 Ge-
schlechter entsprechen; daher ergeben sich im Ganzen 359 Geschlechter,
so dass die mittlere Anzahl gleich 3, 59 ist. Die hundert negativen Deter-
minanten von — 801 bis — 900 ergeben 360 Geschlechter. Die folgenden
Beispiele sind sämtlich von negativen Determinanten hergenommen. Im
sechzehnten Hundert (von — 1501 bis — 1600) findet sich als mittlere
Geschlechteranzahl die Zahl 3, 89; im fünfund z wanzigsten Hundert ist sie
4, 03, im einundfünfzigsten 4, 24; aus den sechshundert Determinanten von
— 9401 bis —10000 ergiebt sich die Zahl 4, 59. Aus diesen Beispielen
geht hervor, dass die mittlere Geschlechteranzahl weit langsamer zunimmt,
als die Determinanten selbst. Aber, fragt man, w e l c h e s ist denn nun
das Gese t z dieser Reihe? — Durch eine ziemlich schwierige theoretische
Untersuchung, die hier darzulegen allzu weitläufig sein würde, wurde
gefunden, dass die mittlere Geschlechteranzahl für die Determinante -j-D
oder — D möglichst nahe durch die Formel

alogD + ß
dargestellt werden kann, wo a, ß constante Grossen sind und zwar:

a = ~ = 0,4052847346

(wo rc den halben Umfang eines Kreises mit dem Radius l bezeichnet),

ß = 2a# + 3a2Ä — £a log2 = 0,8830460462,
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wo g die Summe der Reihe

l - log(l H- 1) + ^ - log(l + ±) + £ - log(l + i) + • • • = 0,5772156649

(vgl. Euler , Inst. Cak. Diff. p. 444\ h aber die Summe der Reihe

Iog2 + % Iog3 Iog4 H

ist, welche näherungsweise gleich 0,9375482543 gefunden wurde. Aus dieser
Formel geht hervor, dass die mittlere Anzahl der Geschlechter in arith-
metischer Reihe zunimmt, wenn die Determinanten in geometrischer Reihe
wachsen. Als Werte dieser Formel für D = 850J, 1550£, 2450£, 5050J, 9700£
findet man bezüglich 3, 617; 3, 86; 4,046; 4, 339; 4, 604, welche von den
oben angegebenen mittleren Anzahlen nur sehr wenig abweichen. Je grösser
die mittlere Determinante ist und aus je mehr Determinanten die mittlere
Anzahl berechnet wird, um so weniger wird sie sich von dem Werte, den
die Formel giebt, unterscheiden. Mit Hülfe dieser Formel kann auch das
Aggregat der den aufeinanderfolgenden Determinanten ± D, ± (D + l ),...,
db (D + ni) entsprechenden Geschlechteranzahlen annähernd ermittelt werden,
wenn man die den einzelnen Determinanten entsprechenden mittleren An-
zahlen berechnet und summiert, wie sehr verschieden auch die äussersten
Determinanten D, D -j- m sein mögen. Diese Summe ist gleich

log (D + m)] + ß (m + 1)a [logD + log (D + 1) + log (D -h 2) + • •

oder hinreichend genau gleich

a [(D -h m) log (L + m) — (D— 1) log (D — 1)] -f- (ß — a) (m -f- 1).

Auf diese Weise findet man die Summe der Geschlechteranzahlen für die
Determinanten — l bis — 100 gleich 234, 4, während sie in Wirklichkeit
gleich 233 ist; analog von — l bis —2000 gleich 7116, 6, während sie in
Wirklichkeit gleich 7112 ist; von — l bis —3000 ergiebt die Tafel die
Zahl 11166, die Formel 11167, 9; von — 9001 bis — 10000, wo jene Summe
gleich 4595 ist, ergiebt die Formel 4594, 9, eine Übereinstimmung, wie sie
kaum erwartet werden konnte.

Über die mittlere Anzahl der Klassen.

302.

Hinsichtlich d e r A n z a h l d e r K l a s s e n (eigentlich primitiven positiven,
was immer hinzuzudenken ist) verhalten sich die positiven Determinanten
ganz anders als die negativen; deshalb werden wir beide gesondert betrach-
ten. Darin stimmen diese mit jenen überein, dass für eine gegebene Deter-
minante in den einzelnen Geschlechtern gleichviel Klassen enthalten sind
und daher die Anzahl aller Klassen gleich ist dem Product aus der Anzahl
der Geschlechter und der Anzahl der in jedem einzelnen Geschlechte ent-
haltenen Klassen.
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Was zunächs t d ienega t iven De te rminan ten a n g e h t , so bildet
die Anzahl der mehreren aufeinanderfolgenden Determinanten— D, — (D 4-1),
— (D -f- 2),... entsprechenden Klassen eine ebenso verworrene Reihe, wie
die Anzahl dor Geschlechter. Die mittlere Klassenzahl aber (für die eine
Erklärung nicht nötig ist) wächst sehr regelmässig, wie aus den folgenden
Beispielen erhellen wird. Die hundert Determinanten von — 500 bis — 600
ergeben 1729 Klassen, so dass die mittlere Anzahl gleich 17, 29 ist. Ebenso
findet man in dem fünfzehnten Hundert als mittlere Klassenzahl 28, 26;
aus dem 24. und 25. Hundert ergiebt sich die Zahl 36, 28, aus dem 61.,
62. und 63. Hundert die Zahl 58, 50, aus dem 91. bis 95. Hundert die Zahl
71, 56, endlich aus dem 96. bis 100. Hundert die Zahl 73, 54. Diese Bei-
spiele zeigen, dass die mittlere Klassenanzahl zwar langsamer wächst als
die Determinanten, aber doch viel schneller als die mittlere Geschlechter-
anzahl; bei nur massiger Aufmerksamkeit erkennt man, dass jene ziemlich
genau im Verhältnis der Quadratwurzeln aus den mittleren Determinanten
wächst. In der That haben wir durch eine theoretische Untersuchung ge-
funden, dass die mittlere Klassenanzahl in Bezug auf die Determinante — D
sehr nahe ausgedrückt wird durch

wo

e die Summe der Reihe

und

7 = 0,7467183115 = ̂ ,

i , ! , _1+J_+_I_
"^8 27 ""*" 64^125

= 0,2026423673 = 2

ist. Die nach dieser Formel berechneten mittleren Werte weichen von den-
jenigen, welche wir oben der Tafel für die Klasseneinteilung entnommen
haben, nur sehr wenig ab. Mit Hülfe dieser Formel kann man auch das
Aggregat der Anzahl aller (eigentlich primitiven positiven) Klassen, welche
den aufeinanderfolgenden Determinanten — Z>, — (D -f- 1), — (D -f- 2), . . . ,
— (D -f- m — 1) entsprechen, näherungsweise angeben, wie weit auch die
äusseren Determinanten von einander verschieden sein mögen, indem man
die jenen Determinanten nach der Formel entsprechenden mittleren Klassen-
anzahlen summiert. Man erhält so dasselbe gleich

oder näherungsweise gleich

+ m — 1] — Btn

So ergiebt sich z. B. für die hundert Determinanten von — l bis
— 100 jenes Aggregat nach der Formel gleich 481, l, während es in
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Wirklichkeit gleich 477 ist; die tausend Determinanten — l bis —1000
ergeben nach der Tafel 15533 Klassen, die Formel giebt 15551,4; das
zweite Tausend enthält nach der Tafel 28595 Klassen, die Formel liefert
28585,7; ebenso enthält das dritte Tausend in Wirklichkeit 37092 Klassen,
während die Formel 37 074,3 giebt; das zehnte Tausend giebt 72 549 nach
der Tafel, während die Formel 72 572 liefert.

303.
Eine Tafel der negativen Determinanten, welche nach der Verschieden-

heit der ihnen entsprechenden Klasseneinteilungen aufgestellt ist, giebt noch
zu vielen ändern besonderen Bemerkungen Anlass. Für die Determinanten
von der Form — (Sn 4- 3) ist die Anzahl der Klassen (sowohl derjenigen,
welche in sämtlichen Geschlechtern, als auch derjenigen, welche in den
einzelnen eigentlich primitiven Geschlechtern enthalten sind) stets durch
3 teilbar, die einzige Determinante — 3 ausgenommen, wofür der Grund
aus Artikel 256, VI von selbst sich ergiebt. Für diejenigen Determinanten,
deren Formen nur ein einziges Geschlecht ausmachen, ist die Anzahl der
Klassen immer ungerade; denn da es für eine solche Determinante nur
eine einzige ambige Klasse giebt, nämlich die Hauptklasse, so ist die
Anzahl aller übrigen Klassen, von denen stets je zwei entgegengesetzt sind,
notwendig gerade, und daher die Anzahl aller ungerade; übrigens gilt
diese letztere Eigenschaft auch für positive Determinanten. — Ferner
scheint die Reihe der De te rminan ten , denen dieselbe gegebene
Klassenein te i lung (d. h. eine gegebene Anzahl sowohl von Geschlechtern
als auch von Klassen) entspr icht , stets abzubrechen , welche ziemlich
seltsame Bemerkung wir durch einige Beispiele erläutern. (Die erste,
römische, Zahl zeigt die Anzahl der eigentlich primitiven positiven Ge-
schlechter, die folgende die Anzahl der in jedem einzelnen Geschlechte
enthaltenen Klassen an; dann folgt die Reihe der Determinanten, welchen
jene Klassifikation entspricht, und deren negatives Vorzeichen wir der
Kürze wegen weggelassen haben.)

I. l
II. 3
I. 5
I. 7

II. l
II. 2

IV. l

VIII. l

XVI. l

I, 2, 3, 4, 7
II, 19, 23, 27, 31, 43, 67, 163
47, 79, 103, 127
71, 151, 223, 343, 463, 487
5, 6, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 18, 22, 25, 28, 37, 58
14, 17, 20, 32, 34, 36, 39, 46, 49, 52, 55, 63, 64, 73, 82, 97,

100, 142, 148, 193
21, 24, 30, 33, 40, 42, 45, 48, 57, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93,

102, 112, 130, 133, 177, 190, 232, 253
105, 120, 165, 168, 210, 240, 273, 280, 312, 330, 345, 357, 385,

408, 462, 520, 760
840, 1320, 1365, 1848.
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Analog finden sich 20 Determinanten (deren grösste gleich — 1423 ist),
welchen die Klassifikation I. 9 entspricht; 4 (die grösste gleich — 1303),
welchen die Klassifikation L 11 entspricht, u. s. w. Die Klassifikationen
II. 3, II. 4, II. 5, IV. 2 entsprechen nicht mehr als 48, 31, 44, 69 Deter-
minanten respective, von denen die grössten —652, —862, —1318, —1012
sind. Da die Tafel, aus welcher diese Beispiele entnommen sind, weit über
die grössten hier vorkommenden Determinanten hinaus fortgesetzt ist*), so
scheint es nicht zweifelhaft zu sein, dass die hingeschriebenen Reihen in
der That abbrechen und diesen Schluss werden wir der Analogie gemäss
auch auf beliebige andere Klassifikationen ausdehnen dürfen. Da z. B. im
ganzen zehnten Tausend der Determinanten sich keine findet, welcher eine
Klassenzahl unterhalb 24 entspräche, so ist es höchstwahrscheinlich, dass
die Klassifikationen L 23; I. 21; ..., II. 11, II. 10, ..., IV. 5, IV. 4, IV. 3,
VIII. 2 schon vor —9000 aufgehört haben oder wenigstens nur sehr wenigen
Determinanten jenseits von —10000 zukommen. Die s t rengen Beweise
dieser Bemerkungen aber scheinen sehr schwierig zu sein. Nicht minder
merkwürdig ist es, dass sämtliche Determinanten, deren Formen in 32 oder
mehr Geschlechter zerfallen, mindestens je zwei Klassen in den einzelnen Ge-
schlechtern haben, und daher die Klassifikationen XXXII. l, LXIV, l, u. s. w.
gänzlich ausfallen (der kleinsten von diesen Determinanten, —9240, ent-
spricht XXXII. 2), und es erscheint ziemlich wahrscheinlich, dass mit
wachsender Geschlechteranzahl fortwährend mehr Klassifikationen ausfallen.
In dieser Hinsicht sind die oben angeführten 65 Determinanten, welchen
die Klassifikationen I. l, II. l, IV. l, VIII. l, XVI. l entsprechen, höchst
bemerkenswert und man sieht leicht, dass sie sämtlich und zwar sie allein
die beiden ausgezeichneten Eigenschaften besitzen, dass sämtliche zu ihnen
gehörigen Formenklassen ambig und irgend zwei in demselben Geschlechte
enthaltene Formen notwendig sowohl eigentlich als auch uneigentlich
äquivalent sind. Übrigens sind dieselben 65 Zahlen (unter einem etwas
verschiedenen Gesichtspunkte, dessen unten Erwähnung gethan werden wird,
und mit einem leicht zu beweisenden Kriterium) schon von Eule r angegeben
worden, Nouv. Mem. de VAc. de Berlin 1776 p. 338.

304.

Die Anzahl der eigentlich primitiven Klassen, welche die binären Formen
mit pos i t iver q u a d r a t i s c h e r D e t e r m i n a n t e 7c2 bilden, kann über-
haupt a priori bestimmt werden und ist gleich der Anzahl der Zahlen,
welche prim zu 2& und kleiner als 2& sind; daraus leitet man durch nicht
schwierige Schlüsse, die wir hier unterdrücken müssen, her, dass die mittlere

*) Nämlich während des Druckes der Disquistiwnes bis zu — 3000 in einem Zuge,
sodann durch das ganze zehnte Tausend und mehrere andere zerstreute Hunderte, zu
denen noch sehr viele besondere mit Fleiss ausge\vählte Determinanten kommen.

Anzahl der zu solchen Determinanten gehörigen Klassen für die Determi-

nante &2 sehr nahe durch -j ausgedrückt wird. — Die positiven nicht-

quadra t i schen Determinanten aber bieten in dieser Hinsicht ganz
eigenart ige Erscheinungen dar. Während nämlich eine kleine Klassen-
anzahl, z. B. die Klassifikation I. l oder I. 3 oder II. l u. s. w., bei
negativen und quadratischen Determinanten nur für kleine, sich nicht
weit erstreckende Werte derselben stattfindet, besitzt dagegen unter den
positiven nichtquadratischen Determinanten, wenigstens wenn sie nicht sehr
gross sind, der bei weitem grösste Teil solche Klassifikationen, wo nur eine
Klasse in jedem Geschlechte vorhanden ist, so dass die folgenden I. 3, I. 5,
II. 2, II. 3, IV. 2 u. s. w. sehr selten sind. So befinden sich z. B. unter
den 90 nichtquadratischen, die Zahl 100 nicht übersteigenden Determinanten
11, 48, 27, welchen die Klassifikationen I. 1;<II. 1; IV. l respective ent-
sprechen; nur für eine einzige (37) ist I. 3, zwei (34 und 82) haben die
Klassifikation II. 2 und nur eine (79) die Klassifikation II. 3. Wenn jedoch
die Determinanten zunehmen, so werden grössere Klassenanzahlen merklich
häufiger; so besitzen z. B. unter den 96 nichtquadratischen Determinanten
von 101 bis 200 zwei (101 und 197) die Klassifikation I. 3; vier (nämlich
145, 146, 178, 194) die Klassifikation II. 2; drei (141, 148, 189) die folgende:
II. 3. Von den 197 nichtquadratischen Determinanten von 801 bis 1000
haben drei die Klassifikation I. 3, vier II. 2, vierzehn II. 3, zwei II. 5, zwei
II. 6, fünfzehn IV. 2, sechs IV. 3, zwei IV. 4, vier VIII. 2; die übrigen 145
haben nur eine Klasse in jedem Geschlechte, — Es würde eine schöne und
der Anstrengung der Geometer nicht unwürdige Aufgabe sein, zu ermitteln,
nach welchem Gesetze die nur eine Klasse in jedem Geschlechte besitzenden
Determinanten fortwährend seltener werden; bis jetzt können wir weder
theoretisch entscheiden, noch" durch Beobachtung mit hinreichender Sicherheit
vermuten, ob dieselben endlich ganz abbrechen (was jedoch wenig wahr-
scheinlich erscheint), oder wenigstens unendlich selten werden, oder ob ihre
Häufigkeit sich beständig mehr einer festen Grenze nähert. Die mittlere
Klassenanzahl wächst in einem nur wenig grösseren Verhältnis als die
Anzahl der Geschlechter, und bei weitem langsamer als die Quadratwurzeln
aus den Determinanten; zwischen 800 und 1000 findet man jene gleich 5,01.
Es möge gestattet sein, diesen Bemerkungen eine andere hinzuzufügen,
welche die Analogie zwischen den positiven und negativen Determinanten
in gewisser Weise wiederherstellt. Wir finden nämlich, dass für eine positive
Determinante D nicht sowohl die Klassenanzahl selbst als vielmehr das
Product aus dieser Anzahl und dem Logarithmus der Grosse t-i-u-^fD (wo
£, u die kleinsten der Gleichung t2 — Du2 = l genügenden Zahlen ausser 1,0
bezeichnen) der Klassenanzahl für eine negative Determinante aus mehreren
hier nicht weitläufiger darzulegenden Gründen analog ist, und dass der
mittlere Wert jenes Products ebenso genau durch eine Formel von der Form

— n dargestellt wird; doch vermochten wir noch nicht die Werte der
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constanten Grossen m, n theoretisch zu bestimmen. Wenn man aus der
Vergleichung einiger Hunderte von Determinanten etwas folgern darf, so
scheint der Wert von m nicht sehr von 2£ verschieden zu sein. — Übrigens
behalten wir uns vor, über die Prinzipien der vorstehenden Untersuchungen
betreffend die mittleren Werte von Grossen, welche nicht nach einem
analytischen Gesetze fortschreiten, sondern sich nur einem solchen Gesetze
asymptotisch fortwährend nähern, bei anderer Gelegenheit ausführlicher zu
handeln. Wir gehen jetzt zu einer ändern Untersuchung über, durch welche
verschiedene eigentlich primitive Klassen mit derselben Determinante mit
einander verglichen werden, womit wir dann diesen langen Abschnitt
beschliessen.

Eigentümlicher Algorithmus der eigentlich primitiven
Klassen; reguläre und irreguläre Determinanten u. s. w*

305.
Satz. Beze ichne t K die Haup tk las se der Formen mit der

gegebenen De te rminan te D, C irgend eine andere Klasse aus
dem Hauptgeschlecht der Formen mit derselben Determinante,
sind endlich 2(7, 3(7, 4(7, ... die Klas sen , welche durch Dupli-
kat ion, Tr ip l ika t ion , Quadrup l ika t ion u. s. w. der Klasse C (wie
im Art ikel 249) en t s tehen , so wird man in der Eeihe (7, 2(7, 3(7, . . . ,
wenn sie weit genug fo r tgese tz t wird, endlich zu einer Klasse,
die mit K i den t i s ch ist, ge langen , und n immt man an, dass mC
die erste mit JTident ische Klasse und die Anzah l aller im Haupt-
geschlechte en tha l tenen Klassen gleich n sei, so ist en tweder
m = n oder m ein aliquoter Teil von n.

Beweis. I. Da sämtliche Klassen K, (7, 2(7, 3(7, ... notwendig zum Haupt-
geschlechte gehören (Artikel 247), so können die n + 1 ersten Klassen dieser
Keihe E", (7, 2(7, . . ., nC offenbar nicht sämtlich verschieden sein. Es wird
daher entweder K mit irgend einer der Klassen (7, 2(7, 3(7, . . ., nC identisch,
oder es werden wenigstens zwei von diesen Klassen unter sich identisch sein.
Es sei rC=sö und r>s; dann ist auch:

(r— 1)0 =(«—!) C, (r-2)(7=(s-2)<7,...., ( r+1— *)C=0,

somit (r — s)C = K.
IL Hieraus folgt auch sogleich, dass m entweder = n oder <w ist,

und es bleibt daher nur zu zeigen, dass im letzteren Falle m ein aliquoter
Teil von n ist. Da die Klassen

K, C, 2(7,. . . . , (m— 1) (7,

deren Coinplex wir mit (5 bezeichnen, in diesem Falle das ganze Haupt-
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geschlecht noch nicht erschöpfen, so sei C' irgend eine in 6 nicht ent-
haltene Klasse dieser Art, und es werde der Complex der Klassen, welche
durch Composition von C' mit den einzelnen Klassen in 6 entstehen, nämlich

mit (£' bezeichnet. Man sieht nun leicht, dass alle Klassen in G' sowohl
unter einander als auch von sämtlichen Klassen in 6 verschieden sind und
zum Hauptgeschlechte gehören. Wenn daher S und 6' dieses Geschlecht
völlig erschöpfen, so haben wir n = 2w, wenn nicht, so ist 2m<Cft. Es
sei im letzteren Falle C" irgend eine andere weder in (£ noch in S' ent-
haltene Klasse des Hauptgeschlechts und man bezeichne die Gesamtheit der
Klassen, welche durch Composition von C" mit den einzelnen Klassen in
6 hervorgehen, nämlich

C", C"+ (7, C"+ 2(7, . . . . , C"+ (m - 1) (7,

mit S". Dann folgt leicht, dass alle diese unter sich und von sämtlichen
Klassen in (£ und (£' verschieden sind und zum Hauptgeschlechte gehören.
Wenn daher (5, S', (£" dieses Geschlecht erschöpfen, so ist n = 3/w, wenn
nicht, so ist n > 3w, in welchem Falle eine andere in dem Hauptgeschlechte,
aber nicht in S, (£' oder ß" enthaltene Klasse, wenn sie auf ähnliche Weise
behandelt wird, zu dem Schlüsse führt, dass entweder n = 4w oder n > 4m
ist, u. s. f. Da nun n und m endliche Zahlen sind, so wird das Haupt-
geschlecht notwendig einmal erschöpft werden, und es wird n ein Vielfaches
von m oder m ein aliquoter Teil von n sein.

Beispiel. Ist D= — 356, (7= (5, 2, 72)*), so findet man: 2(7= (20, 8, 21),
3C = (4, 0, 89), 4(7= (20, —8, 21), 5(7= (5, —2, 72), 6(7= (l, 0, 356). Hier
ist also w = 6, n aber ist für diese Determinante gleich 12. Nimmt man
für C' die Klasse (8,2,45), so sind die übrigen fünf Klassen in C' :
(9, -2, 40), (9,2,40), (8, -2, 45), (17,1,21), (17, -1,21).

306.
Man wird finden, dass der Beweis des vorstehenden Satzes ganz analog

ist den Beweisen in den Artikeln 45, 49, und in der That besitzt die
Theorie der Multiplikation der Klassen mit dem im dritten Abschnitt be-
handelten Gegenstande in jeder Beziehung einen sehr nahen Zusammenhang.
Doch gestatten die Grenzen dieses Werkes nicht, jene Theorie mit der ihr
gebührenden Ausführlichkeit zu verfolgen; wir fügen daher hier nur einige
Bemerkungen hinzu, unterdrücken auch die Beweise, welche einen weit-
läufigeren Apparat erfordern würden, und behalten uns eine ausführlichere
Untersuchung für eine andere Gelegenheit vor.

*) Die Klassen werden hier immer durch die (einfachsten) in ihnen enthaltenen
Formen dargestellt.
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I. Wird die Keine JET, 0, 20, 3(7,... über (m — 1) 0 hinaus fortgesetzt,
so werden sich wiederum dieselben Klassen ergeben:

mC=E, (m-i-1)0=0, (m + 2) 0=20,...

und allgemein werden (wenn man der Kürze wegen K als 0(7 betrachtet)
die Klassen gC, g'C identisch oder verschieden sein, je nachdem g und g'
nach dem Modul m congruent oder incongruent sind. Die Klasse nö ist
daher immer identisch mit der Hauptklasse K.

II. Die G-esamheit der Klassen K, 0, 20,..., (m — 1) (7, welche
wir oben mit (5 bezeichnet haben, werden wir die Periode der Klasse 0
nennen, welcher Ausdruck nicht mit den in den Artikeln 186 u. ff. be-
handelten Perioden der reducierten Formen mit positiver nichtquadratischer
Determinante zu verwechseln ist. Offenbar entsteht also durch Coinposition
beliebig vieler in derselben Periode enthaltenen Klassen ebenfalls eine in
dieser Periode enthaltene Klasse:

9C + g'C+ g"G + • • • = (g + g' + 9" -f- • • •) C.

III. Da C + (m — 1) (7= K ist, so werden die Klassen C und (m — 1)0
und ebenso 20 und (m — 2) 0, 30 und (m — 3) 0 u. s. w. entgegengesetzt
sein. Wenn daher m gerade ist, so ist die Klasse ^mC sich selbst ent-
gegengese tz t und daher ambig; umgekehrt, wenn in S ausser K noch
eine andere ambige Klasse vorkommt, etwa #0, wird gC=(m — g)C und
daher g = m — g = ^m sein. Hieraus folgt, dass, wenn m gerade ist,
ausser den beiden Klassen K und -£wO, wenn aber m ungerade ist, ausser
der einen Klasse K keine andere ambige Klasse in 6 enthalten sein kann.

IV. Wenn man annimmt, dass die Periode irgend einer in 6 enthal-
tenen Klasse hö

K, hC, 2AC, 3ÄC, ..., (m'— 1)ÄO

sei, so ist offenbar m'h das kleinste durch m teilbare Vielfache von li. Wenn
daher m und h prim zu einander sind, so ist m'=w, und die beiden
Perioden werden dieselben Klassen, nur in verschiedener Eeihenfolge ent-
halten; allgemein aber ist, wenn \L den grössten gemeinschaftlichen Teiler

wi
von m und h bezeichnet, m'= —. Hieraus geht hervor, dass die Anzahl

der in der Periode irgend einer Klasse aus 6 enthaltenen Klassen entweder
gleich m oder gleich einem aliquoten Teile von m ist, und zwar werden
soviele Klassen in 6 Perioden von m Gliedern haben, als es unter den
Zahlen 0, l, 2, ... , m — l zu m prime Zahlen giebt, also <p(m), wenn
man sich der Bezeichnung des Artikels 39 bedient; allgemein aber haben

ryyi

soviel Klassen in (5 Perioden von — Gliedern, als unter den Zahlen 0,1,2 ...,
H*
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m— l mit m den grössten gemeinschaftlichen Teiler JJL haben, deren An-

zahl, wie leicht ersichtlich, 9 ( — ) ist. Wenn daher m = n oder also das

ganze Hauptgeschlecht unter (5 enthalten ist, so giebt es in diesem Ge-
schlecht im Ganzen 9 (n) Klassen, deren Perioden dasselbe Geschlecht ganz
enthalten, und 9 (e) Klassen, deren Perioden aus e Gliedern bestehen, wo e
irgend einen Teiler von n bezeichnet. Dieser Schluss gilt allgemein, wenn
es im Hauptgeschlecht irgend eine Klasse giebt, deren Periode aus n Glie-
dern besteht

V. Unter derselben Voraussetzung kann das System der Klassen
des Hauptgeschlechts nicht zweckmässiger aufgestellt werden, als wenn
man irgend eine eine Periode mit n Gliedern besitzende Klasse gewisser-
massen als Basis nimmt und die Klassen des Hauptgeschlechts in der-
jenigen [Reihenfolge anordnet, in welcher sie in der Periode jener fort-
schreiten. Wenn dann der Hauptklasse der Index 0, der Klasse, welche
als Basis genommen ist, der Index l u. s. w. beigelegt wird, so kann man
durch blosse Addition der Indices finden, welche Klasse durch Composition
irgend welcher Klassen des Hauptgeschlechts hervorgeht. Hier ist ein Bei-
spiel für die Determinante — 356, wo wir die Klasse (9, 2, 40) zur Basis
genommen haben.

0(1, 0, 356)
1 (9, 2, 40)
2(5, 2, 72)
3 (8, - 2, 45)

4(20,
5 (17,
6 (4 ,
7 (17,

8,21)
1,21)
0,89)

- 1, 21)

8(20,
9 ( 8 ,

10(5,
11 (9,

-8,21)
2,45)

- 2, 72)
-2,40).

VI. Obwohl es aber sowohl die Analogie mit Abschnitt III als auch die
Untersuchung von mehr als 200 negativen Determinanten und von noch
weit mehr positiven nichtquadratischen Determinanten höchst wahrscheinlich
zu machen scheint, dass jene Voraussetzung für alle Determinanten statt-
findet, so würde ein solcher Schluss doch falsch sein und durch eine Fort-
setzung der Tafel für die Klasseneinteilungen widerlegt werden. Wir wollen
der Kürze wegen d ie jenigen De t e rminan t en , für welche das ganze
Hauptgeschlecht in einer e inzigen Per iode enthal ten sein kann,
reguläre, die übr igen aber , für welche dieses nicht möglich ist, irre-
guläre Determinanten nennen. Diesen Gegenstand, welcher zu den ver-
stecktesten Geheimnissen der höheren Arithmetik zu gehören und den
schwierigsten Untersuchungen Kaum zu gewähren scheint, können wir hier
nur durch wenige Bemerkungen illustrieren, denen wir die folgende all-
gemeine Bemerkung vorausschicken.

VII. Wenn im Hauptgeschlechte die Klassen 0, C' vorkommen, deren
Perioden aus m, m' Klassen bestehen und M die kleinste durch m und m'
teilbare Zahl ist, so giebt es in demselben Geschlechte auch Klassen, deren
Perioden M Glieder enthalten. Zerlegt man M in zwei zu einander prime
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Factoren r, /, von denen der eine (r) in w, der andere (/) in m' aufgeht

(Artikel 73), so hat die Klasse— 0+^ C'= C" die verlangte Eigenschaft.

Denn nehmen wir an, dass die Periode der Klasse G" aus g Gliedern be-
stehe, so ist
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demnach muss —7— durch m' oder gr durch r' und somit auch g durch r'

teilbar sein. In ganz ähnlicher Weise findet man, dass g durch r teilbar
ist, so dass auch g durch rr' = M teilbar ist. Da aber offenbar MC" = K
ist, so wird auch M durch g teilbar und daher notwendig M=g sein.
Hieraus folgt leicht, dass die gröss te Anzahl der in irgend einer Periode
(für eine gegebene Determinante) enthaltenen Klassen durch die Anzahl
der Klassen in jeder ändern Periode (einer Klasse aus demselben Haupt-
geschlechte) teilbar ist. Gleichzeitig kann ebendaraus eine Methode ab-
geleitet werden, eine solche Klasse, deren Periode möglichst gross ist (und
daher für eine reguläre Determinante das ganze Hauptgeschlecht umfasst),
zu ermitteln, eine Methode, die der Methode in den Artikeln 73, 74 völlig
analog ist, obwohl in der Praxis die Arbeit durch mehrere Kunstgriffe zu-
sammenzogen werden kann. Der Quot ien t der Divis ion der Zahl n
durch die Klassenanzah l in der gröss ten Periode, welcher bei regu-
lären Determinanten gleich l ist, wird für irreguläre Determinanten stets
eine ganze Zahl, die grösser als l ist, und ist für solche ganz besonders
geeignet, die verschiedenen Arten der Irregularität auszudrücken, und kann
daher Irregularitätsexponent genannt werden.

VIII. Bisher hat man keine allgemeine Eegel, durch welche man die
regulären Determinanten von vornherein von den irregulären unterscheiden
könnte, besonders weil sich unter den letzteren sowohl prime als auch zu-
sammengesetzte Zahlen vorfinden; es möge daher genügen, hier einige
specielle Bemerkungen anzuknüpfen. Wenn in dem Hauptgeschlechte mehr
als zwei ambige Klassen enthalten sind, so ist die Determinante sicher
irregulär und der Irregularitätsexponent gerade; wenn aber nur eine oder
zwei ambige Klassen in jenem Geschlechte vorhanden sind, so ist die
Determinante entweder regulär oder wenigstens der Irregularitätsexponent
ungerade. Alle negativen Determinanten von der Form —(216^+27), die
eine — 27 allein ausgenommen, sind irregulär und der Irregularitätsexponent
ist durch 3 teilbar; dasselbe gilt von den negativen Determinanten von der
Form — (1000& + 75) und — (1000Ä +675), die eine —75 allein aus-
genommen, und von unzählig vielen ändern. Ist der Irregularitätsexponent
eine Primzahl p oder wenigstens durch p teilbar, so ist n durch p^ teilbar,
woraus folgt, dass, wenn n keinen quadratischen Teiler enthält, die Deter-
minante sicher regulär ist. Kur für positive quadra t i sche Determinanten e2

kann man immer von vornherein entscheiden, ob sie regulär oder irregulär
sind; jenes findet nämlich statt, wenn e entweder l oder 2 oder eine
ungerade Primzahl oder die Potenz einer ungeraden Primzahl ist; dieses
in allen übrigen Fällen. Für negative Determinanten werden die irregulären
immer häufiger, je grösser die Determinanten sind; so finden sich z. B. in
dem ganzen ersten Tausend dreizehn irreguläre, nämlich (mit Weglassung
des negativen Vorzeichens) 576, 580, 820, 884, 900, deren Irregularitäts-
exponent 2, und 243, 307, 339, 459, 675, 755, 891, 974, deren Irregularitäts-
exponent 3 ist; in dem zweiten Tausend finden sich, 13, deren Irregularitäts-
exponent 2, und 15, deren Irregularitätsexponent 3 ist;*) im zehnten
Tausend finden sich 31 mit dem Irregularitätsexponenten 2 und 32 mit
dem Irregularitätsexponenten 3. Ob unterhalb —10000 Determinanten mit
einem Irregularitätsexponenten, der grösser als 3 ist, vorkommen, kann ich
noch nicht entscheiden; jenseits dieser Grenze können sich irgend welche
gegebene Exponenten ergeben. Dass sich die Häufigkeit der irregulären
negativen Determinanten zur Häufigkeit der regulären mit wachsenden
Determinanten mehr und mehr einem constanten Verhältnis nähert, ist
höchst wahrscheinlich, und würde die Bestimmung dieses Verhältnisses
eine der Bemühungen der Geometer würdige Aufgabe sein. — Für positive
nichtquadratische Determinanten sind die irregulären viel seltener; solche,
deren Irregularitätsexponent gerade ist, giebt es jedenfalls unendlich viele
(z. B. 3026, für welche derselbe gleich 2 ist); auch erscheint es nicht
zweifelhaft, dass solche existieren, deren Irregularitätsexponent ungerade
ist, obwohl wir gestehen müssen, dass uns eine solche bisher nicht auf-
gestossen ist.

IX. Über die bequemste Anordnung des Systems der Klassen, welche
für eine irreguläre Determinante im Hauptgeschlechte enthalten sind,
können wir hier der Kürze wegen nicht handeln; wir bemerken nur, da
eine einzige Basis hierzu nicht ausreicht, dass man hier zwei oder sogar
noch mehrere Klassen annehmen muss, durch deren Multiplikation und
Composition alle ändern entstehen. Hierdurch ergeben sich doppelte und
vielfache Indices, die ungefähr denselben Nutzen gewähren, wie die ein-
fachen bei den regulären Determinanten. Diesen Gegenstand werden wir
jedoch bei anderer Gelegenheit ausführlicher behandeln.

X. Endlich bemerken wir, dass, da alle in diesem und dem vorigen
Artikel betrachteten Eigenschaften hauptsächlich von der Zahl n abhängen,
welche etwas Ähnliches ist wie die Zahl p — l im Abschnitt III, diese
Zahl die grösste Beachtung verdient, und wäre es somit auf das innigste
zu wünschen, dass zwischen ihr und der Determinante, zu der sie gehört,
ein allgemeiner Zusammenhang entdeckt würde. Au dieser sehr wichtigen
Sache glauben wir um so weniger verzweifeln zu dürfen, als es bereits
gelungen ist, den mittleren Wert des Products aus n und der Anzahl der

*) Vgl. die Zusätze am Schlüsse der Disquisitiones.
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Geschlechter (welche von vornherein bestimmt werden kann) wenigstens
für negative Determinanten durch eine analytische Formel darzustellen
(Artikel 302).*)

307.
Die Untersuchungen der vorigen Artikel umfassen nur die Klassen des

Hauptgeschlechts und reichen daher sowohl für positive Determinanten,
in denen es überhaupt nur ein Geschlecht giebt, als auch für negative
Determinanten aus, für welche es nur ein positives Geschlecht giebt, wenn
wir auf das negative Geschlecht keine Eücksicht nehmen wollen. Wir
haben daher nur noch in Bezug auf die übrigen (eigentlich
primitiven) Geschlech te r Einiges h i n z u z u f ü g e n .

I. Wenn es in dem Geschlechte 6r', welches vom Hauptgeschlechte G
(mit derselben Determinante) verschieden ist, irgend eine ambige Klasse
giebt, so giebt es in ihm ebensoviele wie in 6f. Es mögen in G die
ambigen Klassen X, M, N, ... (unter denen sich auch die Hauptklasse K
befindet), in G' aber die ambigen Klassen L', M', N', ... sein, und es
möge die Gesamtheit jener mit 4, die Gesamtheit dieser mit A' bezeichnet
werden. Da offenbar sämtliche Klassen L-\-U, If H-Z/, N-+-L', ...
ambig und verschieden sind und zu G' gehören, also unter A' enthalten
sein müssen, so kann die Anzahl der Klassen in A sicher nicht kleiner
sein als in A; da ebenso L'+ L', M'-\- L', N1-}- L', ... von einander ver-
schieden und ambig sind und zu G gehören, also unter A enthalten sind,
so kann die Anzahl der Klassen in A nicht kleiner sein als in A. Daher
sind die Anzahlen der Klassen in A und A notwendig einander gleich.

II. Da die Anzahl aller ambigen Klassen der Anzahl der Geschlechter
gleich ist (Artikel 261, 287 III), so darf offenbar, wenn es in G nur eine
ambige Klasse giebt, in jedem Geschlechte nur eine ambige Klasse enthalten
sein; wenn aber in G zwei ambige Klassen existieren, so muss es in der
Hälfte aller Geschlechter je zwei, in den übrigen gar keine geben; und wenn
in G mehrere, etwa a**), ambige Klassen enthalten sind, so wird der
at& Teil sämtlicher Geschlechter je a ambige Klassen, die übrigen aber
gar keine solchen enthalten.

III. Es seien für den Fall, wo G zwei ambige Klassen enthält,
G, G', G", ... diejenigen Geschlechter, welche je zwei und H, H', II",...
diejenigen, welche keine ambigen Klassen enthalten, und man bezeichne
die Gesamtheit jener mit ©, die Gesamtheit dieser mit £. Da durch Com-
position zweier ambigen Klassen immer eine ambige Klasse entsteht
(Artikel 249), so ist leicht ersichtlich, dass durch Composition zweier
Geschlechter aus © immer ein Geschlecht aus © hervorgeht. Hieraus folgt
ferner, dass durch Composition eines Geschlechtes aus © mit einem

*) Vgl. die Zusätze am Schlüsse der Disquisitiones.
**) Dies kann nur für irreguläre Determinanten stattfinden, und es ist a immer

eine Potenz von 2.
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Geschlechte aus § ein Geschlecht aus $ entsteht. Denn wenn z. B. G'-\- H
nicht zn £) sondern zu © gehörte, so würde auch 6?'-t- H•+- G' zu ©
gehören müssen, was absurd ist, da G'-\- G'= G- und daher G'-f- JET 4- G'= H
ist. Endlich folgert man leicht, dass die Geschlechter G -f- JET, G'-\- H>
6r"-KBT, . • • zusammen mit H-\-H, H'-}- H, H"+ £T, ... sämtlich verschieden
und daher mit © und £) zusammengenommen identisch sind; nach dem
soeben Bewiesenen gehören aber die Geschlechter G -f- H, G' 4- H,
6r"+ H, ... sämtlich zu § und erschöpfen somit diesen Complex, daher
werden die übrigen H+H, H'-\-H, H"-}-H, ... sämtlich zu © gehören,
d. h. durch Composition zweier Geschlechter aus £ entsteht immer ein
Geschlecht aus ©.

IV. Ist E eine Klasse des vom Hauptgeschlecht G verschiedenen
Geschlechts F, so werden offenbar 2J57, 4J£> 6JE7, ... sämtlich zu G, da-
gegen 3E, 51£, 7J5J, ... sämtlich zu V gehören. Wenn daher die Periode
der Klasse %E aus m Gliedern besteht, so wird offenbar in der Reihe
E, 22?, 3iJ, ... die Klasse 2mE und keine frühere mit K identisch sein,
oder die Periode der Klasse E wird aus 2m Gliedern bestehen. Hiernach
ist die Anzahl der Glieder in der Periode einer jeden Klasse, welche zu
einem ändern Geschlechte als dem Hauptgeschlechte gehört, entweder %n
oder ein aliquoter Teil von 2^, wenn n die Anzahl der Klassen in den
einzelnen Geschlechtern bezeichnet.

V. Es sei C eine gegebene Klasse des Hauptgeschlechts G, E eine
Klasse des Geschlechts F, durch deren Duplikation C entsteht (eine solche
giebt es stets, Artikel 286), und es seien ferner K, K', K", ... sämtliche
ambigen (eigentlich primitiven mit derselben Determinante) Klassen. Dann
sind sämtliche Klassen, durch deren Duplikation C entsteht, die folgenden:
E(=E-}-K), E-\-Kr, E+K", ..., deren Complex durch Ö dargestellt
werden möge; die Anzahl dieser Klassen ist gleich der Anzahl der ambigen
Klassen oder gleich der Anzahl der Geschlechter. Es ist klar, dass von den
Klassen in Ö soviel zum Geschlechte V gehören, als es in G ambige
Klassen giebt; bezeichnet man daher die Anzahl dieser mit <r, so giebt es
offenbar in jedem Geschlechte entweder a Klassen aus ö oder gar keine. Hier-
aus folgt leicht, dass, wenn a = l ist, in jedem Geschlechte eine Klasse aus
ß enthalten ist; dass ferner, wenn a = 2 ist, die Hälfte aller Geschlechter
je zwei Klassen aus ö, die übrigen aber gar keine enthalten, und dass die
erstere Hälfte entweder ganz mit ©, die letztere ganz mit £, oder diese
mit © und jene mit £) zusammenfällt (in derselben Bedeutung wie oben
in III). — Ist a noch grösser, so wird der ate Teil aller Geschlechter die
Klassen ß enthalten (und zwar jedes einzelne a Klassen).

VI. Nehmen wir nun an, dass C eine solche Klasse sei, deren Periode
aus n Gliedern besteht, so sieht man leicht, dass in dem Falle, wo a = 2
und daher n gerade ist, keine Klasse aus ß zu G gehören kann (denn dann
würde eine solche Klasse in der Periode von C enthalten sein; wenn die-
selbe also gleich rC oder 2rC=C wäre, so würde 2r^l (mod. n) sein,
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was absurd ist); somit müssen, da G zu © gehört, notwendig alle Klassen
ß unter die Geschlechter £ verteilt sein. Hieraus folgt, da es (für eine
reguläre Determinante) in G im Ganzen <p(?a), Perioden von n Gliedern be-
sitzende Klassen giebt, dass sich für den Fall, wo a = 2 ist, in jedem Ge-
schlechte £ im Ganzen 2<p(w) Klassen vorfinden, deren Perioden 2n Glieder
und daher sowohl ihr eigenes Geschlecht als auch das Hauptgeschlecht
umfassen; ist dagegen a=l, so giebt es in jedem vom Hauptgeschlechte
verschiedenen Geschlechte y(ri) derartige Klassen.

VII. Auf diese Bemerkungen gründen wir die folgende Methode,
das System aller eigentl ich pr imi t iven Klassen für jede gegebene
reguläre (denn die irregulären lassen wir gänzlich bei Seite) Determi-
nante mögl ichst zweckmäss ig aufzus te l len . Man wähle nach Be-
lieben eine Klasse E aus, deren Periode 2w Glieder und daher sowohl ihr
eigenes Geschlecht, welches V sei, als auch das Hauptgeschlecht enthält;
die Klassen dieser beiden Geschlechter ordne man so an, wie sie in jener
Periode fortschreiten. Auf diese Weise ist die Sache bereits erledigt, wenn
es keine Geschlechter weiter als diese beiden giebt, oder es nicht nötig
erscheint, die übrigen hinzuzunehmen (z. B. bei einer solchen negativen
Determinante, bei welcher es nur zwei positive Geschlechter giebt). Wenn
aber vier oder mehr Geschlechter aufzustellen sind, so behandle man die
übrigen in folgender Weise: Ist V irgend eins von den übrigen und
7-1- 7'= 7", so giebt es in V und V" zwei ambige Klassen (nämlich
entweder in jeder der beiden eine oder in der einen zwei, in der ändern
gar keine); aus diesen wähle man eine nach Belieben aus, so folgt leicht,
dass, wenn A mit den einzelnen Klassen in G und 7 zusammengesetzt wird,
2^ verschiedene zu V und V" gehörige und daher diese Geschlechter völlig
erschöpfende Klassen entstehen; daher können auch diese Geschlechter ge-
ordnet werden. — Wenn ausser diesen vier Geschlechtern noch andere übrig
sind, so sei V" eins von den übrigen, und ferner seien 7"", 7'"", V"""
diejenigen Geschlechter, welche durch Composition des Geschlechts V" mit
7, T und V" entstehen. Diese vier Geschlechter V", V"", ..., V"""
enthalten vier ambige Klassen, und es ist klar, dass, wenn von diesen eine
A' ausgewählt und mit den einzelnen Klassen in 6r, F, 7', V" zusammen-
gesetzt wird, alle Klassen in 7 / / / , . . . . , V""" hervorgehen. — Sind noch
mehr Geschlechter übrig, so fahre man in derselben Weise fort, bis sie
sämtlich erschöpft sind. Offenbar wird man, wenn die Anzahl aller auf-
zustellenden Geschlechter 2^ ist, im Ganzen 2fx~1 ambige Klassen nötig ha-
ben, und jede Klasse dieser Geschlechter wird hervorgebracht werden
können entweder durch Multiplikation der Klasse E oder durch Composition
einer durch eine solche Multiplikation entstandenen Klasse mit einer oder
mehreren ambigen. Wir geben hier zwei Beispiele, durch welche diese
Eegeln erläutert werden sollen; mehr können wir hier über den Nutzen
derartiger Constructionen oder über die Kunstgriffe, durch welche die
Arbeit erleichtert werden kann, nicht hinzufügen.

I. De te rminan te —161.
Vier positive Geschlechter; in jedem einzelnen vier Klassen.

G
1,4; £7; £23

(l, 0, 161)= K
(9, l, 18) = 2#
(2, l, 81) = 4̂
(9, - l, 18) = 6E

V
3,4; £7; N22

(7, 0,23) = 4
(11, —2, 15) =
(14, 7, 15) =
(11, 2, 15) =

V
3,4; Nl; £23

(3, l, 54)= E
(6, -l, 27) = 3̂
(6, l, 27) == 5E
(3, -l, 54) = 1E

V"
1,4; Nl-, N2B

(10, 3, 17) = 4 4- E
( 5, 2, 33) = A 4- 3E
( 5, - 2, 33) = A -h bE
(10, —3, \1) = A + 1E.

II. De t e rminan t e —546.
Acht positive Geschlechter; in jedem einzelnen drei Klassen.

a
l u, 3,8; £3; £7; £13
( l, 0, 546)= K
(22, —2, 25) = 2#
(12, 2, 25) = 4E

7'
l u. 3,8; NZ-, £7; N13

( 2, 0, 273) = A
(11, -2, 50) = A + 2E
(11, 2, 50)

l u. 3,8; iV3; Nli
( 3, 0, 182) = ̂ '
(17, 7, 35) = A' + 2E
(17, —7, 35) = A' + ±E

7'""

l u. 3,8; A3; N7; N13

( 6, 0, 91) = 4 4-.4'
(19, 9, 3S) = A + A' + 2E
(19, — 9, 33) = A -i- A' + ±E

7
3 u. 7,8; #3; M
( 5, 2, 110) = E
(21, 0, 26) = 3 E
( 5, -2, 110) = 5^

V"
b u. 7,8; £3; ^7;

(10, 2, 55) == A + ^
(13, 0, 42) = A 4 31?
(10, - 2, 55) = A 4- 5#

yttn

5 u. 7,8; £3; £7; M3

(15, —3, 37) = 4'4- E
( 7, 0, 78) = A'-t-3E
(15, 3, 37) = ^L' + 5.#

5 u. 7,8; N3; £7; £13

(23, 11, 29) = A + A' 4-
(14, 0, 39) = ̂ i4^4' 4
(23, —11, 29) = 44- A' + \

E
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Sechster Abschnitt.

Verschiedene Anwendungen
der vorhergehenden Untersuchungen.

308.

Wie fruchtbar die höhere Arithmetik an Wahrheiten ist, welche auch
in ändern Teilen der Mathematik Nutzen gewähren, haben wir bereits an
mehreren Stellen vorübergehend berührt; wir haben es aber für nicht un-
nützlich gehalten, gewisse Anwendungen, welche eine ausführlichere Aus-
einandersetzung verdienen, für sich zu behandeln, nicht sowohl um diesen
Gegenstand, mit dem man leicht mehrere Bände füllen könnte, zu erschöpfen,
als vielmehr ihn durch einige Proben in ein helleres Licht zu setzen. Im
gegenwärtigen Abschnitte werden wir zuerst von der Zerlegung der Brüche
in einfachere, sodann von der Verwandlung der gemeinen Brüche in Deci-
malbrüche handeln; darauf werden wir eine neue Ausschliessungsmethode,
welche zur Auflösung der unbestimmten Gleichungen zweiten Grades dient,
auseinandersetzen; endlich werden wir neue einfache Methoden angeben, um
die Primzahlen von den zusammengesetzten zu unterscheiden und die Fac-
toren der letzteren zu ermitteln. Im folgenden Abschnitte aber werden wir
die allgemeine Theorie einer besonderen in der gesamten Analysis sehr
häufig angewandten Art von Functionen, soweit sie mit der höheren Arith-
metik in innigstem Zusammenhange steht, begründen und insbesondere die
Theorie der Kreisteilung, von der bisher nur die ersten Elemente bekannt
waren, durch neue Zuthaten zu erweitern suchen.

Zerlegung der Brüche in einfachere,
309.

Aufgabe. Den Bruch — , dessen Nenner das P r o d u c t aus zweivt
zu einander pr imen Zahlen a, & ist, in zwe i andere zu zer legen,
de ren N e n n e r a und b sind.

Auflösung. Sind die gesuchten Brüche —, f-, so muss Ix -f- ay —met o
werden; demnach ist x die Wurzel der Congruenz &# = w (mod. a), die man

AO3 T)3G

nach Abschnitt II finden kann; y aber wird gleich .o/
Übrigens ist bekannt, dass die Congruenz bx = m unendlich viele, aber

nach dem Modul a congruente Wurzeln besitzt, dass es aber nur eine ein-
zige positive Wurzel, welche kleiner als a ist, giebt; ferner kann es aber
auch geschehen, dass y negativ wird. Es wird kaum nötig sein, darauf
hinzuweisen, dass y auch durch die Congruenz ay=^m (mod. &) und x durch

die Gleichung x = —-j—— gefunden werden kann. — Ist z. B. der Bruch
r o KQ
Tfi- gegeben, so ist 4 der Wert des Ausdrucks yy- (mod. 7), und somit zer-

fiu 58 • 4 , 2
fallt- m y + -.

310.

m
Ist ein Bruch — gegeben, dessen Nenner n das Product aus beliebig

vielen zu einander prinien Zahlen a, &, c, d, . . . ist, so kann derselbe nach
dem vorigen Artikel zunächst in zwei zerlegt werden, deren Nenner a und
bcd . . . sind; der zweite wiederum in zwei mit den Nennern & und cd...;
der letztere wiederum in zwei u. s. f., bis endlich der gegebene Bruch auf
die Form gebracht ist:

Die Zähler a, ß, 7, 8 . . . kann man offenbar positiv und kleiner als ihre
Nenner annehmen, mit Ausnahme des letzten, welcher, nachdem die übrigen
bestimmt sind, nicht weiter willkürlich ist und auch negativ und grösser als
der Nenner werden kann (wofern wir nicht m*<n voraussetzen). Dann

wird es meistens zweckmässig sein, ihn auf die Form—
6

zu bringen, so

dass e eine positive Zahl und kleiner als e, Je aber eine ganze Zahl ist.
Endlich ist klar, dass a, b, c, . . . so angenommen werden können, dass sie
entweder Primzahlen oder Potenzen von Primzahlen sind.

Beispiel. Der Bruch
391

l 40
auf diese Weise zerlegt in -j 4- -̂ ÖT

so dass, wenn man

wird.

, dessen Nenner gleich 4 • 3 • 7 • 11 ist, wird

40_ . !2 __38 _38 . 1____7_
231 m 3 77; 77 ln 7 11'

7 , .,. 3 9 1 1 . 2 1 . 4
l für — -yy schreibt, '924'==
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311.

[Art. 311—313]

Der Bruch— lässt sich nur auf eine e inzige Weise auf die Form
Yl

— + j--\ ---- T& derart bringen, dass a, ß, ... positiv und kleiner als

a, &, ... respective sind; denn nimmt man an, dass

sei, und dass auch a', ß', ... positive Zahlen und bezüglich Meiner als
a, &, ... seien, so muss notwendig a = a', ß = ß', 7 = 7'? ..., Jc = k'
sein. Multipliciert man nämlich mit n = äbc . . . , so wird offenbar
m = abcd . . . == afbcd . . . (mod. a) und daher, weil bcd ... zu a prim ist,
notwendig a = a' und somit a = a', und ebenso ß = ß', u. s. w., woraus
von selbst k = Je' folgt. Da es nun vollständig willkürlich ist, für welchen
Nenner der Zähler zuerst berechnet wird, so ist ersichtlich, dass alle
Zähler so wie a im vorigen Artikel gefunden werden können, nämlich ß
durch die Congruenz $acd . . . = m (mod. &), 7 durch ^äbd . . . = m (mod. c),
u. s. w. Die Summe aller so gefundenen Brüche ist entweder gleich dem

gegebenen Bruche — oder der Unterschied ist eine ganze Zahl Je, so dass

wir auf diese Weise zugleich eine Bestätigung der Kechnung erhalten. So
ergeben z. B. im Beispiel des vorigen Artikels die Werte der Ausdrücke
391 , , .. 391 , , ON 391 , , _ 391 , , . .. _ . , ,. _
2^j(mod.4), ^-(mod. 3), ̂  (mod. 7), -^ (mod. 11) sogleich die den

Nennern 4, 3, 7, 11 entsprechenden Zähler l, 2, l, 4, und man findet, dass
die Summe dieser Brüche den gegebenen Bruch um eine Einheit übersteigt.

Verwandlung der gemeinen Brüche in Decimalbrüche.

312.
Erklärung. Wenn ein gemeiner Bruch in einen Decimalbruch ver-

wandelt wird, so nennen wir die Eeihe der Decimalzahlen*) (mit Ausschluss
der ganzen Zahl, wenn eine vorhanden ist), mag dieselbe endlich sein oder
ins Unendliche gehen, die Mantisse des Bruches, indem wir den Ausdruck,
der sonst nur bei den Logarithmen gebräuchlich ist, in einer weiteren

Bedeutung nehmen. So ist z. B. die Mantisse des Bruches -^ gleich 125, die
35 2

Mantisse des Bruches TTT gleich 1875, die Mantisse des Bruches «y gleich
054054 in inf.

*) Der Kürze halber beschränken wir die folgende Untersuchung auf das geineine
decadische System, da sie sich leicht auf jedes beliebige System ausdehnen lässt.
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Aus dieser Erklärung geht sogleich hervor, dass Brüche mit demselben

Nenner — ? — dieselben oder verschiedene Mantissen haben, je nachdem
Vli YL

die Zähler Z, m nach n congruent oder incongruent sind. Eine endliche
Mantisse wird nicht geändert, wenn man rechts beliebig viele Nullen ansetzt

1 fl/n»
Die Mantisse des Bruches erhält man, wenn man von der MantisseYI

wi
des Bruches — die erste Ziffer abschneidet, und allgemein, die Mantisse des

¥l>

1 A^AM M/t

Bruches findet man, wenn man von der Mantisse des Bruches —n 7 n

die v ersten Ziffern abschneidet. Die Mantisse des Bruches — beginnt/z>
sogleich mit einer geltenden (d. h. von Null .verschiedenen) Ziffer, wenn n
nicht grösser als 10 ist; ist aber w> 10 und keiner Potenz von 10 gleich,
und die Anzahl der Ziffern, aus denen sie besteht, gleich ß, so sind die
k — l ersten Ziffern der Mantisse Nullen und erst die folgende JciQ ist eine

l wi
geltende Ziffer. Hieraus folgt leicht, dass, wenn — 5 — verschiedene Man-w, 11
tissen haben (d. h. wenn ?, m nach n incongruent sind), diese sicher nicht
in den ersten k Ziffern übereinstimmen können, sondern wenigstens in der
ßten y0n einander abweichen müssen.

313.
m

Aufgabe, Wenn der Nenner des B ruches — und die ersten Je

Zif fe rn se iner Mant i s se gegeben sind, so soll man den Zähler m
f inden , den wir kleiner als n vorausse tzen .

Auflösung. Man betrachte jene Je Ziffern als eine ganze Zahl, multi-
pliciere dieselbe mit n und dividiere das Product durch 10* (oder schneide
die Je letzten Ziffern ab). Ist der Quotient eine ganze Zahl (oder sind die
abgeschnittenen Ziffern Nullen), so ist derselbe selbst der gesuchte Zähler
und die gegebene Mantisse vollständig; wenn nicht, so ist der gesuchte
Zähler die nächsthöhere ganze Zahl oder jener um eine Einheit vermehrte
Quotient, nachdem die folgenden Decimalstellen abgeschnitten worden sind.
Der Grund dieser Regel ist aus unsern Bemerkungen am Schlüsse des
vorigen Artikels so leicht ersichtlich, dass es einer weiteren Auseinander-
setzung nicht bedarf.

Beispiel. Wenn man weiss, dass die beiden ersten Ziffern der Mantisse
eines Bruches, dessen Nenner 23 ist, 69 seien, so hat man das Product
23-69=1587; wirft man hiervon die beiden letzten Ziffern weg und
addiert l, so ergiebt sich der gesuchte Zähler gleich 16.
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314.

[Art. 314. 31&]

Wir beginnen mit der Be t rach tung solcher Brüche , deren
N e n n e r P r i m z a h l e n oder P o t e n z e n von Pr imzahlen sind, und
werden nachher zeigen, wie man die übrigen auf diese zurückführen kann.

Zunächst bemerken wir sogleich, dass die Mantisse des Bruches — (von

dessen Zähler a wir stets voraussetzen, dass er durch die Primzahl p nicht
teilbar sei) endlich ist und aus jx Ziffern besteht, wenn p = 2 oder p = 5
ist; im ersteren Falje ist diese Mantisse, als ganze Zahl betrachtet, gleich
5*X im letzteren gleich 2^. Dies ist so klar, dass es einer Auseinander-
setzung nicht bedarf.

Ist aber p eine andere Primzahl, so wird Wra durch p^ niemals teil-
bar sein, wie gross man auch r annehmen möge, woraus unmittelbar folgt,

dass die Mantisse des Bruches F=— - notwendig ins Unendliche fortgeht.

Nehmen wir an, 10e sei die niedrigste Potenz von 10, welche der Einheit
nach dem Modul p* congruent ist (vgl. Abschnitt III, wo wir gezeigt
haben, dass e entweder gleich der Zahl (p—1) p^""1 oder ein aliquoter
Teil derselben ist), so erkennt man leicht, dass auch \(fa in der Reihe
10a, lOOa, lOOOa,.. . die erste Zahl ist, welche a nach demselben Modul

congruent ist. Da nun nach Artikel 312 die Mantissen der Brüche —,

——,... , entstehen, indem man von der Mantisse des Bruches F die
jT p*"

erste Ziffer oder die beiden, u. s. w., e ersten Ziffern respective fortlässt, so
ist klar, dass in dieser Mantisse nach den e ersten Ziffern und nicht eher
dieselben Ziffern sich nochmals wiederholen. Diese e rs ten e Z i f fe rn ,
aus de ren unendl ich of tmal iger Wiede rho lung die Mant i sse ge-
b i lde t ist, k ö n n e n wir die Periode dieser Man t i s s e oder des
Bruches .F n e n n e n , und es ist ersichtlich, dass die G-rÖsse der Periode
oder die Anzahl der Ziffern, aus denen sie besteht, und welche gleich e ist,
vom Zähler a vollständig unabhängig ist und nur allein durch den Nenner
bestimmt wird. So ist z. B. die Periode des Bruches ^ gleich 09, die
Periode des Bruches f gleich 428571.*)

315.
Sobald man daher die Periode irgend eines Bruches hat, kann die

Mantisse auf beliebig viele Stellen fortgesetzt werden. Ferner ergiebt sich,

dass, wenn b~IQa (mod.^) ist, die Periode des Bruches —entsteht,

*) Rober t son deutet den Anfang und das Ende der Periode durch zwei über
die erste und letzte Ziffer derselben gesetzte Punkte an (Theory of circulating frac-
tions, Phil. Trans., 1769, p. 207), was wir hier nicht für nötig halten.
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wenn man die ersten X Ziffern des Bruches F (wenn wir, was erlaubt ist,
X<ce annehmen) hinter die übrigen e — X schreibt, und dass man somit
zugleich mit der Periode des Bruches F die Perioden sämtlicher Brüche
hat, deren Zähler den Zahlen 10a, lOOa, lOOOa, . . . nach dem Nenner p^
congruent sind. So wird z.B., da 6 = 3 • l O2 (mod. 7) ist, die Periode
des Bruches -f- sofort aus der Periode des Bruches f gleich 857142 ge-
funden.

So oft daher für den Modul p^ die Zahl 10 primitive Wurzel

ist (Artikel 57, 89), lässt sich aus der Periode des Bruches — sofort die
<yyi

Periode jedes ändern Bruches — (dessen Zähler m durch p nicht teilbar ist)
p*

ableiten, indem man soviel Stellen von jener links abschneidet und rechts
wieder ansetzt, als der Index von m Einheiten besitzt, wenn 10 als Basis
genommen wird. Hieraus ist ersichtlich, warum in diesem Falle die Zahl 10
in der Tafel I stets als Basis genommen ist (Artikel 72).

Wenn dagegen 10 keine primit ive Wurzel ist, so können aus

der Periode des Bruches — die Perioden nur von denjenigen Brüchen ab-

geleitet werden, deren Zähler irgend einer Potenz von 10 nach dem Modul ̂
congruent sind. Es sei 10e die niedrigste Potenz von 10, welche der Einheit
nach dem Modul p^ congruent ist, ferner (p — l)^"1 = ef und eine solche
primitive Wurzel r zur Basis genommen, dass der Index der Zahl 10 gleich f
wird (Artikel 71). In diesem System haben somit die Zähler der Brüche,

deren Perioden aus der Periode des Bruches — abgeleitet werden können,

T
die Indices /*, 2/1 3/1,..., ef— f; analog können aus der Periode des Bruches —

p*
die Perioden der Brüche, deren Zähler lOr, lOOr, lOOOr, ... den Indices
/*+ l, 2/1-}-1, 3/*-|- l, ... entsprechen, gefunden werden; aus der Periode
des Bruches mit dem Zähler r2 (dessen Index 2 ist) ergeben sich die
Perioden der Brüche mit Zählern, deren Indices f+ 2, 2/*+2, 3/"+2, ...
sind, und allgemein lassen sich aus der Periode des Bruches mit dem
Zähler r1 die Perioden der Brüche mit Zählern, deren Indices f+ i, 2/i-f- i,
3f -f- i, .... sind, herleiten. Hieraus schliesst man leicht, dass, wenn man
nur die Perioden der Brüche mit den Zählern l, r, r2, r3, ..., rf~l hat,
alle übrigen daraus durch blosse Transposition nach folgender Regel ab-
geleitet werden können:

Es sei der Index des Zählers m eines gegebenen Bruches — in dem
P

System, in welchem r als Basis genommen ist, gleich i (welche Zahl wir
kleiner als (p—l)^^1 annehmen); es werde (durch Division mit /")
i = a/* + ß gesetzt, so dass a, ß ganze positive Zahlen (oder auch 0) sind
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und ß < f ist. Ist dies geschehen, so ergiebt sich die Periode des Bruches
m ß— aus der Periode des Bruches, dessen Zähler r (und daher l, wenn ß=0)
/•
ist, wenn man die a ersten Ziffern hinter die übrigen setzt (und somit diese
Periode selbst beibehält, wenn a = 0 ist). Dies wird hinreichend erklären,
warum wir bei der Aufstellung der Tafel I die im Artikel 72 entwickelte
Eegel befolgt haben.

316.

Nach diesen Prinzipien haben wir für alle Nenner von der Form p*
unterhalb 1000 eine Tafel der notwendigen Perioden aufgestellt, die wir
ganz oder auch in noch weiterer Fortsetzung bei gegebener Gelegenheit
veröffentlichen werden. Hier möge die bis zu 100 nur fortgeführte Tafel III
als Probe genügen, und wird eine Erklärung derselben kaum nötig sein.
Für diejenigen Nenner, für welche 10 primitive Wurzel ist, stellt sie die
Perioden der Brüche mit dem Zähler l dar (nämlich für 7, 17, 19, 23, 29,
47, 59, 61, 97), für die übrigen die f den Zählern l, r, r2, ... , rf-1 ent-
sprechenden Perioden, welche durch die beigeschriebenen Zahlen (0), (1),
(2), ... unterschieden sind; für die Basis r ist immer dieselbe primitive
Wurzel genommen wie in Tafel I Hiernach kann also die Periode eines
jeden Bruches, dessen Nenner in dieser Tafel enthalten ist, mittelst der
Vorschriften des vorigen Artikels abgeleitet werden, nachdem der Index des
Zählers nach der Tafel I berechnet ist. Übrigens lässt sich für so kleine
Nenner die Aufgabe ebenso leicht ohne die Tafel I erledigen, wenn man
durch gewöhnliche Division soviel Anfangsziffern der gesuchten Mantisse
berechnet, als nach Artikel 313 erforderlich sind, um sie von allen ändern
desselben Nenners unterscheiden zu können (für die Tafel III nicht mehr
als 2), und sämtliche demselben Nenner entsprechende Perioden durch-
mustert, bis man zu jenen Anfangsziffern gelangt, welche den Anfang der
Periode unzweifelhaft anzeigen; es muss jedoch daraufhingewiesen werden,
dass jene Ziffern auch getrennt sein können, so dass die erste (oder mehrere)
das Ende irgend einer Periode, die andere (oder die anderen) den Anfang
derselben Periode bilden.

12
Beispiel. Man sucht die Periode des Bruches j^. Hier hat man füriy

den Modul 19 nach Tafel I ind. 12 = 2 ind. 2 4- ind. 3 = 39 = 3 (mod. 18)
(Artikel 57). Somit muss man, da man für diesen Fall nur eine dem
Zähler l entsprechende Periode hat, die drei ersten Ziffern derselben an das
Ende setzen, woraus man die gesuchte Periode 631578947368421052 erhält.
— Ebenso leicht hätte man den Anfang der Periode aus den beiden ersten
Ziffern 63 gefunden.

45
Wenn man die Periode des Bruches =0- haben will, so ist, für den

DO
Modul 53, ind.45 ~ 2ind.3 ~hind.5^=49; die Anzahl der Perioden ist hier
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4 = f und 49 = 12/'-|-l; daher sind in der mit (1) bezeichneten Periode
die 12 ersten Ziffern hinter die übrigen zu setzen, und die gesuchte Periode
ist 8490566037735. Die Anfangsziffern 84 sind in diesem Falle in der
Tafel von einander getrennt.

Wir b e m e r k e n noch , dass man mit Hülfe der Tafel III auch
eine Zahl f inden kann, welche für einen gegebenen Modul (der
in ihr unter dem Namen Nenner enthalten ist) e inem gegebenen Index
entspricht , was zu zeigen wir schon im Artikel 59 versprochen haben.
Denn offenbar kann man nach dem Vorhergehenden die Periode eines
Bruches finden, dessen Zähler (auch wenn er unbekannt ist) der gegebene
Index entspricht; es reicht jedoch hin, soviel Anfangsziffern dieser Periode
aus der Tafel zu entnehmen, als der Nenner Ziffern hat; aus jenen leitet
man dann nach Artikel 313 den Zähler oder die gesuchte dem gegebenen
Index entsprechende Zahl her.

317.

Nach dem Vorhergehenden kann die Mantisse eines jeden Bruches,
dessen Nenner eine Primzahl oder eine Potenz einer Primzahl innerhalb
der Grenzen der Tafel ist, auf beliebig viele Ziffern ohne Eechnung ab*
geleitet werden; aber vermöge der Untersuchungen im Anfange dieses
Abschnittes erstreckt sich die Anwendung der Tafel noch viel weiter und
umfasst sämtliche Brüche, deren Nenner Producte aus Primzahlen oder
Potenzen von Primzahlen innerhalb ihrer Grenzen sind. Denn da ein
solcher Bruch in solche zerlegt werden kann, deren Nenner diese Factoren
sind, und man diese in Decimalbrüche bis auf beliebig viele Stellen ver-
wandeln kann, so bleibt nur übrig, die letzteren zu einer Summe zu ver-
einigen. Übrigens wird es kaum nötig sein, darauf hinzuweisen, dass die
letzte Ziffer dieser Summe kleiner als die richtige werden kann; offenbar
kann aber der Unterschied nicht auf soviele Einheiten ansteigen, als Teil-
Brüche addiert werden, so dass es also gut sein wird, diese auf einige
Stellen weiter zu berechnen, als der gegebene Bruch richtig werden soll.
ü • - i ! iu v * t.* • 3 n u 6099380351 „ , XTBeispielshalber betrachten wir den Bruch T Ö T Ö T Ö Ö Ä " == ™)» dessen Nenner

das Product aus den Zahlen 16, 9, 5, 49, 13, 47, 59 ist. Nach den oben
11 4 4 22 5

angegebenen Principien findet man ̂ =l + 7^+^ + i^ + 7g- + 7ö-

7 52
~*~47"~*~vT ' un<* ^ese Teilbrüche werden in folgender Weise in Decimal-

brüche verwandelt:

*) Dieser Bruch ist einer von denen, welche der Quadratwurzel aus 23 möglichst
nahe kommen, und zwar ist der Unterschied kleiner als 7 Einheiten in der zwanzigsten
Decimalstelle.
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1 = 1
y = 0,6875

~ = 0,8

~ = 0,4444444444 4444444444 44

22
1̂  = 0,4489795918 3673469387 75

^ = 0,3846153846 1538461538 46

^ = 0,1489361702 1276595744 68

|| = 0,8813559322 0338983050 84

2^=4,7958315233 1271954166 17

Der Unterschied dieser Summe von dem richtigen Werte ist sicher
kleiner als fünf Einheiten in der letzten zweiundzwanzigsten Decimalstelle,
so dass dadurch die zwanzig ersten nicht geändert werden können. Führt
man die Eechnung auf noch mehr Decimalstellen weiter, so ergeben sich
für die beiden letzten Ziffern 17 die folgenden 1893936...

Übrigens wird jeder, auch ohne dass wir besonders darauf hinweisen,
einsehen, dass diese Methode, gemeine Brüche in Decimalbrüche zu ver-
wandeln, besonders für denjenigen Fall berechnet ist, wo man viele Decimal-
stellen haben will; denn wenn wenige genügen, kann die gewöhnliche Divi-
sion oder die Eechnung mit Logarithmen meistens ebenso bequem an-
gewendet werden.

318.

Da somit die Verwandlung solcher Brüche, deren Nenner aus mehreren
verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt sind, bereits auf denjenigen Fall
zurückgeführt ist, wo der Nenner eine Primzahl oder eine Potenz einer Prim-
zahl ist, so wollen wir nur noch Einiges über die Mantissen j ener hin-
zufügen. Wenn der Nenner den Factor 2 oder 5 nicht enthält, so wird die
Mantisse auch hier aus Perioden bestehen, da man auch für diesen Fall in
der Eeihe 10, 100, 1000,... schliesslich zu einem Gliede gelangt, welches
der Einheit nach diesem Nenner congruent ist, und zugleich wird der Ex-
ponent dieses Gliedes, welcher nach Artikel 92 leicht bestimmt werden kann,
die von dem Zähler nicht abhängende Grosse der Periode anzeigen, wofern
der Zähler prim zum Nenner ist. — Ist aber der Nenner von der Form
2a 5^/V, wo N eine zu 10 prime Zahl ist und a, ß Zahlen bezeichnen, von
denen wenigstens eine nicht gleich 0 ist, so wird die Mantisse des Bruches

erst nach den ersten a oder ß Ziffern (je nachdem a oder ß grösser ist)
nur noch aus lauter Perioden bestehen, welche mit den Perioden der Brüche,
deren Nenner N ist, hinsichtlich ihrer Länge übereinstimmen» Dies leitet
man leicht daraus her, dass jener Bruch in zwei andere mit den Nennern
2a 5^ und N zerlegbar ist, von denen der erstere nach den ersten a oder ß
Ziffern abbricht. — Übrigens könnten wir über diesen Gegenstand noch viele
andere Bemerkungen hinzufügen, besonders in Bezug auf die Kunstgriffe,
welche man anwenden kann, um eine solche Tafel wie III möglichst schnell
zu construieren; doch unterdrücken wir dies an dieser Stelle der Kürze wegen
um so lieber, da mehreres hierher gehörige sowohl von E o b e r f c s o n a. a. 0.,
als auch von Bernou l l i (Nouv. Mem.. de TAc. de Berlin 1771, p. 273} be-
reits angegeben worden ist.

Auflösung der Congruenz x2=A durch die Methode der
Ausschliessung.

319.
Die Mögl ichke i t der Congruenz x2~A (mod. m), welche mit der

unbestimmten Gleichung x2 = A -+- my übereinstimmt, haben wir im Ab-
schnitt IV (Artikel 146) in einer Weise behandelt, dass nichts mehr zu
wünschen übrig bleiben dürfte; hinsichtlich der Ermi t t lung der Unbe-
kannten selbst aber haben wir schon oben (Artikel 152) bemerkt, dass
indirecte Methoden den directen bei Weitem vorzuziehen seien. Ist m eine
Primzahl (auf welchen Fall die übrigen leicht zurückgeführt werden können),
so könnten wir zu diesem Zwecke die Tafel I der Indices (nach der Be-
merkung im Artikel 316 in Verbindung mit Tafel III) benutzen, wie wir im
Artikel 60 allgemeiner gezeigt haben; doch würde dieses Verfahren auf die
Grenzen der Tafel beschränkt sein. Aus diesen Gründen wird hoffentlich
die folgende allgemeine und bequeme Methode den Liebhabern der Arith-
metik nicht unerwünscht sein.

Vor Allem bemerken wir, dass es genügt, wenn man nur diejenigen
Werte von x hat, welche positiv und nicht grösser als \m sind, da jeder
andere irgend einem von diesen Werten selbst oder einem mit negativen
Vorzeichen genommenen nach dem Modul m congruent ist; für einen solchen
Wert von x aber wird der Wert von y notwendig zwischen den Grenzen

A A
und 4-m enthalten sein. Die Methode, welche sich unmittelbarm 4 m '

darbietet, würde also darin bestehen, dass man für die einzelnen innerhalb
dieser Grenzen liegenden Werte von ?/, deren Gesamtheit wir mit Ö be-
zeichnen, den Wert von A 4~ my, den wir mit 7 bezeichnen, berechnet und
nur diejenigen beibehält, für welche V ein Quadrat wird. Ist m eine kleine
Zahl (z. B. unterhalb 40 gelegen), so ist dieser Versuch so kurz, dass er
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einer Zusammenziehung kaum bedarf; wenn aber m gross ist, so kann die
Arbeit durch die folgende Methode der Ausschliessung, soweit man will, ab-
gekürzt werden.

320.

Es sei E eine beliebige ganze Zahl, welche prim zu m und grösser
als 2 ist; ferner seien alle ihre verschiedenen (d. h. nach E incongruenten)
quadratischen Eeste : a, &, 0, . . . ; endlich die Wurzeln der Congruenzen

= a, A ~l, A-+- my^ (inod. E}

gleich a, ß, 7, . . . respective, die wir sämtlich positiv und kleiner als E
annehmen dürfen. Wenn man nun y einen Wert beilegt, der irgend einer
von den Zahlen a, ß, 7, ... nach dem Modul E congruent ist, so wird der
daraus entstehende Wert von F = A 4- my irgend einer der Zahlen a, &, c, .. .
congruent und somit Nichtrest von E sein; mithin kann er kein Quadrat
sein. Hieraus geht hervor, dass aus ö sogleich alle Zahlen als untauglich
ausgeschlossen werden können, welche unter. den Formen Et-\-v., JEfc+ß,
.EJ4-7, ... enthalten sind, und es wird genügen, den Versuch mit den
übrigen, deren Complex ö' sei, anzustellen. Bei jener Operation kann man
der Zahl E den Namen Exkludent geben.

Nimmt man aber als Exkludenten eine andere passende Zahl E', so
findet man auf ganz dieselbe Weise soviel Zahlen a', ß', 7', . . . , als man
verschiedene quadratische Nichtreste hat, denen y nach dem Modul E' nicht
congruent sein kann. Daher kann man wiederum aus Ö' alle unter den
Formen E't+af, E' t 4- ß', E' t 4- 7', . . . enthaltenen Zahlen weglassen. Auf
diese Weise kann man fortfahren, indem man immer andere und andere
Exkludenten anwendet, bis die Anzahl der Zahlen in ö soweit verringert
ist, dass es nicht schwieriger erscheint, mit allen übrigbleibenden den
Versuch wirklich anzustellen, als neue Ausschliessungen vorzunehmen.

Beispiel. Ist die Gleichung x2 = 22 4- 97# gegeben, so sind die Grenzen
22 22

der Werte von y gleich — ^7" un^ 24£ — ^7", so dass (da die Untauglich-

keit von 0 unmittelbar klar ist) ö die Zahlen l, 2, 3, .. ., 24 umfasst. Für
E = 3 erhält man den einzigen Nichtrest a = 2 ; hieraus wird a = l ; daher
sind aus Ö alle Zahlen von der Form 3£ 4- l auszuschliessen; die Anzahl
der übrigbleibenden Ö' ist 16. Ebenso erhält man für E= 4: a = 2, b = 3,
woraus a = 0, ß = l wird ; demnach sind alle Zahlen von der Form 4£ und
4tf 4- 1 wegzulassen, und es bleiben die folgenden acht: 2, 3, 6, 11, 14, 15,
18, 23. Ebenso findet man für 2£=5, dass die Zahlen von den Formen 5£
und 5£4- 3 auszuschliessen sind; es bleiben also die folgenden: 2, 6, 11, 14.
Der Exkludent 6 würde die Zahlen von den Formen 6£ 4- l und ßt 4- 4
beseitigen; diese aber (welche mit den Zahlen von der Form 3£4- l überein-
stimmen) sind schon weggelassen. Der Exkludent 7 beseitigt die Zahlen
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von den Formen 7^4-2, lt+ 3, 7^4- 5 und lässt die folgenden übrig: 6,11,14.
Substituiert man diese für y, so ergiebt sich 7=604, 1089, 1380, von
denen nnr der zweite Wert ein Quadrat ist. Aus diesem wird x = ± 33.

321.

Da die mit dein Exkludenten E angestellte Operation von den Werten
von F, welche den Werten von y in ö entsprechen, alle diejenigen ausschliesst,
welche quadratische Nichtreste von E sind, die Eeste derselben Zahl aber
unberührt lässt, so sieht man leicht, dass sich die Anwendung von E und
%E in nichts unterscheidet, wenn E ungerade ist, da in diesem Falle E und
2E dieselben Reste und Nichtreste haben. Hieraus geht hervor, dass, wenn
man der Eeihe nach die Zahlen 3, 5, 7, . . . als Exkludenten anwendet, die
ungerademal geraden Zahlen 6, 10, 14,... als unnütz übergangen werden
müssen. Ferner ist ersichtlich, dass die doppelte mit den Exkludenten E> E'
angestellte Operation alle diejenigen Werte von V beseitigt, welche Nicht-
reste entweder jeder der beiden Zahlen E> E' oder nur einer von ihnen
sind, während diejenigen, welche Reste von beiden sind, zurückbleiben. Da
nun in dem Falle, wo E und E' keinen gemeinschaftlichen Teiler haben,
jene weggeworfenen Zahlen sämtlich Nichtreste und diese übrig bleibenden
Reste des Products EEf sind, so ist klar, dass die Anwendung des Exklu-
denten EE' in diesem Falle ganz dasselbe bewirkt, wie die Anwendung
von E und J5?', und dass somit jene nach dieser überflüssig wird. Daher
kann man auch alle diejenigen Exkludenten übergehen, welche in zwei zu
einander prime Factoren zerlegt werden können, und es reicht aus, die-
jenigen zu benützen, welche entweder (in m nicht aufgehende) Primzahlen
oder Potenzen von Primzahlen sind. Endlich ist klar, dass nach der An-
wendung des Exkludenten p^, welcher eine Potenz einer Primzahl p ist,
der Exkludent p oder y, fallsv<:{jL ist, überflüssig wird; denn da p* unter
den Werten von V nur Reste von sich übrig lässt, so werden um so weniger
Nichtreste von p oder irgend einer niedrigeren Potenz p noch vorhanden sein.
Ist aber p oder p* schon vor p^ angewendet worden, so kann dieses offen-
bar nur solche Werte von V beseitigen, welche gleichzeitig Reste von p
(oder #v) und Nichtreste von p* sind; daher wird es ausreichen, nur
solche Nichtreste von p^ für a, Z>, <?, ... zu nehmen.

322.

Die B e r e c h n u n g der Zah len a, ß, 7,..., welche irgend einem ge-
gebenen Exkludenten E entsprechen, wird durch die folgenden Bemerkungen
erhebl ich z u s a m m e n g e z o g e n . Es seien 31, 33, (5, ... die Wurzeln der
Congruenzen my = a, my = &, my = c, ... (mod. E} und Je die Wurzel der
Congruenz my = —A: so wird offenbar a = 9l -f- &, ß = 334-#57 = @4-#,....
Wenn wir nun 31, 23, S,... wirklich durch Auflösung jener Congruenzen
ermitteln müssten, so würde dieser Weg, die Zahlen a, ß, 7,... zu finden,
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jedenfalls um nichts kürzer sein, als der, welchen wir oben gezeigt haben;
doch ist jenes keineswegs notwendig. Wenn nämlich zunächst E eine Prim-
zahl und m quadratischer Eest von E ist, so geht aus Artikel 98 hervor,

dass 3l, S, (5, ..., welches die Werte der Ausdrücke —, —, — - , . . .
' ' ' ' m m m*

(mod. E} sind, verschiedene Nichtreste von E werden und daher mit
a, ß, 7, ... vollständig übereinstimmen, abgesehen von ihrer Eeihenfolge,
auf die hier nichts ankommt; wenn dagegen unter derselben Voraussetzung
m Nichtrest von E ist, so werden die Zahlen 2l, 33, S, ... mit sämtlichen
quadratischen Resten nach Weglassung der 0 übereinstimmen. — Ist E
das Quadrat einer (ungeraden) Primzahl, etwa gleich p2, und ist schon p
als Exkludent benutzt, so reicht es nach dem vorigen Artikel aus, für
a, fr, 0, ... diejenigen Nichtreste von p2 zu nehmen, welche Reste von p
sind, d. h. die Zahlen j?, 2p, 3p, ..., p2—p (nämlich alle Zahlen unter-
halb #2, ausser 0, welche durch p teilbar sind); hieraus aber ist leicht
ersichtlich, dass für 3l, 23, (5, ... ganz dieselben Zahlen, nur in anderer
Reihenfolge, hervorgehen müssen. Analog wird es, wenn nach der An-
wendung der Exkludenten p und p2 E = p3 gesetzt wird, ausreichen, für
a, Z>, 0, ... die Producte der einzelnen Nichtreste von p mit p2 zu nehmen,
wodurch für 3l, 33, @, ... entweder dieselben Zahlen, oder die Producte
von p2 in die einzelnen Reste von p ausser 0 hervorgehen werden, je nach-
dem m Rest oder Nichtrest von p ist. Allgemein nimmt man für E eine
beliebige Potenz einer Primzahl, etwa p^, nachdem alle niedrigeren Potenzen
bereits angewendet worden sind, so wird man für 3l, 33, (5,... die Producte
von p^~l entweder in sämtliche Zahlen, die kleiner als p sind, (0 immer
ausgeschlossen), falls JA gerade ist, oder in alle unterhalb p liegende Nicht-
reste von p, falls }x ungerade und mEp ist, oder in alle Reste, falls mNp
ist, erhalten. — Ist E = 4 und daher a = 2, & = 3, so erhalten wir für
3l, 23 entweder 2 und 3 oder 2 und l, je nachdem m = l oder = 3 (mod. 4)
ist. Wenn nach Anwendung des Exkludenten 4 E=S gesetzt wird, so
haben wir a == 5, woraus 3l gleich 5, 7, l, 3 wird, je nachdem w^l, 3,
5, 7 (mod. 8) ist. Allgemein aber, wenn E eine beliebig höhere Potenz
von 2 etwa 2^ ist, so muss man, nachdem die niedrigeren Potenzen von 2
bereits angewendet sind, a = 2fx~~1, & = 3 • 2fx~2 setzen, wenn p, gerade ist,
woraus 3l = 2}x~1, 33 = 3 • 2|X~2 oder = 2^ wird, je nachdem m = l oder
= 3 ist; ist aber jx ungerade, so muss man a = 5 • 2fx~3 setzen, wonach 3l
gleich dem Producte der Zahl 2(X~3 in eine der Zahlen 5, 7, l oder 3 wird,
je nachdem w = l, 3, 5, oder 7 (mod. 8) ist.

Übrigens werden Kundige sich leicht einen Apparat ersinnen, durch
welchen die untauglichen Werte von y aus ß mechanisch entfernt werden
können, nachdem für so viele Exkludenten, als nötig erscheinen, die Zahlen
a, ß, 7, ... berechnet sind; doch können wir hierüber wie über andere
Kunstgriffe, am die Arbeit abzukürzen, an dieser Stelle nicht handeln.
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Lösung der unbestimmten Gleichung mm? +
Ausschliessungsmethode.

= A nach der

323.

Wir haben im Abschnitt V gezeigt, wie man sämtliche Darstellungen
einer gegebenen Zahl A durch die binäre Form mx2 4- ny2 oder die Lösungen
der unbestimmten Gleichung mx2 -f- ny2 = A nach einer allgemeinen Methode
findet, die an Kürze nichts zu wünschen übrig lassen dürfte, wenn man bereits

sämtliche Werte des Ausdrucks j/— - mn nach dem Modul A selbst und

nach dem durch seine quadratischen Factoren geteilten Modul hat; hier
werden wir aber für denjenigen Fall, wo mn positiv ist, eine Auflösung
darlegen, die viel bequemer ist als die directe, wenn man für diese jene
Werte erst vorher berechnen muss. Wir werden aber annehmen, dass die
Zahlen m, n und A positiv und prim zu einander sind, da die übrigen
Fälle auf diesen leicht zurückgeführt werden können. Offenbar genügt es
auch, nur positive Werte von #, y zu suchen, da die übrigen aus diesen
durch blosse Aenderung der Vorzeichen erhalten werden.

Es ist klar, dass x so beschaffen sein muss, dass
- YVKXj

, für welchen

Bruch wir kurz F schreiben werden, positiv, ganz und eine Quadratzahl

werde. Die erste Bedingung erfordert, dass x nicht grösser sei als l/—; die
1 m

zweite findet bereits von selbst statt, wenn n= l, sonst erfordert sie, dass

der Wert des Ausdrucks —(mod. n) quadratischer Rest von n sei; und be-

zeichnet man sämtliche verschiedene Werte des Ausdrucks ]/_ (mod. n)
V m

mit ± y, ± /,..., so müssen die Werte von x unter einer der Formen
nt-}-r, nt — r, nt-\-r',... enthalten sein. Es würde daher das einfachste

s,ein, alle unterhalb der Grenze 7/_ liegenden Zahlen dieser Formen, deren
V m

Coinplex wir mit ß bezeichnen, für x zu substituieren und nur diejenigen
beizubehalten, für welche V ein Quadrat wird. Wir werden im folgenden
Artikel zeigen, wie man dieses heuristische Verfahren, soweit man will, zu-
sammenziehen kann.

324.

Die Methode der Ausschliessungen, nach welchen wir dies bewirken
werden, besteht ebenso wie in der vorigen Untersuchung darin, dass man
mehrere Zahlen, die wir auch hier Exkludenten nennen, nach Belieben an-
nimmt, sodann untersucht, für welche Werte von x der Wert von V qua-
dratischer Nichtrest von diesen Exkludenten wird, und derartige x aus ö
wegwirft. Durch eine Schlussreihe, die derjenigen, welche wir im Art. 321
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auseinandergesetzt haben, vollkommen analog ist, geht hervor, dass nur
solche Exkludenten anzuwenden sind, welche Primzahlen oder Potenzen von
Primzahlen sind, und für einen Exkludenten der letzteren Art nur diejenigen
Nichtreste desselben aus den Werten von F wegzulassen sind, welche Reste
sämtlicher niederen Potenzen derselben Primzahl sind, wofern die Aus-
schliessung mit diesen bereits durchgeführt ist.

Es sei daher der Exldudent E=p^ (einschliesslich desjenigen Falles,
wo JA = l ist), wo p eine in m nicht aufgehende Primzahl ist, und es werde
angenommen*), dass #v die höchste Potenz derselben Primzahl sei, durch
welche n teilbar ist. Es seien ferner a, fr, c, ... quadratische Nichtreste von E
(und zwar sämtliche, wenn JJL = l, die notwendigen oder diejenigen, welche Beste
der niedrigeren Potenzen sind, wenn |x > l ist). Berechnet man die Wurzeln
der Congruenzen m& = A — na, m# —^ A — nb, m# = A — nc, . . .
(mod. Epf==p^+^ welche a, ß, 7, ... sein mögen, so ergiebt sich leicht,
dass, wenn für irgend einen Wert von x x2 =. a (mod. Ep*} wird, der ent-
sprechende Wert von F=a (mod. E} oder Nichtrest von E wird, und
ebenso in Bezug auf die übrigen Zahlen ß, 7, ... Ebenso leicht ist um-
gekehrt ersichtlich, dass, wenn irgend ein Wert von x die Congruenz
F=a (mod. E} zustande bringt, für ebendenselben #2=a (mod. Ep") ist,
und dass somit sämtliche Werte von #, für welche x2 keiner der Zahlen
a, ß, 7, ... nach dem Modul Ep* congruent ist, solche Werte von V hervor-
bringen, welche keiner der Zahlen, a, &, c, ... nach dem Modul E con-
gruent sind. Man wähle nun aus den Zahlen a, ß, 7, . . . sämtliche
quadratischen Reste von Ep*, welche #, g', g", ... sein mögen, aus, be-

rechne die Werte der Ausdrücke j/#~, j/57, j/#", • • • (mod. Ep1) und nehme

an, dass sich hieraus die Werte ±Ä, ±/&', ±A", ... ergeben. Wenn
dies in dieser Weise geschehen, so ist klar, dass sämtliche Zahlen von
den Formen Ep*t±h, Ep*t±ti, Ep*t±h",... sicher aus ß weggelassen
werden können, und dass keinem nach dieser Ausschliessung in ö noch
verbleibenden Werte von x ein Wert von F entsprechen kann, der unter
den Formen EU -f- a, EU H- fr, EU -H c, ... enthalten ist. Übrigens werden
offenbar solche Werte von F schon an und für sich aus keinem Werte
von x hervorgehen können, wenn sich unter den Zahlen a, ß, 7, ... keine
quadratischen Reste von Ep* vorfinden, und daher kann in diesem Falle
die Zahl E als Exkludent nicht angewendet werden. ~ Derartige Ex-
kludenten kann man so viele, als man will, anwenden, und daher können
auf diese Weise die Zahlen in ß nach Belieben verringert werden.

Wir wollen nun zusehen, ob man nicht auch Primzahlen, welche in m
aufgehen; oder Potenzen solcher Primzahlen als Exkludenten benutzen

^kann. Ist B der Wert des Ausdrucks — (mod. w), so ergiebt sich, dass

*) Der Kürze wegen fassen wir die beiden Fälle, in denen n durch p teilbar
und nicht teilbar ist, zusammen; im letzteren muss man v = 0 setzen.
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F stets B nach dem Modul m congruent wird, welcher Wert auch für x
genommen werden möge, und dass somit zur Möglichkeit der gegebenen
Gleichung notwendig erforderlich ist, dass B quadratischer Rest von m ist.
Bezeichnet daher p irgend einen ungeraden Primteiler von m, welcher nach
Voraussetzung in n und A und somit auch in B nicht aufgeht, so ist F
für jeden beliebigen Wert von x Rest von p und daher auch von jeder be-
liebigen Potenz von JP; mithin können p und seine Potenzen nicht als Ex-
kludenten genommen werden. — Aus ganz analogem Grunde ist, wenn m
durch 8 teilbar ist, zur Möglichkeit der gegebenen Gleichung notwendig
erforderlich, dass J5=l (mod. 8) sei, weshalb auch für jeden beliebigen
Wert von x: F^l (mod. 8) wird und somit die Potenzen von 2 als Ex-
kludenten nicht geeignet sind. — Wenn aber m durch 4 jedoch nicht durch
8 teilbar ist, so rauss aus ähnlichem Grunde B~l (mod. 4) und der Wert

A
des Ausdrucks — (mod. 8) entweder l oder 5 sein; derselbe möge mit G

bezeichnet werden. Man sieht ohne Schwierigkeit, dass für einen geraden
Wert von x hier F=0, für einen ungeraden F^O-f-4 (mod. 8) wird,
woraus hervorgeht, dass die geraden Werte zu verwerfen sind, wenn 0=5,
die ungeraden, wenn 0=1 ist. — Ist endlich m durch 2 aber nicht durch

4 teilbar, so sei wie vorher 0 der Wert des Ausdrucks — (mod. 8), wel-
rv

eher gleich l, 3, 5 oder 7 ist, und D der Wert von — (mod. 4), welcher
rb

gleich l oder 3 ist. Da nun der Wert von F offenbar immer = G — %Dx2

(mod. 8) und daher für ein gerades x: = 0, für ein ungerades = G — 2D
ist, so folgert man hieraus leicht, dass alle ungeraden Werte von x zu ver-
werfen sind, wenn 0=1, alle geraden, wenn 0=3 und D= l oder 0=7
und D =3 ist, und dass für alle übrigbleibenden Werte F= l (mod. 8)
oder also Rest einer jeden Potenz von 2 ist; in den übrigen Fällen aber,
nämlich wenn 0=5 oder 0=3 und D = 3 oder 0=7 und D=l ist,
wird F = 3, 5 oder 7 (mod. 8), mag x gerade oder ungerade genommen
werden, woraus erhellt, dass in diesen Fällen die gegebene Gleichung
überhaupt keine Lösung besitzt.

Da wir übrigens auf ganz ähnliche Weise, wie wir hier den Wert von
x durch Ausschliessungen finden lehrten, auch, mit den notwendigen
Änderungen, den Wert von y hätten ableiten können, so kann man die
Methode der Ausschliessung auf die Lösung des vorgelegten Problems
stets auf zweierlei Art anwenden (falls nicht m = n = l ist, wo beide
Arten zusammenfallen), von denen in den meisten Fällen diejenige vor-
zuziehen ist, für welche ß eine kleinere Anzahl von Gliedern enthält, was
sich leicht von vornherein abschätzen lässt. — Schliesslich wird es kaum
nötig sein zu bemerken, dass, wenn nach einigen Ausschliessungen sämtliche
Zahlen aus Ö herausgefallen sind, dies als ein sicheres Zeichen für die
Unmöglichkeit der gegebenen Gleichung zu betrachten ist.
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325.
Beispiel. Es sei gegeben die Gleichung 3#2 + 455#2 = 10857362, die

wir auf doppelte Weise lösen wollen, zuers t dadurch, dass wir die Werte
von #, sodann dadurch, dass wir die Werte von y suchen. — Die Grenze
jener ist in diesem Falle j/3619120f, welche zwischen 1902 und 1903

fällt; der Wert des Ausdrucks -^ (mod. 455) ist 354, und die Werte des
o

Ausdrucks j/354 (mod. 455) sind ±82, ±152, ±173, ±212. Hiernach
besteht Ö aus den folgenden 33 Zahlen: 82, 152, 173, 212, 243, 282, 303,
373, 537, 607, 628, 667, 698, 737, 758, 828, 992, 1062, 1083, 1122, 1153,
1192, 1213, 1283, 1447, 1517, 1538, 1577, 1608, 1647, 1668, 1738, 1902.
Die Zahl 3 kann in diesem Falle nicht als Exkludent genommen werden,
da sie in m aufgeht. Für den Exkludenten 4 hat man a = 2, l = 3, woraus
a = 0, ß = 3; # = 0 und als Werte des Ausdrucks j/^(mod.4) die folgenden:
0 und 2; hieraus folgt, dass alle Zahlen von den Formen M und 4£-f-2,
d. h. alle geraden Zahlen aus Ö wegzulassen sind; die (sechzehn) übrigen
mögen mit Q' bezeichnet werden. Für E = 5, welche Zahl auch in n auf-
geht, erhalten wir als Wurzeln der Congruenzen mz^A — 2n und
mz = A — 3n (mod. 25) die Werte 9 und 24, welche beide Reste von 25 sind,
und die Werte der Ausdrücke j/9" und j/2l (mod. 25) werden ±3, ±7;
lässt man aus ß' sämtliche Zahlen von den Formen 25tf ± 3, 25£ ± 7 weg,
so bleiben die folgenden zehn (Q"): 173, 373, 537, 667, 737, 1083, 1213,
1283, 1517, 1577. Für JEJ=7 hat man als Wurzeln der Congruenzen
mz = A — 3n, wz^A — bn, mz = A — 6n (mod. 49) die Werte 32, 39, 18,
welche sämtlich Reste von 49 sind, und als Werte der Ausdrücke j/32~,
1/39, |/T8(mod.49) die folgenden: ±9, ±23, ±19; lässt man aus ö"
die Zahlen von den Formen 49£±9, 49*±23, 49*±19 weg, so bleiben
die folgenden fünf (Q"'): 537, 737, 1083, 1213, 1517. Für £ = 8 erhält
man a = 5, somit a = 5, welches Nichtrest von 8 ist; daher lässt sich der
Exkludent 8 nicht anwenden. Die Zahl 9 ist aus demselben Grunde zu
übergehen wie 3. Für E =11 werden die Zahlen a, &, ... respective
2, 6, 7, 8, 10, ferner v = 0, somit die Zahlen a, ß, =8, 10, 5, 0, l,
von denen nur drei Reste von 11 sind, nämlich 0, l, 5; hieraus ergiebt
sich, dass aus ö"' die Zahlen von den Formen 11£, 11£±1, 11£±5 weg-
zulassen sind, so dass nur noch 537, 1083, 1213 übrig bleiben. Stellt man
mit diesen die Probe an, so ergeben sich für 7 die Werte 21961, 16129,
14161 respective, von denen nur der zweite und dritte Quadrate sind.
Daher besitzt die gegebene Gleichung zwei Lösungen durch positive Werte
von x, y, nämlich x = 1083, y= 127 und x = 1213, #= 119.

Zweitens . Wenn man die andere der beiden Unbekannten derselben
Gleichung durch Ausschliessungen ermitteln will, so setze man diese
Gleichung unter die Form 455#2 + 3#2= 10857362, indem man x mit y
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vertauscht, um sämtliche Bezeichnungen der Artikel 323, 324 beibehalten
zu können. Die Grenze der Werte von x fällt hier zwischen 154 und

^155; der Wert von — (mod.n) ist l, die Werte von j/1 (mod, 3) sind

H-l und — 1. Daher enthält ö alle Zahlen von den Formen 3^-f-l und
3t— l, d. h. alle durch 3 nicht teilbaren Zahlen bis zu 154 einschliesslich,
deren Anzahl gleich 103 ist; wendet man aber die oben gegebenen Prin-
zipien an, so findet man, dass für die Exkludenten 3; 4; 9; 11; 17; 19; 23
auszuschliessen sind die Zahlen von den Formen: 9£±4;4£, 4£ ± 2 oder
alle geraden Zahlen; 27£±1, 27£±10; l U, 11*±1, 11£±3; 17*±3,
17*±4, 17* ±5, m±7; 19£±2, 19£±3, 19*±8, 19*±9; 23?, 23£±1,
23tf ±5, 23£±7, 23*±9, 23*±10. Werden diese weggelassen, so bleiben
übrig: 119, 227, welche beide für V ein Quadrat und dieselben Lösungen
ergeben, zu denen wir oben gelangt waren.

326.

Die v o r s t e h e n d angegebene Methode ist schon an und für sich
so bequem, dass sie kaum etwas zu wünschen übrig lässt; trotzdem kann
sie noch durch m a n n i g f a c h e Kuns tg r i f f e , von denen wir hier nur
einige kurz berühren können, erheblich z u s a m m e n g e z o g e n werden.
Wir beschränken unsere Untersuchung auf denjenigen Fall, wo der Exkludent
eine ungerade in A nicht aufgehende Primzahl oder eine Potenz einer
solchen Primzahl ist, zumal da die übrigen Fälle entweder auf diesen zurück-
geführt oder nach einer analogen Methode behandelt werden können. Nimmt
man z u n ä c h s t an, dass der Exkludent E = p eine in m, n nicht aufgehende

Primzahl sei, und dass die Werte der Ausdrücke —, , , , ...' m" m m' m'
(mod. p) respective Je, 2l, 33, S, ... seien, so findet man die Zahlen a, ß, 7,...
mit Hülfe der Congruenzen: a = fc-f-3l, ß = Ä -f- 33, -y — Ä + S, ... (mod. p).
Die Zahlen 3l, 33, (5, ... können aber durch einen Kunstgriff, der dem im
Artikel 322 benutzten ganz ähnlich ist, ohne Auflösung der Congruenzen
ermittelt werden, und werden entweder mit sämtlichen Nichtresten oder mit
sämtlichen Resten von p (ausser 0) übereinstimmen, je nachdem der Wert

m
des Ausdrucks (mod.jp) oder (was hier auf dasselbe hinauskommt) die

Zahl —wih Rest oder Nichtrest von p ist.. So wird in dem Beispiel II des
vorigen Artikels für E =17: &=7; —mn = — 1365 = 12 ist Nichtrest
von 17; daher sind die Zahlen 3l, 33, ... respective l, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16
und daher die Zahlen a, ß, ... respective 8, 9, 11, 15, 16, 3, 5, 6; von diesen
sind 8,9,11,15,16 Reste; somit werden ±h,h',... hier: ± 5, 3, 7, 4. — Die-
jenigen, welche Öfters Gelegenheit haben, derartige Probleme zu lösen, werden
sich die Sache erheblich erleichtern, wenn sie für mehrere Primzahlen p die
Werte von A, A', . . . , welche den einzelnen Werten von 70(1, 2, 3, . . . , p— 1)
entsprechen, unter jeder der beiden Annahmen (nämlich dass —mn Rest
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oder Nichtrest von p sei) berechnen. Übrigens bemerken wir noch, dass
die Anzahl der Zahlen Ä, —/a, Ä', ... stets gleich \(p — 1), wenn jede der
beiden Zahlen k und — mn Best oder jede Nichtrest von# ist; ferner gleich
%(p — 3), wenn die erste Eest, die zweite Nichtrest, und gleich ^(# + 1)
ist, wenn die erste Nichtrest, die zweite Eest ist; doch müssen wir den
Beweis dieses Satzes, um nicht zu weitläufig zu werden, unterdrücken.

Was aber zweitens diejenigen Fälle betrifft, wo E eine in n auf-
gehende Primzahl oder die Potenz einer (ungeraden) Primzahl ist, mag die-
selbe in n aufgehen oder nicht, so können dieselben noch einfacher be-
handelt werden. Alle diese Fälle behandeln wir gleichzeitig und setzen,
unter Beibehaltung sämtlicher Bezeichnungen des Artikels 324, n = rip*, so
dass n' durch p nicht teilbar ist. Die Zahlen a, &, c,.. . sind Producte
der Zahl p*~l entweder in alle unterhalb p gelegene Zahlen (ausser 0) oder
in alle Nichtreste von p unterhalb p, je nachdem jx gerade oder ungerade
ist; dieselben mögen unbestimmt durch up^~l dargestellt werden. Ist Je

A
der Wert des Ausdrucks — (mod. p*1'**), so ist derselbe durch p nicht

teilbar, weil dieselbe Eigenschaft bei A vorausgesetzt wird; ferner ist klar,
dass alle Zahlen a, ß, 7, ... der Zahl k nach dem Modul p congruent werden
und daher p^ in ß keine Ausschliessung bewirkt, wenn kNp ist; ist aber
und daher auch &ßp|x+v, so sei r der Wert des Ausdrucks j/F(mod. p1*

welcher durch p nicht teilbar ist, und e der Wert von — „— (mod.^?); dann

ist <x=r2 + %erap* (mod. p^+*), woraus leicht folgt, dass a Rest von p^
ist und die Werte von j/öT (mod. #**"*"*) werden: zfc (r H- eap*). Demnach
werden sämtliche Werte Ä, h' h",... dargestellt durch r •+• uep^~*. End-
lich schliesst man hieraus leicht, dass die Zahlen Ä, /&', Ä", . . . entstehen
durch Addition der Zahl r und der Producte der Zahl ^fx+v~1 entweder in
alle Zahlen unterhalb p (ausser 0), falls JA gerade ist, oder in alle Nicht-
reste von p unterhalb dieser Grenze, falls JA ungerade und eEp oder, was
hier auf dasselbe hinauskommt, falls —Zmrn'Rp ist, oder in alle Beste
(ausser 0), falls JA ungerade und —%mrriNp ist.

Übrigens wird man auch, sobald für die einzelnen Exkludenten, welche
man anwenden will, die Zahlen Ä, h', ... ermittelt sind, die Ausschliessung
selbst auch durch mechanische Operationen bewirken können, wie sie sich
jeder in diesen Dingen Erfahrene leicht selbst wird ersinnen können, wenn
es sich der Mühe lohnen sollte.

Endlich müssen wir bemerken, dass jede Gleichung ax2-*t-<2bxy-}-cy2=z Jf,
in welcher b2— ac eine negative Zahl =—D ist, leicht auf die im Vor-
stehenden betrachtete Form zurückgeführt werden kann. Bezeichnet man
nämlich den grössten gemeinschaftlichen Teiler der Zahlen a, b mit m und
setzt man:

a = ma!, b == mbr, -—= a'c - = tt, ax = x',
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so ist jene Gleichung offenbar der folgenden Gleichung mx'2 4- ny2 = a'Jf,
welche nach den oben angegebenen Kegeln gelöst werden kann, äquivalent.
Von den Lösungen dieser sind aber nur die beizubehalten, in denen
x'—Vy durch a' teilbar ist, oder aus denen sich ganze Werte für x ergeben.

Andere Methode, die Congruenz $ = A zu lösen für den
Fall, in welchem A negativ ist.

327.

Während die im Abschnitt V enthaltene directe Lösung der Gleichung

ax2 -H *2bxy -}-cy2 = M die Werte des Ausdrucks j/&2— ac (mod. M) als be-

kannt voraussetzt, liefert umgekehrt in dem Falle, wo b2— ac negativ
ist, die im Vorhergehenden auseinandergesetze indirecte Auflösung eine
sehr einfache Methode, jene Werte zu ermitteln, welche besonders für
einen sehr grossen Wert von M der Methode des Artikels 322 u. ff. bei
weitem vorzuziehen ist. Wir nehmen aber an, dass M eine Primzahl sei,
oder dass wenigstens, wenn sie eine zusammengesetzte Zahl ist, ihre Fac-
toren noch unbekannt seien; denn wenn man wüsste, dass die Primzahl p
in M aufgeht, und M=p^M! ist, so dass M' den Factor p nicht mehr enthält,

so würde es weit bequemer sein, die Werte des Ausdrucks j/&2 — ac für die

Moduln y* und M' einzeln (die ersteren aus den Werten für den Modul #,
Artikel 101) zu ermitteln und aus der Combination dieser die Werte nach
dem Modul M abzuleiten (Artikel 105).

Es sind daher sämtliche Werte des Ausdrucks j/—D (mod. Jf) zu

suchen, wo D und M als positiv und M unter der Form der Teiler von
x2 -t- D enthalten vorausgesetzt werden (Artikel 147 u. ff.), letzteres deshalb,
weil sonst von vornherein feststände, dass keine Zahlen dem gegebenen
Ausdruck genügen können. Es seien die gesuchten Werte, von denen stets
je zwei einander entgegengesetzt sind, ± r, ± /, ± r",.. . und D 4- r2 = M h
J) + /2 = Mh', D 4- r"2 = M h" ,...; ferner mögen die Klassen, zu denen
die Formen (Jf, r, Ä), (Jf, — r, Ä), (Jf, r', h'), (Jf, —t',*'), (Jf,/', &"),
(M, — r", Ä"), ... gehören, respective mit g, — 6, 6', — <5', 6", — 6",...
und ihr Complex mit © bezeichnet werden. Diese Klassen sind zwar,- all-
gemein zu reden, als unbekannt zu betrachten; trotzdem ist ersichtlich,
erstens dass sie sämtlich positiv und eigentlich primitiv sind, zweitens, dass
sie sämtlich zu demselben Geschlechte gehören, dessen Character aus der
Beschaffenheit der Zahl M, d. h. aas ihren Beziehungen zu den einzelnen
Primteilern von D (und überdies zu 4 und 8, wenn diese nötig sind) leicht
erkannt werden kann (Artikel 230). Da vorausgesetzt ist, dass M unter der
Form der Teiler von x2-}-D enthalten sei, so können wir von vornherein
sicher sein, dass diesem Character notwendig ein positives, eigentlich pri-
mitives Geschlecht von Formen mit der Determinante — D entspricht, ob-
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gleich man vielleicht dem Ausdruck j/—~D (mod. M) nicht genügen kann;
da nun also dieses Geschlecht bekannt ist, kann man alle in ihm enthaltenen
Klassen ermitteln; dieselben seien (7, 0', 0",... und ihr Complex G. Nun
ist klar, dass jede einzelne Klasse 6, — 6,.. mit irgend einer Klasse in G
identisch sein muss; es kann auch geschehen, dass mehrere Klassen in ©
unter sich und daher mit derselben Klasse in G identisch sind, und wenn
G nur eine einzige Klasse enthält, so werden alle Klassen in © mit dieser
übereinstimmen. Wenn daher aus den Klassen 0, C', C",... die (einfachsten)
Formen /", /*', /"",... ausgewählt werden (je eine aus jeder), so wird sich von
den einzelnen Klassen in © je eine unter diesen vorfinden. Wenn nun
ax2 4- Vbxy 4- cy2 die in der Klasse g enthaltene Form ist, so giebt es zwei
zum Werte r gehörige Darstellungen der Zahl M durch sie, und zwar ist,
wenn die eine x = m, y = n ist, die andere x = — m, y — — M, nur der
eine Fall, wo D = l ist, muss ausgenommen werden, da es in diesem vier
Darstellungen giebt (Vgl. Artikel 180).

Hieraus schliesst man, dass, wenn man alle Darstellungen der Zahl M
durch die einzelnen Formen ft f', /",... (nach der im Vorstehenden an-
gegebenen indirecten Methode) ermittelt und daraus die Werte des Aus-
drucks |/— D (mod. J5f), zu welchen die einzelnen gehören, ableitet (Ar-
tikel 154), sämtliche Werte dieses Ausdrucks daraus erhalten werden und
zwar jeder einzelne zweimal oder, falls D = l ist, viermal, womit die Auf-
gabe gelöst ist. Finden sich unter /J f, f",... irgend welche Formen,
durch welche M nicht dargestellt werden kann, so ist dies ein Zeichen,
dass sie zu keiner Klasse in © gehören und somit weggelassen werden
müssen; wenn aber M durch keine von jenen Formen dargestellt werden
kann, so muss notwendig — D quadratischer Nichtrest von M sein.

Hinsichtlich dieser Ope ra t ionen beach te man noch fo lgende
Bemerkungen .

I. Es werden unter den Darstellungen der Zahl M durch die Formen
/; /"',..., die wir hier anwenden, solche verstanden, in denen die Werte der
Unbestimmten prim zu einander sind; erhält man irgend welche ändern,
in denen diese Werte einen gemeinschaftlichen Teiler haben (was nur dann
der Fall sein kann, wenn p.2 in M aufgeht, und sicher eintritt, wenn

— DR —^ ist), so müssen dieselben für den vorliegenden Zweck ganz weg-

gelassen werden, obwohl sie in anderer Hinsicht nützlich sein können.
II. Unter sonst gleichen Umständen ist offenbar die Arbeit um so

leichter, je kleiner die Anzahl der Klassen £ /"', /"",.. . ist, und somit am
kürzesten, wenn D eine von den 65 im Artikel 303 angegebenen Zahlen ist,
für die es in den einzelnen Geschlechtern nur eine einzige Klasse giebt.

III. Da je zwei solche Darstellungen wie x = m, y = n\ #==—m, «/= — n
stets zu demselben Werte gehören, so reicht es offenbar aus, nur diejenigen
Darstellungen zu betrachten, in denen y positiv ist. Derartige verschiedene
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Darstellungen entsprechen daher immer verschiedenen Werten des Aus-
druckes y — D (mod. Jf), sodass die Anzahl aller verschiedenen Werte der
Anzahl aller sich ergebenden Darstellungen dieser Art gleich ist (immer
den Fall D = l ausgenommen, in welchem jene die Hälfte dieser ist).

IV. Da man, sobald der eine der beiden entgegengesetzten Werte 4- r,
— r bekannt ist, auch sofort den ändern kennt, so lassen sich die Operationen
noch etwas abkürzen. Wird der Wert r aus der Darstellung der Zahl M
durch eine in der Klasse 0 enthaltene Form gefunden, d. h. ist 6=0,
so wird sich offenbar der entgegengesetzte Wert — r aus der Darstellung
durch eine Form ergeben, welche in der zu G entgegengesetzten Klasse
enthalten ist, die von der Klasse G verschieden ist, falls nicht etwa letztere
ambig ist. Hieraus folgt, dass man, wenn nicht alle Klassen in G ambig
sind, von den übrigen nur die Hälfte zu betrachten braucht, nämlich von
je zwei entgegengesetzten nur die eine, während die andere wegzulassen ist,
da aus ihr, wie man auch ohne Kechnung voraussetzen kann, sich Werte
ergeben, welche denen, die die erstere liefert, entgegengesetzt sind. Ist
aber C ambig, so werden sich aus ihr die beiden Werte r und — r gleich-
zeitig ergeben; es wird nämlich, wenn aus C die ambige Form ax2 4- %bxy + cy2

ausgewählt wurde und der Wert r aus der Darstellung # = w, y = n sich
%bn

ergeben hat, der Wert — r sich aus der folgenden x = — m -- , y = n

ergeben.

V. Für denjenigen Fall, in welchem D = ] ist, giebt es überhaupt
nur eine Klasse, aus der, wie wir annehmen dürfen, die Form x2 4- y2 aus-
gewählt worden sei. Wenn nun der Wert r aus der Darstellung # = w,
y = n entsteht, so wird derselbe auch aus den Darstellungen # = — w,
y= — n-, x = — m, y = n;-x = m, y = — n und der entgegengesetzte — r
aus den Darstellungen # = w, y = — n\ # = — w, y = n; x = n, y = m;
x = — n, y = — m sich ergeben. Daher genügt von diesen acht Dar-
stellungen, welche nur eine Zerlegung geben, eine, wenn man nur dem
daraus entstehenden Werte den entgegengesetzten associiert.

VI. Der Wert des Ausdrucks j/ — D (mod. M ) , zu welchem die Dar-
stellung M= am2 4- %mn 4- cn2 gehört, ist nach Artikel 155: \^(mb 4- nc)
— v (ma -\-rib) oder irgend eine diesem Werte nach dem Modul M con-
gruente Zahl, wenn JJL, v so angenommen sind, dass |xw4-m=l ist.
Bezeichnet man daher einen solchen Wert mit v, so ist:

mv = -h nc) — v (M— mrib — n2c) = 4- vri) (mb •+• nc)
= mb 4- wc (mod.

Hieraus geht hervor, dass v der Wert des Ausdrucks (mod. M)

ist, und auf ähnliche Weise findet man, dass v der Wert des Ausdrucks
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(mod. M) ist. Diese Formeln sind sehr häufig derjenigen, aus

welcher sie abgeleitet sind, vorzuziehen.

328.

Beispiele. I. Man sucht sämtliche Werte des Ausdrucks r/— 1365

(mod. 5428681 = !£)• Die Zahl M ist hier = l, l, l, 6,11 (mod. 4, 3, 5, 7,13)
und daher unter der Form der Teiler von #2-{-l, x2 + 3, x2—5 und
unter der Form der Nichtteiler von x2 -f- 7, x2 —13, also unter der Form
der Teiler von x2 4- 1365 enthalten; der Character des Geschlechts, in
welchem sich die Klassen © vorfinden, ist l, 4; .723; Ä5; JV7; N13. In
diesem Geschlecht ist nur eine einzige Klasse enthalten, aus welcher wir
die Form 6#2 + 6xy -f- 229#2 auswählen. Um alle Darstellungen der Zahl
M durch diese zu erhalten, setzen wir 2# H- # = #', wodurch sie übergehen
muss in 3#'2-f- 455#2 = %M. Diese Gleichung besitzt vier Lösungen, in
denen y positiv ist, nämlich # = 127, #'=±1083; #=119, #'=±1213.
Hieraus ergeben sich vier Lösungen der Gleichung 6#2 + 6#j/ 4- 229#2 = M,
in denen y positiv ist, nämlich:

478 l — 605
127 127

547
119

— 666
119.

Die erste Lösung giebt für v den Wert des Ausdrucks

3249

30517
478

oder

T27~ woraus man 2350978 findet; die zweite bringt den ent-

gegengesetzten Wert — 2350978, die dritte den Wert 2600262, die vierte
den entgegengesetzten Wert — 2600262 hervor.

II. Wenn die Werte des Ausdrucks j/ — 286 (mod. 4272943 = M) ge-

sucht werden sollen, so findet man als Character des Geschlechts, in welchem
die Klassen © enthalten sind: l u. 7, 8; jßll; JR13; daher ist es das Haupt-
geschlecht, in welchem drei Klassen enthalten sind, die durch die Formen
(l, 0, 286), (14, 6, 23), (14, — 6, 23) dargestellt werden; von diesen kann man
die dritte, da sie der zweiten entgegengesetzt ist, weglassen. Durch die Form
x2 -f- 286#2 findet man zwei Darstellungen der Zahl If, in denen y positiv
ist, nämlich #=103, # = ±1113, aus denen sich die folgenden Werte
des gegebenen Ausdrucks ergeben: 1493445, —1493445. Durch die Form
(14, 6, 23) aber ist die Zahl M nicht darstellbar, woraus folgt, dass es
ausser den beiden gefundenen Werten keine ändern weiter giebt.

III. Ist der Ausdruck j/— 70 (mod. 997331) gegeben, so müssen die

Klassen © in einem Geschlechte enthalten sein, dessen Character 3 u. 5, 8;
JR5; N l ist; in diesem findet sich nur eine einzige Klasse, deren re-
präsentierende Form (5, 0, 14) ist. Stellt man aber die Rechnung an, so
findet man, dass die Zahl 997331 durch die Form (5, 0, 14) nicht dar-
stellbar ist, weshalb — 70 notwendig quadratischer Nichtrest jener Zahl ist.

Zwei Methoden, zusammengesetzte Zahlen von primen zu
unterscheiden und ihre Factoren zu ermitteln.

329.
Dass die Aufgabe, die Primzahlen von den zusammengesetzten zu

unterscheiden und letztere in ihre Primfactoren zu zerlegen, zu den
wichtigsten und nützlichsten der gesamten Arithmetik gehört und die Be-
mühungen und den Scharfsinn sowohl der alten wie auch der neueren
Geometer in Anspruch genommen hat, ist so bekannt, dass es überflüssig
wäre, hierüber viele Worte zu verlieren. Trotzdem muss man gestehen, dass
alle bisher angegebenen Methoden entweder auf sehr specielle Fälle be-
schränkt oder so mühsam und weitläufig sind, dass sie schon für solche
Zahlen, welche die Grenzen der von verdienstvollen Männern aufgestellten
Tafeln nicht überschreiten, d. h. für welche künstliche Methoden überflüssig
sind, die Geduld sogar eines geübten Rechners ermüden, auf grössere Zahlen
aber meistenteils kaum angewendet werden können. Obwohl aber jene
Tafeln, die sich in aller Händen befinden, und die, wie wir hoffen dürfen,
bald eine weitere Fortsetzung erfahren werden, in den meisten gewöhnlich
vorkommenden Fällen jedenfalls ausreichen, so bietet sich doch dem erfah-
renen Kechner nicht selten die Gelegenheit dar, aus der Zerlegung grosser
Zahlen in Factoren grosse Vorteile zu ziehen, welche den massigen Aufwand
an Zeit reichlich wieder ausgleichen; ausserdem aber dürfte es die Würde
der Wissenschaft erheischen, alle Hülfsmittel zur Lösung jenes so eleganten
und berühmten Problems fleissig zu vervollkommnen. Aus diesen Gründen
zweifeln wir nicht, dass die beiden folgenden Methoden, deren Wirksamkeit
und Kürze wir durch eine lange Erfahrung bestätigen können, den Lieb-
habern der Arithmetik nicht unerwünscht sein werden. Übrigens ist es in
der Natur der Aufgabe begründet, dass jede beliebige Methode fortwährend
um so weitläufiger wird, je grosser die Zahlen sind, auf die sie angewandt
wird; für die folgenden Methoden aber wachsen die Schwierigkeiten sehr
langsam, und die aus sieben, acht, ja noch mehr Ziffern bestehenden Zahlen
sind besonders nach der zweiten Methode stets mit glücklichem Erfolge und
mit aller Schnelligkeit, die man billiger Weise für so grosse Zahlen erwarten
kann, welche nach allen bisher bekannten Methoden eine auch dem uner-
müdlichen Rechner unerträgliche Arbeit erforderten, behandelt worden.

Bevor man die folgenden Methoden anwendet, ist es immer vorteilhaft,
die Division irgend einer gegebenen Zahl durch einige der kleinsten Prim-
zahlen, z. B. durch 2, 3, 5, 7, ... bis zu 19 oder noch weiter hinaus, zu
versuchen, nicht nur, damit es nicht reut, eine solche Zahl, falls sie Divisor
ist, durch subtile und künstliche Methoden erhalten zu haben, die man viel
leichter durch blosse Division hätte finden können*), sondern auch deshalb,

*) Um so mehr, weil sich, allgemein zu reden, unter sechs Zahlen kaum eine
findet, die nicht durch eine der Zahlen 2, 8, 5,..., 19 teilbar wäre.
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weil dann, wenn keine Division Erfolg hatte, die Anwendung der zweiten
Methode sich der aus jenen Divisionen entstandenen Eeste mit grossem
Nutzen bedient. Soll z. B. die Zahl 314159265 in ihre Factoren zerlegt
werden, so gelingt die Division durch 3 zweimal und sodann auch die
Division durch 5 und 7, so dass man erhält: 314159265 = 9 • 5 • 7 - 997331
und es genügt, die Zahl 997331, die durch 11, 13, 17, 19 nicht teilbar
befunden wird, einer eingehenderen Untersuchung zu unterwerfen. Analog
werden wir von der gegebenen Zahl 43439448 den Factor 8 absondern und
die künstlicheren Methoden auf den Quotienten 5428681 anwenden.

330.
Die Grundlage der ersten Methode bi ldet der Satz, dass j ede

positive oder negative Zahl, welche von einer ändern Zahl M
quadra t i scher Rest ist, auch quadrat ischer Eest j edes Teilers
von M ist. Es ist allgemein bekannt, dass, wenn M durch keine Prim-
zahl unterhalb j/JÜf teilbar ist, M sicher eine Primzahl ist; dass aber,
wenn alle Primzahlen unterhalb dieser Grenze, welche in M aufgehen,
p, q, ... sind, die Zahl M entweder aus diesen allein (und deren Potenzen)
zusammengesetzt ist, oder nur einen einzigen ändern Primfactor, der
grosser als j/Jf ist, enthalten kann, welchen man findet, indem man M
durch p, q, ... so oft es geht dividiert. Bezeichnet man daher durch Q
den Complex aller Primzahlen unterhalb j/2f" (mit Ausschluss derjenigen,
mit denen die Division bereits vergeblich versucht worden ist), so genügt
es offenbar, wenn man alle in ö enthaltenen Primteiler von M hat. Wenn
man man nun irgend woher weiss, dass irgend eine (nichtquadratische)
Zahl r quadratischer Rest von M ist, so kann sicher keine Primzahl, von
welcher r Nichtrest ist, ein Teiler von M sein; daher wird man aus Ö
sämtliche derartige Primzahlen (welche meistenteils ungefähr die Hälfte
aller ausmachen) weglassen dürfen. Wenn überdies von einer ändern
nichtquadratischen Zahl r' bekannt ist, dass sie Rest von M ist, so wird
man von den nach der ersten Ausschliessung in Ö übrig gebliebenen Prim-
zahlen wiederum diejenigen ausschliessen können, von denen r' Nichtrest
ist, und die wiederum ungefähr die Hälfte jener ausmachen, wofern die
Reste r und r' unabhängig von einander sind (d. h., wenn nicht der eine
notwendig an und für sich Rest aller Zahlen ist, von denen der andere
Rest ist, was der Fall sein würde, wenn rr' ein Quadrat wäre). Sind noch
andere Reste von M bekannt, r", r'", ..., welche alle von den übrigen
unabhängig sind*), so können mit den einzelnen analoge Ausschliessungen

*) Wenn das Product aus beliebig vielen Zahlen T*, r\ r", ... ein Quadrat ist,
so ist jede von ihnen, z. B. r, Rest jeder (in keiner von ihnen aufgehenden) Prim-
zahl, welche Rest der übrigen /, /', ... ist. Uni also beliebig ^viele Reste als un-
abhängig betrachten zu können, darf kein Quadrat aus je zweien oder je dreien
u. s. w. ein Quadrat sein.
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vorgenommen werden, wodurch die Anzahl der Zahlen in Q sehr rasch
abnimmt, so dass bald entweder alle gestrichen sind, in welchem Falle M
sicher eine Primzahl ist, oder nur so wenige übrigbleiben (unter denen sich
offenbar alle Primteiler von Jf, wenn M solche hat, vorfinden), dass die
Division durch sie ohne Mühe versucht werden kann. Bei einer Zahl, die
eine Million nicht übersteigt, werden meistens sechs oder sieben, bei einer
aus acht oder neun Ziffern bestehenden Zahl neun oder zehn Ausschliessungen
vollauf genug sein. Nur über zwei Punkte müssen wir noch handeln,
erstens, wie man passende und genügend viele Reste von M finden,
zweitens, wie man die Ausschliessung selbst am bequemsten vornehmen
kann. Jedoch wollen wir die Reihenfolge dieser Fragen umkehren, zumal
da die zweite zeigen wird, was für Reste vornehmlich für diesen Zweck
bequem sind.

331.
Wir haben im vierten Abschnitt ausführlich gezeigt, wie man die Prim-

zahlen, von denen eine gegebene Zahl r (die wir durch kein Quadrat teilbar
annehmen können) Rest ist, von denjenigen, von welchen sie Nichtrest ist,
oder also wie man die Teiler des Ausdrucks x2 — r von den Nichtteilern
unterscheiden kann, dass nämlich alle erstereu unter gewissen Formeln wie
r# + a, rz •+• &, ... oder wie 4r£ -f-«, 4r# + & , . . . und die letzteren unter
ändern analogen Formeln enthalten seien. Ist r eine ziemlich kleine Zahl,
so können die Ausschliessungen mit Hülfe dieser Formeln sehr bequem
ausgeführt werden; z. B. sind alle Zahlen von der Form 40 + 3, wenn
r = — l, alle Zahlen von den Formen 80 -f- 3, 80 4- 5, falls r = 2 ist, u. s. w.
auszuschliessen. Da es aber nicht immer in unserer Macht steht, derartige
Reste einer gegebenen Zahl zu finden, noch auch die Anwendung der
Formeln für einen grossen Wert von r bequem genug ist, so ist es ein
ungeheurer Vorteil und erleichtert die Mühe der Ausschliessung in erstaun-
licher Weise, wenn man für eine hinreichend grosse Anzahl von positiven
und negativen durch ein Quadrat nicht teilbaren Zahlen (r) bereits eine
Tafel construiert hat, in welcher die Primzahlen, deren Reste jene einzelnen
r sind, von denjenigen, deren Nichtreste sie sind, unterschieden sind. Eine
solche Tafel kann in derselben Weise eingerichtet werden, wie die am
Schlüsse dieses Werkes angefügte und schon oben beschriebene Probe;
damit dieselbe aber für den gegenwärtigen Zweck hinreichend grossen
Nutzen gewähre, müssen die am Rande stehenden Primzahlen (Moduln) viel
weiter, nämlich mindestens bis zu 1000 oder 10000 fortgesetzt werden; über-
dies wird die Bequemlichkeit noch bedeutend vermehrt werden, wenn man
am Kopfe der Tafel auch die zusammengesetzten und negativen Zahlen auf-
nimmt, obwohl dies, wie aus dem vierten Abschnitt hervorgeht, nicht absolut
notwendig ist. Am bequemsten aber wird der Gebrauch einer solchen Tafel,
wenn die einzelnen Vertikalkolonnen, aus denen sie besteht, ausgeschnitten
und auf Streifen von Blech oder auf (den N ep er'sehen ähnliche) Holz-
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Stäbchen aufgeklebt werden, so dass diejenigen, welche in jedem Falle
erforderlich sind, d. h. welche den Zahlen r, /, r", . . . , den Eesten der
gegebenen in Factoren zu zerlegenden Zahl, entsprechen, für sich untersucht
werden können. Werden diese in der richtigen Weise neben die erste
Kolonne der Tafel (welche die Moduln darstellt) gelegt, d. h. so, dass die
Plätze der einzelnen derselben Primzahl der ersten Kolonne entsprechenden
Stäbchen mit dieser Primzahl in gerader Richtung liegen oder in dieselbe
Horizontallinie fallen, so werden offenbar diejenigen Primzahlen, welche nach
den Ausschliessungen vermittelst der Reste r, /, r",.. in Q noch übrig bleiben,
durch den blossen Anblick unmittelbar erkannt werden können; es werden
nämlich diese übereinstimmen mit denjenigen in der ersten Kolonne, welchen
in allen anliegenden Stäbchen Striche entsprechen, und es sind alle, bei
welchen in irgend einem Stäbchen ein leerer Raum sich befindet, weg-
zulassen. Durch ein Beispiel wird dies hinreichend deutlich werden. Wenn
man irgend woher weiss, dass die Zahlen — 6, -f-13, — 14, -f-17, -h 37, — 53
Reste von 997331 sind, so muss man die erste Kolonne (welche in diesem
Falle bis zu 997 fortgesetzt werden muss, d. h. bis zu der grössten Prim-
zahl unterhalb j/997331) und die Streifen, an deren Kopfe die Zahlen
— 6, -h 13, ... stehen, nebeneinander legen. Wir geben hier einen Teil
des auf diese Weise hervorgehenden Schemas:

3
5
7
11
13
17
19
23

113
127
131

— 6

—
——
—

—
—

+ 13

—

—
—

—

—
—
—

— 14

—
——

—

—

—
U.S.W.

—

—
—

U.S.W,

+ 17

—
—
—

—

+ 37

—

—
—

—

— 53

—

—

—
—
—

—

—

Wie man nun hier aus dem blossen Anblick erkennt, dass von den-
jenigen Primzahlen, welche in diesem Teil des Schemas enthalten sind, nur
die Zahl 127 nach den Ausschliessungen vermittelst der Reste —6,
+ 13, ... in ö übrig bleibt, so zeigt das ganze bis zur Zahl 997 erstreckte
Schema, dass durchaus keine andere Zahl weiter in Ö übrig bleibt; ver-
sucht man aber die Division, so findet man, dass 997331 in der That
durch 127 teilbar ist. Auf diese Weise ist daher jene Zahl in die Prim-
factoren 127-7853 zerlegt.
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Übrigens geht aus dieser Auseinandersetzung zur Genüge hervor, dass
nicht allzugrosse oder wenigstens in nicht allzugrosse Primzahlen zerleg-
bare Reste besonders vorteilhaft sind, da die unmittelbare Anwendung der
Hülfstafel sich nicht über die am Kopfe befindlichen Zahlen hinaus erstreckt
und die mittelbare Anwendung nur solche umfasst, welche in Factoreu
zerlegt werden können, die in der Tafel enthalten sind.

332.

Um die Reste der gegebenen Zahl M zu f inden, werden wir
drei verschiedene Methoden angeben, deren Auseinandersetzung wir zwei
Bemerkungen vorausschicken, vermittelst deren man aus weniger geeigneten
Resten einfachere ableiten kann. Erstens, wenn die Zahl äk2, welche
durch das Quadrat k2 (das wir prim zu M voraussetzen) teilbar ist, Rest
von M ist, so wird auch a Rest sein; daher sind die durch grosse Quadrate
teilbaren Reste ebenso vorteilhaft, wie kleine, und wir werden somit voraus-
setzen, dass alle durch die nachstehenden Methoden gelieferten Reste
sogleich von ihren quadratischen Factoren befreit seien. Zwei tens , wenn
zwei oder mehrere Zahlen Reste sind, so wird auch das Product aus ihnen
ein Rest sein. Verbindet man diese Bemerkung mit der vorigen, so kann
man sehr häufig aus mehreren Resten, welche nicht alle einfach genug
sind, einen ändern sehr einfachen ableiten, wofern nur jene viele gemeinsame
Factoren haben, Aus diesem Grunde leisten auch solche Reste sehr gute
Dienste, welche aus vielen nicht allzugrossen Factoren zusammengesetzt
sind, und man wird gut thun, sogleich alle in ihre Factoren zu zerlegen.
Die Bedeutung dieser Bemerkungen wird man besser durch Beispiele und
häufigen Gebrauch als durch theoretische Vorschriften erkennen.

I. Die einfachste und für diejenigen, welche sich durch häufige Übung
bereits einige Gewandtheit erworben haben, bequemste Methode besteht
darin, dass man M oder allgemeiner irgend ein Vielfaches von M. in zwei
Teile zerlegt km = a -i- b (mögen beide positiv oder der eine positiv, der
andere negativ sein), deren Product mit verändertem Vorzeichen Rest von
M sein wird; denn es ist — a & = a2=&2 (mod. JM") und daher —abEM.
Die Zahlen a, 6 sind so anzunehmen, dass ihr Product durch ein grosses
Quadrat teilbar und der Quotient entweder klein oder wenigstens in nicht
zu grosse Factoren zerlegbar wird, was immer ohne Schwierigkeit ausgeführt
werden kann. Besonders zu empfehlen ist es, für a entweder ein Quadrat
oder ein doppeltes oder dreifaches u. s. w. Quadrat zu nehmen, welches
von der Zahl M um eine entweder kleine oder in bequeme Factoren zer-
legbare Zahl abweicht. So findet man z. B. 997331 = 9992 — 2 - 5 • 67
= 9942 + 5 • 11 • 132 = 2 • 7062 + 3 -17 - 32 = 3 • 5752+11 • 31 • 42=3-5772

— 7 • 13 • 42 = 3 • 5782 — 7 -19 - 37 = 11 • 2992 + 2 • 3 • 5 • 29 - 42 = 11 • 30l2

+ 5 • 122, u. s. w. Hieraus erhält man die folgenden Reste: 2 • 5 • 67, — 5 • 11,
— 2 . 3 -17, — 3 • 11 • 31, 3 • 7 • 13, 3 • 7 -19 • 37, — 2 • 3 • 5 • 11 - 29; die letzte
Zerlegung liefert den Rest — 5 «11, den wir schon haben. An Stelle der
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Reste —3-11 -31 , — 2 « 3 « 5 « 11-29 kann man die folgenden nehmen:
3 • 5 • 31, 2. 3 • 29, welche aus ihrer Combination mit — 5 • 11 entstehen.

II. Die zweite und dritte Methode gründet sich darauf, dass, wenn zwei
binäre Formen (A, I?, 0), (A1, J5', G') mit derselben Determinante M oder
— M oder allgemeiner ± JcM zu demselben Geschlechte gehören, die Zahlen
AÄ, AC', A'C Beste von JcM sind; dies erkennt man ohne Schwierigkeit
daraus, dass jede characteristische Zahl der einen Form, etwa m, auch eine
characteristische Zahl der ändern ist und somit m A, mC, m A', mCf sämtlich
Reste von JcM sind. Ist daher (a, &, a') eine reducierte Form mit der posi-
tiven Determinante M oder allgemeiner kM und sind (a', &', a"), (a",&",a'"),...
Formen aus ihrer Periode und somit ihr äquivalent und um so mehr unter
demselben Geschlecht mit ihr enthalten, so sind die Zahlen aa', aa", aa,'",...
sämtlich Reste von M. Die Berechnung einer grossen Anzahl von Formen
einer solchen Periode kann man mit Hülfe des Algorithmus im Artikel 187
sehr leicht durchführen; die einfachsten Reste ergeben sich meistens, wenn
man a = l setzt; diejenigen, welche zu grosse Factoren enthalten, sind zu
verwerfen. Nachstehend sieht man die Anfänge der Perioden der Formen
(l, 998, —1327) und (l, 1412, —918), deren Determinanten 997331 und
1994662 sind:

( l, 998, —1327)
(—1327, 329, 670)
( 670, 341, —1315)
(—1315, 974, 37)
( 37, 987, — 626)
(— 626, 891, 325)
( 325, 734, —1411)
(—1411, 677, 382)
( 382, 851, — 715)

U. S. W.

( l, 1412, — 918)
(- 918, 1342, 211)
( 211, 1401, — 151)
(— 151, 1317, 1723)
( 1723, 406, — 1062)
(-1062, 656, 1473)
( 1473, 817, — 901)
(— 901, 985, 1137)

U. S. W.

Es sind daher Reste der Zahl 997331 sämtliche Zahlen — 1327, 670, ....
Lässt man aber diejenigen fort, welche zu grosse Factoren enthalten, so
hat man die folgenden: 2 - 5 - 6 7 , 37, 13, —17-83, —5-11-13, —2-3-17,
— 2-59, —17-53. Den Rest 2 - 5 - 6 7 , sowie den Rest —5-11, welcher
aus der Combination des dritten mit dem fünften entsteht, hatten wir schon
oben gefunden.

III. Ist C irgend eine von der Hauptklasse verschiedene Klasse der
Formen mit der negativen Determinante — M oder allgemeiner — JcM, und
ist 2(7, 30, ... ihre Periode (Artikel 307), so gehören die Klassen 2(7,
4(7, ... zum Hauptgeschlecht, die Klassen 3(7, 50, ... aber zu demselben
Geschlecht wie G. Wenn daher (a, &, c) die (einfachste) Form aus C und
(a', V, c') eine Form aus irgend einer Klasse jener Periode, etwa aus nC,
ist, so wird entweder a' oder aaf Rest von M sein, je nachdem n gerade
oder ungerade ist (im ersteren Falle offenbar auch c', im letzteren ac', ca!
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und cc'). Die Entwicklung der Periode, d. h. der einfachsten Formen in
ihrer Klasse, lässt sich mit erstaunlicher Leichtigkeit ausführen, wenn a
sehr klein ist, zumal im Fall a = 3, den man immer herbeiführen kann,
wenn man Mf=2(mod. 3) macht. Nachstehend sieht man den Anfang
der Periode der Klasse, in welcher die Form (3, l, 332444) enthalten ist.

0=( 3, 1,332444)
20= ( 9,-2, 110815)
30 =( 27, 7, 36940)
40= ( 81, 34, 12327)
50 =(243, 34, 4109)

60 =( 729,—209, 1428)
70 =( 476, 209,2187)
80 =(1027, 342,1085)
90 =( 932,-437, 1275)

100 =( 425, 12, 2347).

Hieraus ergeben sich die Reste (mit Beiseitelassung der untauglichen):
3 • 476, 1027, 1085, 425 oder (wenn man die quadratischen Factoren weg-
lässt) : 3 • 7 • 17, 13 • 79, 5 • 7 • 31, 17, und verbindet man diese in an-
gemessener Weise mit den acht in II gefundenen, so findet man leicht die
folgenden zwölf: - 2 - 3 , 13, — 2 - 7 , 17, 37, —53, — 5 - 1 1 , 79, -83,
— 2-59, — 2 - 5 - 3 1 , 2 - 5 - 6 7 . Die sechs ersten sind dieselben, deren wir
uns im Artikel 331 bedient haben. Es hätten noch die Reste 19 und
— 29 hinzugefügt werden können, wenn wir auch diejenigen hätten anwenden
wollen, die in I gefunden sind; die übrigen dort erhaltenen Reste sind von
den hier abgeleiteten bereits abhängig.

333.
Die zweite Methode, eine gegebene Zahl M in Factoren zu

zerlegen, geht aus von der Betrachtung'der Werte eines Ausdrucks wie
[/ — D (mod. M) und stützt sich auf folgende Bemerkungen:

I. Ist M eine Primzahl oder eine Potenz einer (ungeraden in D nicht
aufgehenden) Primzahl, so ist — D Rest oder Nichtrest von Jf, je nachdem
M in der Form der Teiler oder in der Form der Nichtteiler von x2 4- D
enthalten ist, und im 'ersteren Falle besitzt der Ausdruck j/—D(modJf)
nur zwei verschiedene Werte, welche entgegengesetzt sind.

II. Ist aber M eine zusammengesetzte Zahl, etwa =pp'p"..., wo p,
p', p",... (ungerade in D nicht aufgehende verschiedene) Primzahlen oder
Potenzen solcher Primzahlen bezeichnen, so ist — D nur dann Rest von Jf,
wenn es Rest der einzelnen p, p'} p",... ist, d. h. wenn diese Zahlen sämt-
lich in den Formen der Teiler von #2 -f- D enthalten sind. Bezeichnet man
aber die Werte des Ausdrucks j/— D nach den Moduln p,p',p",... bezüglich
mit ±r, ± r' =hr" , . . . , so entstehen sämtliche Werte desselben Ausdrucks
nach dem Modul Jf, wenn man die Zahlen sucht, welche nach p entweder
= r oder = — r, nach p' entweder = / oder = — r', u. s. w. sind, so dass
also ihre Anzahl gleich 2^ wird, wenn JA die Anzahl der Zahlen p,p',p",...
bezeichnet. Wenn nun diese Werte R, — J2, J?', — .Zu', Jß",... sind, so ist
von selbst R = E nach allen Zahlen p,p'ip",...; aber nach keiner R= — B,



394 Sechster Abschnitt. [Art, 334]

so dass der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen M und K — R
gleich M und der grösste gemeinschaftliche Teiler von M und M + E gleich
l ist; zwei Werte aber, die weder identisch noch entgegengesetzt sind, wie
z. B. E und E' werden notwendig nach einer oder mehreren von den Zahlen
P, P'> P" -> • • • aber nich* nacn a^en congruent sein und nach den übrigen
ist E = — jß'; daher ist das Product jener der grösste gemeinschaftliche
Teiler der Zahlen M und E — jß', und das Product dieser der grösste ge-
meinschaftliche Teiler der Zahlen M und E 4- E1. Hieraus folgt leicht,
dass, wenn alle grössten gemeinschaftlichen Teiler von M und der Diffe-
renzen zwischen den einzelnen Werten des Ausdrucks j/—D (mod. M)
und irgend eines gegebenen Wertes berechnet werden, der Complex der-
selben die Zahlen l, jp, #',!/',... sowie die Producte von je zweien, je dreien
u. s. w. dieser Zahlen enthält. Auf diese Weise ist man daher im Stande,
aus den Werten jenes Ausdrucks die Zahlen jp, p', p",... abzuleiten.

Da übrigens die Methode des Artikels 327 diese einzelnen Werte auf

die Werte von Ausdrücken von der Form — (mod. M) reduciert, so dass

der Nenner n zu M prim ist, so ist es für den gegenwärtigen Zweck nicht
einmal notwendig, diese selbst zu berechnen. Denn der grösste gemein-
schaftliche Divisor der Zahl M und der Differenz zwischen E und E\ welche

mit —, —r übereinstimmen, ist offenbar auch grösster gemeinschaftlicher
n H

Teiler von M und nn' (E — E') oder von M und mn'— m'n, da dieser Zahl
die Zahl nn' (jß —- 22') nach dem Modul M congruent ist.

334.
Die vorstehenden Bemerkungen lassen sich auf das vorliegende Problem

in doppelter Weise anwenden; die erstere entscheidet nicht nur, ob eine
gegebene Zahl M eine Primzahl oder eine zusammengesetzte Zahl ist,
sondern sie liefert auch in diesem Falle die Factoren selbst; die letztere
aber verdient insofern den Vorzug, als sie meistens eine einfachere Eechnung
gestattet, indessen giebt sie nicht immer, wofern sie nicht mehrmals wieder-
holt wird, die Factoren der zusammengesetzten Zahlen selbst, jedoch unter-
scheidet auch sie die zusammengesetzten Zahlen von den Primzahlen.

I. Man suche eine negative Zahl — D, welche quadratischer Eest von
M ist, zu welchem Zwecke man die im Artikel 332 unter I und II an-
gegebenen Methoden benutzen kann. An sich zwar ist es willkürlich,
welchen Eest man wählt, auch ist es hier nicht wie in der vorigen Methode
erforderlich, dass D eine kleine Zahl sei; indessen wird die Eechnung um
so kürzer sein, je kleiner die Anzahl der in den einzelnen eigentlich primi-
tiven Geschlechtern mit der Determinante — D enthaltenen Klassen binärer
Formen ist, so dass besonders solche Eeste, welche unter den 65 Zahlen
des Artikels 303 enthalten sind, wenn sich solche darbieten, günstig sind.
So würde für M= 997331 von allen oben ermittelten negativen Eesten

Zerlegung zusammengesetzter Zahlen. 395

der Eest — 102 am geeignetsten sein. Man entwickle sodann alle von

einander verschiedenen Werte des Ausdrucks j/— D (mod. Tlf); wenn sich
nur zwei (entgegengesetzte) ergeben, so ist M sicher eine Primzahl oder
eine Potenz einer Primzahl; wenn dagegen mehrere, etwa 2^, hervorgehen,
so ist M zusammengesetzt aus [JL verschiedenen Primzahlen oder Potenzen
von Primzahlen, und diese Factoren können nach der Methode des vorigen
Artikels gefunden werden. Ob aber diese Factoren Primzahlen oder Potenzen
von Primzahlen sind, lässt sich nicht nur an sich sehr leicht entscheiden,
es giebt auch das Verfahren selbst, nach welchem die Werte des Ausdrucks

|/—D gefunden werden, sämtliche Primzahlen, von denen irgend eine

Potenz in M aufgeht, unmittelbar an. Ist nämlich M durch das Quadrat
einer Primzahl TT teilbar, so wird jene Eechnung sicher auch eine oder
mehrere Darstellungen der Zahl Jfef, M = am2 -H 2bmn -j- m2, von der Art
zum Vorschein bringen, dass in ihnen der grösste gemeinschaftliche Teiler
der Zahlen m, n gleich TC ist (und zwar deshalb, weil in diesem Falle — D

•J\JT

auch Eest von —^ ist). Wenn sich aber keine Darstellung ergiebt, in

welcher m und n einen gemeinschaftlichen Teiler haben, so ist dies ein
sicheres Zeichen, dass M durch kein Quadrat teilbar ist und somit alle
Zahlen $>, p', p", ... Primzahlen sind.

Beispiel. Nach der oben angegebenen Methode findet man vier Werte
1 /?£ l

des Ausdrucks j/—408 (mod. 997331), welche mit den Werten ± TjT?

2824
± —ö— übereinstimmen; als grösste gemeinschaftliche Factoren der Zahl

ö

997331 und der Zahlen 3 -1664 — 113 • 2824 und 3 -1664 -4- 113 • 2824 oder
der Zahlen 314120 und 324104 findet man 7853 und 127, daher 997331 =
127-7853, wie oben.

II. Man nehme irgend eine negative Zahl — D von der Art an, dass
M in der Form der Teiler von x2 -h D enthalten ist. An sich ist es will-
kürlich, was für eine Zahl dieser Art man nimmt; der Bequemlichkeit halber
aber rnuss man besonders darauf sehen, dass die Anzahl der Klassen in den
Geschlechtern mit der Determinante —D möglichst klein ist. Übrigens ist
die Ermittlung einer solchen Zahl keinen Schwierigkeiten unterworfen, wenn
man sie durch Probieren versucht; denn meistenteils ist M unter einer be-
trächtlichen Anzahl probierter Zahlen ungefähr für ebenso viele in der Form
der Teiler, wie in der Form der Nichtteiler enthalten. Daher ist es am
zweckmässigsten, den Versuch mit den 65 Zahlen des Artikels 303 (und
zwar mit den grössten) zu beginnen und erst, wenn es sich träfe, dass
keine derselben geeignet ist (was jedoch allgemein zu reden unter 16384
Fällen nur einmal eintritt), zu ändern fortzuschreiten, bei denen je zwei
Klassen in den einzelnen Geschlechtern enthalten sind. — Sodann ermittle

man die Werte des Ausdrucks j/—D (mod. M) und leite, wenn man solche
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Werte findet, die Factoren von M in ganz derselben Weise daraus her wie
oben. Wenn aber keine solchen Werte hervorgehen und daher —D Nicht-
rest von M ist, so wird sicher M weder eine Primzahl noch eine Potenz
einer Primzahl sein können. Will man nun in diesem Falle die Factoren
selbst haben, so muss man entweder dieselbe Operation wiederholen, indem
man andere Werte für D nimmt, oder zu einer ändern Methode seine Zu-
flucht nehmen.

Stellt man z. B. den Versuch mit der Zahl 997331 an, so findet man,
dass dieselbe in der Form der Nichtteiler von #2 -f- 1848, #2 -f- 1365,
x2 4- 1320, dagegen in der Form der Teiler von #2 -H 840 enthalten ist; als

Werte des Ausdruckes i/—840 (mod. 997331) erhält man die Ausdrücke
1272 , 3288

woraus man dieselben Factoren ableitet wie oben. —
163' 125 '

Wer mehr Beispiele wünscht, möge Artikel 328 zu Rate ziehen, wo das erste
Beispiel zeigt, dass 5428681=307-17683, das zweite, dass 4272943 eine
Primzahl, das dritte, dass 997331 sicher aus mehreren Primzahlen zu-
sammengesetzt ist.

Übrigens gestatteten es die Grenzen dieses Werkes nur, die Haupt-
momente beider Methoden, die Factoren zu ermitteln, darzulegen; eine aus-
führlichere Untersuchung nebst mehreren Hülfstafeln und ändern Hülfs-
mitteln behalten wir uns für eine andere Gelegenheit vor.

Siebenter Abschnitt.

Über diejenigen Gleichungen, von denen
die Teilung des Kreises abhängt

335.

Unter den glänzendsten Erweiterungen, welche die Mathematik durch
die Arbeiten neuerer Geometer erfahren hat, nimmt die Theorie der vom
Kreise abhängenden Functionen ohne Zweifel einen besonders hervorragenden
Platz ein. Auf diese wunderbare Art von Grossen, zu denen man bei den
verschiedenartigsten Untersuchungen gelangt und deren Hülfe kein Teil der
gesamten Mathematik entbehren kann, haben die grössten neueren Geometer
ihren Fleiss und ihren Scharfsinn in so beharrlicher Weise verwandt und
eine so ausgedehnte Disciplin daraus gebildet, dass man kaum hätte erwarten
können, dass irgend ein Teil dieser Theorie, geschweige denn ein elementarer
und gleichsam an der Schwelle liegender Teil, noch wichtigerer Erweite-
rungen fähig sei. Ich meine die Theorie der trigonometrischen Functionen,
welche Bogen entsprechen, die mit dem Umfange commensurabel sind, oder
die Theorie der regulären Polygone ; der gegenwärtige Abschnitt wird zeigen,
ein wie geringer Teil derselben bisher zu Tage gefördert wurde. Der Leser
könnte sich wundern, dass eine solche Untersuchung gerade in diesem
Werke, das einem beim ersten Anblick ganz heterogenen Gegenstande
vorzugsweise gewidmet ist, angestellt wird; doch wird die Abhandlung selbst
hinreichend klarlegen, in welchem innigen Zusammenhange dieser Gegen-
stand mit der höheren Arithmetik steht.

Übrigens erstrecken sich die Prinzipien der Theorie, an deren Aus-
einandersetzung wir jetzt gehen, viel weiter, als sie hier ausgedehnt werden.
Denn nicht allein auf die Kreisfunctionen lassen sie sich anwenden, sondern
noch auf viele andere transcendente Functionen, z. B. auf diejenigen, welche

von dem Integral l abhängen, und ausserdem auch auf verschiedene
*

Arten von Congruenzen; da wir aber über jene transcendenten Functionen
ein umfassendes besonderes Werk vorbereiten, über die Congruenzen aber
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in der Fortsetzung der arithmetischen Untersuchungen ausführlich gehandelt
werden wird, so schien es uns gut, an dieser Stelle nur die Kreisfunctionen
zu betrachten. Ja auch diese, die wir mit der grössten Allgemeinheit
behandeln könnten, werden wir durch die in den folgenden Artikeln dar-
zulegenden Hülfsmittel auf den einfachsten Fall reducieren, einerseits der
Kürze wegen, andererseits damit die vollständig neuen Prinzipien dieser
Theorie um so leichter verstanden werden.

Die Untersuchung wird auf den einfachsten Fall zurück-
geführt, in welchem die Anzahl der Teile, in welche der

Kreis geteilt werden soll, eine Primzahl ist
336.

Bezeichnet man die Peripherie des Kreises oder vier rechte Winkel mit
P und nimmt man an, dass m, n ganze Zahlen seien und n das Product
aus den zu einander primen Factoren a, 6, c, ..., so lässt sich der

Winkel As= nach Artikel 310 auf die folgende Form bringen:

/a ß 7 \
A—{ — -H-r + -r + - ' • J P j und die ihm entsprechenden trigonometrischen

\ €l> 0 C /

Functionen werden aus den zu den Teilen — ? 1T' " * gehörigen Func-

tionen nach bekannten Methoden hergeleitet. Da man nun für a, &, c, ...
Primzahlen oder Potenzen von Primzahlen nehmen kann, so genügt es
offenbar, die Teilung des Kreises in Teile, deren Anzahl eine Primzahl
oder die Potenz einer Primzahl ist, zu betrachten, und das Polygon von
n Seiten wird aus den Polygonen von a, &, c, ... Seiten sogleich erhalten
werden. Indessen werden wir an dieser Stelle unsere Untersuchung auf
denjenigen Fall beschränken, wo der Kreis in Teile geteilt werden soll,
deren Anzahl eine (ungerade) Primzahl ist, und zwar werden wir hierbei
besonders von folgendem Grunde geleitet. Bekanntlich werden die dem

mP mP
Winkel—j- entsprechenden Kreisfunctionen aus den zu gehörigen Func-

tionen durch Auflösung einer Gleichung #ten Grades und ebenso aus jenen

durch Auflösung einer ebenso hohen Gleichung die zu —5-gehörigen Func-

tionen u. s. w. abgeleitet, so dass, wenn man das Polygon von p Seiten
bereits hat, zur Bestimmung des Polygons von p* Seiten notwendig die
Auflösung von X— l Gleichungen pten Grades erforderlich ist. Obwohl
man aber die nachfolgende Theorie auch auf diesen Fall ausdehnen könnte,
so würde man doch auf diesem Wege ebenfalls zu so vielen Gleichungen
pieu Grades kommen, die sich, wenn p eine Primzahl ist, in keiner Weise
auf niedrigere zurückführen lassen. So wird z. B. unten gezeigt werden,

dass sich das Polygon von 17 Seiten geometrisch construieren lässt; aber
zur Bestimmung des Polygons von 289 Seiten kann man die Gleichung
17ten Grades in keiner Weise vermeiden.

Gleichungen für die trigonometrischen Funetionen der
Bogen, welche ein Teil oder Teile der ganzen Peripherie
sind; Reduction der trigonometrischen Functionen auf die

Wurzeln der Gleichung xn— l = 0.

337.
Es ist hinreichend bekannt, dass die trigonometrischen Functionen aller

TcP
Winkel — > wo Je unbestimmt alle Zahlen 0, l, 2, ..., n— l bezeichnet,

durch die Wurzeln von Gleichungen #ten Grades ausgedrückt werden, und
zwar die Sinus durch die Wurzeln der Gleichung

(P — o; n-4 i ?
l • 2 x 64 1 - 2 - 3 x

l

die Cosinus durch die Wurzeln der Gleichung

II. s*-TW +ll-1-2-
6

endlich die Tangen ten durch die Wurzeln der Gleichung

m. ^-

Diese Gleichungen (welche allgemein für jeden ungeraden Wert von n
gelten, II aber auch für einen geraden) lassen sich, wenn man n = 2w + l
setzt, leicht auf den mten Grad herabdrücken; nämlich I und III, indem man
die linke Seite durch x dividiert und y für x2 substituiert. Die Gleichung II
enthält aber offenbar die Wurzel x = l (= cos 0), und von den übrigen sind
. . . . . . , / P (» —1)P 2Pstets je zwei gleich l cos — = cos —, cos —=

her ist die linke Seite durch x — l teilbar und der Quotient ein Quadrat;
zieht man aus diesem die Quadratwurzel, so reduciert sich die Gleichung II
auf die folgende:

™_u! »-'_i/ n *-*-Lr <n « -« . l 0»»-2)(w-J
*-*- 2 * 4(m l)x

 8tf»--zja -»- l ß x . 2

= cos-

.
~*~32 1 - 2

.. = 0,
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P 2JP BP mP
deren Wurzeln die Cosinus der Winkel —, —, —, ..., — sind. Wei-

tere Reductionen dieser Gleichungen, wenigstens für den Fall, wo n eine
Primzahl ist, hatte man bisher nicht.

Indessen ist keine dieser Gleichungen so leicht zu behandeln und für
unsern Zweck so geeignet, wie die Gleichung xn—1=0, deren Wurzeln
mit den Wurzeln jener bekanntlich auf das Engste zusammenhängen.
Schreibt man nämlich der Kürze wegen i für die imaginäre Grosse j/— l,
so werden die Wurzeln der Gleichung xn— 1 = 0 dargestellt durch

JcP . . JcP
cos h i sm — = r,n n '

wo für Je sämtliche Zahlen 0, l, 2, 3, ..., n — l zu nehmen sind. Da nun
l JcP JcP

— = cos i sin— ist, so werden somit die Wurzeln der Gleichung Ir n n '
l / l \ l — r2

dargestellt durch ^-.{r l oder i —~—; die Wurzeln der Gleichung n durch
A i/ \ i / uir

l / i\ l -j-r2 i(l — r2)
_[ r _| l = —-—; endlich die Wurzeln der Gleichung III durch 2 .

Aus diesem Grunde werden wir unsere Untersuchung auf die Be-
t rachtung der Gleichung xn—1 = 0 gründen, indem wir annehmen, dass
n eine ungerade Primzahl sei. Um aber die Eeihe der Untersuchungen
nicht unterbrechen zu müssen, schicken wir hier den folgenden Hülfssatz
voraus.

338.
Aufgabe. Wenn die Gle ichung

gegeben ist, so soll man eine Gle i chung (W) f i nden , de ren
Wurze ln die X t e n Potenzen der Wurze ln der G l e i c h u n g (T7) s ind,
wo X e inen gegebenen pos i t iven ganzen E x p o n e n t e n beze ichne t .

Auflösung. Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung (W) mit
a, &, c,..., so müssen die Wurzeln der Gleichung (W) sein: ax, &x, cx, ...
Nach dem bekannten Newton'schen Satze kann man aus den Coefficienten
der Gleichung (TF) die Aggregate irgend welcher Potenzen der Wurzeln
a, &, c, . . . finden. Man suche also die Summen

ax -j- &x 4- cx H ; a2X -f- &2X + c2X • • • , , bis zu awX + &™x -f- c™XH

Aus diesen kann man dann umgekehrt nach demselben Satze die Coefficienten
der Gleichung (W) ableiten. — Zugleich geht hieraus hervor, dass, wenn
die Coefficienten in (W) rational sind, auch sämtliche Coefficienten in (W1)
rational werden. Auf anderm Wege kann man zwar auch beweisen, dass,
wenn jene ganze Zahlen sind, auch alle diese ganze Zahlen werden; doch
halten wir uns bei diesem Satze, der für unsern Zweck nicht so nötig ist,
hier nicht auf.
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Theorie der Wurzeln der Gleichung x1— 1=0 (wo voraus-
gesetzt wird, dass n eine Primzahl sei). Lässt man die
Wurzel l weg, so sind die übrigen (Q) enthalten in der

Gleichung X = xn'1 n =0.

339.
Die Gleichung xn —1 = 0 (wo man immer die Voraussetzung hinzu-

denken muss, dass n eine ungerade Primzahl ist) enthält nur eine einzige
reelle Würze], x = l; die übrigen n — l Wurzeln, welche die Gleichung

xn~l + xn~2 H [-#+1 = 0

umfasst, sind sämtlich imaginär; die Gesamtheit dieser werden wir mit ß
und die Function

mit X bezeichnen. Wenn daher r irgend eine Wurzel aus Ö ist, so ist
l = r

n — r2n u. s. w., und allgemein ren = l für jeden ganzen, positiven oder
negativen Wert von e\ hieraus ist ersichtlich, dass, wenn X, JA nach dem
Modul n congruente ganze Zahlen sind, / = rfx wird. Sind dagegen X, p
nach dem Modul n incongrueut, so werden rxundr^ungleich sein; denn in
diesem Falle kann man eine ganze Zahl v derart annehmen, dass (A — jx)v
= 1 (mod. n) wird, woraus r^~^ = r und daher r^""^ sicher nicht = l
folgt. Ferner ist klar, dass jede Potenz von r ebenfalls Wurzel der Glei-
chung x11 — 1 = 0 ist; daher werden, da die Grossen l (= r°), r,r2,..., rn~~l

sämtlich verschieden sind, diese Grossen sämtliche Wurzeln der Gleichung
xn — 1 = 0 darstellen und somit die Wurzeln r, r2, r3,..., rn ~1 mit Ö iden-
tisch sein. Man schliesst hieraus leicht allgemeiner, dass ö mit dem Com-
plex der Grossen re, r2*, r3*,. . . , /* ~ ^e übereinstimmt, wenn e irgend eine
durch n nicht teilbare positive oder negative ganze Zahl ist. Es ist daher:

X= (x - re) (x - r2e) (x - r*e) . . . (« — r(n~1}e),

woraus folgt:

r* + r*
e+i*e+ • • • - + - r(n~»e = - l und l -4- r* + **+ r*e+ • • • + r(n'1)e=0.

Zwei solche Wurzeln wie r und — (= rn~l) oder allgemein / und r~e

werden wir reciprok nennen; offenbar wird das Product aus zwei einfachen

Factoren x—r und x reell werden, nämlich = x2 — 2% cos w 4- l, so
T

p
dass der Winkel w entweder dem Winkel — oder irgend einem VielfachenYI
desselben gleich ist.
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340.
Da somit, wenn eine Wurzel aus Q durch r ausgedrückt wird, sämt-

liche Wurzeln der Gleichung xn—\ =0 durch die Potenzen von r dargestellt
werden, so wird das Product, welches aus mehreren Wurzeln dieser Gleichung
irgendwie zusammengesetzt ist, durch r* dargestellt werden können, so dass
X entweder gleich 0 oder positiv und kleiner als n ist. Bezeichnet man
daher mit <p(£, u, v,...) eine algebraische rationale ganze Function der Un-
bestimmten t, u, # , . . . , die man durch eine Summe von Teilen von der
Form hfvPv*... ausdrücken kann, so isi klar, dass, wenn für £, u, v, ...
einige der Wurzeln der Gleichung xn—1=0 substituiert werden, etwa
£ = a, u = b, t; = c, ..., die Function 9 (a, #, c, ...) auf die Form

gebracht werden kann, so dass die Coefficienten A, A, ... (von denen
auch einige fehlen und daher gleich 0 werden können) bestimmte Grossen
sind und überdies alle diese Coefficienten ganze Zahlen werden, wenn alle
bestimmten Coefficienten in 9 (tf, ^, #, ...) d. h. alle h ganze Zahlen sind.
Werden aber darauf für t, u, v,... respective a2, &2, c2,... substituiert, so
wird jeder Teil wie ht*vPv*..., welcher sich vorher auf r" reducierte, jetzt
r20 werden, woraus man leicht schliesst, dass

9 (a2, &2, c\ ...) = A 4- Ar* + A"r* 4- A'V6 H h ̂ *-V"2

wird. Ebenso ist allgemein für jeden beliebigen ganzen Wert von X:

<p (ax, fcx, c\ ...) = A 4- Ar* 4- A'r^ H h A(n~lVn~l)\

welcher Satz von der grössten Bedeutung ist und die Grundlage
der fo lgenden Un te r suchungen bildet. — Hieraus folgt ferner:

<p (l, l, l, ...) = 9 (aw, 6W, cw, ...) = A •+•.

sowie:

so dass also diese Summe immer eine ganze durch n teilbare Zahl ist, wenn
sämtliche bestimmten Coefficienten in 9 (£, w, 0, ...) ganze Zahlen sind.

Die Function X lässt sich nicht in niedrigere Factoren
zerlegen, in denen sämtliche Coefficienten rational sind.

341.
Satz, Wenn die Function X durch die Function n iedr igeren

Grades
P = #x 4- -4/-1 + £#x~2 H ---- 4- Kx 4- £

teilbar ist, so können die C o e f f i c i e n t e n -4, J5, . . . , L n icht sämt-
lich ganze Zahlen sein.
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Beweis. Es sei X = PQ und $ der Complex der Wurzeln der Glei-
chung P=0, jQ der Complex der Wurzeln der Gleichung 0 = 0, so dass
fi aus 5ß und >Q zusammengenommen besteht. Ferner sei 9t der Complex
der den Wurzeln 9$ reciproken Wurzeln, © der Complex der den Wurzeln
JQ reciproken Wurzeln, und es seien die Wurzeln, welche in 8l ent-
halten sind, Wurzeln der Gleichung .R = 0, (die, wie man leicht sieht,

#x -H Y°^~l + •••+ y # -t- -y = 0 ist), und diejenigen, welche in © enthalten

sind, Wurzeln der Gleichung S = 0. Offenbar werden auch die Wurzeln
9l und @ zusammengenommen den Complex ß bilden, und es wird Jß$= X
sein. Wir unterscheiden nun vier Fälle.

L $ stimmt mit 3l überein und es ist daher P= R In diesem Falle
werden offenbar stets je zwei Wurzeln in 9$ reciprok sein, und daher ist
P das Product aus ^X doppelten Factoren von der Art wie x2 — 2# cos o> -f-1;
da ein solcher Factor gleich (x — cos w)2 -\- sin 2o> ist, so sieht man leicht,
dass P für jeden beliebigen reellen Wert von x notwendig einen reellen
positiven Wert erhält. Es seien die Gleichungen, deren Wurzeln die Qua-
drate, Kuben, Biquadrate u. s. w. schliesslich die (n—1) ten Potenzen der
Wurzeln in g$ sind, P'= 0, P"= 0, P'"= 0,. . . , P(w"1} =0, und es seien
die Werte der Functionen P, P7, P",..., p^"^ welche sie erhalten, wenn
man x = l setzt, respective p, p', p",..., p^n~~1^; dann wird nach dem vor-
her Gesagten p eine positive Grosse sein, und aus ganz ähnlichem Grunde
werden auch p', p" , . . . positiv sein. Da nun p der Wert der Function
(l — £) (l — u) (l — v)... ist, welchen sie annimmt, wenn man für t,u,v...
die Wurzeln in $ß setzt, p' der Wert derselben Function, wenn man für
£, w, v, ... die Quadrate jener Wurzeln setzt, u. s. w., und überdies der
Wert für t = l, u = l, v = l,... offenbar gleich 0 wird, so ist die Summe
jp-f-p'-+-jp"4-***-|-^(n~1) eine ganze durch n teilbare Zahl. Ausserdem sieht
man leicht, dass das Product P- P' • P"... = Xx und daher #•#'•#"...
= wx wird.

Wenn nun alle Coefficienten in P rational wären, so würden auch nach
Artikel 338 alle Coefficienten in P', P",... rational werden; nach Artikel
42 aber würden alle diese Coefficienten notwendig ganze Zahlen sein. Hier-
nach würden auch p, p', p",... ganze Zahlen sein, und da ihr Produkt gleich
wx, ihre Anzahl n — l aber > X ist, so müssten notwendig einige von ihnen
(mindestens n — l — X) gleich l, die übrigen aber entweder gleich n oder
gleich einer Potenz von n sein. Wenn nun aber g von ihnen gleich l
wären, so würde offenbar die Summe p-\-p'+ • • *^g (mod. n) und daher
sicher nicht durch n teilbar sein. Daher kann die Annahme nicht stattfinden.

II. Wenn $ und 31 zwar nicht zusammenfallen, aber doch einige
Wurzeln gemeinschaftlich enthalten, so sei Z der Complex dieser und
T=0 die Gleichung, deren Wurzeln sie sind. Dann ist T der grösste
gemeinschaftliche Teiler der Functionen P, R (wie aus der Theorie der
Gleichungen bekannt ist). Offenbar aber werden in Z stets je zwei
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Wurzeln reciprok sein, und daher können nach dem vorher Bewiesenen
nicht sämtliche Coefficienten in T rational sein. Dies würde aber sicher
der Fall sein, wenn sämtliche Coefficienten in P und daher auch sämtliche
Coefficienten in E rational wären, wie aus der Natur der Operation, durch
welche der grösste gemeinschaftliche Teiler gefunden wird, ohne Weiteres
sich ergiebt. Daher ist die Annahme absurd.

III. Wenn Q und © entweder zusammenfallen oder wenigstens gemein-
schaftliche Wurzeln enthalten, so können in genau derselben Weise die
Coefficienten in Q nicht sämtlich rational sein; sie würden aber rational
werden, wenn sämtliche Coefficienten in P rational wären. Daher ist
letzteres unmöglich.

IV, Wenn aber weder $ß mit Jft noch d mit © irgend eine Wurzel
gemeinsam hat, so finden sich notwendig alle Wurzeln $ in © und alle
Wurzeln £l in 9t vor, so dass P=S und Q = E ist. Daher ist X=PQ
das Product aus P in B, d. h.

r 1-1 . . A . 1
aus x n

und hieraus folgt, wenn man a?=l setzt:

Wenn nun alle Coefficienten in P rational und daher nach Artikel 42
auch ganz wären, so würde .L, welches in dem letzten Coefficienten von X,
d. h. in l aufgehen müsste, notwendig = db l sein, wonach n eine Quadrat-
zahl wäre. Da dies der Voraussetzung widerspricht, so kann die Annahme
nicht bestehen.

Aus diesem Satze geht also hervor, dass, wie auch X in Factoren
zerlegt werden möge, ihre Coefficienten wenigstens zum Teil irrational
werden und daher nicht anders als durch eine höhere Gleichung bestimmt
werden können.

Das Ziel der folgenden Untersuchungen wird angegeben.

342.
Das Ziel der nachfo lgenden Unte r suchungen , welches kurz

anzugeben nicht unnützlich sein wird, geht dahin, X in immer mehr
Fac toren schrittweise zu zer legen, und zwar so, dass deren
Coeff ic ienten durch Gleichungen von möglichst niedrigem Grade
bes t immt werden , bis man auf diese Weise zu einfachen Factoren oder
zu den Wurzeln Ö selbst gelangt. Wir werden nämlich zeigen, dass, wenn
die Zahl n — l auf irgend welche Weise in ganzzahlige Factoren a, ß, 7,...
(für die man Primzahlen nehmen kann) zerlegt wird, X in a Factoren von
M — 1

—-— Dimensionen zerlegt werden kann, deren Coefficienten sich durch
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eine Gleichung ateü Grades bestimmen; dass ferner diese einzelnen Factoren

wiederum in ß andere von
i — l
aß Dimensionen mit Hülfe einer Gleichung

ßten Grades zerlegt werden können u. s. w., so dass, wenn v die Anzahl der
Factoren a, ß, 7, . . . bezeichnet, die Ermittlung der Wurzeln & auf die Auf-
lösung von v Gleichungen aten, ßfcn? ^ten? Ut s> w> Grades reduciert wird. So
wird man z. B. für n = 17, wo n — l = 2 • 2 • 2 • 2 ist, vier quadratische,
für n = 73 drei quadratische und zwei kubische Gleichungen auflösen müssen.

Da im Folgenden sehr häufig solche Potenzen der Wurzel r zu betrachten
sind, deren Exponenten wiederum Potenzen sind, derartige Ausdrücke aber
im Druck nicht ohne Schwierigkeit wiedergegeben werden können, so werden
wir uns zur Erleichterung des Druckes im Nachstehenden der folgenden
Abkürzung bedienen: Für r, r2, r3, ... werden wir [1], [2], [3], ... und all-
gemein für rx, wo X irgend eine ganze Zahl bezeichnet, [X] schreiben.
Derartige Ausdrücke sind daher noch nicht völlig bestimmt, sondern werden
es erst, sobald für r oder f 1] eine bestimmte Wurzel aus & genommen wird.
Es sind daher allgemein [X], [JA] gleich oder ungleich, je nachdem X, JA nach
dem Modul n congruent oder incongruent sind. Ferner ist [0] = l; [X] • [JA]
= [X -+- p,]; [X]v = [Xv]; die Summe [0] -4- [X] + [2X] + • - • + [(n—1) X] entweder
gleich 0 oder gleich n, je nachdem X durch n nicht teilbar oder teilbar ist.

Sämtliche Wurzeln Q werden in gewisse Klassen (Perioden)
eingeteilt.

343.

Wenn für den Modul n die Zahl g eine Zahl von jener Art ist, die
wir im Abschnitt III primitive Wurzel genannt haben, so sind die n — l
Zahlen l, g, g2, . . . , gn~2 den Zahlen l, 2, 3, . . . , n — l nach dem Modul n,
wenn auch in anderer Reihenfolge, congruent, d. h. jede Zahl der einen
Eeihe hat in der ändern eine congruente Zahl. Hieraus folgt unmittelbar,
dass die Wurzeln [1], [#], [#2], . . . , [gn~2] mit Q zusammenfallen, und ganz
ebenso werden allgemeiner

mit ß zusammenfallen, wenn X irgend eine ganze durch n nicht teilbare
Zahl bezeichnet. Ferner sieht man leicht, da gn~~l = l (mod. n) ist, dass
die beiden Wurzeln [X^], [X/] identisch oder verschieden sind, je nachdem
JA, v nach dem Modul n — l congruent oder incongruent sind.

Wenn nun G eine andere primitive Wurzel ist, so werden die Wurzeln
DJ, [g], • • . , [/~2] auch mit [1], [ff], ..., [G-n~2] übereinstimmen, falls
man von der Reihenfolge absieht. Aber ausserdeni beweist man leicht,
dass, wenn e ein Teiler von n — l ist und n — l=ef, ge=h, Ge=H
gesetzt wird, auch die /"Zahlen l, h, h2, ..., 7/"1 den folgenden: l, H,
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JST2, ..., H? l nach n congruent sind (ohne Eücksicht auf die Reihen-
folge). Denn nehmen wir G^g™ (mod. w) an, und ist jx eine willkürliche
positive Zahl <:/* und v der kleinste Best von jx(o (mod. /"), so wird
v0EEjjuüe(mod.w--l), somit /'EEE/^EE &1" (mod.rc) oder H* = h\ d. h.
zu jeder Zahl der letzteren Keihe l, J3, #2, . . . kommt in der Reihe l, A,
Ä2, ... eine congruente vor und umgekehrt. — Hieraus geht hervor, dass
die /"Wurzeln [1], [A], [A2], ..., t//"1] identisch sind mit den folgenden
[1], [jff], [Ja"2], . . . , [H^~l] und allgemeiner wird man leicht einsehen, dass

[X], [XA], [XA2], ..., [X//-1] mit [X], [Xtf], [X#2], ...,

übereinstimmen. Das Aggregat von f so lchen Wurzeln [X]-|-[XA]
-h[XA2]H ----- 1-tXA^"1], welches als unabhängig von g zu betrachten ist,
da es sich nicht ändert, wenn man für g eine andere primitive Wurzel
nimmt, w e r d e n wir mit (/*, X) beze ichnen und den Complex der-
selben Wurzeln die Periode (/", X) nennen , wobei keine Rücksicht aut
die Anordnung der Wurzeln genommen wird.*) — Bei der Darstellung
einer solchen Periode wird es zweckmässig sein, die einzelnen Wurzeln,
aus denen sie besteht, auf den einfachsten Ausdruck zu reducieren, nämlich
für die Zahlen X, XA, XA2, ... die kleinsten Reste nach dem Modul n zu
substituieren, nach deren Grosse, wenn man will, auch die Teile der Periode
geordnet werden können.

Beispiel. Für w=19, wo 2 eine primitive Wurzel ist, besteht die
Periode (6> 1) aus den Wurzeln [1], [8], [64], [512], [4096], [32768] oder
[1], [7], [8], [11], [12], [18]. Ebenso besteht die Periode (6, 2) aus [2],
PL [51> [141 t16L [17]. Die Periode (6, 3) ist identisch mit der vorigen.
Die Periode (6, 4) enthält [4], [6], [9], [10], [13], [15].

Verschiedene Sätze über die Perioden der Wurzeln ß.
344.

In Bezug auf diese Perioden ergeben sich unmittelbar folgende Be-
merkungen.

L Da X// = X, X//+1 = X A , . . . (mod. n) ist, so werden offenbar (/; X7i),
(A M&2)> • • • aus denselben Wurzeln bestehen, aus welchen (/", X) besteht;
bezeichnet also [X7] irgend eine Wurzel aus (f, X), so wird allgemein diese
Periode mit (/*, X') vollständig identisch sein. Wenn daher zwei aus
gleichviel Wurzeln bestehende Perioden (welche wir gleichartig nennen
werden) irgend eine Wurzel gemeinsam haben, so sind sie offenbar identisch.
Daher ist es nicht möglich, dass zwei Wurzeln in irgend einer Periode

*) Es möge gestattet sein, das Aggregat im Folgenden auch den numerischen
Wert der Periode oder einfach Periode zu nennen, wo keine Zweideutigkeit zu
befürchten ist.
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gleichzeitig enthalten sind, in der ändern gleichartigen aber nur eine von
ihnen vorkommt; ferner ist klar, dass, wenn zwei Wurzeln [X], [X'] zu der-

X
selben Periode von f Gliedern gehören, der Wert des Ausdrucks y (mod. n)

irgend einer Potenz von A congruent ist, oder dass man setzen kann
X' = X/e (mod. w).

II. Ist f=n— l, e= l, so fällt die Periode (/; 1) offenbar mit ß
zusammen; in allen übrigen Fällen aber ist ö aus den Perioden (/*, 1), (/*,#),
(/» 08)» • • • 5 (f-> 0*"1) zusammengesetzt. Diese Perioden sind daher vollständig
von einander verschieden, und es ist klar, dass jede andere gleichartige
Periode (/*, X) mit irgend einer von diesen zusammenfällt, wofern [X] zu ß
gehört, d. h. wenn X durch n nicht teilbar ist. Die Periode (/*, 0) aber oder
(/*, ~kri) ist offenbar aus f Einheiten zusammengesetzt. Ebenso leicht sieht
man, dass, wenn X irgend eine durch n nicht teilbare Zahl ist, auch der
Complex der e Perioden (f, X), (/; X#), (f, X/), ...,(/; X/"1) mit Q überein-
stimmt. — So besteht z. B. für w = 19, /*=6 der Complex Q aus den drei
Perioden (6, 1), (6, 2), (6, 4), und auf eine von diesen ist jede andere gleich-
artige ausser (6, 0) zurückführbar.

III. Wenn n — l das Product aus drei positiven Zahlen a, 5, c ist, so
ist offenbar jede Periode von bc Gliedern aus & Perioden von c Gliedern
zusammengesetzt, nämlich (&c, X) aus (c, X), (c, X0a), (c, Xp2a), . . . , (c, X#a6~a),
weshalb diese unter jener enthalten genannt werden. So besteht z. B. für
«= 19 die Periode (6, 1) aus den dreien (2, 1), (2, 8), (2, 7), deren erste
die Wurzeln r, r18, deren zweite die Wurzeln r8, r11 und deren dritte die
Wurzeln r7, r12 enthält.

345.
Satz. Es seien (/", X), (/; JA) zwei gleichartige, identische oder

verschiedene, Per ioden und es bestehe (/*, X) aus den Wurzeln
[X], [X;], [V], ... Dann ist das Product aus (/; X) unrd (/; ^) ein
Aggregat von f gleichart igen Perioden, nämlich:

Beweis. Es sei, wie oben, n — l = ef, g eine primitive Wurzel für den
Modul n und h = ge, so dass nach dem Vorhergehenden (/", X) = (/", XÄ)
= (f> M&2) = • • • ist. Hiernach ist das gesuchte Product

und daher:

[XÄ -h fiÄ ]
[XÄ2 + [XA3 +

] H
h [X//+1

4-
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welcher. Ausdruck im ganzen f2 Wurzeln enthält. Wenn man nun hier die
einzelnen Vertikalreihen für sich summiert, so ergiebt sich offenbar:

tt X + |0 + fö XÄ + ji) + • • • + (^ M'"1 + H*),

und man sieht leicht, dass dieser Ausdruck mit W übereinstimmt, da die
Zahlen X, X', X", . . . nach Voraussetzung den Zahlen X, XÄ, XÄ2, . . . , \hf~l

(in welcher Reihenfolge, ist hier gleichgültig) nach dem Modul n congruent
und daher auch

die Zahlen X-t-jx, X'-f-jx, X"-f-p, ... den Zahlen X-f-jx, XÄ-f-jx, XÄ2-f-|x, . .. , X7^/~~1 -+- |x

congruent sein müssen.
An d i e s e n Satz k n ü p f e n wir einige Zusä tze :
I. Bezeichnet Je irgend eine ganze Zahl, so ist das Product aus

(/; &X) und (/; Äfx) gleich

II. Da die einzelnen Teile, aus denen W besteht, entweder mit dem
Aggregate (/*, 0), welches gleich f ist, oder mit irgend einem von den
folgenden: (/; 1), (f, g), (f, #2), . . . , (f, ge~1} übereinstimmen, so lässt sich
W auf die Form bringen :

1) + &'(/; g) + V'ft #2) + • • • + ft^« (/*, flT1),TF= af+ l(f, 1)

wo die Coefficienten a, &, V, ... positive ganze Zahlen (oder einige von
ihnen auch 0) sind. Ferner ist klar, dass alsdann das Product aus (/J #X)
und (/", #jx) wird:

<*f+ &(/; *) + &'(/; ty) + • • • + &(*~1} a v1).
So wird z. B. für w=19 das Product aus dem Aggregate (6, 1) in

sich selbst oder das Quadrat dieses Aggregates gleich (6, 2) -f- (6, 8)
+ (6, 9) + (6, 12) + (6, 13) + (6, 19) = 6 4- 2 (6, 1) + (6, 2) -f- 2 (6, 4).

III. Da das Product aus den einzelnen Teilen von W und einer
gleichartigen Periode (/", v) auf eine analoge Form gebracht werden kann, so ist
klar, dass auch das Product aus den drei Perioden (/*, X), (/*, |x), (/; v) durch
cf+dfä 1)H ----- h d(e~V(f, g*'1) dargestellt werden kann, und dass die
Coefficienten c, d, . . . ganze positive Zahlen (oder 0) werden und überdies
für jeden beliebigen ganzen Wert von k ist:

Ebenso lässt sich dieser Satz auf Producte von beliebig vielen gleich-
artigen Perioden ausdehnen, und es ist gleichgültig, ob diese Perioden
sämtlich verschieden oder zum Teil oder sämtlich identisch sind.

IV. Hieraus schliesst man, dass, wenn in irgend einer algebraischen
rationalen ganzen Function F=y(t, u, v, . . .) für die Unbestimmten
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£, u, v, ... respective die gleichartigen Perioden (/", X), (/*, fx), (/", v), ...
substituiert werden, ihr Wert auf die Form

A
reducierbar ist und die Coefficienten A, B, B', ... sämtlich ganze Zahlen
werden, wenn sämtliche bestimmte Coefficienten in F ganze Zahlen sind,
und dass, wenn darauf für £, w, v, . . . respective (/*, #X), (/", &jx), (/", ÄV), . . .
substituiert werden, der Wert von F die Form annimmt: A-\-B(f, K)

346.
Satz. Nimmt man an, dass X eine durch n nicht teilbare

Zahl sei, und schreibt man der Kürze wegen p für (/", X), so lässt
sich jede andere gleichart ige Per iode (/*, jx), wo auch [x durch n
nicht tei lbar angenommen wird, auf fo lgende Form reduc ie ren

4- H

so dass die Coef f ic ien ten a, ß, ... best immte ra t iona le Grossen
sind.

Beweis, Man bezeichne zur Abkürzung die Perioden (/*, X#), (/", X#2),
(/i X#3), . . ., (/; X^e-1), deren Anzahl e— l ist, und mit deren einer (/; jx)
notwendig übereinstimmt, mit j/, JP", y , . . . Dann hat man also sofort die
Gleichung:

(I) 0 = 1 + p +p'+p"+p'"+ • • •
Entwickelt man aber nach den Kegeln des vorigen Artikels die Werte

der Potenzen von p bis zur (e — l)ten, so erhält man noch e — 2 andere
von der Form:

(II)
(III)
(IV)

0 =p* + A + ap + a'p'+ a"p"+ a'"p'"-+-
0 =^3 + B -f- bp -t- Vp'-t- V'p"+ V"p"'+

wo sämtliche Coefficienten J., a, «', ..., J5, &, &', ..., ... ganze Zahlen
und, was wohl zu beachten ist und aus dem vorigen Artikel unmittelbar
folgt, von X gänzlich unabhängig sind; d. h. dieselben Gleichungen gelten
auch noch, welchen ändern Wert man auch X beilegen möge; diese Be-
merkung erstreckt sich offenbar auch auf die Gleichung (I), wenn nur X
durch n nicht teilbar angenommen wird. — Wir nehmen (/", jx) = p' an,
denn man sieht sehr leicht, dass, wenn (/*, fx) mit irgend einer ändern
Periode aus p", p"'^ ... übereinstimmt, den folgenden ganz analoge Schlüsse
angewendet werden können. Da die Anzahl der Gleichungen (I), (II),
(III), ... gleich e—l ist, so lassen sich die Grossen^", p'"9 ..., deren
Anzahl gleich e — - 2 ist, nach bekannten Methoden daraus eliminieren, so
dass sich eine von ihnen freie Gleichung wie

(Z) 0 = 3l + % -f- ($p2 H h
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ergiebt, und zwar kann dies so geschehen, dass sämtliche Coefficienten
3l, 33, . . ., 9l ganze Zahlen und sicher nicht alle gleich Null sind. Wenn
nun hier 9l nicht gleich Null ist, so geht daraus sofort hervor, dass p' da-
durch in der Weise, wie der Satz es behauptet, bestimmt wird. Wir haben
also nur noch nachzuweisen, dass 9l nicht gleich 0 werden kann.

Nimmt man an, dass 9l = 0 sei, so wird die Gleichung (Z): $Rpe~l-+- • • •
4- 33p -r- 3l = 0, und dieser können, da sie den (e — l)ten Grad sicher nicht
übersteigen kann, nicht mehr als e — l verschiedene Werte von p genügen.
Da aber die Gleichungen, aus denen (Z) abgeleitet ist, von X unabhängig
sind, so ist klar, dass auch (Z) von X nicht abhängt, also stattfindet, welche
ganze durch n nicht teilbare Zahl man auch für X nehmen möge. Daher
wird die Gleichung (Z) befriedigt werden, welchem von den Aggregaten
(/; 1), (/*, #), (/; #2), . .., (f.ge~1}. man auch p gleichsetzen möge, woraus
von selbst folgt, dass diese Aggregate nicht sämtlich ungleich sein können,
sondern mindestens zwei unter ihnen gleich sein müssen. Es möge das
eine von zwei solchen gleichen Aggregaten die Wurzeln [t], [£'], [£"], ...,
das andere die Wurzeln [TQ], [r)'], [T]"], . . . enthalten, und man nehme an
(was erlaubt ist), dass sämtliche Zahlen £, £', £", .. ., T), T)', r)", ... positiv
und kleiner als n seien; offenbar werden sie auch sämtlich verschieden und
keine von ihnen gleich 0 sein. Bezeichnet man die Function

sc+ / -f /'H x^ — x^—d*' ,

deren höchstes Glied nicht über xn~l hinaus liegen kann, mit Y, so wird
offenbar r=0 für # = [!]; demnach enthält Y den Factor x— [1], und
zwar wird sie diesen mit der Function, welche wir im Vorigen mit X be-
zeichnet haben, gemeinsam haben. Dass dies aber absurd ist, lässt sich
leicht zeigen. Denn wenn Y mit X irgend einen Factor gemeinschaftlich
hätte, so würde der grösste gemeinschaftliche Teiler der Functionen X, Y
(dass derselbe sicher nicht bis zu n—l Dimensionen ansteigen kann, geht
schon daraus hervor, dass Y durch x teilbar ist) lauter rationale Coeffi-
cienten haben, wie aus der Natur der Operationen, durch welche man den
grössten gemeinschaftlichen Teiler zweier Functionen, deren Coefficienten
sämtlich rational sind, ermittelt, ohne weiteres sich ergiebt. Im Artikel 341
haben wir aber gezeigt, dass X keinen Factor von weniger als n — l
Dimensionen, dessen Coefficienten sämtlich rational sind, enthalten kann.
Daher kann die Annahme, dass 9l = 0 sei, nicht richtig sein.

Beispiel. Für n = 19, /*= 6 wird p* = 6 -t- 2p -h p'-t- 2p"; hieraus und
aus 0 = 1-r-jn-.p'+jp" leitet man her: #'=4—p\ p" =—5—p-}-p2.
Mithin:

(6, 2) = 4 - (6, l)^, (6, 4) = - 5 - (6, 1) + (6, 1)2
(6, 4) = 4 - (6, 2)2, (6, l) = - 5 - (6, 2) + (6, 2)2
(6, 1) = 4 - (6, 4)2, (6, 2) = - 5 - (6, 4) + (6, 4)2.
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347.
Satz. Ist F=y(t, u, v,...) eine symmet r i sche (invariable)*)

algebraische rationale ganze Func t ion der f Unbes t immten
£, w, 0, ..., und subst i tu ier t man für diese die f in der Per iode
(/*, X) enthaltenen Wurzeln, so lässt sich der Wert von F nach
den Vorschr i f ten des Artikels 340 auf die Form

bringen. Die Wurze ln , welche in diesem Ausdrucke zu einer
und derselben Per iode von f Gliedern gehören , werden dann
gleiche Coeff ic ienten haben.

Beweis. Es seien [p], [q] zwei zu einer und derselben Periode gehörige
Wurzeln, und man nehme p, q positiv und kleiner als n an; dann soll
bewiesen werden, dass [p] und [q] in W denselben Coefficienten haben.
Es sei ci^pg* (mod. ri); es seien ferner die in (f, X) enthaltenen Wurzeln
[X], [X'], [X"], . . . , wo die Zahlen X, X7, X", . . . positiv und kleiner als n
vorausgesetzt werden; endlich seien die kleinsten positiven Beste der Zahlen
V> ^ye? ^y*> • • • nach dem Modul n respective JA, JA', JA", . . . welche offenbar
mit den Zahlen X, X', X", . . . , wenn auch in anderer Eeihenfolge identisch
sind. Nun geht aus Artikel 340 hervor, dass

die Form annimmt.:

... oder A 4- A' [9] 4- 4"[»"] + • • • = (TT),

wenn ft, fr', fr", ... die kleinsten Keste der Zahlen #ve, 2#ve, . . . nach dem
Modul n bezeichnen, woraus ersichtlich ist, dass [q] in [W] denselben
Coefficienten hat, wie [p] in [W]. Man sieht aber leicht, dass sich aus
der Entwicklung des Ausdruckes (J) dasselbe Resultat ergiebt, wie aus der
Entwicklung von 9 (M, [JA'], IX'^---)* da ^^X/6, JA' = X'#ve, . . . (mod.^) ist;
dieser Ausdruck aber ergiebt wieder dasselbe Resultat wie <p([X], [X'], [X"], ...),
da die Zahlen JA, fi/, JA", . . . von X, X', X", . . . nur in der Reihenfolge ab-
weichen, und es auf diese bei symmetrischen Functionen nicht ankommt.
Hieraus schliesst man, dass W mit W völlig identisch ist, so dass also die
Wurzel [q] in W denselben Coefficienten hat wie [p].

Hiernach kann W offenbar auf die Form

A + a (/; 1) + äfft g) + a"(f, g^ + • • • W^tf. /'*)

gebracht werden, so dass die Coefficienten A, a , . . . , a ̂ ~~^ bestimmte GrÖs-
sen sind, die überdies ganze Zahlen sein werden, wenn sämtliche rationalen

*) Symmetrische (invariabiles) Functionen werden bekanntlich diejenigen Func-
tionen genannt, welche alle Unbestimmten in derselben Weise enthalten, oder deut-
licher, die sich nicht ändern, wie man auch die Unbestimmten unter sich vertauschen
möge; solche Functionen sind z. B. die Summe aller Unbestimmten, das Product aus
allen, die Summe der Producte aus je zweien u. s. w.
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Coefffcienten in F ganze Zahlen sind. — So lässt sich z. B., wenn w = 19,
/*= 6, X = l ist, und 9 das Aggregat der Producte aus je zwei Unbestimmten
bezeichnet, der Wert von <p auf die Form bringen: 3 4- (6, 1) 4- (6, 4).

Ferner sieht man leicht, dass, wenn man darauf für t, u, v,... die
Wurzeln aus einer ändern Periode (/", &X) substituiert, der Wert von F gleich

a(f,X) + a' (/; leg} 4- a" (
wird.

348.
Da in jeder Gleichung

= 0

die Coefficienten a, ß, 7, . . . symmetrische Functionen der Wurzeln sind,
nämlich a die Summe aller Wurzeln, ß die Summe der Produkte aus je
zweien, 7 die Summe der Produkte aus je dreien u. s. w., so ist in der Glei-
chung, deren Wurzeln die in der Periode (/*, X) enthaltenen Wurzeln sind,
der erste Coefficient gleich (f, X), während jeder der übrigen auf die Form

wo J., a, a', ... sämtlich ganze Zahlen sind, gebracht werden kann; und
ausserdem ist klar, dass die Gleichung, deren Wurzeln die in irgend einer
ändern Periode (/J AX) enthaltenen Wurzeln sind, aus jener entsteht, wenn
man in den einzelnen Coefficienten (/; Je) für (f, 1), (/*, kg) für (ß g) und
allgemein (/J Jcp) für (/", p) substituiert. Auf diese Weise kann man daher
e Gleichungen #=0, £'=0, #"=0, . . . angeben, deren Wurzeln die in (/; 1),
(ft 9\ (f> #2)> • • • enthaltenen Wurzeln sind, sobald die e Aggregate (/, 1),
(/? 9\ (/i #2)? • • • bekannt sind, oder vielmehr, sobald irgend eins derselben
gefunden ist, da nach Artikel 346 aus einem einzigen alle übrigen rational
abgeleitet werden können. Auf diese Weise erhält man zugleich die Zer-
legung der Function X in e Factoren von /"Dimensionen; denn das Produkt
aus den Functionen #, #', #", ... ist offenbar gleich X.

Beispiel. Für n = 19 ist die Summe aller Wurzeln in der Periode (6, 1)
gleich (6, 1) = a; die Summe der Producte aus je zweien wird gleich 3 -t- (6,1)
4- (6, 4)==ß; analog findet man die Summe der Produkte aus je dreien
gleich 2 4- 2(6, 1) 4- (6, 2) = 7, die Summe der Producte aus je vieren
gleich 3 -4- (6, 1) -4- (6, 4) = S, die Summe der Produkte aus je fünfen gleich
(6, 1) = s, das Produkt aus allen gleich l . Somit umfasst die Gleichung

e = x* — a#5 4- ß#4 — 7#3 4- W — ex 4- l = 0

sämtliche in (6, 1) enthaltene Wurzeln. Werden nun in den Coefficienten
a, ß, 7, ... für (6, 1), (6, 2), (6, 4) respective (6, 2), (6, 4), (6, 1) substituiert,
so geht die Gleichung £'=0 hervor, welche die in (6, 2) enthaltenen Wurzeln
umfasst, und wenn dieselbe Vertauschung hier nochmals angewendet wird,
erhält man die Gleichung #"= 0, welche die in (6, 4) enthaltenen Wurzeln
umfasst, und das Product gtfgf' ist gleich X.

Theorie der Kreisteilung. 413

349.
Meistens ist es bequemer, besonders wenn f eine grosse Zahl ist, die

Coefficienten a, ß, 7, ... nach dem Newton'schen Satze aus den Potenz-
summen der Wurzeln abzuleiten. Es ist nämlich ohne Weiteres klar, dass
die Summe der Quadrate der in (/*, X) enthaltenen Wurzeln gleich (/; 2X),
die Summe der Kuben gleich (f, 3X) u. s. w. ist. Schreibt man daher der
Kürze wegen für (f, X), (/; 2X), (/; 3X), . . . respective q, g", q", ..., so ist:

a = flr, 2ß = a0-2', 87 = ß<?

wobei die Producte aus zwei Perioden nach Artikel 345 sogleich in Summen
von Perioden verwandelt werden müssen. So werden in unserm Beispiel,
wenn man für (6,1), (6, 2), (6,4) respective p, p', p" schreibt, die Grossen
& 4, 4', a'", 4"", 0.'"" bezüglich gleich p, p', p', p", p', p"-, demnach:

2ß =^2 — pp'= 6 4- 2p 4- 2p"
37 = (3 +p +i/')jP —PP'+P'^ 6 4- 6jp -h 3p'
45 = (2 4- 2p + p')p — (3 +p + p")p'+pp'—p"=

u. s. w.
12 4- 4p 4- 4p"

Übrigens braucht man nur die Hälfte der Coefficienten auf diese Weise
zu berechnen; denn es ist nicht schwer zu beweisen, dass die letzten in
umgekehrter Reihenfolge den ersten gleich sind, nämlich der letzte gleich l,
der vorletzte gleich a, der vorvorletzte gleich ß, u. s. w., oder aus eben
diesen respective hervorgehen, wenn man für (/, 1), (/; g) ... setzt: (/", — 1),
(/; —g),... oder (£ n — l ) , ( f , n — g\... Der erste Fall findet statt,
wenn f gerade, der zweite, wenn f ungerade ist; der letzte Coefficient wird
aber immer gleich 1. Der Grund hiervon beruht auf dem Satze in Artikel 79;
doch halten wir uns der Kürze wegen bei diesem Gegenstande nicht auf.

350.
Es sei n—l das Product aus den drei posi t iven Zahlen

a, ß, 7; es möge ferner die Per iode (ß7, X), welche ß7 Glieder be-
sitzt, aus ß k l e ine ren Per ioden von 7 Gliedern, nämlich (7, X),
(7, X')} (7, X"), ... bes t ehen , und es werde angenommen , dass,
wenn in einer Func t i on von ß Unbes t immten von gleicher Be-
s c h a f f e n h e i t wie die im Artikel 347, nämlich in F=y(t, u, v, . . .)
für die U n b e s t i m m t e n l, u, v, ... die Aggregate (7, X), (7, X'),
(T? ^")> • • • r espec t ive subst i tuier t werden , der Wert de r se lben
nach den Regeln im Art ikel 345 IV reduc ie r t werde auf

A 4- a (7, 1) 4- a'(T, <?) 4- • • • 4- a(C)(T, g9*—) 4- • - • 4- a%, g°*~l) = W

Dann behaup te ich, dass, wenn F eine symmet r i sche Funct ion
ist, d i e j en igen Per ioden in W, we lche in d e r s e l b e n Pe r iode
von ß7 G l i ede rn e n t h a l t e n s ind , d. h. a l lgemein Perioden wie
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(7, g^) und (7, #av+{x), wo v irgend eine ganze Zahl beze ichne t , die-
selben Coefficienten haben werden.

Beweis. Da die Periode (ß-y, X#a) identisch ist mit (ß?, X), so werden die
kleineren Perioden, (7, X#a), (7, xy*), (7, X'V), . . . , aus denen die erstere
offenbar besteht, notwendig mit denjenigen übereinstimmen, aus denen die
letztere besteht, allerdings in anderer Eeihenfolge. Wenn man also annimmt,
dass, nachdem jene für tf, u, v, ... respective substituiert sind, F in W
übergehe, so wird W mit W zusammenfallen. Nach Artikel 347 aber ist:

= A 4- a (7,
= A 4- a (7,

) + a'(7,
) + a'(7,

4- •
4- •

• 4- a
• + a , 1)

ß) 4- • • 4- a
• 4- a ').

Mithin muss, da dieser Ausdruck mit W übereinstimmen soll, der erste,
zweite, dritte, u. s. w. Coefficient in W (von a an gerechnet) notwendig
mit dem (a-f-l)ten, (a4-2)ten, (a-f-3)ten, u. s. w. übereinstimmen,
woraus man leicht schliesst, dass allgemein die Coefficienten der Perioden
(T, /), (T, P**), (T, /"^ • • • , (T, <7va+fi), welche an (n-M)ter,
(a 4- p. 4- 1) ter, (2a 4- [x 4- 1) ter, . . . , (va -h JA + l)ter Stelle stehen,
unter sich übereinstimmen müssen. W. z. b. w.

Hieraus geht hervor, dass W reduciert werden kann auf die Form:

A 4- a(ßT, 1) 4- a'(Pr, 0) 4- • • • 4- a^ßy, /-'),

in welcher sämtliche Coefficienten A, a, ... ganze Zahlen sein werden,
wenn sämtliche bestimmten Coefficienten in F ganze Zahlen sind. Ferner
sieht man leicht, dass, wenn nachher für die Unbestimmten in F die ß
Perioden von 7 Gliedern, welche in einer ändern Periode von ß? Gliedern,
etwa in (ß?, X&), enthalten sind und die offenbar (7, X&), (7, X'&), (7, X"#), . . .
sind, substituiert werden, der daraus hervorgehende Wert lautet: A 4- a(ß7, Je)

Ferner ist klar, dass der Satz auch auf den Fall ausgedehnt werden
kann, wo a = l oder ß7 = n — l ist ; hier sind nämlich sämtliche Coefficienten
in W gleich und daher reduciert sich W auf die Form A 4- a(ß7, 1).

351.
Behält man also sämtliche Bezeichnungen des vorigen Artikels bei, so

ist klar, dass die einzelnen Coefficienten der Gleichung, deren Wurzeln die
ß Aggregate (7, X), (7, X'), (7, X"), . . . sind, auf eine Form wie

A 4- a (ßT, 1) + a' (ßT, g) «<—» (ßT, p8"1

reduciert werden können, und dass die Zahlen JL, a, . . . sämtlich ganze Zahlen
werden, dass aber die Gleichung, deren Wurzeln die ß in einer ändern
Periode (ß7, &X) enthaltenen Periode von 7 Gliedern sind, aus jener ab-
geleitet wird, wenn überall in den Coefficienten für jede beliebige Periode
(ß7, JA) substituiert wird (ß7, &jx). Ist also a = l, so werden sämtliche ß
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Perioden von 7 Gliedern bestimmt durch eine Gleichung ß ten Grades, deren
einzelne Coefficienteu sich auf die Form A + a (ß7, 1) reducieren und daher
bekannte Grossen sind, da (ß7, 1) = (n — l, 1) = — l ist. Ist aber
a>l, so sind die Coefficienten der Gleichung, deren Wurzeln sämtliche
in irgend einer gegebenen Periode von ß7 Gliedern enthaltenen Perioden
von 7 Gliedern sind, bekannte Grossen, sobald die numerischen Werte aller
a Perioden von ß7 Gliedern bekannt sind. — Übrigens lässt sich die Berech-
nung der Coefficienten dieser Gleichungen häufig, besonders wenn ß nicht
sehr klein ist, bequemer anstellen, wenn man zunächst die Potenzsummen
der Wurzeln ermittelt und sodann aus diesen, ebenso wie oben im Artikel 349
nach dem Newton'schen Satze die Coefficienten ableitet.

Beispiel L Man sucht für w = 19 die Gleichung, deren Wurzeln
die Aggregate (6, 1), (6, 2), (6, 4) sind. Bezeichnet man diese Wurzeln
mit Pip'ip" respective und die gesuchte Gleichung mit

a3 — AaP + Sx— C=0,
so folgt:

A^p

Hiernach ist:

ferner hat man:

l?jp'=jp + 2

daher :

endlich wird

C= (p -H 2p'+ 3/')y= 3 (6, 0) + H (p +p' +p") == 18 - 11 = 7.

Daher ist die gesuchte Gleichung:

#34- x9 — 6% — 7 = 0.

Bedient man sich der ändern Methode, so hat man:

p+p'+p"= — l
pa == g -t- 2p + p' -h 2p", y2 = 6 4- 2/4-jp"4- 2p, p"2 = 64- 2.p"4- jp 4- 2/,

daher:
& 4-y2 4-jp"8 =184- 5(p 4- jp'4- /') = 13

und ebenso:
p»s = 36 4- 34(p +p'+p") = 2.

3i)", jpp"= 2p

= 6 (p H-y-h p") = 6(18, 1) = - 6;

Hieraus leitet man nach dem Newton'schen Gesetze dieselbe Gleichung
ab, wie vorher.

II. Gesucht wird für w=19 die Gleichung, deren Wurzeln
die Aggregate (2, 1), (2, 7), (2, 8) sind. Bezeichnet man diese respective
mit g, g', #", so findet man:

q + 3'+ 3"= (6,1), ffl'+M"+aY"s=(6,l) + (6,4), <Z2Y'= 2 +(6, 2),
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daher ist mit Beibehaltung der Bezeichnungen des vorigen Artikels die
gesuchte Gleichung:

#3 — px* + (p + p")x — 2 — p'= 0.

Die Gleichung, deren Wurzeln die unter (6, 2) enthaltenen Aggregate
(2, 2), (2, 3), (2, 5) sind, geht aus der vorstehenden hervor, wenn man für
P, P'-> P" respective p', p", p substituiert, und führt man dieselbe Substitution
nochmals aus, so entsteht die Gleichung, deren Wurzeln die unter (6,4)
enthaltenen Aggregate (2, 4), (2, 6), (2, 9) sind.

Auf die vorstehenden Untersuchungen wird die Lösung der
Gleichung X=0 gegründet.

352.
Die vorstehenden Sätze mit den daran geknüpften Folgerungen enthalten

die hauptsächlichsten Punkte der ganzen Theorie, und die Methode, die
Werte der Wurzeln ö zu finden, kann nunmehr mit wenig Worten dar-
gelegt werden.

Vor allem muss man eine Zahl g annehmen, welche für den Modul n
primitive Wurzel ist, und die kleinsten Eeste der Potenzen von g bis zu
gn~2 nach dem Modul n ermitteln. Man zerlege n — l in Factoren und
zwar, wenn man das Problem auf Gleichungen von möglichst niedrigem
Grade redticieren will, in Primzahlen; dieselbe seien (in ganz willkürlicher
Reihenfolge) a, ß, 7, ..., £, und man setze:

n— l n — l
aß =7...C = &,

Man teile sämtliche Wurzeln Q in a Perioden von a Gliedern, jede
Einzelne von diesen wieder in ß Perioden von & Gliedern, jede einzelne von
diesen wiederum in 7 Perioden, u. s. w. Man suche nach dem vorigen
Artikel die Gleichung aten Grades (J.), deren Wurzeln jene a Aggregate
von a Gliedern sind; die Werte dieser letzteren werden somit nach Auf-
lösung dieser Gleichung bekannt sein.

Hier entsteht aber eine Schwierigkeit, da es ungewiss erscheint, welcher
Wurzel der Gleichung (A) ein jedes Aggregat gleichzusetzen ist, d. h. welche
Wurzel mit (a, 1), welche mit (a, #), . . . bezeichnet werden muss. Diesem
Übelstande kann man in folgender Weise abhelfen. Mit (a, 1) kann man
jede Wurzel der Gleichung (A) bezeichnen; denn da jede Wurzel dieser
Gleichung ein Aggregat von a Wurzeln aus Ö ist und es ganz willkürlich
ist, welche Wurzel aus ß mit [1] bezeichnet wird, so darf man offenbar an-
nehmen, dass irgend eine von denjenigen Wurzeln, aus welchen irgend eine
gegebene Wurzel der Gleichung (A) besteht, durch [1] dargestellt werde,
wonach jene Wurzel der Gleichung (A) (a, 1) wird. Die Wurzel [1] wird

Theorie der Kreisleitung. 417

hierdurch aber noch nicht vollständig bestimmt, sondern es bleibt noch ganz
willkürlich oder unbestimmt, welche Wurzel von denjenigen, die (a, 1) bil-
den, wir für [1] nehmen wollen. Sobald aber (a, l) bestimmt ist, so können
auch alle übrigen Aggregate von a Gliedern rational daraus abgeleitet
werden (Artikel 346). Hieraus geht zugleich hervor, dass man nur eine
einzige Wurzel durch Auflösung dieser Gleichung zu ermitteln braucht. —
Man kann zu diesem Zwecke auch die folgende weniger directe Methode
anwenden. Man nehme für [1] eine bestimmte Wurzel, d. h. man setze

JcP kP
[1] = cos — 4- i sin —, wo die ganze Zahl k willkürlich gewählt ist,

Vb rv

jedoch so, dass sie durch n nicht teilbar ist; dann werden auch [2], [3],
. .. bestimmte Wurzeln andeuten, daher denn auch die Aggregate (a, 1),
(a, #), . .. bestimmte Grossen bezeichnen werden. Hat man diese aus den
Sinustafeln auf nur wenige Stellen berechnet, nämlich soweit, dass man
entscheiden kann, welche grösser, welche kleiner sind, so kann kein Zweifel
mehr übrig sein, durch welche Bezeichnungen die einzelnen Wurzeln der
Gleichung (A) zu unterscheiden sind.

Nachdem auf diese Weise sämtliche a Aggregate von a Gliedern gefunden
sind, suche man nach dem vorigen Artikel die Gleichung ßten Grades (#),
deren Wurzeln die ß Aggregate von & Gliedern sind, welche in (a, 1) vor-
kommen; die Coefficienten dieser Gleichung werden sämtlich bekannt sein.
Da es noch willkürlich ist, welche von den a = ß& unter (a, 1) enthaltenen
Wurzeln mit [1] bezeichnet wird, so kann man jede beliebige gegebene
Wurzel der Gleichung (J5) durch (&, 1) darstellen, da man offenbar annehmen
darf, dass irgend eine der & Wurzeln, aus denen sie zusammengesetzt ist,
mit [1] bezeichnet werde. Man ermittle also durch Auflösung der Gleichung
(J5) nur irgend e ine Wurzel dieser Gleichung, setze sie gleich (&, 1) und
leite daraus nach Artikel 346 alle übrigen Aggregate von "b Gliedern ab.
Auf diese Weise erhalten wir zugleich eine Probe für die Rechnung, da
immer diejenigen Aggregate von & Gliedern, welche zu denselben Perioden
von a Gliedern gehören, bekannte Summen ergeben müssen. — In manchen
Fällen würde es ebenso einfach sein, a — l andere Gleichungen ßten Grades
abzuleiten, deren Wurzeln respective die einzelnen ß Aggregate von & Gliedern
sind, die in den übrigen Perioden von a Gliedern (a, g\ (a, #2), . . . ent-
halten sind, und sämtliche Wurzeln sowohl dieser Gleichungen als auch
der Gleichung (B) durch Auflösung zu suchen; dann aber müsste man
ebenso wie oben mit Hülfe der Sinustafel entscheiden, welchen Perioden von
& Gliedern die einzelnen auf diese Weise sich ergebenden Wurzeln gleich
gesetzt werden müssen. Übrigens können für diese Entscheidung noch viele
andere Kunstgriffe angewendet werden, die wir an dieser Stelle nicht voll-
ständig darlegen können; nur einen für den Fall, wo ß = 2 ist, der be-
sonders nützlich ist und kürzer durch Beispiele als durch theoretische Be-
trachtungen klargemacht werden kann, wird man in den folgenden Beispielen
kennen lernen.
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Nachdem auf diese Weise die Werte aller aß Aggregate von & Gliedern
gefunden sind, können auf ganz ähnliche Weise daraus mittelst Gleichungen
vom 7ten Grade sämtliche aß? Aggregate von c Gliedern bestimmt werden.
Nämlich entweder wird man eine einzige Gleichung ften Grades, deren
Wurzeln die 7 in (&, 1) enthaltenen Aggregate von c Gliedern sind, nach
Artikel 350 ermitteln, durch Auflösung derselben irgend eine Wurzel suchen
und gleich (c, 1) setzen und schliesslich hieraus nach Artikel 346 alle
übrigen ähnlichen Aggregate ableiten müssen, oder man muss auf gleiche
Weise überhaupt aß Gleichungen -yten Grades aufstellen, deren Wurzeln
respective die 7 Aggregate von c Gliedern sind, die in den einzelnen Perioden
von l Gliedern enthalten sind, sodann die Werte sämtlicher Wurzeln aller
dieser Gleichungen durch Auflösung derselben ermitteln und schliesslich die
Keihenfolge dieser Wurzeln ebenso wie oben mit Hülfe der Sinustafel oder
für 7 = 2 mittelst des in den nachfolgenden Beispielen zu zeigenden Kunst-
griffes bestimmen.

Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man offenbar schliesslich

sämtliche —z— Aggregate von £ Gliedern; entwickelt man daher nach

Artikel 348 die Gleichung Cten Grades, deren Wurzeln die £ in (C, 1) ent-
haltenen Wurzeln aus ö sind, so sind die Coefficienten dieser sämtlich
bekannte Grossen; wenn man nun durch Auflösung nur irgend eine Wurzel
findet, so kann man diese gleich [1] setzen, und wird alle übrigen Wurzeln Q
mittelst der Potenzen dieser erhalten. Wenn man lieber will, kann man
auch alle Wurzeln jener Gleichung durch Auflösung ermitteln und ausserdem

durch Auflösung von —p 1 anderen Gleichungen tten Grades, welche

respective alle £ in den einzelnen noch übrigen Perioden von £ Gliedern
enthaltenen Wurzeln darstellen, alle übrigen Wurzeln ö finden.

Übrigens ist klar, dass, sobald die erste Gleichung (A) gelöst ist
oder sobald man die Werte aller a Aggregate von a Gliedern hat, auch die
Zerlegung der Function X in a Factoren von a Dimensionen nach Artikel 348
ohne Weiteres gegeben ist, und ferner dass nach der Auflösung der
Gleichung (J5) oder nachdem die Werte aller aß Aggregate von b Gliedern
gefunden sind, jeder einzelne jener Factoren wiederum in ß oder X in
aß Factoren von b Dimensionen zerfällt u. s. w.

353.
Erstes Beispiel für n = 19. Da hier n — l = 3 • 3 • 2 ist, so lässt sich

die Ermittlung der Wurzeln ö auf die Auflösung zweier kubischen und einer
quadratischen Gleichung zurückführen. Dies Beispiel wird man um so leichter
verstehen, weil die erforderlichen Operationen grösstenteils schon im Vor-
hergehenden enthalten sind. Nimmt man als primitive Wurzel die Zahl 2, so
ergeben sich folgende kleinste Beste ihrer Potenzen (die Exponenten der
Potenzen sind in der ersten Reihe den Resten überschrieben):
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0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. U. 15. 16. 17.
1. 2. 4. 8. 16. 13. 7. 14. 9. 18. 17. 15. 11. 3. 6. 12. 5. 10.

Hieraus leitet man nach den Artikeln 344, 345 leicht die folgende Ein-
teilung sämtlicher Wurzeln Ö in drei Perioden von je sechs, und jeder die-
ser in drei Perioden von je zwei Gliedern her:

(2, 1)--.[1],[18]
(2, 8).
(2, 7)-

(2, 2)-
(2, 16).
(2, 14).

(2, 4).
(2, 13)-

1(2, 9).

= (18,1)

(6,1)

(6, 2)

(6,4)

- [8], [11]
. [7], [12]

. [2], [17]

. [3], [16]

. [5], [14]

. [4], [15]

. [6], [13]

. [9], [10].
Die Gleichung (^4), deren Wurzeln die Aggregate (6, 1), (6, 2), (6, 4)

sind, wird

eine Wurzel derselben findet man gleich —1,2218761623. Stellt man
diese durch (6,1) dar, so wird:

(6,2)= 4 — (6,1)2== 2,5070186441
(6,4) = — 5 — (6,1) 4- (6, l)2 = — 2,2851424818.

Hiernach wird X in drei Factoren von 6 Dimensionen zerlegt sein, wenn
man diese Werte in Artikel 348 substituiert.

Als Gleichung (£), deren Wurzeln die Aggregate (2,1), (2, 7), (2,8)
sind, ergiebt sich folgende:

oder:
a» + l, 2218761623z2 — 3,5070186441z — 4, 5070186441 = 0;

eine Wurzel dieser findet man gleich —1,3545631433, die wir durch (2,1)
darstellen. Mittelst der Methode des Artikels 346 aber findet man folgende
Gleichungen, in denen der Kürze wegen % für (2,1) geschrieben ist:

(2, 6) = g6 — 604 + 902 — 2; (2, 7) = q1 — Ig* -
(2, 8) = 08 — 806 4- 20#4 — 1602 -f- 2; (2, 9) = g9 — !

Bequemer als nach den Regeln des Artikels 346 lassen sich diese Gleichungen
in diesem Falle durch folgende Betrachtungen entwickeln. Setzt man:

Tf T) ~l? "D
— _ niJL , , fvJL

[ J = COS"^ ^Sln-J^,
so wird:
_ . _ _ l oiCjr . . l oKjL /CJ: . . fCJ: ~ ., /c^ - N /-^ KJr .
[18] == cos—rö- + fc sin ~Tö~=::COST9—* sin ̂ ? und somit (2,1 )=2 cos-^>
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ebenso allgemein:
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[X] = cos »' sin - c unddaher(2,X) = [A]4-[18A]=X+[— X]=2cos
X&JP

Ist daher £# = cos<o, so ist (2, 2) == 2 cos2ü), (2, 3) = 2 cos3<o, u. s. w.,
woraus man nach den bekannten Formeln für die Cosinus vielfacher Winkel
dieselben Formeln wie oben ableitet. — Nun erhält man aus diesen Formeln
folgende numerische Werte:

(2,2) = -
(2,3) =
(2,4) = -
(2,5) =

0,1651586909
1,5782810188
1,9727226068
1,0938963162

(2, 6) = 0,4909709743
(2, 7) = — 1,7589475024
(2, 8) = 1,8916344834
(2, 9) = — 0,8033908493.

Die Werte von (2, 7), (2, 8) können auch aus der Gleichung (5), deren
beide ändern Wurzeln sie sind, abgeleitet werden, und der Zweifel, welche
von diesen Wurzeln (2, 7) und welche (2, 8) ist, lässt sich entweder durch
angenäherte Berechnung nach den vorstehend angeführten Formeln oder
mit Hülfe der Sinustafeln heben, die bei nur oberflächlicher Benutzung

7
zeigen, dass (2, 1) = 2 coso> wird, wenn man ü> = ö-P setzt, wonach

(2, 7) =
49.P 8-P 56J? .P
- - = 2 c o S und (2, 8) = 2 cos - - = 2 cos

werden muss. Ebenso kann man die Aggregate (2, 2), (2, 3), (2, 5) auch
mittelst der Gleichung

x* _ (6? 2)*2 + [(6, 1) + (6, 2)]a - 2 - (6, 4) = 0,

deren Wurzeln sie sind, finden, und die Ungewissheit, welche Wurzeln jenen
Aggregaten bezüglich gleichzusetzen sind, wird in ganz derselben Weise
gehoben wie vorher; und ebenso können auch die Aggregate (2, 4), (2, 6),
(2, 9) mittelst der Gleichung

s» _ (6, 4)s2 + [(6, 2) + (6, 4)]a - 2 — (6, 1) = 0

gefunden werden.
Endlich sind [1] und [18] die Wurzeln der Gleichung

und zwar ist die eine von ihnen = £(2, 1) 4- j j/1 — £(2, l)2 = ^(2, 1)

-t-ty^ — i(2, 2), die andere = |(2, 1) — *'j/i — J(2, 2), und hieraus ihre
numerischen Werte: == — 0,6772815716 ± 0,7357239107e. Die sechzehn
übrigen Wurzeln können entweder aus der Entwicklung der Potenzen einer
jeden dieser beiden Wurzeln oder aus der Auflösung von acht ändern
ähnlichen Gleichungen abgeleitet werden, wobei in der ersteren Methode
entweder mittelst der Sinustafeln oder mit Hülfe des beim folgenden Beispiel
zu erklärenden Kunstgriffes entschieden werden muss, für welche der beiden
Wurzeln dem imaginären Teile das positive und für welche demselben das
negative Vorzeichen vorzusetzen ist. Auf diese Weise wurden die folgenden

Werte gefunden, bei denen das obere Zeichen der ersten, das untere Zeichen
der zweiten Wurzel entsprechen soll:

[1] und [18] = — 0,6772815716 ± 0,7357239107 £
[2] und [17] = — 0,0825793455 =F 0,9965844930 £
[3] und [16] = 0,7891405094 ± 0,6142127127*
[4] und [15] == — 0,9863613034 ± 0,1645945903 *
[5] und [14] = 0,5469481581 =F 0,8371664783 £
[6] und [13] .= 0,2454854871 =h 0,9694002659*
[7] und [12] = — 0,8794737512 =F 0,4759473930*
[8] und [l 1] = 0,9458172417 =F 0,3246994692*
[9] und [10] = — 0,4016954247 dz 0,9157733267*

354.

Zweites Beispiel für n = 17. Hier hat man n— l = 2 • 2 • 2 • 2, so
dass die Berechnung der Wurzeln Ö sich auf vier quadratische Gleichungen
reducieren lässt. Als primitive Wurzel nehmen wir hier die Zahl 3, deren
Potenzen die folgenden kleinsten Reste nach dem Modul 17 liefern:

0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. 14. 15.
1. 3. 9. 10. 13. 5. 15. 11. 16. 14. 8. 7. 4. 12. 2. 6.

Hieraus ergeben sich die folgenden Einteilungen des Complexes Ö in zwei
Perioden von acht, vier Perioden von vier, acht Perioden von zwei Gliedern:

(8,1)

(8,3)

,«")•

'• 9>{<l«:
(2, 5).

(2,10) -

•W, [16]
•M, [13]

•[8], [9]
•[2], [15]

•[3], [H]
•[5], [12]

•[7], [10]
•[6], [11].

Die Gleichung (J.), deren Wurzeln die Aggregate (8,1), (8,3) sind,
wird nach den Eegeln des Artikel 351: x2~+-x — 4 = 0; ihre Wurzeln berechnen
sichza:—jH-i |/17 = 1,5615528128und—i—i |/17 = — 2,5615528128;
die erstere setzen wir gleich (8, 1), dann ist die andere notwendig gleich
(8, 3) zu setzen.

Ferner ergiebt sich als die Gleichung, deren Wurzeln die Aggregate
(4, 1) und (4, 9) sind, die folgende (J5): x* — (8, 1) x — l = 0; die Wurzeln

dieser sind: £ (8,1) ± £ j/4 + (8, l)2 = i (8, 1) ± £ j/12 + 3 (8,1)+ 4(8,3);

diejenige, in welcher der Wurzelgrösse das positive Vorzeichen beigelegt
wird, und deren numerischer Wert 2,0494811777 ist, setzen wir gleich (4, 1),
wonach die andere, in welcher die Wurzelgrösse negativ genommen wird,
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und deren numerischer Wert — 0,4879283649 ist, von selbst durch (4,9)
dargestellt werden muss. Die übrigen Aggregate von vier Gliedern aber,
nämlich (4, 3) und (4, 10) können auf doppelte Weise ermittelt werden.
Zuerst nämlich nach der Methode des Artikels 346, welche die folgenden
Formeln, in denen zur Abkürzung p für (4, 1) geschrieben ist, liefert:

(4,3) = —
(4, 10) = | 4

= 0,3441507314
= — 2,9057035442.

Dieselbe Methode liefert auch die Formel (4, 9) = — l — 6jp
aus der man denselben Wert findet, den wir vorher angegeben haben.
Zweitens aber kann man die Aggregate (4, 3), (4, 10) auch durch Auflösung
der Gleichung, deren Wurzeln sie sind, bestimmen. Diese Gleichung wird:

#2 — (B, 3) x — l = 0, daher sind ihre Wurzeln ^ (8, 3) ± £ j/4 + (8, 3)2

)— £ j/1 2 -h 4 (8,1) + 3 (8,3).
Der Zweifel jedoch, welche von diesen beiden Wurzeln man durch (4, 3)
und welche man durch (4, 10) ausdrücken muss, lässt sich durch folgenden
Kunstgriff , dessen wir im Art ikel 352 Erwähnung thaten, heben.
Man entwickle das Product aus (4,1) — (4,9) in (4,3) — (4,10), wodurch
man 2(8,1) — 2(8,3)*) erhalten wird; nun ist der Wert dieses Ausdrucks

offenbar positiv, nämlich gleich 4- 2 j/17, und überdies ist auch der erste

Factor des Products positiv, nämlich (4, 1) - (4, 9) = + j/12 + 3 (8,l) + 4(8,3),

somit muss notwendig auch der andere Factor (4, 3) — (4, 10) positiv sein
und daher (4, 3) der ersteren Wurzel, in welcher der Wurzelgrösse das posi-
tive Vorzeichen vorgesetzt ist, und (4, 10) der letzteren gleichgesetzt werden.
Übrigens ergeben sich hieraus dieselben numerischen Werte wie oben.

Nachdem sämtliche Aggregate von vier Gliedern gefunden sind, gehen
wir zur Bestimmung der Aggregate von zwei Gliedern. Als Gleichung (0),
deren Wurzeln die unter (4, 1) enthaltenen Aggregate (2, 1) und (2, 13) sind,
findet man die folgende: a?2 — (4, 1) x + (4, 3) = 0; die Wurzeln dieser sind

j/-4(4, 3) + (4, l)2 oder | (4, 1) ± 4 j/4 4- (4, 9)-2 (4, 3). Die-

jenige, in welcher die Wurzelgrösse positiv genommen und deren Wert gleich
1,8649444588 gefunden wird, setzen wir gleich (2, 1), so dass die andere,
deren Wert gleich 0,1845367189 ist, (2, 13) ist. Wenn man die übrigen
Aggregate von zwei Gliedern nach der Methode des Artikels 346 ermitteln
will, so kann man für (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (2, 7), (2, 8) dieselben
Formeln anwenden, welche wir im vorigen Beispiel für die ebenso bezeich-
neten Grossen angegeben haben, nämlich (2, 2) [oder (2, 15)] = (2, l)2 — 2,
u. s. w. Will man aber lieber je zwei durch Auflösung einer quadratischen

*) Die wahre Natur dieses Ausdrucks besteht darin, dass dieses Product, ent-
wickelt, nicht die Aggregate von vier Gliedern enthält, sondern nur durch Aggregate
von acht Gliedern dargestellt werden kann; den Grund hiervon, der der Kürze wegen
hier übergangen werden muss, werden Kundige sehr leicht einsehen.

Gleichung berechnen, so findet man für (2,9) und (2, 15) die Gleichung

#2__ (4? 9) x+(4^ i o) = 0, derenWurzeln sind: £ (4,9) ± | j/4+ (4,1) — 2(4,10);

wie man aber hier über das doppelte Vorzeichen verfügen muss, kann
ebenso entschieden werden wie oben. Durch Entwicklung des Products aus
(2,1) — (2,13) und (2, 9) — (2,15) ergiebt sich nämlich — (4,1) + (4, 9)
— (4, 3) + (4,10), und da dieses offenbar negativ, der Factor (2,1) — (2,13)
aber positiv ist, so muss notwendig (2,9) —(2,15) negativ sein und daher
in dem vorher angegebenen Ausdrucke das obere Zeichen für (2, 15),
das untere für (2, 9) genommen werden. Hieraus berechnet man (2,9)
= — 1,9659461994, (2,15) == 1,4780178344. — Ebenso schliessen wir, da aus
der Entwicklung des Products aus (2,1) —(2,13) und (2,3) —(2, 5) sich
(4,9) — (4,10) und somit eine positive Grosse ergiebt, dass der Factor
(2, 3) — (2, 5) positiv ist. Hiernach findet man durch eine ähnliche Rech-
nung wie vorher:

(2, 3) = ̂ (4, 3) + J |/4+ (4, 10) —2(4, 9) = 0,8914767116

(2, 5) =4(4, 3) — | |/4 + (4, 10) —2(4, 9) = — 0,5473259801.

Endlich findet man durch ganz analoge Operationen:

(2, 10) =

(2, 11) =

4, 10) — | j/4 + (4, 3) — 2(4, 1) = — 1,7004342715

4, 10) + £ j/4 + (4, 3) — 2(4, 1) = — 1,2052692728.

Wir müssen nun noch zu den Wurzeln Q selbst herabsteigen.
Als Gleichung (D), deren Wurzeln [1] und [16] sind, ergiebt sich:

#2 - (2, 1)3 + l = 0, daher die Wurzeln £(2, 1) ± ± j/(2, l)2 — 4 oder

vielmehr £(2, l)±^j/4 — (2, l)2 oder £(2, l)±i»j/2 — (2, 15). Das obere

Zeichen wählen wir für [1], das untere für [16]. Die vierzehn übrigen
Wurzeln erhält man entweder durch Potenzierung von [1] oder durch Auf-
lösung von sieben quadratischen Gleichungen, von denen jede je zwei
Wurzeln giebt und wobei die Ungewissheit hinsichtlich der Vorzeichen der
Wurzelgrössen durch denselben Kunstgriff beseitigt werden kann, wie im
Vorhergehenden. So sind z. B. [4] und [13] die Wurzeln der Gleichung

x2 — (2, 13)« +1 = 0 und daher gleich £(2, 13) ± \i j/2 — (2, 9). Durch

Entwicklung des Products aus [1] — [16] und [4] — [13] aber ergiebt sich
(2,5) — (2,3) und somit eine reelle negative Grosse; daher muss, weil

[1] — [16] = i |/2 — (2, 15), d. h. das Product aus der imaginären i in eine

positive reelle Grosse ist, auch [4] — [13] wegen i2= — l das Product
aus i und einer reellen positiven Grosse sein. Hieraus schliesst man, dass
für [4] das obere, für [13] das untere Vorzeichen zu nehmen ist. Auf

ähnliche Weise findet man für die Wurzeln [8] und [9]: £(2, 9)±£ä j/2— (2, 1),

wobei, da das Product aus [1] — [16] in [8] — [9] gleich (2, 9) — (2, 10),
also negativ wird, für [8] das obere, für [9] das untere Zeichen zu nehmen
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ist. Berechnet man ebenso die übrigen Wurzeln, so erhält man die folgenden
numerischen Werte, bei denen die oberen Vorzeichen den ersten, die
unteren Vorzeichen den letzteren Wurzeln entsprechen:

[1], [16] = 0,9324722294 ± 0,3612416662*
[2], [15]= 0,7390089172 ±0,6736956436 ä
[3J, [14] = 0,4457383558 ± 0,8951632914*
[4], [13] = 0,0922683595 ± 0,9957341763»
[5], [12] = — 0,2736629901 ± 0,9618256432*
[6], [11]== — 0,6026346364 db 0,7980172273 *
Pl [10] = — 0,8502171357 ± 0,5264321629*
[8], [ 9] = — 0,9829730997 ±0,1837495178*.

Das im Vorhergehenden Angegebene könnte zwar zur Auflösung der
Gleichung xn — l = 0 und daher zur Auffindung der trigonometrischen
Functionen, welche mit der Peripherie commensurablen Bogen entsprechen,
genügen; indessen können wir wegen der Wichtigkeit des Gegenstandes
diese Untersuchung nicht beschliessen, ohne vorher noch aus dem reichen
Schatze sowohl von diesen Gegenstand beleuchtenden Bemerkungen als
auch von ihm verwandten oder von ihm abhängenden Aufgaben Einiges
anzufügen. Hiervon wählen wir insbesondere das aus, was ohne einen
grossen Apparat von anderweitigen Untersuchungen erledigt werden kann,
und wollen dies nur als Proben dieser sehr umfassenden, später einmal
ausführlich zu behandelnden Theorie betrachtet wissen.

Weitere Untersuchungen über die Perioden der Wurzeln.
Die Aggregate, in denen die Anzahl der Glieder gerade ist,

sind reelle Grossen.

355.
Da n stets als ungerade vorausgesetzt wird, so befindet sich 2 unter

den Factoren von n — l und der Complex Ö besteht aus ^(n — 1) Perioden
^on zwei Gliedern. Eine solche Periode wie (2, X) wird aus [X] und
[Ä#*(w~^] bestehen, wo g wie oben irgend eine primitive Wurzel für den Mo-
dul n bedeutet. Es ist aber g*(n~^ = — l (mod. n) und daher ty*(*~1}=— X
(vgl. Artikel 62), somit [Xp*^w~^] = [—X]. Mithin wird, wenn man

JcP JcP JcP JcP
[X] = cos -- h i sin — und somit [ — XI = cos -- * sin — setzt,L J L J 'n

JcP
Aggregat (2,X) = 2cos —-

yfr

n das

Hieraus leiten wir an dieser Stelle nur den

Schluss her, dass der Wert eines jeden Aggregats von zwei Gliedern eine
reelle Grosse ist. Da jede Periode, deren Gliederanzahl gerade und gleich
2a ist, in a Perioden von je zwei Gliedern zerlegt werden kann, so ist der
Wert eines jeden Aggregats von gerader Gliederanzahl immer eine reelle

Grosse. Wenn man also im Artikel 352 unter den Factoren a, ß, Y> • • •
die Zahl 2 an die letzte Stelle setzt, so werden sämtliche Operationen, bis
man zu Aggregaten von zwei Gliedern kommt, durch reelle Grossen erledigt,
und imaginäre werden erst dann eingeführt, wenn man von diesen Aggre-
gaten zu den Wurzeln selbst übergeht.

Über die Gleichung, durch welche die Verteilung der
Wurzeln Q in zwei Perioden bestimmt wird.

356.
Die grösste Beachtung verdienen die Hülfsgieichungen, durch welche

für jeden Wert von n die den Complex ö bildenden Aggregate bestimmt
werden, welche in wunderbarer Weise mit den verborgensten Eigenschaften
der Zahl n im Zusammenhang stehen. An dieser Stelle aber wollen wir die
Untersuchung nur auf die folgenden beiden Fälle beschränken: Zunächst
werden wir über die quadra t i sche Gle ichung, deren Wurzeln die
Aggregate von ^(n — 1) Gl iedern sind, sodann für denjenigen Fall,
wo n — l den Factor 3 enthält, über die kubische Gleichung, deren
Wurzeln die Aggregate von ^(n — 1) Gliedern sind, handeln.

Schreiben wir der Kürze wegen m für %(n — 1) und bezeichnen wir mit g
irgend eine primitive Wurzel für den Modul n, so wird der Complex Ö aas
zwei Perioden (m, 1) und (m, g) bestehen, und zwar wird der erstere die
Wurzeln [1], [>2], [>4], ..., [/~3], der letztere die Wurzeln [>], [>3], |>5],...,
[gn~2] enthalten. Nimmt man an, dass die kleinsten positiven Reste der
Zahlen g2, #4, ..., gn~3 nach dem Modul n, in beliebiger Reihenfolge,
E, R, 1R', . . . , ebenso die Reste von g, g3, ..., gn~2 in beliebiger Reihen-
folge JV, N', .2V", ... seien, so werden die Wurzeln, aus denen (m, 1) be-
steht, mit [1], [JB], [J?], [5"], ... und die Wurzeln der Periode (m, g) mit
[N], [JV], [N"], ... übereinstimmen. Nun ist klar, dass sämtliche Zahlen
l, .72, .B', R", ... quadratische Reste der Zahl n sind, und da sie sämtlich
verschieden und kleiner als n sind und daher ihre Anzahl gleich %(n—1)
und somit gleich der Anzahl aller positiven Reste von n unterhalb n ist,
so werden diese Reste mit jenen Zahlen ganz und gar übereinstimmen.
Hieraus geht von selbst hervor, dass sämtliche Zahlen N, JV', N", ...,
welche sowohl unter sich als auch von l, B, B', ... verschieden sind und
zusammen mit diesen sämtliche Zahlen l, 2, 3, ..., n — l erschöpfen, mit
sämtlichen positiven quadratischen Nichtresten von n unterhalb n überein-
stimmen müssen. Nimmt man nun an, dass die Gleichung, deren Wurzeln
die Aggregate (m, 1), (m, g) sind, die folgende sei:

so wird:
= (w, 1)4-(m,#)==--
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Das Product aus (m, 1) und (m, g} ist nach Artikel 345 gleich

(«n, N 4-1) 4- (m, N'+ 1) + (m, N"+ 1) ••W

und lässt sich hierauf auf eine Form wie a(w, 0) -h ß(w, 1) 4- 7 (m, 0) bringen.
Zur Bestimmung der Coefficieriten a, ß, 7 bemerken wir erstens, dass
a 4- ß + T = m ist (da nämlich die Anzahl der Aggregate in W gleich m
ist); zweitens, dass ß = 7 ist (dies folgt aus Artikel 350, da das Product
(m, 1) • (m, g) eine symmetrische Function der Aggregate (w, 1), (m, #) ist,
aus denen das grössere Aggregat (n — l, 1) besteht); drittens, da alle Zahlen
N+ l, N'+ l, JW'H- 1, . . . innerhalb der Grenzen 2 und w + l excl. ent-
halten sind, so ist klar, dass entweder kein Aggregat in W auf (m, 0) sich
reduciert und daher a = 0 ist, wenn unter den Zahlen JV, N', N", ... die
Zahl n— l nicht vorkommt, oder nur einziges, nämlich (m,n\ und somit
a = l wird, wenn n — l sich unter den Zahlen JV, JV', N", , . . vorfindet. Hieraus
schliesst man, dass im ersten Falle a = 0, ß = 7 = ̂ m, im zweiten a = l,
ß = Y = ^(m— 1) ist; gleichzeitig folgt hieraus, da die Zahlen ß und 7
notwendig ganz sind, dass der erste Fall stattfindet oder n — l (oder, was
dasselbe ist, — 1) unter den Nichtresten von n nicht enthalten ist, wenn m
gerade, also n von der Form 4& 4- l ist; dass aber der zweite Fall stattfindet
oder n — l oder — l unter den Nichtresten von n vorkommt, so oft m
ungerade, also n von der Form 4Ä 4- 3 ist*). Hiernach wird das gesuchte
Product, da (m, 0) = m, (w, 1) 4- (m, g) = — l ist, im ersten Falle gleich
— ^w, im zweiten gleich %(m + 1), und daher die gesuchte Gleichung in
jenem Falle: #2 4- x — %(n — 1) = 0, deren Wurzeln — £ ± % j/flT sind, in
diesem aber: #2 4- x 4- £(« 4- 1) = 0, deren Wurzeln — £ ± $j/n sind.

Welche Wurzel aus Ö also auch für [1] genommen sein möge, die
Differenz zwischen den Summen 2 [9t] und 2 [-R], wo für 3t alle positiven
quadratischen Beste, für 9t alle Nichtreste von n unterhalb n zu substituieren
sind, ist gleich ± j/w für w = l und gleich ±£j/w für w = 3 (mod. 4).
Ebenso folgt hieraus leicht, wenn & irgend eine ganze durch n nicht teil-
bare Zahl bezeichnet, dass

- mr v2 cos -- 2 cos ,und sin n
„ .
1 sin n= 0

für w = l (mod. 4), dass dagegen für w = 3 (mod. 4) jene Differenz gleich 0
und diese gleich ± j/# ist, Sätze, die wegen ihrer Eleganz höchst bemerkens-

*) Auf diese Weise haben wir einen neuen Beweis des Satzes erlangt, dass — l
Rest aller Primzahlen von der Form 4k 4-1, Nichtrest aller Primzahlen von der Form
4k 4- 3 ist, was oben (Artikel 108, 109, 262) bereits auf mehrere verschiedene Arten
bewiesen ist. Will man lieber diesen Satz voraussetzen, so ist es nicht nötig, auf
die Unterscheidung der beiden verschiedenen Fälle dieser Bedingung Rücksicht zu
nehmen, da ß, y schon an sich ganze Zahlen werden.
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wert sind. Übrigens bemerken wir, dass die oberen Zeichen stets gelten,
wenn für Je die Einheit oder allgemeiner ein quadratischer Best von w, die
unteren aber, wenn für Je ein quadratischer Nichtrest genommen wird,
sowie dass diese Sätze unbeschadet ihrer Eleganz oder vielmehr mit noch
grösserer Eleganz auch auf beliebige zusammengesetzte Werte von n aus-
gedehnt werden können; über dieses aber, welches einer tieferen Unter-
suchung bedarf, können wir an dieser Stelle nicht reden, müssen uns viel-
mehr die Betrachtung desselben für eine andere Gelegenheit vorbehalten.

Beweis eines im vierten Abschnitt erwähnten Satzes.

357.
Ist die Gleichung mten Grades, deren Wurzeln die m in der Periode (w, 1)

enthaltenen Wurzeln sind, die folgende:

x — axm—l
:0

oder # = 0, so ist a = (m, 1) und die übrigen Coefficienten &, ... sind
unter einer solchen Form 31 + 33(m, 1) 4- 6(m, g) enthalten, so dass
3l, 33, (E ganze Zahlen sind (Artikel 348), und bezeichnet man mit sl die
Function, in welche & übergeht, wenn für (m, 1) überall (m, g) und für
(w, g) überall (m, g2) oder, was dasselbe ist, (m, 1) substituiert wird, so
sind die Wurzeln der Gleichung #'= 0 die in (w, g) enthaltenen Wurzeln,
und das Product

*#= x—\

Es kann daher z auf eine Form wie E + S(m, 1) -h T (m, g) gebracht
werden, wo .ß, /S, T ganze Functionen von x sind, deren sämtliche Coeffi-
cienten ebenfalls ganze Zahlen sind. Ist dies geschehen, so hat man:

z'= E + S(m, g} + T(m, 1).
Hieraus folgt, wenn man der Kürze wegen p und q für (m, 1) und

(m, g) respective schreibt:

und analog:
20'

Setzt man daher:

so folgt hieraus: 4X—Y2 — (p — #)2Z2, und daher, weil (p — #)2 = ±w ist:

wobei das obere Zeichen gilt, wenn n von der Form 4&+1, das untere,
wenn n von der Form 4&H-3 ist. Dies ist der Satz, dessen Beweis wir
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oben (Artikel 124) versprochen haben. Man sieht leicht, dass die beiden
höchsten Glieder von Y stets 2#m 4- xm~l sind und das höchste Glied der
Function Z stets xm~l wird; die übrigen Coefficienten aber, die offenbar
sämtlich ganze Zahlen sind, sind verschieden für verschiedene Beschaffenheit
der Zahl n und lassen sich nicht unter eine allgemeine analytische Formel
bringen.

Beispiel. Für n = 17 findet man als diejenige Gleichung, deren Wur-
zeln die acht in (8, 1) enthaltenen Wurzeln sind, nach den Kegeln im Ar-
tikel 348:

x8 — px1 4- (4

woraus sich ergiebt:

und hieraus

4- 2q)x6 — 3q)x5 4- (6 + 3p -f-
+ (4 -\-p 4-

— (4p 4- 3#>3

- jw 4- l = 0,

— x7 4-
4. ̂ 4
6 — 4#5 4- 3#4 —
5 4- 5#4 — 3#3 4- 2

— x

= 2x8 4- #7 4- 4- 4- o?
V /V>7 l /v,6 _I_ />*5 _L_ 9/V.4 l vy.3 l /v.2 l 9

<c> —— «X/ ^^ i*/ ^^ iX/ ^^ wU/ T^ «A/ ^^ iX/ |̂  ^.

Hier sind noch einige andere Beispiele:

r
3
5
7

11
13
19

23

2z-f- l
2#2 -f- a? -f- 2
2z3 4- #2 — x — 2
2#5 + #4 _ 2#3 _|_ 2,z2 — # — 2
2#6 + a5 4- 4z4 — #3 4- 4#24-# 4- 2
2#9 4- #8 — 4#7 -h 3#6 4- 5z5 — 5#4

— 3#3 4- 4z2 — x — 2
+ 3.10 _ 5^9 __ 8^8 _ 7xi _ 4a,6

—x—2

x8 — — x -i- x

^6 _ 2o;5 —o;4

4- OJ2 -f- x.

Über die Gleichung für die Verteilung der Wurzeln ß in
drei Perioden.

358.
Wir gehen zur Betrachtung der kubischen Gleichungen über, durch

welche in dem Falle, wo n von der Form 3&+1 ist, die drei Aggregate
von %(n — 1) Gliedern, welche den Complex ß bilden, bestimmt werden.
Es sei g irgend eine primitive Wurzel für den Modul n und %(n —\) = m,
welches eine gerade ganze Zahl ist. Dann sind die drei Aggregate, aus
denen ö besteht, (m, 1), (m, g), (m, #2), für welche wirj?, p', p" schreiben
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werden, und es ist klar, dass das erste die Wurzeln [1], [#3]
[/~4], das zweite die Wurzeln [#], [/], ..., [/~3], das dritte die Wurzeln
[#2], [#5], . .., [gn~2] enthält. Nimmt man an, dass die gesuchte Gleichung

x— 0=0
sei, so wird:

woraus man sogleich A = — l erhält. Es seien die kleinsten positiven
Eeste der Zahlen #3, #6, ..., gn~* nach dem Modul n in willkürlicher
Keihenfolge: 9l, 33, (5, ... und ^ der Complex derselben, wenn man noch
die Zahl l hinzufügt; ebenso seien 3l', 33', 6', ... die kleinsten positiven
Eeste der Zahlen #, #4, g1 , ..., gn~* und ®! ihr Complex; endlich seien
31", 33", 6", ... die kleinsten positiven Beste von /, /, #8, . . ., gn~2

und R." ihr Complex; dann werden also die Zahlen in Ä, Äv, K" sämtlich
von einander verschieden und mit den folgenden l, 2, 3, . . ., n — l identisch
sein. Vor allem inuss hier bemerkt werden, dass die Zahl n — l not-
wendig in 8 sich vorfindet, da man leicht sieht, dass dieselbe Eest von

3rn

g* ist. Hieraus folgt auch leicht, dass zwei Zahlen wie h und n — li in
ebendemselben Complex von den dreien ,$?, Ä', Ä" vorkommen müssen, denn

x .wenn die eine Eest von g ist, ist die andere Eest von g oder von
x-—

2 wenn
Q
~ö- ist. Wir bezeichnen mit die Anzahl der Zahlen

in der Eeihe l, 2, 3, . . ., n — l von solcher Art, dass sie nicht nur selbst,
sondern auch die um eine Einheit grösseren Zahlen in 8 enthalten sind,
ebenso mit (&fö') die Anzahl der Zahlen in derselben Eeihe, welche in 8
enthalten sind, während die auf sie unmittelbar folgenden Zahlen in Ä'
enthalten sind, woraus zugleich die Bedeutung der Bezeichnungen (ÄÄ"),
(ß'Ä), (ß'ß'), (ß'ß")> (Ä"ß), (£"£'), (Ä"ß") von selbst klar ist. Sodann
behaupten wir ers tens, dass (^Ä') = (Ä'Ä) ist. Denn nehmen wir an,
dass Ä, /&', Ä", ... sämtliche Zahlen der Eeihe l, 2, 3, . . ., n — l seien,
welche selbst in 8 enthalten sind, während die nächstgrösseren Zahlen
A4- 1, Ä'+ l, /&"•+• l, ... in R' enthalten sind, und deren Anzahl somit gleich
(ÄÄ;) ist, so ist klar, dass alle Zahlen n — h — l, n — h' — l, n — A" — l , . . .
in Ä', die nächstgrösseren n — A, n — Ar, ... aber in 8 enthalten sind;
mithin kann, da es solcher Zahlen überhaupt (Ä'Ä) giebt, sicher nicht
(Ä'ß) < (KK) sein, und ebenso wird bewiesen, dass nicht (ßß') < (&;Ä)
sein kann; daher müssen beide Zahlen notwendig gleich sein. Auf ganz
dieselbe Weise beweist man, dass (fiß") = (ß"ß), (ß'5T) = (8" St') ist.
Zwei t ens ist, da notwendig jeder Zahl in Ä, die grösste n — l allein aus-
genommen, eine nächstgrössere Zahl folgen muss, die entweder in 8 oder
in 8' oder in 8" enthalten ist, die Summe (88) + (ÄÄ') 4- (88") gleich
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der um eine Einheit verminderten Anzahl aller Zahlen, nämlich gleich
m — l, und aus ähnlichem Grunde ist:

(K St) + (XX) + (XX') = (X'X) + (X'X) 4- (X'X') = m.

Nach diesen Vorbereitungen entwickeln wir nach den Vorschriften des
Artikels 345 das Product pp' in (m, 5T+ 1 ) + (m, 93'+ 1) + (w, <£' + 1) H ----- ,
welcher Ausdruck sich, wie man leicht sieht, auf (XX)p + (XX)p'+ (X$")p"
reduciert, und da nach Artikel 345 I das Product p'p" aus jenem entsteht,
wenn man für (m, 1), (m, g), (m, g2) respective (m, #), (m, #2), (m, #3) d. h. für
p,p',p" respective p', p", p setzt, so wird^y^CÄ^p'+CÄ'^^^^«")^
und auf ganz ähnliche Weise p"p = (Ä'Ä)jp"+ (Ä'Ä')jP + (£'£")#'• Hieraus
folgt sofort: Erstens:

5 = m

zweitens: Da sich in ähnlicher Weise, wie vorher pp' entwickelt wurde,
auch pp" auf (X'X)p + (^//Ä')/+ (X'X')p" reduciert und dieser Ausdruck
mit dem vorigen identisch sein muss, so ist notwendig: (Ä"$) = (XX) und
(X'X') = (Xft). Hieraus folgt, wenn man

(XX') = (X'X) = a, (X'X') = (Ä'Ä) =

setzt, dass m — I =
also (Ä$) = a — l ist, so dass jene neun unbekannten Grossen auf drei,
o, &, c, oder vielmehr wegen der Gleichung a + & + c = m auf zwei reduciert
sind. Endlich wird das Quadrat p offenbar in (m, l -t- 1) + (m, 3l + 1)
+ (w&, 33 4- 1) + (w, ©+!) + • • • entwickelt; unter den Teilen dieses Aus-
drucks findet sich (m, w), welches sich auf (m, 0) oder m reduciert, während
sich die übrigen, wie man leicht sieht, auf (RR)p + (RX)p' + (KX')tf'
reducieren; daher hat man: p2 = m + (a — l)p + &p'+ cp".

Auf diese Weise haben wir also durch vorstehende Untersuchungen die
folgenden vier Reductionen erhalten:

. m + a _

ap"
cp + op'+pp"

wo zwischen den drei unbekannten Grossen a, &, c die Bedingungsgleichung

(I) a : + & + c = m

stattfindet und überdies sicher ist, dass sie ganze Zahlen sind. Hieraus folgt:

C=p .p'p"= ap2 + &pp'+ cpp"
= am + (a2 + &2 + c2 — a)p + (a& + &c + ac)p' + (ab + &c + ac)p".

Da aber pp'p" eine symmetrische Funktion der drei Aggregate p, p', p"
ist, so sind die Coefficienten , mit denen diese in dem vorstehenden Aus-

drucke multipliciert sind, notwendig einander gleich, wodurch man die neue
Gleichung erhält:

(II) a2 + &2 + c2 — a « ab + &c + ac

und hieraus C=am-i- (a& + fo + ca) (p4-p'+p") oder (wegen (I) und

p + p'+p"= — l):

(HI) 0»a> — &e

Obwohl nun (7 hier von den drei Unbekannten, zwischen denen man
nur zwei Gleichungen hat, abhängt, so genügen doch diese mit Zuhülfe-
nahme der Bedingung, dass a, 6, c ganze Zahlen sind, zur vollständigen
Bestimmung von C. Um dies zu zeigen, stellen wir die Gleichung (II) in
der Form dar:

12« + 12& + 12c + 4 = 36a2 36c2 — 36a& — 36oc — 24a

die rechte aber re-Die linke Seite wird nach (I) gleich
duciert sich auf:

(6a — 36 — 3c — 2)2 + 27 (6 — c)2,

oder, wenn man Je für 2a — 6 — c schreibt, auf (3* — 2)2 + 27 (6 — c)2.
Hieraus geht hervor, dass die Zahl 4w (d. h. allgemein das Vierfache
jeder Primzahl von der Form 3m + 1) durch die Form #2 + 27#2 dar-
gestellt werden kann, ein Eesultat, welches allerdings leicht aus der
Theorie der binären Formen abgeleitet werden kann; immerhin ist es merk-
würdig genug, dass eine solche Zerlegung mit den Werten von a, &, c
zusammenhängt. Die Zahl 4n lässt sich aber immer nur auf eine einzige
Weise in ein Quadrat und das Siebenundzwanzigfache eines Quadrats zer-
legen, was wir auf folgende Art beweisen.*) Nähme man

an, so würde sein: Erstens:

(tt— 27uu')2 + 27 (tu'-
zweitens:

(tf+ 27uu')2 + 27 (tu'— tu)2 = 16 n\
drittens:

(fc«'+ t'u) (tu'— tu) =

Aus der dritten Gleichung folgt, dass n, da es eine Primzahl ist, in einer
der beiden Zahlen ft»'+ tu, tu'— tu aufgeht; aus der ersten und zweiten

*) Directer Hesse sich dieser Satz nach den Prinzipien des fünften Abschnitts
beweisen.
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aber geht hervor, dass jede dieser Zahlen kleiner als n ist; daher muss die-
jenige, welche durch n teilbar ist, notwendig gleich 0 sein, und daher auch
u'2 — u2 = 0, daher u'2 = u2 und t'2 = £2, d. h. jene beiden Zerlegungen
sind nicht verschieden. Wenn wir daher die Zerlegung von ±n in ein Qua-
drat und das Siebenundzwanzigfache eines Quadrats als bekannt voraussetzen
(eine Zerlegung, die man entweder nach der im fünften Abschnitt angege-
benen directen oder nach der in den Artikeln 323, 324 dargelegten indirecten
Methode ermitteln kann), wenn wir nämlich haben: 4n = M 2 -f- 27 N2, so
sind die Quadrate (3k — 2)2, (b — c)2 bestimmt, und an Stelle der Gleichung
(II) haben wir nunmehr zwei erlangt. Man sieht aber leicht, dass nicht nur das
Quadrat (3k — 2)2, sondern auch seine Wurzel 3k — 2 vollständig bestimmt
ist; denn da sie notwendig entweder gleich -h M oder gleich — M sein
muss, so wird die Zweideutigkeit im Vorzeichen durch die Bedingung, dass
Je eine ganze Zahl sein soll, aufgehoben werden. Man hat nämlich 3k — 2=+Jf
oder = — M zu setzen, je nachdem M von der Form 3z -+- l oder 3# + 2
ist*). Da nun &=2a — fr — c = 3a — m ist, so wird a = |(w + #),
& 4- c = w — a = % (2m — &), und daher:

C = a2 — U = a2 — i (b -h e)2 + i (b — c)

und auf diese Weise sind sämtliche Coefficienten gefunden. — Diese Formel
wird noch einfacher, wenn für N2 sein Wert aus der Gleichung (3k — 2)2

H- 27 A72 = £n = 12m -f- 4 substituiert wird, wodurch man nach ausgeführter
Keclmung erhält:

C= | (m + k + 3km) = ^(m + kri).

Derselbe Wert lässt sich auch auf (3k — ty N2 -+- k* — 2k2 -{- k — km •+• m
reducieren, ein Ausdruck, der zwar für die Anwendung weniger geeignet ist,
aber doch sogleich zeigt, dass (7, wie es sein soll, sicher eine ganze Zahl
wird.

Beispiel. Für n = 19 wird 4n = 49 -f- 27, daher 3k — 2 = 4- 7, k = 3,
C = |- (6 -h 57) == 7 und die gesuchte Gleichung ist x* -f- #2 — 6# — 7 = 0,
wie oben (Artikel 351). — Auf ähnliche Weise ergiebt sich für n = 7, 13,
31, 37, 43, 61, 67 der Wert von k respective gleich l, — l , 2, —3, —2,
l, — l, daher C= l, — l, 8, — 11, — 8, 9, — 5.

Obwohl übrigens das in diesem Artikel gelöste Problem ziemlich ver-
wickelt ist, so haben wir es doch nicht unterdrücken wollen, einmal wegen

*) Offenbar kann nicht M von der Form §z sein, denn sonst würde 4n durch
3 teilbar werden. — Auf die Zweideutigkeit, ob b — c = N oder = — N zu setzen
sei, braucht man hier weiter keine Rücksicht zu nehmen, und lässt sich dieselbe auch
der Natur der Sache nach nicht beseitigen, da dies von der Wahl der primitiven
Wurzel g abhängt, so dass für einige primitive Wurzeln die Differenz b — c positiv,
für andere negativ wird.

der Eleganz der Lösung, sodann weil es Gelegenheit gab, verschiedene
Kunstgriffe zu benutzen, welche auch bei ändern Untersuchungen mit her-
vorragendem Nutzen angewendet werden können.*)

Zurtickführung der Gleichungen, durch welche die Wurzeln
Q gefunden werden, auf reine Gleichungen.

359.
Die vorstehenden Untersuchungen handeln von der Auffindung der

HülfSgieichungen; je tz t wol len wir hinsichtl ich ihrer Auf lösung
eine sehr he rvo r r agende Eigenschaf t derselben darlegen. Be-
kanntlich sind alle Bemühungen der grössten Geometer, die allgemeine
Auflösung der Gleichungen, welche den vierten Grad übersteigen, oder (um
genauer zu definieren, was man will) die Reduction der gemischten Gleichun-
gen auf reine Gleichungen zu finden, bisher stets vergeblich gewesen, und
es bleibt kaum zweifelhaft, dass dieses Problem nicht sowohl die Kräfte der
heutigen Analysis übersteigt, als vielmehr etwas Unmögliches erreichen will.
(Man vergleiche, was wir hierüber in der Abhandlung: Demonstratio nova etc.
Artikel 9 angemerkt haben.) Nichtsdestoweniger ist es sicher, dass es un-
zählig viele gemischte Gleichungen jeden Grades giebt, welche eine solche
Zurückführung auf reine Gleichungen gestatten, und wir hoffen, dass es
den Geometern nicht unerwünscht sein wird, wenn wir zeigen, dass
unsere Hülfsgle ichungen immer hierher gehören. Wegen des
grossen Unifanges dieser Untersuchung aber geben wir an dieser Stelle nur
die Hauptmomente an, welche zum Beweise der Möglichkeit erforderlich
sind, und verschieben eine ausführlichere Behandlung, deren dieser Gegen-
stand äusserst wert ist, auf eine andere Zeit. Vorausgeschickt müssen einige
allgemeine Bemerkungen über die Wurzeln der Gleichung xe — 1 = 0
werden, welche auch denjenigen Fall umfassen, wo e eine zusammengesetzte
Zahl ist.

I. Diese Wurzeln werden (wie aus den Elementarbüchern bekannt ist)
kP kP

durch cos h i sin— dargestellt, wo für k die e Zahlen 0, l, 2, 3, ...,
& 6

e — i oder irgendwelche ändern diesen nach dem Modul e congruente
Zahlen zu nehmen sind. Eine Wurzel, für & = 0 oder allgemein für
einen durch e teilbaren Wert von #, wird gleich 1; jedem ändern Werte
von k entspricht eine von l verschiedene Wurzel.

*) Folgerung. Ist s eine Wurzel der Gleichung a;3— 1=0, so hat man:

'f + e2p")8= ~
*

T/— 27). Setzt man -= = coscp, ' = sin cp, so
y

ist: p = -~i-f-f cosicpj/TJT, J/~4-l(mod. 3); l = M (l • 2 • 3 • • - m)3 (mod. n).
Setzt man 3x -f- 1 =?/, so wird die Gleichung: y3 — %ny — Mn = 0.
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XÄP.TT _ / kP . . ÄPV MP ..... - - i . • A i ,II. Da l cos -- h » sin — ) = cos -- M sin — ist, so ist klar, dass,
\ 6 6 / 6 v

wenn .ß eine Wurzel ist, welche einem zu e primen Werte von Je entspricht,
in der Progression B, B2, E\ . . . das ete Glied allerdings gleich l ist,
alle vorhergehenden aber von l verschieden sind. Hieraus folgt sogleich,
dass alle e Grossen l, R, B2, B3, ..., B*~* ungleich sind und, da offen-
bar alle der Gleichung xe — 1 = 0 genügen, sämtliche Wurzein dieser
Gleichung darstellen.

III. Endlich wird unter derselben Voraussetzung das Aggregat

für jeden ganzen, durch e nicht teilbaren Wert von X; denn dasselbe ist

gleich
l -

£•, und der Zähler dieses Bruches wird gleich 0, der Nenner

aber nicht gleich 0. Ist aber X durch e teilbar, so ist jenes Aggregat
offenbar gleich e.

360.
Es sei, wie immer im Vorhergehenden, n eine Primzahl, g eine primi-

tive Wurzel für den Modul n und n — l das Product aus drei ganzen
positiven Zahlen a, ß, 7. Der Kürze wegen werden wir die Untersuchung
sogleich so anstellen, dass sie sich auch auf die Fälle, wo a oder 7 gleich l ist,
erstreckt; wenn 7 = 1 ist, so muss man für die Aggregate (7, 1), (7, #), . . .
die Wurzeln [1], [g], . . . nehmen. Wir nehmen also an, dass aus allen,
als bekannt vorausgesetzten a Aggregaten von p7 Gliedern (ß7, 1) (jty, g),
(ß?> #2)» • • • » (P7> ^a""1) die Aggregate von 7 Gliedern abgeleitet werden
sollen, eine Aufgabe, die wir oben auf eine gemischte Gleichung ßten Grades
reduciert haben, von der wir aber zeigen werden, wie man sie durch
eine reine ebenso hohe Gleichung erledigen kann. Zur Abkürzung werden
wir für die Aggregate

(T, 1), (T, A (T, /"), .. . ,(7, /ß~")>

welche unter (ß7, 1) enthalten sind, bezüglich a, &, 0, ..., m, für die
folgenden:

(7, 9), (T, /+1X (T./""), • • • , (T, /P-'+1),

welche unter (ß7, g) enthalten sind, bezüglich a', V, c', . . . , m\ für

bezüglich a", &", . . . , m" schreiben, u. s. w. bis zu denjenigen, welche in
(ß7, g*~1} enthalten sind.

I. Es bezeichne nun E unbestimmt irgend eine Wurzel der Gleichung
#ß —1 = 0, und es werde angenommen, dass aus der Entwickelung der
ßten Potenz der Function

t = a 4- Eb 4- JR2c 4 h B^lm

nach den Kegeln des Artikels 345 sich ergebe:

N+Aa 4-#& 4- Cc 4 \-M
4- A'a' 4- ff V + Cc' + .... 4-

'+ C"c"-\ -i- If'm"

wo sämtliche Coefficienten JV, >4, 5, J/, ... rationale ganze Functionen von
E sein werden. Nimmt man ferner an, dass die ßten Potenzen zweier
ändern Functionen

u = Jßßa 4- Sb + R2c -l
w'= 6 -t- Bc -H B« H -----

respective in U und Z7' entwickelt werden, so erkennt man aus Artikel 350
leicht, da u' aus l entsteht, wenn man die Aggregate a, 6, c, . . . , m be-
züglich mit 6, c, d, . . . , a vertauscht, dass

• 4- M' a'
4- M" a"

+Bc +Cd +.
4- JBV 4- C'tf + •

4- A"b"+ JS V-h C"d"4

ist. Ferner wird offenbar, da u = Eu' ist, U=E^U'; mithin sind wegen
B^== l die entsprechenden Coefficienten in U und U' gleich; schliesslich
erkennt man leicht, dass, weil sich t und u nur dadurch unterscheiden, dass
a in t mit der Einheit, in u aber mit E^ multipliciert ist, alle entsprechen-
den Coefficienten (d. h. diejenigen, mit denen dieselben Aggregate multi-
pliciert sind) in T und U und somit auch alle entsprechenden Coefficienten
in T und ü' gleich sind. Hieraus folgt endlich A = B= €=•••= Jf,
A'= #'= C'= • • • = M ', 4"= £"= C"= - • • = M", • • •, so dass hierdurch
T reduciert wird auf eine solche Form:

N 4- A(fa 1) + A^ g) 4- -A"(ßT, <?2) + • • •,
wo man die einzelnen Coefficienten N, A, A!, ... auf eine solche Form

~l 4- •

bringen kann, dass p, p', p", . . . gegebene ganze Zahlen sind.
II. Nimmt man für E eine bestimmte Wurzel der Gleichung af — 1 = 0

(von der wir voraussetzen, dass wir ihre Lösung schon haben) und zwar
eine solche, dass keine niedrigere Potenz von ihr als die ßte der Einheit
gleich ist, so ist auch T eine bestimmte Grosse, aus der man t vermit-
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telst der reinen Gleichung £ — T= 0 ableiten kann. Da aber diese
Gleichung ß Wurzeln hat, welche £, Et, R% . .., E^~lt sind, so kann es
zweifelhaft erscheinen, welche Wurzel man nehmen muss. Dass dies aber
völlig willkürlich ist, wird leicht in folgender Weise klar werden. Man muss
sich erinnern, dass, nachdem sämtliche Aggregate von ß7 Gliedern bestimmt
sind, die Wurzel [1] nur insoweit bestimmt ist, dass irgend eine von den
ß7 in (ß7, 1) enthaltenen Wurzeln mit diesem Zeichen bezeichnet sein muss,
und es somit völlig willkürlich ist, welches von den ß das Aggregat (ß?, 1)
bildenden Aggregaten wir mit a bezeichnen wollen. Wenn man nun, nach-
dem irgend ein bestimmtes Aggregat durch a dargestellt ist, annimmt, dass
t = Z werde, so sieht man leicht, dass, wenn man nachher dasselbe Aggregat,
welches eben mit b bezeichnet wurde, mit a bezeichnen wollte, diejenigen
Aggregate, welche vorher c, eZ, ..., a, & waren, jetzt &, £, . . . m, a sein

würden und daher der Wert von t jetzt gleich ^ = STr 1 werden würde.

Ebenso würde, wenn man mit a dasjenige Aggregat bezeichnen wollte,
welches anfänglich c war, der Wert von t gleich 3jßß~2 werden, und so
kann ferner t irgend einer der Grossen $£, SLß^"1, S£.ßß~2, ... d. h. irgend
einer der Wurzeln der Gleichung aP — T=0 als gleich betrachtet werden,
je nachdem man annimmt, dass dies oder jenes in (ß?, 1) enthaltene Aggregat
mit (7, 1) bezeichnet werde.

III. Nachdem die Grosse t auf diese Weise bestimmt ist, muss man
ß — l andere Gleichungen suchen, welche aus t dadurch hervorgehen, dass
man in seinem Ausdrucke für E der Keihe nach .ß2, jR3, J24, ..., E^
substituiert, nämlrch

*= a -t- tfb + tfc H , t'= a + Jß3ö + lfc-{

Die letzte hat man allerdings schon, da sie offenbar gleich a -f- & -f- c -h • • •
-l- m = (ß7, 1) wird; die übrigen aber können in folgender Weise abgeleitet
werden: Wenn man nach den Regeln des Artikels 345, ebenso wie ß
vorher in I, das Product tfß~V entwickelt, so beweist man auf eine der
vorigen völlig analoge Art, dass das Resultat davon auf eine solche Form

) + si' (ßT, g) + 9l" (ßT, 0») + • • • = r
gebracht werden kann, dass 9l, 8l, 8l', ... rationale ganze Functionen

T' t2

von E sind und daher T' eine bekannte Grosse ist, aus der sich f=—^r

ergiebt. Wenn man ferner annimmt, dass aus der Entwicklung des Products
fi~3tff die Function T" hervorgehe, so wird in ganz derselben Weise dieser
Ausdruck eine ähnliche Form annehmen und somit aus seinem bekannten

T"fi
Werte iff mittelst der Gleichung £"= T sich ergeben; ebenso wird if"

T'"fi
durch die Gleichung 2'"= „,-• , wo T'1' eine bekannte Grosse ist, ge-
funden, u. s. w.

Diese Methode würde nicht anwendbar sein, wenn t = 0 werden könnte,
woraus dann auch T== T'= T"== • • * = 0 sein müsste; man kann aber
beweisen, dass dies unmöglich ist, wenn wir auch den Beweis seiner Weit-
läufigkeit wegen an dieser Stelle unterdrücken müssen. — Es giebt auch

rr\t mit

besondere Kunstgriffe, vermittelst deren die Brüche -™-> -™-5 • • • i n ratio-

nale ganze Functionen von E verwandelt werden können, sowie kürzere
Methoden für den Fall a= l zur Ermittlung der Werte von t', £", ...;
doch müssen wir dies Alles hier stillschweigend übergehen.

IV. Endlich hat man, sobald £, f, t', ... gefunden sind, nach der
Bemerkung III im vorigen Artikel sogleich £-4- t'-\- t"-{- • • • = ß«, wonach
der Wert von a bekannt ist, aus dem dann nach Artikel 346 die Werte
aller übrigen Aggregate von 7 Gliedern abgeleitet werden können. — Die
Werte von 6, c, d, ... können auch durch folgende Gleichungen erhalten
werden, deren Grund jedem aufmerksamen Leser leicht ersichtlich sein wird:

Aus der grossen Zahl von Bemerkungen, welche sich auf die vor-
stehende Untersuchung beziehen, wollen wir hier nur eine berühren. Was
die Lösung der reinen Gleichung #ß—- T=0 anlangt, so ist klar, dass T
in den meisten Fällen einen imaginären Wert P-\-iQ hat, so dass jene
Lösung bekanntlich teils von der Teilung eines Winkels (dessen Tangente

= ~ ist) teils von der Teilung eines Verhältnisses (des Verhältnisses der

Einheit zu j/P2 -t- Q2) in ß Teile abhängen wird. Dabei ist es sehr merk-
würdig (was wir jedoch hier nicht ausführlicher verfolgen), dass der Wert von
j/P24- Q2 stets rat ional durch schon bekannte Grossen dargestellt werden
kann, so dass ausser der Ausziehung einer Quadratwurzel zur Lösung nur
die Teilung eines Winkels erforderlich ist, z. B. für ß = 3 nur die Drei-
teilung des Winkels.

Da endlich nichts im Wege steht, a = l, 7 = l und daher ß = n — l
zu setzen, so ist klar, dass die Lösung der Gleichung xn—1 = 0 sogleich
auf die Lösung einer reinen Gleichung (n — l)ten Grades xn~l — T= 0, wo
T durch die Wurzeln der Gleichung xn~l — 1=0 bestimmt wird, reduciert
werden kann. Hieraus folgt mit Hülfe der eben gemachten Bemerkung,
dass die Teilung des ganzen Kreises in n gleiche Teile erfordert: 1. die
Teilung des ganzen Kreises in n—l Teile; 2. die Teilung eines ändern
Bogens, der nach Ausführung jener Teilung construiert werden kann, in
n —l Teile; 3. die Ausziehung einer einzigen Quadratwurzel, und zwar
lässt sich zeigen, dass diese immer i/n ist.
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Anwendung der vorstehenden Untersuchungen auf die tri-
gonometrischen Fnnctionen. Methode, die Winkel, welchen

die einzelnen Wurzeln Q entsprechen, zu unterscheiden.
361.

Wir haben nun noch den Zusammenhang zwischen den Wurzeln ö und
j x - i - ^ ü x- ;, ™. T ! P 2P 3J> (»den tngonometnschen Functionen der Winkel —, —, —,...,

näher zu betrachten. Die Methode, welche wir für die Auffindung der Wurzeln
Q auseinandergesetzt haben, ist so beschaffen, dass sie es noch unentschieden
lässt (wenn man nicht die Sinustafeln während der Eechnung in der oben
beschriebenen Weise benutzt hat, was jedoch minder direct sein würde),
welche Wurzel jedem einzelnen von jenen Winkeln entspricht, d. h. welche

P P 2P 2P
Wurzel = cos hesin —, welche = cos — -Ksin —u. s. w. ist. Diese Un-n n n n
gewissheit wird aber leicht entschieden, wenn man bedenkt, dass die Cosinus

der Winkel —, —, —,..., -—0 beständig abnehmen (wofern mann n n &n
auch auf die Vorzeichen achtet), die Sinus sämtlich positiv sind, die Winkel
(n— 1)P(»— 2)P(w — 3)P (fi-M)P , ,. .. ., n^ ^__} ^ ^ mt 9 — aber respective dieselben Co-

sinus, aber negative, übrigens den Sinus jener an absoluter Grosse gleiche
Sinus haben. Daher werden von den Wurzeln Q diejenigen beiden, welche die

p tn
grössten reellen (unter sich gleichen) Teile besitzen, den Winkeln -—,-

rv ni

entsprechen und zwar dem ersten diejenige Wurzel, in welcher die imaginäre
Grosse i mit einer positiven Grosse, dem letzteren diejenige, in welcher i mit
einer negativen Grosse multipliciert ist. Von den n— 3 übrigen Wurzeln werden
wiederum diejenigen, welche die grössten reellen Teile besitzen, den Winkeln
2P (n 2} P— ^ ^—entsprechen, u. s.w.— Sobald diejenige Wurzel, welcher der Winkeln n
p
— entspricht, bekannt ist, können die den ändern Winkeln entsprechenden
n
Wurzeln auch dadurch unterschieden werden, dass, wenn jene =[X] angenommen

2 P S P 4-P
wird, den Winkeln -~, -jp, —, - • • offenbar die Wurzeln [2X], [3X], [4X]

entsprechen. So sieht man im Beispiel des Artikel 353 sofort, dass dem
Winkel -j^P keine andere Wurzel entsprechen kann als [11] und dem Winkel

keine andere als [8]; ebenso entsprechen den Winkeln ^P, ̂ |P, ̂ P,
,... respective die Wurzeln [3], [16], [14], [5],.... Im Beispiel des Ar-

tikels 354 entspricht dem Winkel ^P offenbar die Wurzel [1], dem Winkel
&P die folgende [2], u. s. w. Auf diese Weise sind daher die Cosinus und

P 2P
Sinus der Winkel —, —,... vollständig bestimmt.

Die Tangenten, Cotangenten, Sekanten und Gosekanten
werden ans den Sinns und Cosinus ohne Division

bestimmt
362.

Was aber die übrigen trigonometrischen Functionen dieser Wurzeln an-
langt, so könnten dieselben zwar aus den entsprechenden Sinus und Cosinus
mittelst der allgemein bekannten Methoden, nämlich die Sekanten und die
Tangenten, indem man die Einheit und die Sinus durch die Cosinus divi-
diert, ferner die Cosekanten und Cotangenten, indem man die Einheit und
die Cosinus durch die Sinus dividiert, leicht abgeleitet werden. Aber be-
quemer wird dasselbe meistenteils mit Hülfe der folgenden Formeln
ohne Divis ionen durch blosse Additionen erreicht

P 2P (»—1)P
Es sei CD irgend einer der Winkel —, —, ...,

-l- i sin CD = JR, so dass E irgend eine der Wurzeln Q,

und cos w

SincD=--; M — -^r
.1—

ist. Hieraus folgt:

seccD l-H E2'
Kl—Ä2) 2Ei . t(lP+l)i -L P 2 » co8eccD = -=jH—- cotangcD = -^—- .̂

l "T* J-l JK — l Xi ~~• J.

Wir werden nun zeigen, wie man die Zähler dieser vier Brüche so
transformieren kann, dass sie durch die Nenner teilbar werden.

I. Wegen E = Bn+l = tfn+l wird 2B == E + JB1*4* welcher Ausdruck
offenbar durch l •+- E2 teilbar ist, da n eine ungerade Zahl ist. Dadurch
entsteht:

s e c CD = E - JB3 4- JR5 - E1 + • •

und daher (da wegen sin CD = — sin(2w — I)CD, sin3co = — sin(2w —- 3) CD, ...
offenbar sin CD — sin3cD -t- sinöcD — • • • -h sin(2n — I)CD = 0 ist)

= coscD — cos3cD-t-cos5cD — • • • • 4- cos(2w — !)CD

oder endlich (da cos CD = cos(2w — !)CD, cos3cD = cos (2w — 3) CD, . . . ist):

seccD = 2[coscD — cos3cD -h COSÖCD — • • • • qp cos(w — 2)cD]

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem n von der Form 4& + 1
oder von der Form 4& -f- 3 ist. Offenbar kann diese Formel auch so dar-
gestellt werden:

seccD = ± [l — 2cos2cD 4- 2cos4cD ----- ± 2cos(w — 1)«].
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II. Substituiert man in ähnlicher Weise l — E2n+2 für l — Ä2, so
ergiebt sich:

tangcü = i(l — E2 H- 224 - R* H ----- E2n}

oder (da l - E2n = 0, M2 - E2n'2 = 2i sin 2co, JB4 - J^w~4 = 2* sin 4(o, . . . ist) :

tangw = 2[sin2<o — sin4ü> H- sinGco ---- =f sin(n — l)o>].

III. Da man l + E2 + ß4 + • • • + E2n~2 = 0 hat, so folgt:

n^n-l-rf-B4 ------ £2n-2 = (!-!) + (l-£2) + (l- J

und die einzelnen Teile dieses Aggregats sind durch l — E2 teilbar. Hier-
nach wird:

/.. o\ -n* i i Ttfn—4• (n — o) 2i 4- • • • -t- xi ,

somit, wenn man mit 2 multipliciert, sodann hiervon

0 = (n — 1) (1+ E2 + J24 H h E2n'2)

subtrahiert und wiederum mit E multipliciert:

- (n — 5) E -h • • • — (n —

woraus sogleich folgt:

cosecw = — [(n — 1) sinw -h (n — 3) sin3oj -f- (n — 1) sin (%n — '.

2
= —[(n — 1) sin ü> -f (n — 3) sin 3<o H h 2 sin (n — 2) u>],

und diese Formel kann auch so dargestellt werden:

cosec o) = -- [2sin 2o> -f- 4sin 6sin 6a> • 4- (n — 1) sin (n —

IV. Multipliciert man den oben angegebenen Wert von

l -h E2 und subtrahiert davon

0 = (n — 1) (l + E2 + Ei H + E2n'2\
so entsteht

mit
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woraus sogleich folgt:

cotang <D =— [(n — 2) sin 2w 4- (n •— 4)sin 4o> -h (n — 6)sin 6o> + • • •

— (»— 2)sin(w— 2) CD]
2

= — [(w — 2) sin 2w + (w — 4) sin 4o> H h 3 sin (n — 3)o>

•-h sin (M— l)o>],

und diese Formel kann man auch in folgender Weise darstellen:

2
cotang (o = [sin o + 3 sin 3co + • • • + (n —- 2)sin (n — 2)ü>]

Methode, die Gleichungen für die trigonometrischen
Fnnctionen allmälig zu erniedrigen.

363.

Ebenso wie unter der Annahme, dass n — l = ef sei, die Function X
in e Factoren von /"Dimensionen zerlegt werden kann, sobald die Werte
sämtlicher e Aggregate von f Gliedern bekannt sind (Artikel 348), so lässt
sich auch dann, wenn man annimmt, dass Z=0 die Gleichung (n—l)ten

Grades ist, deren Wurzeln die Sinus oder irgendwelche andere trigono-
T) O P (M \\ P

metrischen Functionen der Winkel —, —, . . ., —sind, die Functionn n' ' n '
Z in e Factoren von f Dimensionen zerlegen. Die Hauptmomente für ein
solches Verfahren sind folgende:

Es bestehe Ö aus den folgenden e Perioden von f Gliedern (/j 1) = P,
P', P", ..., und die Periode P aus den Wurzeln [1], [a], £6], [c], ...,
P; aus den Wurzeln [a'], [6'], [c'], ..., P" aus [a"], [6"], [c"], ... Es
entspreche ferner der Wurzel [1] der Winkel <o und daher den Wurzeln
M> W? • • • » die Winkel ao>, öü>, .. ., den Wurzeln [a'], [&'], ... die
Winkel a'co, &'co, .. ., den Wurzeln [a"], [&"], [c"], ... die Winkel a"a>,
fr"W, . . . , u. s. w. Dann sieht man leicht, dass alle diese Winkel

.. , w. . , P 2P 3P (n — 1) P , .
zusammengenommen mit den Winkeln —, —, —, .... nm-n n n n
sichtlich ihrer trigonometrischen Functionen*) übereinstimmen. Wenn daher

*) In dieser Hinsicht stimmen zwei Winkel überein, deren Differenz entweder
der ganzen Peripherie oder irgend einem Vielfachen derselben gleich ist; derartige
Winkel könnten wir nach der P e r i p h e r i e congruent nennen, wenn man die
Congruenz iu etwas weiterem Sinne verstehen wollte.
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die in Eede stehende Function durch den dem Winkel vorgesetzten Buch-
staben 9 bezeichnet wird, und man das Product aus den Factoren

x — 9 (w), x — x — 9 (&">)? • • •

gleich Y, das Product aus den Factoren x — 9 (a'co), x — 9 (&'«>), . . . gleich
Y', das Product aus den Factoren x — 9 («"«>), x — 9 (&"ü>), x — 9 (c"<o), . . .
gleich Y", u. s. w. setzt, so wird offenbar das Product YY'Y". .. — Z.
Wir haben nur noch zu zeigen, dass sämtliche Coefficienten in den Functionen
Y, Y', Y", ... auf eine solche Form:

gebracht werden kann, wonach offenbar alle für bekannt zu betrachten sein
werden, sobald die Werte aller Aggregate von f Gliedern bekannt sind.
Dies erreichen wir auf folgende Weise:

Ebenso wie cos <o = £ [1] + i [l]w ~ \ sin o = — £ t [1] + } i [l]w ~ * ist,
so können auch die übrigen trigonometrischen Functionen des Winkels <p
auf eine solche Form 3l -f- 33 [1] + 6 [l]2 -h SD [l]3 H ---- reduciert werden, und
es ist ohne Weiteres ersichtlich, dass die Functionen des Winkels Jc& als-
dann werden 9l -f- 35 flfej + 6 [A;]2 -f- S) [&]3 H ---- , wo # irgend eine ganze
Zahl bezeichnet. Da nun die einzelnen Coefficienten in Y rationale ganze
symmetrische Functionen von 9(10), 9 (ao>), . 9 (&<«), . . . sind, so ist klar,
dass, wenn für diese Grossen ihre Werte substituiert werden, die einzelnen
Coefficienten rationale ganze symmetrische Functionen von [1], [a], [&], . . .
werden, weshalb sie sich nach Artikel 347 auf die Form A -f- B (/", 1)
+ 0(/J 9) + • ' * reducieren. Und aus ganz demselben Grunde wird es auch
möglich sein, sämtliche Coefficienten in Y', Y", ... auf eine ähnliche Form
zu reducieren.

364.

In Bezug auf das Problem des vorigen Artikels fügen wir
noch einige Bemerkungen hinzu.

I. Da die einzelnen Coefficienten in Y' ebensolche Functionen von den
in der Periode P' (die wir gleich (/*, a') setzen dürfen) enthaltenen Wurzeln
sind, wie die entsprechenden Coefficienten in P Functionen von den Wurzeln
in P sind, so geht aus Artikel 347 hervor, dass Y' aus Y abgeleitet werden
kann, wenn man nur überall in Y für (/; 1), (f, g), (/", #2), . . . bezüglich
(/> «0> (/i a'9)-> (/> a>9*\ • • • substituiert. Und ebenso wird Y" aus Y ab-
geleitet werden, wenn man überall in Y für (/; 1), (f, g), (f, #2), . . . respective
(f» O» (fy a"9\ (f* a"9*)> • • • substituiert. Sobald daher die Function Y ent-
wickelt ist, so folgen die übrigen Y', Y", . . . daraus ohne Weiteres.

II Nimmt man
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an, so sind die Coefficienten a, ß, . . . respective die Summe der Wurzeln der
Gleichung Y= 0, d. i. der Grossen 9 (a>), 9 (a<i>), 9 (&ü>) . . , die Summe der
Producte aus je zweien von diesen Grossen, u. s. w. Meistenteils aber werden
diese Coefficienten viel bequemer durch eine, der im Artikel 349 an-
gegebenen ähnliche Methode gefunden, indem man die Summe der Wurzeln
9 (ü>), 9 (au), 9 (6(o), . . . , die Summe der Quadrate, der Kuben, u. s. w.
berechnet und daraus nach dem Newton'schen Satze jene Coefficienten ab-
leitet. — So oft 9 die Tangente, Sekante, Cotangente oder Cosekante be-
zeichnet, giebt es noch andere Hülfsmittel, die wir aber hier mit Still-
schweigen übergehen.

III. Eine besondere Betrachtung verdient der Fall, wo f eine gerade
Zahl ist, und daher jede Periode P, P', P", ... aus %f Perioden von je
zwei Gliedern zusammengesetzt ist. Besteht P aus den Perioden (2, 1),
(2, a), (2, b), (2, c), .. ., so werden die Zahlen l, a, b, c, .. . und n — l,
n — a, n — b, n — c, ... zusammengenommen mit den Zahlen l, a, &, c, ...
übereinstimmen oder wenigstens (was hier auf dasselbe hinauskommt) diesen
nach dem Modul n congruent sein. Es ist aber y((n — l)o>) = ±9(0),

9 ((n — a)ü>) = ±9(aü>), u. s. w., wo die oberen Zeichen gelten, wenn 9
den Cosinus oder die Sekante, die unteren, wenn 9 den Sinus, die Tangente,
Cotangente oder Cosekante bezeichnet. Hieraus folgt, dass in den beiden
ers teren Fällen unter den Factoren, aus denen Y besteht, stets je zwei
gleich sind und daher Y ein Quadrat ist, und zwar Y = #2, wenn y gleich
dem Producte aus

#-9(ü>), a — 9(ao>), x — <p(bco), ...

gesetzt wird. Ebenso sind in denselben Fällen die übrigen Functionen T',
Y", ... Quadrate, und zwar wird, wenn man annimmt, dass P' aus
(2, a'), (2, b'), (2, O, ..., P" aus (2, a"), (2, b"), (2, c"), ..., n. s. w.
bestehe und dass das Product aus x — 9(d/ü>), x — 9(b'u>), x — 9(c'<j>), ...
gleich /, das Product aus x — 9(a"<o), x — 9(b"o>), . . . gleich yf' ist, u. s. w.,
Y'=y2, Y"=#"2, u. s. w. Ferner ist auch die Function Z ein Quadrat
(vgl. oben Artikel 337) und die Wurzel desselben dem Producte aus
yyV» • • • gleich. Übrigens sieht man leicht, dass #', #", . . . ebenso aus
y abgeleitet werden, wie Y', Y", . . . nach dem in I Gesagten aus Y sich
ergeben; sowie ferner, dass die einzelnen Coefficienten in y auch auf die
Form

reduciert werden können, da die Summen der einzelnen Potenzen der
Wurzeln der Gleichung y = 0 offenbar die Hälften der Potenzen der Wurzeln
der Gleichung Y=0 und daher auf eine solche Form reducierbar sind. In
den vier letzteren Fällen aber ist Y das Product aus den Factoren
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und daher von der Form:

und es ist klar, dass die Coefficienten X, JA, . . . sich aus den Summen der
Quadrate, Biquadrate, u. s. w. der Wurzeln <p(ü>), <p(ao>), <p(ba>), ... her-
leiten lassen, und ebenso verhalten sich die Functionen Y', Y", . . .

Beispiel I. Es sei w=17, /*=8 und es beze ichne 9 den Cosinus.
Hieraus wird:

/ c _ ~ __
16* 32* 32

und man hat demnach *J~Z in zwei Factoren von je vier Dimensionen #, «/'
zu zerlegen. Die Periode P = (8, 1) besteht aus (2, 1), (2, 9), (2, 13), (2, 15),
daher wird # das Product aus den Factoren:

x — <p(u>), x — 9(9ü>), x — <p(13ü>), # — 9(15o>).

Substituiert man £[&] + £ [M — K] für <p(#co), so findet man:

9(o>) 4- 9(9">) + 9(13co) 4- 9(15ü>) = £(8, 1);
, 1);= 2

ebenso die Summe der Kuben gleich f(8, 1) + -g-(8, 3), die Summe der
Biquadrate gleich 1^4- ̂ (8, 1). Werden hieraus nach dem Newton'schen
Satze die Coefficienten in y bestimmt, so ergiebt sich:

[(8, 1) + 2(8, 3)>»- 3(8,

(8, 3)];

/ aber geht aus y hervor, wenn man (8, 1) mit (8, 3) vertauscht. Substi-
tuiert man also für (8, 1), (8, 3) die Werte — £ + i j/TT, — £ — i j/Tf, so
folgt:

Auf ähnliche Weise kann j/lf in vier Factoren von je zwei Dimensionen

zerlegt werden, von denen der erste (x — 9 (">))(# — 9(13ü>)), der zweite

(x — 9 (9co)) (x — 9 (15ü>)), der dritte (x — 9 (3<i>)) (# — 9 (5ü>)) und der

vierte (x— 9(10<i>))(# — 9(llci>)) ist, und alle Coefficienten in diesen
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Factoren können durch die vier Aggregate (4, 1), (4, 9), (4, 3), (4, 10) aus-
gedrückt werden. Offenbar aber wird das Product aus dem ersten und
zweiten Factor gleich y, das Product aus dem dritten und vierten Factor
gleich y' sein.

Beispiel II. Wenn 9, während alles Übrige ungeändert bleibt, den
Sinus beze i chnen soll, so dass

17_ 119_ 221_ 935_ 561_ 357

— a
4096*

17
65536

in zwei Factoren y, yf von acht Dimensionen zu zerlegen ist, so ist y das
Product aus den vier doppelten Factoren:

Da nun 9(^(0) = — %i[k] H- ^j [w — ß] ist, so wird

)2= - i [2*] + | W - i [2« — 2*] = i — J [2*] - i [2» - 2*].

Hieraus findet man für die Summe der Quadrate der Wurzeln 9(0»),

9(9<o), 9(13ü)), 9(15ü)) den Wert: 2 — -j(8, 1), für die Summe ihrer Bi-
o o

quadrate: - "^TZ Summe ihrer sechsten Potenzen: -7— -/n;(8, 1)

l 35 27 l
-~~ÄZ(8> 3), ^r die Summe ihrer achten Potenzen: -09—9^(8, 1) — -59(8, 3).32 256V

Hieraus folgt:

,=xs _r2-i(8L * '

und y geht aus 3/ hervor, wenn man (8,1) und (8, 3) mit einander ver-
tauscht, so dass man durch Substitution der Werte dieser Aggregate erhält :

- ( 8 , l) + (8, 3),

J7
256
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Ebenso lässt sich Z in vier Factoren zerlegen, deren Coefficienten durch
die Aggregate von vier Gliedern ausgedrückt werden können, und zwar ist
das Product aus zweien gleich y, das Product aus den beiden übrigen
gleich y.

Die Teilungen des Kreises, welche man mittelst quadra-
tischer Gleichungen oder durch geometrische Constrnctionen

ausführen kann.

365.
Wir haben somit durch die vorstehenden Untersuchungen die Teilung

des Kreises in n gleiche Teile, wenn n eine Primzahl ist, auf die Auflösung
von so vielen Gleichungen zurückgeführt, als die Anzahl der Factoren
beträgt, in welche man die Zahl n — l zerlegen kann, und zwar bestimmt
sich der Grad dieser Gleichungen durch die Grosse der Factoren. So oft
daher n — l eine Potenz von 2 ist, was für die folgenden Werte von n der
Fall ist: w==3, 5, 17, 257, 65537,..., lässt sich die Teilung des Kreises
auf lauter quadratische Gleichungen zurückführen, und die trigonometrischen

P 2P
Functionen der Winkel — , — , . . . lassen sich durch mehr oder wenigern n
complicierte (je nach der Grosse von n} quadratische Gleichungen ausdrücken.
Daher kann in diesen Fällen die Teilung des Kreises in n gleiche Teile
oder die Beschreibung eines regulären Polygons von n Seiten durch geome-
trische Constructionen erledigt werden. Z. B. leitet man für n = 17 aus

den Artikeln 354, 361 für den Cosinus des Winkels ^=P leicht den folgenden
Ausdruck her:

i?"-- ̂ 34—2/17 —

die Cosinus der Vielfachen jenes Winkels haben eine ähnliche Form, die
Sinus aber haben ein Wurzelzeichen mehr. Es ist sicherlich sehr merk-
würdig, dass, während schon zu Euclid's Zeiten die geometrische Teil-
barkeit des Kreises in drei und fünf Teile bekannt war, diesen Entdeckungen
im Verlauf von 2000 Jahren nichts hinzugefügt worden ist, und dass
es sämtliche Geometer für sicher erklärten, dass sich ausser jenen Teilungen
und denen, die ohne Weiteres daraus sich ergeben, nämlich den Teilungen
in 15, 3 • 21*, 5 • 2^15-2^ sowie in W Teile, keine ändern weiter durch
geometrische Constructionen ausführen lassen. — Übrigens beweist man
leicht, dass, wenn die Primzahl n = 2m-f- 1 ist, auch der Exponent m keine
ändern Priinfactoren haben darf, als die Zahl 2, und daher entweder gleich

l oder gleich 2 oder gleich einer höheren Potenz von 2 sein muss; denn
wenn m durch irgend eine ungerade Zahl C (welche grösser als l ist) teilbar
und m = CT) wäre, so würde 2^-4-1 durch 271 -h l teilbar und daher eine zu-
sammengesetzte Zahl sein. Alle Werte von n also, für welche wir bloss zu
quadratischen Gleichungen gelangen, sind unter der Form 22V + 1 enthalten;
auf diese Weise ergeben sich die fünf Zahlen 3, 5, 17, 257, 65537, wenn man
v = 0, l, 2, 3, 4 oder m = l, 2, 4, 8, 16 setzt. Keineswegs aber lässt sich
für alle unter jener Form enthaltenen Zahlen die Teilung des Kreises geo-
metrisch durchführen, sondern nur für diejenigen, welche Primzahlen sind.
Zwar hatteFermat, durch Induction irregeführt, behauptet, dass alle unter
jener Form enthaltenen Zahlen notwendig Primzahlen seien; indessen hat
Euler zuerst bemerkt, dass jene Eegel schon für v = 5 oder m = 32 falsch
ist, da die Zahl 232 + l = 4294967297 den Factor 641 enthält.

So oft aber n —- l andere Primfactoren ausser 2 enthält, gelangen wir
immer zu höheren Gleichungen, nämlich zu einer oder mehreren kubischen,
wenn 3 einmal oder mehrere Male unter den Primfactoren von n — l vor-
kommt, zu Gleichungen fünften Grades, wenn n— l durch 5 teilbar ist,u.s.w.,
und wir können mit aller Strenge beweisen, dass diese höheren
Gleichungen durchaus nicht vermieden oder auf Gleichungen von nie-
drigerem Grade zurückgeführt werden können; obwohl die Grenzen dieses
Werkes nicht gestatten, diesen Beweis hier mitzuteilen, glaubten wir doch
darauf hinweisen zu müssen, damit nicht einer noch andere Teilungen ausser
den von unserer Theorie gelieferten, z. B. die Teilungen in 7, 11, 13, 19,...
Teile auf geometrische Constructionen zurückzuführen hoffe und seine Zeit
unnütz vergeude.

366.
Wenn der Kreis in a" Teile zu teilen ist, wo a eine Primzahl bezeichnet,

so kann man dies offenbar geometrisch durchführen, wenn a = 2 ist, aber
für keinen ändern Wert von a weiter, wofern a > l ist; denn dann müsste
man ausser denjenigen Gleichungen, welche zur Teilung in a Teile erforder-
lich sind, notwendig noch a — l andere vom aten Grade lösen; auch diese
kann man in keiner Weise vermeiden oder erniedrigen. Die Grade der not-
wendigen Gleichungen können also aus den Primfactoren der Zahl (a—l)«*^1

allgemein (nämlich auch für den Fall, wo a = l ist) erkannt werden.
Wenn schliesslich der Kreis in JV= aa&ßc r... Teile geteilt werden soll,

wo a, &, c... ungleiche Primzahlen bezeichnen, so genügt es die Teilungen
in a", 6ß, CT, ... Teile ausgeführt zu haben (Artikel 336); um daher die Grade
der zu diesem Zwecke erforderlichen Gleichungen kennen zu lernen, muss
man die Primfactoren der Zahlen

(a-l)a8-1, (ft-l)^-1, (c-l)c'-1,....,

oder, was hier auf dasselbe hinauskommt, des Products aus diesen Zahlen
betrachten. Man bemerke, dass dieses Product die Anzahl der Zahlen dar-
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stellt, welche prim zu N und kleiner als N sind (Artikel 38). Geometrisch
lässt sich also die Teilung nur dann ausführen, wenn diese Zahl eine
Potenz von 2 ist; wenn sie aber noch andere Primfactoren ausser 2, z. B.
#,y,... enthält, so lassen sich die Gleichungen vom #ten, #/ten, u. s. w.
Grade in keiner Weise vermeiden. Hieraus schliesst man allgemein, dass,
damit der Kreis geometrisch in N Teile geteilt werden könne, N entweder
2 oder eine höhere Potenz von 2, oder eine Primzahl von der Form 2w-h l
oder das Product aus mehreren solchen Primzahlen, oder das Product aus
einer oder mehreren solchen Primzahlen mit 2 oder einer höheren Potenz
von 2 sein muss; oder kürzer, es ist erforderlich, dass N weder irgend einen
ungeraden Primfactor, welcher nicht von der Form 2m 4- l ist, noch auch
irgend einen Primfactor von der Form 2m -f-1 mehrmals enthalte. Solcher
Werte von N findet man unterhalb 300 folgende 38: 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10,
12, 15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96, 102,
120, 128, 136, 160, 170, 192, 204, 240, 255, 256, 257, 272.*)

*) Wären alle Zahlen von der Form 22 +1 Primzahlen, so würde ein hinlänglich
genäherter Ausdruck für die Menge der in Rede stehenden Zahlen (N) kleiner als

i r* i i ir 4 i i • ldie gegebene Zahl M folgender sein -^ \ log J

Zusätze.

Zu Artikel 28. Die Lösung der unbestimmten Gleichung ax = "by ± l
ist nicht zuerst von Eule r (wie dort gesagt ist), sondern schon von einem
Geometer des siebzehnten Jahrhunderts, Bachet de Mezir iac, dem be-
rühmten Herausgeber und Commentator von Diophant , durchgeführt wor-
den, und hat ihm Lagrange diese Ehre zuerkannt (Add. ä YAlgebre
tf Euler p. 525, wo zugleich die Art des Verfahrens angegeben ist). Bachet
hat seine Entdeckung in der zweiten Ausgabe seines Buches Problemes
plaisans et delectables qui se fönt par les nombres 1624 mitgeteilt; in der
ersten Auflage (Lyon 1612), welche ich allein einsehen konnte, findet sie
sich noch nicht, obwohl sie bereits angekündigt wird.

Zu Artikel 151, 296, 297. Legendre hat seinen Beweis von neuem
dargelegt in seinem herrlichen Werke Essai d'une theorie des nombres
p. 214 u. ff., jedoch so, dass nichts Wesentliches daran geändert ist; daher
bleibt diese Methode auch noch allen im Artikel 297 gegen sie erhobenen
Einwürfen ausgesetzt. Allerdings ist der Satz (auf welchen die eine An-
nahme sich stützt), dass sich in jeder arithmetischen Keihe Z, l-\-k,
l + 2&, . . . Primzahlen finden, wenn Je und l keinen gemeinschaftlichen
Teiler haben, in diesem Werke weitläufiger betrachtet worden, S. 12 u. ff.,
doch scheint der geometrischen Strenge noch nicht Genüge gethan zu sein.
Aber auch dann, wenn dieser Satz vollständig bewiesen ist, bleibt die eine
Annahme übrig (dass es Primzahlen von der Form 4n 4- 3 giebt, deren
quadratischer Nichtrest eine gegebene Primzahl von der Form 4n -{- l,
positiv genommen, ist), und ich weiss nicht, ob man denselben streng be-
weisen kann, ohne das Fundamentaltheorem selbst schon vorauszusetzen.
Übrigens muss man bemerken, dass Legend re diese letztere Annahme
nicht stillschweigend gemacht hat, sondern dass sie auch ihm selbst nicht
entgangen ist, S. 221.

Zu Artikel 288—293. Über denselben Gegenstand, der hier als beson-
dere Anwendung der Theorie der ternären Formen dargestellt ist, und der
in Bezug auf Strenge und Allgemeinheit so vollkommen sein dürfte, dass
nichts mehr zu wünschen übrig bleibt, hat Legendre im dritten Abschnitt
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seines Werkes S. 321—400 eine viel ausführlichere Untersuchung angestellt.*)
Er bediente sich dabei von den unsrigen völlig verschiedener Prinzipien und
Methoden; indessen ist er auf diesem Wege in mehrere Schwierigkeiten
verwickelt worden, welche bewirkten, dass er die Hauptsätze nicht durch
einen strengen Beweis zu begründen vermochte. Diese Schwierigkeiten
deutete er selbst in ehrlicher Weise an; aber dieselben dürften, wenn wir
nicht irren, leichter beseitigt werden können als die, dass auch bei dieser
Untersuchung das eben erwähnte Theorem (In jeder arithmetischen Pro-
gression u. s. w.) vorausgesetzt ist, Seite 371, Anm. am Schluss.

Zu Artikel 306 VHI. In dem dritten Tausend negativer Determinanten
sind 37 irreguläre gefunden worden, von denen 18 den Irregularitäts-
Exponenten 2, die 19 übrigen den Irregularitäts-Exponenten 3 haben.

Zu ebendemselben Artikel X. Es ist uns neulich geglückt, die hier
gestellte Aufgabe vollständig zu lösen; diese Untersuchung, welche über
mehrere Teile sowohl der höheren Arithmetik als auch der Analysis in
erstaunlicher Weise Licht verbreitet, werden wir sobald als möglich in der
Fortsetzung dieses Werkes mitteilen. Dieselbe hat ergeben, dass der
Coefficient m im Artikel 304 gleich 7* = 2,3458847616 ist, wo 7 dieselbe
Grosse wie im Artikel 302 und ir, wie eben dort, den halben Umfang eines
Kreises vom Eadius l bezeichnet.

Tafel I (Artikel 58, 91).

*) Auch ohne dass wir darauf hinweisen, werden die Leser sich hüten, unsere
ternären Formen mit dem zu verwechseln, was L e g e n d r e eine forme trinaire tfun
nombre genannt hat. Mit diesem Ausdruck bezeichnete er n&mlich die Zerlegung
einer Zahl in drei Quadrate.

2. 3. 5. 7.11. 13.17.19.23.29. 31.37.41.43.47. 53.59.61.67.71. 73.79.83.89.

1.

1. 3.

2. 1. 5.

1. *. 5. 4.

1. 8. 4. 7.

5. 8. 9. 7.11.

*. 3. 1. 2. 1.

10.11. 7. 9.13.

17. 5. 2.12. 6.

8.20.15.21. 3.

1. 7. *. 5.16.

1. *. 5.16.13.

11.27.18.20.23.

12.13.20. 4.29.

*. 3. 1. 2. 5.

11.34. 1.28. 6.

26.15.22.39. 3.

39.17. 5. 7. 6.

30.18.17. 38. 27.

2.13.41. *. 16.

25. 9.31.38.46.

25.32. 34.44.45.

47.42.14. 23. 45.

*. 3. 1.10. 5.

29. 9.39. 7.61.

58.18.14.33.43.

8. 6. 1.33.55.

50. 71.34.19.70.

25. *.35.22. 1.

3. 52.81.24.72.

72.87.18. 7. 4.

86. 2.11.53.82.

3.

12.

13. 8.

12.17. 5.

19.13.18.11.

8.15.12.11.

2. 7.15.24.

23. 1.22.21.27.

7. 4. 7. 6. 3.

13. 5.25.21.15.

31.33. 9.36. 7.

40.16. 29. 20. 25.

3. 42.29. 39.43.

9. 31. 35. 32. 24.

28.42.41.39. 6.

23.14.22.27. 4.

20.49. 22.39. 25.

15.12. 7.14.11.

23. 8.26.20.22.

27. 7.38. 5. 4.

59.21.62.46.35.

74. 9.10.52. 1.

38.15.12. 5. 7.

67. 4.59.16.36.

65. 82. 53.31. 29.

83.19. 27.79.47.

0.

27.

28.

32.

5.

7.

45.

7.

13.

8.

43.

13.

11.

76.

14.

32.

57.

26.

32.

35. 18.

24. 25.

38.27.

22. 33.

41. 2.

33.18.

9.14.

44.19.

30. 55.

64. 4.

23.21.

24.29.

60.38.

77. 67.

41. 71.

37.

36.23.

30. 8.

13. 53.

41.40.

13.12.

63. 64.

44.17.

51.31.

47. 55.

10.13.

49.69.

59.34.

44.60.

28.

51.17.

5. 1.

3.54.

59. 29.

53. 5.

7.17.

45. 53.

13.20.

10.45.

14. 65.

3.

5.

37.11.

58.50. 44.

75. 54. 33. 4.

4.20.33. 48.52.

34.53.17. 43.47.

19.32.26. 68.46.27.

32.51.25. 20.42.91.18.
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3.
7.
9.
11.
13.
17.
19.
23.
27.
29.
31.
37.

41.

43.
47.
49.
53.

59.

61.

67.

71.

73.

79.

81.

83.

97.

(0).. 142857.
(0)..l; (1)..2; (2)..4; (3)..8; (4)..7; (5).. 5.
(0)..09; (1)..18; (2).. 36; (3).. 72; (4).. 45.
(0).. 076923; (1).. 461538.
(0)..0588235294 117647.
(0)..0526315789 47368421.
(0)..0434782608 6956521739 13.
(0)..037; (1)..074; (2).. 148; (3).. 296; (4).. 592; (5). .185.
(0).. 0344827586 2068965517 24137931.
(0).. 032280645 16129; (1)..5483870967 74193.
(0)..027; (1)..135; (2).. 675; (3).. 378; (4).. 891; (5).. 459;
(6)..297; (7)..486; (8).. 432; (9).. 162; (10)..810; (11).. 054.
(0).. 02439; (1).. 14634; (2)..87804; (3)..26829;
(4).. 60975; (5)..65853; (6)..95121; (7)..70731.
(0).. 0232558139 5348837209 3; (1)..6511627906 9767441860 4.
(0).. 0212765957 4468085106 3829787234 0425531914 893617.
(0).. 0204081632 6530612244 8979591836 7346938775 51.
(0).. 0188679245 283; (1).. 4905660377 358;
(2)..7547169811 320; (3).. 6226415094 339.
(0)..016949l525 4237288135 5932203389 8805084745 7627118644

06779661.
(0).. 0163934426 2295081967 2131147540 9836065573 7704918032

7868852459.
(0)..0149253731 3432835820 8955223880 597;
(1)..1791044776 1194029850 7462686567 164.
(0).. 0140845070 4225352112 6760563380 28169;
(1).. 8732394366 1971830985 9154929577 46478.
(0).. 01369863; (1).. 06849315; (2).. 34246575;
(3)..71232876; (4)..56164383; (5)..80821917;
(6).. 04109589; (7).. 20547945; (8)..02739726.
(0).. 0126582278 481; (1).. 3670886075 949; (2)..6455696202 531;
(3).. 7215189873 417; (4).. 9240506329 113; (5)..7974683544 303.
(0)..012345679; (1)..135802469; (2).. 493827160;
(3).. 432098765; (4)..753086419; (5)..283950617.
(0).. 0120481927 7108433734 9397590361 4457831325 3;
(1).. 6024096385 5421686746 9879518072 2891566265 0.
(0).. 0112359550 5617977528 0898876404 4943820224 7191;
(1).. 3370786516 8539325842 6966292134 8314606741 5730.
(0).. 0103092783 5051546391 7525773195 8762886597 9381443298

9690721649 4845360824 7422680412 3711340206 185567.
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Neuer Beweis eines arithmetischen Satzes.
(Commentationes soc. reg. sc. Gottingensis, Vol. XVI, Gottingae 1808.)

1.

Fragen aus der höheren Arithmetik bieten sehr häufig eine eigentüm-
liche Erscheinung dar, welche in der Analysis weit seltener vorkommt und
zur Erhöhung ihrer Eeize wesentlich beiträgt. Während man nämlich bei
analytischen Untersuchungen meistenteils zu neuen Wahrheiten nur dann
gelangen kann, wenn man die Prinzipien, auf denen sie beruhen und die
zu ihnen gewissermassen den Weg öffnen sollen, völlig in seiner Gewalt
hat, springen einem dagegen in der Arithmetik sehr häufig auf dem Wege
der Induction durch einen unerwarteten Zufall die elegantesten Wahrheiten
in die Augen, deren Beweise so tief versteckt liegen und in solches Dunkel
gehüllt sind, dass sie allen Versuchen spotten und den scharfsinnigsten
Forschungen sich nicht zugänglich erweisen. Ferner besteht zwischen
arithmetischen Wahrheiten, die auf den ersten Anblick höchst verschiedener
Natur sind, ein so enger und so wunderbarer Zusammenhang, dass man
nicht selten, während man etwas ganz anderes sucht, endlich zu einem so
sehr ersehnten und durch lange Überlegungen vorher vergeblich- gesuchten
Beweise auf ganz verschiedenem Wege, als man erwartet hatte, gelangt.
Meistenteils aber sind solche Wahrheiten von der Art, dass man zu ihnen
auf mehreren sehr verschiedenen Wegen kommen kann, und es sind nicht
immer die kürzesten Wege, welche sich zuerst darbieten. Man wird es
daher sicherlich hoch zu schätzen haben, wenn es einem, nachdem man
eine solche Wahrheit lange vergeblich überdacht und sodann zwar bewiesen,
aber auf versteckter liegenden Umwegen bewiesen hat, endlich gelingt, den
einfachsten und natürlichsten Weg zu entdecken.

2.
Unter den Fragen, von denen wir im vorigen Artikel gesprochen haben,

nimmt das beinahe die ganze Theorie der quadratischen Eeste enthaltende
Theorem, welches wir in den „Arithmetischen Untersuchungen" (Abschnitt IV)
durch den Namen des Fundamentalsatzes ausgezeichnet haben, einen hervor-
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ragenden Platz ein. Für den ersten Erfinder dieses höchst eleganten
Satzes hat man unzweifelhaft Legendre zu halten, nachdem schon lange
vorher die grossen Geometer Eule r und Lagrange mehrere Specialfälle
desselben auf inductivem Wege entdeckt hatten. Mit der Aufzählung der
Versuche dieser Männer, den Satz zu beweisen, halte ich mich hier nicht
auf; wem es Vergnügen macht, möge das eben erwähnte Werk nachlesen.
Es möge mir nur zur Bekräftigung des im vorigen Artikel Gesagten gestattet
sein, das auf meine eigenen Versuche Bezügliche hinzuzufügen. Auf den
Satz selbst kam ich ganz allein im Jahre 1795, als ich noch mit Allem
dem, was in der höheren Arithmetik bis dahin gearbeitet worden war,
gänzlich unbekannt und aller litterarischen Hülfsmittel entblösst war; doch
quälte mich dasselbe das ganze Jahr hindurch und spottete auch der
angestrengtesten Bemühung, bis ich endlich den im vierten Abschnitt jenes
Werkes angeführten Beweis erhielt. Nachher boten sich mir drei andere,
auf ganz verschiedenen Prinzipien beruhende Beweise dar, von denen ich
den einen im fünften Abschnitt mitgeteilt habe, die übrigen aber, welche
an Eleganz jenem nicht nachstehen, bei anderer Gelegenheit veröffentlichen
werde. Alle diese Beweise aber, die zwar in Bezug auf Strenge nichts zu
wünschen übrig lassen dürften, sind aus allzu heterogenen Prinzipien ab-
geleitet, mit Ausnahme vielleicht des ersten, der jedoch durch eine sehr
mühselige Schlussreihe hin fortschreitet und an zu weitläufigen Operationen
leidet. Ich trage daher kein Bedenken, es auszusprechen, dass es bisher
an einem natür l ichen Beweise gefehlt hat; Kundige mögen aber beurteilen,
ob der, dessen Entdeckung uns neulich gelungen ist, und den die folgenden
Seiten darlegen, mit diesem Namen ausgezeichnet zu werden verdient.

3.
Satz. Es S Q i p eine positive Primzahl , k eine beliebige durch

p nicht te i lbare ganze Zahl,
A der Complex der Zahlen l, 2, 3, ..., %(p—-1),
B der Complex der Zahlen 40H-1), 4QH-3), £(#+5), ...,p—1.

Man nehme ferner die kleinsten posi t iven Reste der Producte
aus Je und den einzelnen Zahlen A nach dem Modul p, we lche
of fenba r sämtlich verschieden sein und teils zu A teils zu B
gehören werden. Nimmt man nun an, dass zu B im Ganzen JA
Eeste gehören, so wird k quadratischer Rest oder Nichtrest von
p sein, je nachdem jx gerade oder ungerade ist.

Beweis. Sind a, a', a", ... die zu A, &, V, W, ... aber die übrigen
zu B gehörigen Reste, so werden offenbar die Complemente der letzteren
p — &, p—-V, p —W, ... sämtlich von den Zahlen a, a', a", ... ver-
schieden sein, aber mit diesen zusammengenommen den ganzen Complex A
ausmachen. Man hat daher:

l . 2 • 3 ... 4 (.p — 1) = aa'a" ...(p —V) (p- V} (p — &") - . •

Neuer Beweis eines arithmetischen Satzes.

Das letztere Product aber wird offenbar:

= (—l)Wa" • • • » ' & " • • •

Hiernach ist:

459

oder Ä^P~IJ = ± l , je nachdem JA gerade oder ungerade ist, woraus unser
Satz sogleich sich ergiebt.

4.
Die folgenden Schlüsse kann man durch E in füh rung einiger

pas sende r Bezeichnungen bedeutend abkürzen. Es möge also das
Zeichen (k, p) die Anzahl derjenigen Producte aus der Reihe

k, 2k, 3k, ...., $(p — l)k

ausdrücken, deren kleinste positive Reste nach dem Modul p die Hälfte des-
selben übersteigen. Ist ferner x irgend eine nicht ganzzahlige Grosse, so
werden wir durch das Zeichen [x] die x am nächsten liegende
kle inere ganze Zahl darstellen, so dass x — [x] stets eine positive,
zwischen den Grenzen 0 und l liegende Grosse ist. Mit geringer Mühe
entwickelt man dann die folgenden Beziehungen:

L M + C-s]«-!.
II. [x] + h = [x •+• Ä], so oft h eine ganze Zahl ist.

III. [x] + [h — x]=h—l.
IV. Ist x— \x\ ein Bruch kleiner als ^, so ist [2#] — 2[#] = 0; ist

dagegen x — \x\ > •£, so ist [2#] — 2[x] = 1.
V. Liegt daher der kleinste positive Rest der ganzen Zahl h nach

dem Modul p unterhalb %p, so ist — — 2 1— = 0; liegt aber jener Rest

oberhalb £p, so ist — — - 2 - = 1.

VI. Hieraus folgt sogleich:

VII. Aus VI. und I. leitet man ohne Mühe her:

<*, lO + (-*>!» = 40» -i).
Hieraus ergiebt sich, dass — k entweder dieselbe oder die entgegen-

gesetzte Beziehung zu p hat (insofern es nämlich quadratischer Rest oder
Nichtrest von p ist) wie 4- k, je nachdem p entweder von der Form
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oder von der Form 4w 4- 3 ist. Im ersten Falle ist offenbar — l Eest, im
zweiten Nichtrest von p.

VIII. Die in VI. angegebene Formel ändern wir in folgender Weise um.
Nach III. wird:

-*—[?]-

Wenden wir diese Substitutionen auf die letzten Glieder der oberen
Eeihe in jenem Ausdruck an, so erhalten wir:
ers tens , so oft p von der Form 4^4-1 ist:

P
i;

z w e i t e n s , so oft p von der Form 4^4-3 ist:

- !BHfHf]
IX. Für den speciellen Fall k = 4- 2 ergiebt sich aus den eben an-

gegebenen Formeln: (2, p) = \(p q= 1), wo das obere oder untere Zeichen
zu nehmen ist, je nachdem p von der Form 4w 4- l oder 4n 4- 3 ist. Es
wird daher (2, p) gerade und daher 2 Eest von j>, so oft p von der Form
8^ 4- l oder 8n 4- 7 ist; dagegen wird (2, p) ungerade und daher 2 Nicht-
rest von p, so oft p von der Form Sn 4- 3 oder Sn H- 5 ist.

5.
Satz. Es sei x eine pos i t ive nicht g a n z z a h l i g e Grosse von

der Art , dass un te r ihren V i e l f a c h e n #, 2#, 3#, . . . bis zu nx
keins eine ganze Zahl wird, und man se tze [nx] — h, woraus
leicht folgt , dass sich auch unter den V i e l f a c h e n der r e c i p r o k e n

Grosse —, —, — , . , . bis zu — keine ganze Zahl vo r f inde t . Dann
X X X X

behaup te ich, dass

ist.

Neuer Beweis eines arithmetischen Satzes. 461

Beweis. Die ersten Glieder der Eeihe [x\ 4- [2#] + [3#] 4- • • • 4- \nx\,

welche wir gleich & setzen wollen, bis zum — ten einschliesslich sind

offenbar sämtlich gleich 0, die folgenden bis zum — ten sämtlich gleich
i-3-i

 L*J

l, die folgenden bis zum — ten sämtlich gleich 2 u. s. w. Daher wird:

4-1

4-2-

- 3 -

m-mm-rnm-w
+ . . .

4- (A—i;

4- li -{n—Vi;
W. z. b. w.

6.
Satz. Beze ichnen Je, p be l ieb ige posi t ive ungle iche zu ein

a n d e r pr ime Zah len , so ist:

Beweis. Nimmt man, was erlaubt ist, an, dass Jc<^p ist, so wird

—— kleiner als i&, aber grösser als 4-(Ä— 1) und daher ——\
P * ' ^ ' L P \

= ^(ß—1) sein. Hieraus geht hervor, dass der vorliegende Satz aus dem
Je

vorhergehenden sogleich sich ergiebt, wenn man daselbst — =#, l(p — l)=n

und daher -^(k — 1) = h setzt.
Ferner kann man in ähnlicher Weise zeigen, dass, wenn k eine gerade

zu p prime Zahl ist,

[fHIH?]
sein wird. Doch halten wir uns mit diesem für unsern Zweck nicht erforder-
lichen Satze nicht auf.
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7.

Nunmehr ergiebt sich aus der Verbindung des vorigen Satzes mit dem
Satze VIII des Artikels 4 sogleich das Fundamentaltheorem. Bezeichnen
nämlich k,p irgend welche ungleichen positiven Primzahlen, und setzt man:

so geht aus VIII. im Artikel 4 hervor, dass L und M immer gerade Zahlen
werden. Nach dem Satze des Artikels 6 aber ist:

So oft daher \(k — !)(# — 1) gerade wird, was geschieht, wenn entweder
jede der beiden Zahlen &, p oder wenigstens eine von der Form 4w -h l ist,
so müssen notwendig (Ä, p) und (p, k) entweder beide gerade oder beide
ungerade sein. So oft aber %(k — 1) (p — 1) ungerade ist, was der Fall
ist, wenn jede der beiden Zahlen k, p von der Form 4w + 3 ist, so muss
notwendig die eine der beiden Zahlen (#, p), (p, #) gerade , die andere
ungerade sein. Im ersten Falle ist daher die Beziehung von k zu p mit
der Beziehung von p zu k (insofern nämlich die eine Rest oder Nichtrest
der ändern ist) identisch, im zweiten Falle aber derselben entgegengesetzt.
W. z. b. w.

Summierung gewisser Reihen von
besonderer Art.

(Commentationes soc. reg. sc. Gotäng. recentiores, Vol. I, Gottingae 1811.)

1.
Unter den ausgezeichneteren Wahrheiten, zu denen die Lehre von der

Teilung des Kreises den Weg geöffnet hat, nimmt die im Artikel 356 der
„Arithmetischen Untersuchungen" angegebene Summation nicht den letzten
Platz ein, nicht nur wegen ihrer besonderen Eleganz und wunderbaren
Fruchtbarkeit, die ausführlicher darzulegen uns nacher eine andere Unter-
suchung Gelegenheit geben wird, sondern auch aus dem Grunde, weil ein
strenger und vollständiger Beweis derselben nicht gewöhnlichen Schwierig-
keiten begegnet. Diese hätten gewiss um so weniger erwartet werden dürfen,
als sie nicht sowohl den Satz selbst als vielmehr eine gewisse Bestimmung
des Satzes betreffen, bei deröfc Nichtberücksichtigung der Beweis sogleich
auf der Hand liegt und sehr leicht aus der in jenem Werke entwickelten
Theorie sich ergiebt. Das Theorem ist dort in folgender Form dargestellt
worden. Nimmt man an, dass n eine Primzahl sei, und bezeichnet man
unbestimmt alle zwischen den Grenzen 0 und n — l incl. gelegenen qua-
dratischen Beste von n mit a und alle zwischen denselben Grenzen liegen-

360°
den Nichtreste mit 5, endlich mit <o den Bogen - und mit k irgend eine

durch n nicht teilbare gegebene ganze Zahl, so ist:

I. Für einen Wert von n, der von der Form 4m 4- l ist:

, und daher:2 cos 6ÄXi> = —
2 cos aku> — 2 cos bkw = ±

2 sin akw = 0
2 sin 6&ü> = 0.
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II. Für einen Wert von n, der von der Form 4w + 3 ist:

Summierung gewisser Reihen von besonderer Art. 465

2 sin

2 cos bkw

2 sin a#ü>

2 sin MCÜ

— 2 sin &#ü>

Die Summationen sind am erwähnten Orte mit aller Strenge bewiesen
worden und es bleibt hier keine andere Schwierigkeit weiter übrig als die
Bes t immung des der Wurzelgrösse b e i z u l e g e n d e n Vorzeichens.
Es lässt sich zwar ohne Mühe zeigen, dass dieses Vorzeichen von der
Zahl k insoweit abhängt, als stets für sämtliche Werte von &, welche
quadratische Reste von n sind, dasselbe Zeichen, für alle Werte aber von
Ä, welche quadratische Nichtreste von n sind, das jenem entgegengesetzte
Vorzeichen gelten muss. Daher dreht sich die ganze Sache um den Wert
# = = 1 , und es ist klar, dass, sobald man einmal das für diesen Wert
geltende Vorzeichen kennt, auch für alle übrigen Werte von k die Vor-
zeichen sogleich bekannt sind. Aber gerade bei dieser Untersuchung,
welche auf den ersten Anblick zu den leichteren zu gehören scheint, treifen
wir auf ganz unerwartete Schwierigkeiten, und das Verfahren, durch dessen
Führung wir soweit ohne Hindernisse gekommen waren, versagt ganz und
gar die weitere Hülfe.

2.

Es wird nicht unzweckmässig sein, wenn wir, bevor wir weiter gehen,
einige Beispiele uns re r Summat ion mit te ls t n u m e r i s c h e r Be-
r e c h n u n g entwickeln; doch wird es gut sein, dieser einige allgemeine
Bemerkungen vorauszuschicken.

I. Wenn in dem Falle, wo n e ine Pr imzahl von der F o r m 4m + l
ist, sämtliche quadratischen Reste von n zwischen den Grenzen l und
^(n — 1) einschliesslich unbestimmt durch a' und alle Nichtreste zwischen
denselben Grenzen durch bf dargestellt werden, so sind bekanntlich sämt-
liche n — a' unter den a und sämtliche n — b' unter den b enthalten ;
mithin werden, da sämtliche a', &', n— a', n — b' offenbar den ganzen
Complex der Zahlen l, 2, 3, ..., n— l ausmachen, sämtliche a' zusammen
mit sämtlichen n — a' sämtliche a umfassen und ebenso sämtliche b'
zusammen mit sämtlichen n — b' sämtliche b darstellen. Hiernach ist:

2 cos aJcw = 2 cos a'Jcw + 2 cos (n — a') k™
2 cos bku> = 2 cos b'kw + 2 cos (n — b')kw
2 sin aku> = 2 sin a'kw + 2 sin (n — a!}kw
2 sin &#ü> = 2 sin b'kw + 2 sin (n — b')kw.

Da man nun cos (n — a') ÄXO = cos a'kw , cos (n — &') ku> = cos Z/ÄXD,
sin(w — a')&ü> = — sin a'Äto, sin (w — &')&co = — sin b'kw hat, so wird offen-
bar ohne Weiteres:

2 sin «ÄÜ> = 2 sin a'foo — 2 sin a'Jcw = 0
2 sin fofcü> =5= 2 sin b'kw — 2 sin Vkw = 0.

Die Summe der Cosinus aber nimmt die Form an:

2 cos aß« = 22 cos a'&co
2 cos bk& = 22

so dass also werden muss:
l -f- 42 cos a'kv = ±

1 + 42 cos b'Jcu = =F

22 cos a'k<o — 22 cos

II. In dem Falle, wo n von der Form 4m 4- 3 ist, ist das Comple-
ment eines jeden Eestes a zu n Nichtrest und das Complement eines jeden
b Rest; daher werden sämtliche n — a mit sämtlichen b und sämtliche n — b
mit sämtlichen a übereinstimmen. Hieraus folgt:

2 cos äkw = 2 cos (n — tyJcw = 2 cos &#o>.

Somit sind, da sämtliche a und b zusammen sämtliche Zahlen l, 2, 3, ...
n — l ausmachen und daher 2 cos ato -h 2 cos blcw = cos #<D + cos 2#a>
-h cos 3Äxi> + . . . + cos(n — l)#u> = — l wird, die Summationen

ohne weiteres klar. Ebenso ist:

2 sin akw = 2 sin(w — b)k& = — 2

woraus hervorgeht, in welcher Weise die eine der beiden Summationen

von der ändern abhängig ist.

3.

Im Nachstehenden sieht man nun die numerische Berechnung für
einige Beispiele.

I. Für ^ = 5 giebt es einen Wert von a', nämlich a'= l, und einen
Wert von &', nämlich &'= 2. Nun ist aber:

cos o == 4- 0,3090169944 cos2co == — 0,8090169944;

mithin: 1+4 cosw = + j/5", 1+4 cos2o> = — j/5".
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II. Für &= 13 giebt es drei Werte von a', nämlich l, 3, 4, und ebenso
viele Werte von &', nämlich 2, 5, 6, wonach wir berechnen:

cos2ü> = 4- 0,5680647467
cos 5ü> = — 0,7485107482
cos 6(0 = — 0,9709418174

cos ü> = -f- 0,8854560257
cos3o> = -l- 0,1205366803
cos 4(o = — 0,3546048870

Summe = 4- 0,6513878190 Summe = — 1,1513878189

Daher: l 4- 42cosa'o> = 4- j/13, l + 42cos&'o> = — j/l3,

III. Für n = 17 haben wir vier Werte von a', nämlich l, 2, 4, 8, und
ebenso viele Werte von &', nämlich 3, 5, 6, 7. Hiernach berechnen sich die
Cosinus:

cos (0 = 4-0,9324722294
cos 2(o = 4- 0,7390089172
cos 4(o = 4- 0,0922683595
cos8co = — 0,9829730997

Summe = 4- 0,7807764064

cos3ü> »s 4- 0,4457383558
cos 5(o «= — 0,2736629901
cos 6(0 = — 0,6026346364
0087(0=5 — 0,8502171357

Summe = —1,2807764065

Daher 1+42 cosa'w = 4-j/17, l 4- 42 cos&'o = — ]

IV. Für w = 3 giebt es nur einen Wert von a, nämlich a = l, und
diesem entspricht

sin (o = 4- 0,8660254038.

Daher: 2sin 4-

V. Für n = 7 giebt es drei Werte von a, nämlich l, 2, 4; demnach
hat man die Sinus:

sin (0 = 4-0,7818314825
sin 2(o = 4- 0,9749279 1 22
sin 4o = — 0,4338837391

Summe = 4- 1,3228756556, und daher: 22 sinaw = 4-j/7!

VI. Für n =11 sind die Werte von a: l, 3, 4, 5, 9, und diesen
entsprechen die Sinus:

sin (0 = 4-0,5406408175
sin3(o = 4- 0,9898214419
sin 4(o = 4-0,7557495744
sin5(o= 4-0,2817325568
sin 9(o = — 0,9096319954

Summe = 4- 1,6583123952, und daher: 22 sinao)= 4-/FT

Vn, Für ^= 19 sind die Werte von a: l, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17, und
diesen entsprechen die Sinus:

sin (o = 4- 0,3246994692
sin 4(0=4-0,9694002659
sin 5(0 = 4-0,9965844930
sin 6(0 = 4-0,9157733267
sin 7(0=4-0,7357239107
sin 9(0 = 4-0,1645945903
sin lla> = — 0,4759473930
sin 16(o = — 0,8371664783
sin 17(o = — 0,6142127127

Summe = 4-2,1794494718, und daher: 22 sinaü> = 4-/19.

4.

In allen diesen Beispielen erhält die Wurzelgrösse das positive Vor-
zeichen, und eben dieselbe Thatsache bestätigt man leicht für grössere
Werte n = 23, n = 29, u. s. w., woraus sich schon eine hohe Wahrschein-
lichkeit dafür ergiebt, dass dies allgemein so sein werde. Aber der Beweis
dieser Erscheinung lässt sich nicht aus den am angegebenen Orte aus-
einandergesetzten Prinzipien ableiten und muss mit vollstem Rechte als viel
tiefer liegend erachtet werden. Daher geht das Ziel dieser Abhandlung
dahin, einen strengen Beweis dieses höchst eleganten Satzes,
den wir einst mehrere Jahre hindurch auf verschiedene Arten vergeblich
versucht und schliesslich durch eigentümliche und ziemlich subtile Betrach-
tungen glücklich zu Stande gebracht haben, a n z u g e b e n und zugleich
den Satz unbeschadet seiner Eleganz oder vielmehr unter Erhöhung der-
selben zu weit grösserer Allgemeinheit zu erheben. Am Ende der-
selben werden wir dann schliesslich den wunderbaren engen Zusammenhang
zwischen dieser Summation und einem ändern äusserst wichtigen arith-
metischen Satze darlegen. Wir hoffen, dass diese Untersuchungen nicht
nur an und für sich den Geometern willkommen sein, sondern auch, dass
die Methoden, durch welche wir dies alles zu erreichen vermochten und die
auch bei ändern Gelegenheiten nützlich sein können, ihrer Beachtung wert
erscheinen werden.

5.

Unser Beweis gründet sich auf die Betrachtung einer eigentümlichen
Art von Reihen, deren Glieder von Ausdrücken wie

(l-O (l-*" )(1 . — x
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abhängen. Der Kürze wegen werden wir einen solchen Bruch mit (w, JA)
bezeichnen und zunächst einige allgemeine Bemerkungen über der-
artige Functionen vorausschicken.

I. So oft m eine ganze positive Zahl kleiner als JA ist, verschwindet
offenbar die Function (m, JA), da der Zähler den Factor l — x° enthält. Für
m = JA werden die Factoren im Zähler in umgekehrter Eeihenfolge mit den
Factoren im Nenner identisch sein, so dass (JA, JA) = l ist; schliesslich hat
man in dem Falle, wo m eine ganze positive Zahl grösser als JA ist, die
Formeln:

i _
«fr +1,1)

(l— a?) V)

U. S. W.

und allgemein:
(m, JA) = (m, m — JA).

II. Ferner bestätigt man leicht, dass man allgemein hat:

(m, JA 4- 1) = (m — l, JA -H 1) -H ̂ -^(w — l, JA).

Da nun ebenso

V — 2, JA)
3(m---3, JA)
4(w-4, JA)

l, JA)

(m— l, f i + l ) = (w — 2,
(w — 2, jA-M) = (m-3,
(m -3, jA- f - l ) = (m-4,

U. S. W.

ist und diese Eeihe fortgesetzt werden kann bis zu

(JA + 2,

= (JA, jx)4-z(,x-hl, JA),

wofern nämlich m eine ganze positive Zahl grösser als JA -H l ist, so wird:

(m, JA+!) = (JA, lO + afo+l, jA) + a2GA-}-2, ix) + s»(|i + 3, iO + ..-
H-ar-^Cw-l, JA).

Hieraus geht hervor, dass, wenn für irgend einen bestimmten Wert
von JA jede Function to, JA), wo m eine ganze positive Zahl darstellt, eine
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ganze Function ist, auch jede Function (m, JA 4- 1) eine ganze Function
werden muss. Da nun jene Annahme für JA = l stattfindet, so wird dieselbe
auch für JA = 2 und somit auch für JA = 3 u. s. w. gelten, d. h. es ist
allgemein für jeden beliebigen positiven ganzzahligen Wert von m die
Func t ion (w, JA) eine ganze Funct ion, oder das Product

(l _ a«) (i _ a^-i) (i

tei lbar durch

. . . .(i_

6.
Wir werden nun zwei Eeihen be t rach ten , welche be ide zu

unserem Ziele f ü h r e n können . Die erste Eeihe ist fo lgende:

l-x ( l— am)Q
(l— x)(\ —

(\-xm)(\-xm~l)(l-xm-^

oder:
l — (m, 1) + (m, 2) — (m, 3) + (m, 4) — •

die wir der Kürze wegen mit /"(#, m) bezeichnen wollen. Zunächst ist
unmittelbar klar, dass diese Eeihe, so oft m eine ganze positive Zahl ist,
nach dem (m 4- l)ten Gliede (welches gleich ± l wird) abbricht, und dass
somit in diesem Falle die Summe eine endliche ganze Function von x
werden muss. Ferner geht aus Artikel 5, II hervor, dass man allgemein
für jeden beliebigen Wert von m hat:

1 = 1
— (m, 1) = — (m — l, 1) — xm~l

+ (m, 2) = + (w — l, 2) -h xm~2(m — l, 1)
— (m, 3) = — (m — l, 3) — xm~*(m — l, 2)

u. s. w.
und daher:

f(<r vn\ 1 rm—1 f 1 vm
/ ^U/, VIvJ • l JL> ^1 <JU - l, 1) + (l — #m~3) (m - l, 2)

_(l_3w-4)(ro— 1,3) + -
Es ist aber offenbar:

(l _ a*
(l _ Ä«

(l - xm

— l, 1) = (l — xm~l) (m — 2, 1)
(m _ i, 2) = (l — a"*-1) (m — 2, 2)
(m - l, 3) = (l - xm~1} (m — 2, 3)

U. S. W.,
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demnach erhalten wir die Gleichung:

[1] f(x, m) = (l - o?™-1) f(x, m - 2).

[Art. 7. 8] Summierung gewisser Reihen von besonderer Art.

Der Formel [1] im Artikel 6 zufolge haben wir:

l

471

Da für
Formel :

7.
/"(#,#&) = l wird, so ist nach der soeben gefundeneu

•(*,_ 4)=-

U. S. W.,

oder allgemein für jeden geraden Wert von m\

[2] />(^m)s=(l-*)(l-^)(l-»8)....(l-

Dagegen wird, da für iw = l /"(a?, w) = 0 ist, auch

U. S. W.,

oder allgemein für j eden ungeraden Wert von m:

Übrigens hätte die letztere Summation schon daraus abgeleitet werden
können, dass in der Keihe

l — (w, 1) •+• (m, 2) — (m, 3) -H • • • 4- (m, m — 1) — (w, m)

das letzte Glied sich gegen das erste, das vorletzte gegen das zweite u. s. w.
aufhebt.

8.

Für unsern Zweck genügt zwar der Fall, wo m eine ungerade positive
ganze Zahl ist; doch wird es wegen der Bedeutung des Gegenstandes
nicht reuen, auch über diejenigen Fälle, wo m entweder gebrochen oder
negativ ist, einiges hinzugefügt zu haben. Offenbar wird dann unsere
Keihe nicht mehr abbrechen, sondern ins Unendliche fortlaufen, und über-
dies ist leicht ersichtlich, dass dieselbe divergent ist, so oft man x einen
Wert kleiner als l beilegt, so dass also die Summierung derselben auf
Werte von #, welche grösser als l sind, beschränkt werden muss.

-6) =
l-1 l- 1 1-1A j. s i ~— f

X X6 X*

U. S. W.,

so dass also der Wert der Function /"(#, m) auch für einen negativen
ganzzahligen geraden Wert von x in endlicher Form angebbar ist. Für
die übrigen Werte von m aber verwandeln wir die Function /"(#, m) auf
folgende Weise in ein unendliches Product.

Nimmt m einen unendlich grossen negativen Wert an, so geht die
Function f(x, m) über in:

l l
* ̂  ~ 1 / r 1 r2 1 <r 1 r2 l r3Jj ~~ l X l vu —^ A «v l «v ^̂  A *v ^̂  .

Diese Eeihe ist daher gleich dem unendlichen Producte:

l l 1 1

X X3 X5 X7

Da ferner allgemein

ist, so wird:

l—x
m~l l —

und zwar werden diese Factoren offenbar mehr und mehr gegen die Einheit
convergieren.

Besondere Beachtung verdient der Fall m~—l, in welchem ist:

f(x, — 1) = l 4-x"1 4- aT3 + x~6 4- x~™ H

Diese Reihe ist daher gleich dem unendlichen Producte:

~=T* . -3* i _«-» '
l X i »v l »v
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oder es ist, wenn man x für af"1 schreibt:
l — # 2 l --#4 1_#6 1__#8

l + x + x 3 + ^6 + . . . = __ . __3 . __ . __ . . .

Diese Gleichheit zwischen zwei ziemlich verwickelten Ausdrücken, auf
die wir bei anderer Gelegenheit zurückkommen werden, ist gewiss höchst
bemerkenswert.

9.
Zweitens be t rach ten wir die fo lgende Reihe:

oder
l 4 a* (w, 1) + a? (m, 2) 4 55* (m, 3) -H x2 (m, 4) H ---- ,

welche wir mit F(x, m) bezeichnen wollen. Wir beschränken diese Unter-
suchung auf den Fall, wo m eine ganze posi t ive Zahl ist, so dass auch
diese Reihe stets mit dem (w-f-l)ten Gliede, welches gleich x*m (m, m) ist, ab-
bricht. Da

(m, m) = l, (m, m — 1) = (w, 1), (m, m — 2) = (m, 2), ...

ist, so kann diese Reihe auch so dargestellt werden:

F(x, m) = x*m 4- ̂ (m-1) (w, 1) 4 xl(m~*\m, 2) + ^(wi~3) O, 3) 4 • • •

Hieraus folgt:

, 2) + .4 «* • #m 4- z • a?"

Da man nun (Artikel 5, II)

, 1) 4- a* -

(m, 2) 4 z™-1 (m, 1) = (m 4 l, 2)
(m, 3) -f- xm~2 (m, 2) = (m 4 1, 3)

U. S. W.

hat, so ergiebt sich:

[3] (l 4- ÄJilB+i) .F (a?, w) = F (x, m 4- 1).

Es ist aber JF(#, 0) = 1; daher wird:

fo 3) = (l 4 a?*) (l 4- a;) (l 4- ̂ f

U. S. W.,

oder allgemein:

[4] F (x, m) = (l 4 a*) (l 4 x} (l

Summierung gewisser Reihen von besonderer Art.
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Nachdem wir diese vorbereitenden Untersuchungen vorausgeschickt
haben, gehen wir nun näher auf unsere Aufgabe ein. Da für einen Prim-
zahlwert von n die Quadrate l, 4, 9, . .., (^(n— l))a sämtlich unter ein-
ander nach dem Modul n incongruent sind, so müssen offenbar ihre kleinsten
Reste nach diesem Modul mit den Zahlen a identisch sein und daher:

2 cos ato = cos foo 4 cos 4&o> 4 cos 9#a>

2 sin 0#ü> = sin ßo> 4 sin 4#ü> -h sin 9&to
h cos ^ (n — l )%o>

• 4 sin (^ (n — l))%o>.

Ebenso ist auch, da dieselben Quadrate 1 , 4 , 9 . . . , (^(n — l))3

in umgekehrter Reihenfolge den Quadraten (^- (n 4 l))2, (^ (n 4 3))2,

(i (n + 5))2> . . . , (n — l)2 congruent sind:

1 cos ak(ü = cos (^ (« 4 l))%co 4 cos (^ (w 4 3))%(ü H ------ h cos (n — l)%i>

2 sin «ÄCO == sin (] (» 4 l))%ü> 4 sin (^ (w 4 3))%uH ------ h ßin(»— l)%o>

Setzt man daher:

so ist:

T= l 4 cos to 4 cos 4ßü> 4 cos 9to H—
27= sin #ü> 4 sin 4Äü) 4 sin 9/co> 4 • •

l 4- 2 2 cos ctJcu = T
2 2 sin ato = K

4 sin (n — l)%o>,

. . . (l

Hieraus geht hervor, dass die im Artikel l angeführten Summationen
von der Summation der Reihen T und U abhängen; daher werden wir, in-
dem wir jene aufgeben, unsere Untersuchung auf diese erstrecken und
in solcher Allgemeinheit erledigen, dass sie nicht nur Primzahlwerte von n,
sondern auch beliebige zusammengesetzte Werte umfasst. Die Zahl k aber
setzen wir als prim zu n voraus, da der Fall, wo k und n einen gemein-
schaftlichen Teiler haben, leicht auf diesen zurückgeführt werden kann.

11.
Bezeichnen wir die imaginäre Grosse j/—-1 mit i und setzen wir:

cos #u> 4 i sin to = r,

soistrn = l oder r eine Wurzel der Gleichung xn — 1=0. Man sieht
leicht, dass sämtliche Zahlen &, 2&, 3#,..., (n — 1)& durch n nicht teilbar
und nach dem Modul n incongruent sind; demnach sind die Potenzen von r:

i r r2 rs r
n~*

X5 ') ' 5 ' ? • • • » '

sämtlich von einander verschieden, jede einzelne aber wird der Gleichung
xn — l = 0 ebenfalls genügen. Daher werden diese Potenzen sämt-
l iche Wurze ln der Gleichung xn — 1 = 0 darstellen.
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Diese Schlüsse würden nicht richtig sein, wenn k einen gemeinschaft-
lichen Teiler mit n hätte. Denn wenn v ein solcher gemeinschaftlicher

H
Teiler wäre, so würde Je • — durch n teilbar und daher eine niedrigere Potenz

n

als yw ,nämlichrv , der Einheit gleich sein. In diesem Falle werden also

die Potenzen von r höchstens — Wurzeln der Gleichung xn—1 = 0 dar-

stellen, und zwar werden sie wirklich soviel verschiedene Wurzeln liefern,
wenn v der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen Je und n ist. In
unserem Falle, wo Je und n zu e inander prim vorausgesetzt werden,
kann man r passend eine eigentliche Wurzel der Gleichung xn — l = 0
nennen; in dem anderen Falle dagegen, wo Je und n e inen (grössten)
gemeinschaf t l ichen Teiler v haben, würde r eine uneigentliche
Wurzel j ene r Gleichung heissen; offenbar aber würde dann r eine

n

eigentliche Wurtel der Gleichung x* —1=0 sein. Die einfachste uneigent-
liche Wurzel ist die Einheit, und in dem ändern Falle, wo n eine Primzahl
ist, giebt es überhaupt keine ändern uneigentlichen Wurzeln weiter.

bis zu

12.
Wenn wir nun setzen:

so wird offenbar TF= T+e'Z7 und T der reelle Teil von TF, während U
aus dem imaginären Teile von W nach Unterdrückung des Factors i her-
vorgeht. Die ganze Aufgabe ist daher auf die Ermittlung der Summe W
reduciert; zu dem Zwecke kann entweder die im Artikel 6 betrachtete Eeihe
oder diejenige, welche wir im Artikel 9 zu summieren gelehrt haben, ange-
wendet werden, jedoch ist die erstere weniger geeignet in dem Falle, wo n
eine gerade Zahl ist. Trotzdem hoffen wir, dass es den Lesern angenehm
sein wird, wenn wir den Fall, wo n ungerade ist, nach einer doppelten
Methode behandeln.

Wir nehmen also zunächst an, dass n eine ungerade Zahl
sei, dass r irgend eine eigentliche Wurzel der Gleichung xn—l = Q be-
zeichne und dass in der Function f(x, m) x = r und m = n — l gesetzt
werde. Dann wird offenbar:

l—a? 1

l — x
1—r-
1 — r

l — &
-. xm~2

l — # 3 -~ l _ y3

U. S. W.

l — x
l — r

(Es wird nicht überflüssig sein, daraufhinzuweisen, dass diese Gleichungen
nur so lange gelten, als r als eigentliche Wurzel vorausgesetzt wird; denn
wenn r eine uneigentliche Wurzel wäre, so würden in einigen von jenen
Brüchen Zähler und Nenner gleichzeitig verschwinden und daher die Brüche
unbestimmt werden.)

Hieraus leiten wir die folgende Gleichung her:

/•(r, »— 1) =
= (l -r) (l -r8) (l - (l -

Dieselbe Gleichung wird auch noch gelten, wenn man / für r sub-
stituiert, wo X eine beliebige zu n prime Zahl bezeichnet; denn dann ist
auch rx eine eigentliche Wurzel der Gleichung xn— 1 = 0. Schreiben wir
daher yn~~2 oder, was dasselbe ist, r~2 für r, so wird:

" j_ ... + r^~l^n=(l r~2} (l r~s) (l r~10)"'d ^~2^n"~2h

Multiplicieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit

so ergiebt sich wegen

die folgende Gleichung:

r(n—V) (n-1

r(n-3)(»-2) + J(«

U. S. W.

oder, wenn man die Glieder der linken Seite anders ordnet:

[5] i+r+y*+...+^'Ä(r_r-i)^

13.
Die Factoren der rechten Seite der Gleichung [5] können auch so dar-

gestellt werden:

5 y-5 ._ (r*-5_ r-
w
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bis zu

Abhandlungen. [Art. 14. 15]

wonach die obige Gleichung die folgende Form annimmt:

Multipliciert man diese Gleichung mit [5] in ihrer ursprünglichen Form,
so ergiebt sich:

T72= (-l)«*-1

wo (— l)Kn-1> entweder gleich +1 oder gleich — l ist, je nachdem n von
der Form 4pi + l oder von der Form 4fx 4- 3 ist. Hieraus folgt:

Man sieht aber leicht, dass r~2, r~4, r~6, . . , , ̂ ~2n+2 sämtliche Wurzeln der
Gleichung xn — 1 = 0 mit Ausnahme von #=1 darstellen, so dass für
jeden Wert von x die identische Gleichung stattfinden muss:

(0_r-^(fl_r^(0_r^...(a_r-^

Setzt man daher x = l, so folgt:

(l _ f*) (l _ r-4) (l _ ,.-*) ...(!_ r-l*W) = „,

und da offenbar ^n~^ = l ist, so geht unsere Gleichung in die folgende über:

[6] W* = ±n.

In dem Falle also, wo n von der Form 4^+ l ist, wird:

W = ±j/rc und somit T=±j/w, £7=0;

in dem ändern Falle dagegen, wo n von der Form 4jA + 3 ist,
wird:

TF=±&j/^und somit T=0, Z7=±j/SÜ

14.
Die Methode des vorhergehenden Artikels bestimmt nur den absoluten

Wert der Aggregate T, U und lässt es ungewiss, ob man T im ersteren
Falle und U im letzteren gleich + j/w oder gleich —j/w setzen muss. Dies
kann man aber wenigstens für den Fall, wo Je = l ist, aus der Gleichung [5]
in folgender Weise entscheiden. Da für Je = l

r — r~"~1 = 2& sin w
r3_r-

3--2f sin3ü>
r5_ r-

5
==2£ sin5ü)

u. s. w.

Summierung gewisser Reihen von besonderer Art.

ist, so verwandelt sich jene Gleichung in

W = (2^(n~1} sinw sin 3o> sinöo ____ sin(^ — 2)o>.

477

Nun kommen in dem Falle, wo n von der Form 4fx+ l ist, in der Keihe
der ungeraden Zahlen

l, 3, 5, 7, . . . . , i(n - 3), 4 (n + 1), . . . , n - 2

£(w — 1) Zahlen vor, welche kleiner als fyi sind, und diesen entsprechen
offenbar positive Sinus; dagegen werden die ^(n — 1) übrigen grösser als
\n sein, und diesen werden negative Sinus entsprechen. Daher ist das
Product aller Sinus gleich dem Producte aus einer positiven Grosse und
dem Factor ( — i)^w~^ Zu setzen, und demnach ist W gleich dem Product
aus einer reellen positiven Grosse und dem Factor in~~l oder l, da £ = l
und n — l durch 4 teilbar ist, d. h. W ist eine reelle positive Grosse, so
dass notwendig sein muss:

In dem ändern Falle aber, wo n von der Form 4jj, 4- 3 ist, sind in der
Reihe der ungeraden Zahlen

l, 3, 5, 7,. . . , *(*-!)» K^ + 3), ..., w-2

die ersten £(^-1-1) kleiner als ̂ , die übrigen {(n — 3) aber grösser als
^n. Daher werden unter den Sinus der Bogen ü>, 3ü>, 5a>, ..., (n — 2)w
sich %(n — 3) negative befinden und somit wird W das Product aus
^(w-D? einer reeuen positiven Grosse und dem Factor (— l)*(w~3) sein; der
dritte Factor ist gleich ^w~~3) und dieser giebt mit dem ersten ver-
bunden £w~2 = £, da en~3 = l ist. Mithin ist notwendig:

W= und £7= 4-

15.
Wir werden nun zeigen, wie eben d i e se lben Schlüsse aus der im

Art ikel 9 be t r ach te t en Reihe abgelei tet werden können. Schreiben
wir in der Gleichung [4] —y~l für x\ so folgt:

,.—2 m

[7] •biszumm+lte"Gliede

= (i - + «T2) (l - «T3) (l + «T4) • • • • (l ± 3/~m).
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Wenn man nun hier für y eine eigentliche Wurzel der Gleichung
yn — l = 0 nimmt, etwa r, und zugleich m = n — l setzt, so ist:

l — ..—2»*

1 — 1
-2m+4

1—1

1-r2

1-r6

1-r

. = -r2

-6

1—1

. = -,>"2

wobei zu bemerken ist, dass keiner der Nenner l — -r 2 l — r
gleich 0 wird. Hiernach nimmt die Gleichung [7] die folgende Form an:

Multipliciert man auf der rechten Seite dieser Gleichung den ersten
Factor mit dem letzten, den zweiten mit dem vorletzten u. s. w., so
erhält man:

(l-r-3)(l + r-w+3) = r3-r-~3

U. S. W.

Aus diesen Teilproducten entsteht, wie man leicht sieht, das Product:

(r _ r-i) (r
3- r~3) (r5- y-5) .... (rn~*~ r~n+4) (rw~2 - r~w+2),

und dieses ist daher

----- \- r(n~1)a = TF.

Diese Gleichung ist identisch mit der aus der ersten Reihe abgeleiteten
Gleichung [5] im Artikel 12; aus ihr werden dann die übrigen Schlüsse in
derselben Weise abgeleitet wie in den Artikeln 13 und 14.

16.
Wir gehen je tz t zu dem ändern Falle, wo n eine gerade Zahl

ist, über. Ist zunächst n von der Form 4|x + 2 oder eine un-
gerademal gerade Zahl , so ist klar, dass die Zahlen £ra2, (£n+l)2— l,
(£wH-2)2 — 4, • • • oder allgemein (^ + X)2 — X2, wenn man sie durch %n
dividiert, ungerade Quotienten ergeben und somit der Zahl \n nach dem

Modul n congruent sein werden. Hieraus folgt, dass, wenn T eine eigent-
liche Wurzel der Gleichung xn — 1 = 0 und somit r*n= — l ist,

ö _ r

U. S. W.

wird. Demnach wird sich in der Reihe

l + r + r* + r9 H ---- + /«-D'

das Glied r®n? gegen das erste, das folgende Glied gegen das zweite u. s. w.
aufheben, und daher ist:

T7 = 0, T=0, Z7=0.

17.
Es bleibt noch der Tall übrig, wo n von der Form 4jx oder

eine gerademal gerade Zahl ist. Hier ist allgemein (%n 4- X)2 — - X2

teilbar durch n und daher:

Demnach ist in der Reihe

l + r + r4 + r9 H ----- 1- r(n~1)X

das Glied r^* gleich dem ersten, das folgende Glied gleich dem zweiten
u. s. w., so dass wird:

W= 2(1 4- r 4- H -h r9 H ----- h /»w-1)2)-

Nehmen wir nun an, dass in der Gleichung [7] des Artikels 15
m = ^n — l gesetzt und für y eine eigentliche Wurzel der Gleichung
yn — 1=0, etwa die Wurzel r, genommen werde, so erhält die Gleichung
ebenso wie im Artikel 15 die folgende Form:

1 + r 4. r* _| j_ r^n^r= ̂  __ r-ij ̂  + r-z-

oder:

[8] T7= 2(l - r"1) (l + r~2) (l - r~3) (l -h i

Da ferner y*n = — l und somit

l+r-4 = -r iaW-4(l-r-

U. S. W.

• (l -
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ist und das Product aus den Factoren — r*n 2, — r*n 4, — r*n 6, ... bis
zu — r2 gleich ( — l)̂ 1"1 rl1?w2~^ wird, so lässt sich die vorstehende Gleichung
auch so darstellen:

Da man

hat, so wird:

und daher

U. S. W.

r~ 3) .

Multipliciert man diesen Wert von W mit dem früher gefundenen und
fügt beiderseits den Factor l — r~*n hinzu, so ergiebt sich:

Es ist aber:

(_ !)«-»== — l

Mithin folgt hieraus schliesslich:

[9] W2 = 2Ä.

Nun sieht man leicht, dass r*n entweder gleich 4- i oder gleich — i ist,
je nachdem nämlich k entweder von der Form 4|x 4- 1 oder von der Form
4p, H- 3 ist. Und da

ist, so wird in dem Falle, wo Je von der Form 4jx-f l ist:

TF= =fc (l -h i) fö und daher T= Z7= ±

in dem ändern Falle aber, wo ß von der Form 4fx-f -3 ist:

1/7= db (l — 0 |/̂  und daher T= — f7=

18.
Die Methode des vorigen Artikels hat die absoluten Werte der Functionen

T, CT geliefert und die Bedingungen ergeben, unter denen jenen gleiche oder
entgegengesetzte Vorzeichen beizulegen sind, die Vorzeichen selbst aber sind
hierdurch noch nicht bestimmt. Dies ergänzen wir für den Fall, wo k = l
gesetzt wird, in folgender Weise :

Setzen wir p = cos •£ w 4- i sin ̂  w, so dass r = p2 wird, so wird offenbar
wegen pw = — l die Gleichung [8] folgendermassen dargestellt werden
können:

W= 2 (l + p"-2) (l + P-
4) (l + p"'6) (l + p"8).. . (l + p-"*4) (l + p2),

oder, wenn die Factoren in einer anderen Reihenfolge gesetzt werden:

W = 2 (l + p2) (l + p-4) (l + p6) (l + p~8). ..(l + p-"+4) (l + Pw~2).

Nun ist:
l -l- p2 = 2p cos ^(o
1 + p~4 = 2p~2 cos m
1-i- p6 = 2p3 cos fco
l 4- p~8 = 2p~4 cos 2co

U. S. W.

bis zu
cos

Daher erhält man:

cos ^ to cos w cos f (D •

- 1) co

• cos n —

Die in dieses Product eingehenden Cosinus sind offenbar sämtlich positiv,
der Factor p*M aber wird gleich cos 45° -h i sin 45° = (l 4- i) j/f. Hieraus
folgt, dass W das Product aus l + i in eine reelle positive Grosse ist, wo-
nach notwendig sein muss:

19.
EvS wird der Mühe wert sein, alle bisher entwickelten S u r n m a t i o n e n

hier n o c h m a l s z u s a m m e n z u s t e l l e n . Allgemein nämlich ist:

0
0

u=

0
0

je nachdem n von der Form ist

3,
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und in dem Falle , wo k = l vorausgesetzt wird , muss der Wurzelgrösse
das positive Vorzeichen beigelegt werden. Daher ist jetzt das, was wir für
prime Werte von n im Artikel 3 auf inductivem Wege gefunden hatten, in
aller Strenge bewiesen, und es bleibt nur noch übrig zu zeigen, wie
man die Vorze ichen für be l iebige Werte von k in allen Fällen
bes t immen kann. Aber bevor wir diese Aufgabe in der ganzen All-
gemeinheit anzugreifen vermögen, müssen wir zunächs t d ie jen igen
Fälle, in denen n eine Pr imzahl oder die Potenz einer Pr imzahl
ist, näher betrachten.

20.
Ist zunächs t n eine unge rade Pr imzahl , so ist offenbar nach

dem, was wir im Artikel 10 auseinandergesetzt haben, TF=l + 22ra

= l 4- 22jßa*, wenn E = cos CD 4- i sin <D gesetzt wird und a wie dort un-
bestimmt alle quadratischen Eeste von n zwischen l und n — l bezeichnet.
Wenn man nun ebenso durch b unbestimmt alle quadratischen Nichtreste
von n zwischen denselben Grenzen ausdrückt, so sieht man leicht, dass
sämtliche Zahlen ak nach dem Modul n entweder sämtlichen a oder sämt-
lichen b (ohne Rücksicht auf die Reihenfolge) congruent werden, je nachdem
Je entweder Rest oder Nichtrest ist. Daher wird im ersteren Falle:

W = l

und daher W=+i/n, wenn n von der Form 4fx -j- l, und W=
wenn n von der Form 4jx + 3 ist.

Im ändern Falle, wo k Nichtrest von n ist, wird dagegen:

Hieraus ergiebt sich, da offenbar sämtliche #, b den Complex der ganzen
Zahlen l, 2, 3, . . . , n — l erschöpfen und daher

= E + E* 4- E*
ist:

-\ E (n -1)2<

und daher W= — jA, wenn n von der Form 4[x -+• l, und W = — i i/~n~,
wenn n von der Form 4jx + 3 ist.

Hieraus folgt also:
Erstens, wenn n von der Form 4p + l und k quadratischer Rest

von n ist:
T=-t-j/w, £7=0.

Zweitens, wenn n von der Form 4[x + l und # quadratischer Nicht-
rest von n ist:

T = — / w , r/=0.
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Dri t t ens , wenn n von der Form 4jx -h 3 und k quadratischer Rest
von n ist:

T=0, Z7= + jA;

Vier tens , wenn n von der Form 4jx -h 3 und # quadratischer Nicht-
rest von w ist:

T=0, U^ — 'Jn.

21.
Es sei zwei tens w das Quadra t oder eine h ö h e r e Po tenz

einer ungeraden Primzahl #, und es werde n=p2*q gesetzt, so dass
# entweder gleich l oder gleich p ist. Hier wollen wir vor Allern bemerken,
dass, wenn \ irgend eine ganze durch p* nicht teilbare Zahl ist,

4. r
p q H

«2Xn
= r

= 0
i _

ist. Hieraus ist leicht ersichtlich, dass

wird. Denn die übrigen Glieder der Reihe

t-r(w~1)2

können in (jp*— 1)# Teilreihen verteilt werden, von denen jede p* Glieder
enthält und infolge der eben angegebenen Transformation eine verschwin-
dende Summe besitzt.

Hieraus schliesst man, dass in dem Falle, wo q = l oder n eine Potenz
einer Primzahl mit geradem Exponenten ist,

W = p* = + |/w und daher T= + j/w, 17 = 0
ist.

In dem Falle dagegen, wo q=p oder wo n eine Potenz einer Prim-
Oy

zahl mit ungeradem Exponenten ist, setzen wir rp =p, wonach p eine
k

eigentliche Wurzel der Gleichung xp — 1=0 ist und zwar p = cos — 360°

+ i sin - 360°, und ferner:
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Die Summe der Keihe l -l- p H- p4 -+• p9 -f- • • • H- ^p l^ aber ist nach
dem vorigen Artikel bestimmt, woraus unmittelbar folgt, dass

TF = ± -j/n = T ist, falls jp von der Form 4jj, + l ist,

W=±:iyn = iUisi, falls jp von der Form 4jx + 3 ist,

und zwar gilt das positive oder negative Vorzeichen, je nachdem Je Eest
oder Nichtrest von p ist.

22.

Aus dem, was in den Artikeln 20 und 21 auseinandergesetzt ist, leitet
man auch leicht den fo lgenden Satz ab, der uns später einen bemerkens-
werten Nutzen gewähren wird. Setzt man

W' = 1 + rh +r4" +:

wo h irgend eine ganze durch p nicht teilbare Zahl bezeichnet, so wird in
dem Falle, wo n=p oder wo n eine Potenz von p mit ungeradem Expo-
nenten ist,

W'= W, falls h quadratischer Eest von p ist,
W'= — W, falls h quadratischer Nichtrest von p ist.

Denn oifenbar geht W aus W hervor, wenn man Jch für Je substituiert;
im ersteren Falle aber sind Je und Jch gleichartig, im ]etzteren ungleichartig,
insofern nämlich ihre Eigenschaft als Eeste oder Nichtreste von p in Betracht
kommt.

In dem Falle dagegen, wo n eine Potenz von p mit geradem Expo-
nenten ist, wird offenbar W'= -t- j/S und daher immer W'= W.

23.

In den Artikeln 20, 21 und 22 haben wir ungerade Primzahlen und
Potenzen von solchen betrachtet; es bleibt daher nur noch der Fall
übrig, wo n eine Po tenz von 2 ist.

Für n = 2 ist offenbar W= 1 + r = 0.
Für n = 4 ergiebt sich W= l -i- r + r4 -f- r9 = 2 + 2r, demnach

W= 2 H- 2i, sooft & von der Form 4(x -h l, und W= 2 — 2t, sooft Je von
der Form 4fx 4- 3 ist.

Für n = 8 haben wir TP= 1+ r + r4 + r9 + r1

= 2 -f- 4r 4- 2r4 = 4r. Demnach ist :
4~ r25 4-r36 4- r49

TF= ( l -f- *) j/8~, sooft 7c von der Form 8jx + l ist,

W= (—1+ 0 j/§~, sooft & von der Form SJJL -+- 3 ist,

TF= (— l — *) j/8, sooft # von der Form 8jx + 5 ist,

TF= ( l — i) |/8", sooft & von der Form 8p, H- 7 ist.
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Ist n eine höhere Potenz von 2, so setzen wir w=22 xg, so dass q
entweder gleich l oder gleich 2 und x grösser als l ist. Hier muss man
vor Allem bemerken, dass, wenn X irgend eine durch 2X~1 nicht teilbare
ganze Zahl ist,

= r

= 0

wird. Hieraus ist leicht ersichtlich, dass

wird.

Setzen wir r22*~2=p, so ist p eine Wurzel der Gleichung #4 2—l = 0
Je Je

und zwar p == cos 7- 360° 4- i sin 7- 360°. Sodann wird:r 4g 4g

= l + p

p

Die Summe der Eeihe l - f - p - h p 4 + p 9 H ----- h p(43~1)2 wird aber durch
das, was über die Fälle w = 4, n = 8 dargelegt wurde, bestimmt; somit
ergiebt sich in dem Falle, wo q = l oder wo n eine Potenz der Zahl 4 ist:

W= (l -i- i)¥= (l 4- 0 |/w, falls Je von der Form 4jx + l ist,
TF= (l — t) 2X= (l - 0 |/S, falls Ä von der Form 4[x + 3 ist,

Formeln , welche genau mit den für n = 4 angegebenen übereinstimmen ;
in dem Falle aber, wo g = 2 oder n eine Potenz von 2 mit einem ungeraden
die Zahl 3 übersteigenden Exponenten ist:

W= (l + i)2x |/2 = (l H- 0 |/S, falls fc von der Form 8|x + l ist,

W= (—H- O2* J/2~= (— l + 0 I/»» falls * von der Form 8[x + 3 ist,
W= (— l — i) 2* 1/2"= ( — 1 — 0 j/S", falls Ä von der Form 8[x 4- 5 ist,

17= (l _ e)2x |/2 = (l — 0 |/S, falls Ä von der Form 8^ + 7 ist,

und diese Formeln stimmen ebenfalls vollkommen mit denen überein, welche
wir für n = 8 angegeben haben.

24.

Auch hier wird es sich der Mühe lohnen, das Verhältnis zu bestimmen,
in welchem die Summe der Reihe
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wo h irgend eine ungerade ganze Zahl bezeichnet, zu W steht. Da W
aus W entsteht, wenn man k in Ich verwandelt, so wird der Wert von W
ebenso von der Form der Zahl kh abhängen, wie W von der Form von k.

W
Setzt man -™- = Z, so wird offenbar:

I. in dem Falle, wo n = 4 oder eine höhere Potenz von 2 mit geradem
Exponenten ist:

£= l, wenn h von der Form 4[x -f- 1 ist,
1= — e, wenn h von der Form 4jx + 3 und ß von der Form 4 JA + 1 ist,
Z= + i, wenn Ä von der Form 4p. -H 3 und k von derselben Form ist;

IL in dem Falle , wo n = 8 oder eine höhere Potenz von 2 mit un-
geradem Exponenten ist:

J= l, wenn h von der Form 8 JA -h l ist,
l = — 15 wenn Ä von der Form 8 JA -f- 5 ist,
Z = + e, wenn entweder A von der Form 8p, 4- 3 und # von der Form

4 f x + l ,
oder h von der Form 8 JA 4- 7 und & von der Form

4|x + 3 ist,
/ = — 1? wenn entweder h von der Form SJJL -f- 3 und & von der Form

oder h von der Form 8 JA -f- 7 und # von der Form
4[x + l ist.

Durch das Vorhergehende ist die Bestimmung der Summe W für die-
jenigen Fälle, in denen n eine Primzahl oder eine Potenz einer Primzahl
ist, vollständig durchgeführt; es bleiben daher nur noch diejenigen Fälle
zu erledigen, in denen n aus m e h r e r e n P r imzah len z u s a m m e n -
gesetzt ist. Hierzu bahnt uns der folgende Satz den Weg.

25.
Satz. Ist n das Product aus zwei ganzen pos i t iven zu e inander

primen Zah len a, & und setzt man :

so behaupte ich, dass W=PQ ist.
Beweis. Bezeichnet a unbestimmt die Zahlen 0, l, 2, 3, . . . , a — l,

ß unbestimmt die Zahlen 0, l, 2, 3, . . . , & — l, v unbestimmt die Zahlen
0, l, 2, 3,... 9 n— l, so ist offenbar:

Hiernach ist PQ = , wenn man für a und ß alle Werte in allen
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möglichen Verbindungen setzt; wegen 2a&aß = 2aßw ist ferner PQ
Man sieht aber ohne Schwierigkeit, dass die einzelnen Werte von aß -h &a
unter einander verschieden und irgend einem Werte von v gleich sind.
Demnach ist PQ = 2/=TF.

Übrigens ist zu bemerken, dass ra* eine eigentliche Wurzel der Gleichung
xb — l = 0 und rb* eine eigentliche Wurzel der Gleichung xa — l = 0 ist.

26.
Ist ferner n das Product aus drei zu e inander p r imen Zahlen

«, &, c, so werden offenbar, wenn man Ic = V setzt, auch a und V prim zu
einander sein; und daher ist W das Product aus den beiden Factoren:

Da aber ra* eine eigentliche Wurzel der Gleichung xbc — 1=0 ist, so ist
der erste Factor selbst das Product aus

wenn man ra = p setzt. Hieraus geht hervor, dass W das Product aus
den drei Factoren ist:

6-l) W

6*0 a8c3 a*6*wo r , ra , ra respective eigentliche Wurzeln der Gleichungen xa—1 = 0,
s6 — l = 0, #° — l = 0 sind.

27.
Hieraus schliesst man leicht allgemein, dass, wenn n das Product

aus beliebig vielen zu e i n a n d e r pr imen Factoren a, &,c , . . . ist, W das
Product aus ebensovielen Factoren ist, und zwar sind diese letzteren:

tf 4rf 9»^

n9 4na 9na

T5 , T2", ~b*"r -\- r -h /• -

(a—l)»n»

• + r
2

+ r

wo r*3, r0', r0', . . . eigentliche Wurzeln respective von den Gleichungen
xa — l = 0, xb — l =0, xc— l = 0, . . . sind.
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28.
Diesen Prinzipien zufolge ist der Ü b e r g a D g zur v o l l s t ä n d i g e n

B e s t i m m u n g von W für j eden be l ieb igen Wert von n schon von
selbst klar. Man zerlege nämlich n in Factoren &, &, c, ..., welche ent-
weder ungleiche Primzahlen oder Potenzen ungleicher Primzahlen sind, und

setze ra8=^4, r68= JB, rc2= 0, . . . Dann sind A, B, (7, . .. eigentliche
Wurzeln der Gleichungen xa— 1=0, xb — l = 0, xc— 1 = 0, • • • und
W das Product aus den Factoren:

A 4- ̂ 4 -h 49 H
£ -l- B± 4- -B9 H
o 4- C4 -4- C9 H

U. S. W.

C(c~1)2

Jeder dieser Factoren aber lässt sich nach dem, was wir in den Arti-
keln 20, 21 und 23 dargelegt haben, bestimmen, so dass hiernach auch der
Wert des Products bekannt ist. Es dürfte nicht unnützlich sein, die
Kegeln für die B e s t i m m u n g j e n e r Fac toren hier z u s a m m e n -
zustel len, damit man sie alle gleichzeitig vor sich habe. Da die Wurzel

A=Z^L.^1 igt, so wird sich das Aggregat i+A+A*+A*-i ----- M(a~1)2,

Jen
welches wir mit L bezeichnen wollen, durch die Zahl — ebenso bestimmen,

d

wie in unsrer allgemeinen Untersuchung W durch die Zahl h Nun sind
zwölf Fälle zu unterscheiden.

I. Ist a eine Primzahl von der Form 4p 4- l, etwa gleich #, oder eine
Potenz einer solchen Primzahl mit ungeradem Exponenten und zugleich

— quadratischer Best von p, so wird L = 4- j/ö^

II. Wenn unter sonst gleichen Voraussetzungen — quadratischer Nicht-

rest von p ist, so wird L = — j/o".
III. Ist a eine Primzahl von der Form 4fi 4- 3 , etwa gleich p , oder

eine Potenz einer solchen Primzahl mit ungeradem Exponenten und zugleich

— quadratischer Best von p, so wird Z = -Mj/ö".

kn
IV. Wenn unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in III —et

quadratischer Nichtrest von p, so wird L= — i^~ä.

V. Ist a ein Quadrat oder eine höhere Potenz einer (ungeraden) Prim-
zahl mit geradem Exponenten, so ist L = 4-

VI. Ist a = 2, so ist L = 0.
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XII. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen — von der Form 8jx 4- 7,

VII. Ist a == 4 oder eine höhere Potenz von 2 mit geradem Exponenten

und,ist zugleich —von der Form 4jx 4- l, so ist L = (l 4-1)i/o!$ »

VIII. Wenn unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in VII — von

von der Form 4{x 4- 3 ist, so ist L = (l — $)j/a.
IX. Ist a = 8 oder eine höhere Potenz von 2 mit ungeradem Exponenten

und ist zugleich — von der Form 8jx 4- l so ist L = (l 4- 0 -Ja.

kn
X. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in IX — von der

Form 8fi, 4- 3, so ist L = (— l 4- i) j/a.

XL Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen—von der Form8jx4-5,

so ist L = (—• l — i) j/i

Ist unter i

so ist Z = (l — e) j/«.

29.
Es sei Beispiels halber n = 2520 = 8-9-5-7 und Jc = 13. Hier wird:

für a = 8 nach Fall XII: L = (l — 0 j/8~;
für den Factor 9 ist nach Fall V die entsprechende Summe gleich j/9~j
für den Factor 5 ist nach Fall II die entsprechende Summe gleich — j/5~,
für den Factor 7 ist nach Fall III die entsprechende Summe gleich 4-e j/7.

Demnach wird TF= (l — i) (— i) j/2520 = (— l — i) j/2520.
Ist für denselben Wert von n k— l, so entspricht

dem Factor 8 die Summe (— l -M) j/8",
dem Factor 9 die Summe j/9^
dem Factor 5 die Summe j/5,
dem Factor 7 die Summe — i j/f.

Demnach ergiebt sich das Product W= (l 4- i) j/2520.

30.
Eine andere Me thode , die Summe W al lgemein zu bes t immen,

gründet sich auf das, was wir in den Artikeln 22 und 24 auseinander-
gesetzt haben. Setzen wir allgemein cosw + i siiiü> = p und

w2 n* w»

p<"=a, p'*=ß, p<' = T, ....

so dass man r = pfc, A = JC, # = ßfc, #=7*, ... hat, so wird

l + P + p4 + P9 + • • • + p
(B~1)3
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das Product aus den Factoren:

l 4- a 4- a4 4- a9 4 h a(<

l 4- ß 4- ß4 4- ß9 4- • • • 4- ß°

l 4- T 4- T4 4- f 4 h T(<

[Art. 91. 32]

und somit W das Product aus den Factoren:

3l

= 14- p -

1+A-

• P9 4 4-

- A* 4- • • • 4- .
l 4- a 4- a4

1+B+B* .£(*-!)'

© =

l + Q 4. Q4 + fl9 _, h ^(c-Da

Nun ist der erste Factor w bestimmt durch die oben im Artikel 19 dar-
gelegten Untersuchungen, die übrigen Factoren aber ergeben sich aus den
Formeln der Artikel 22 und 24, die wir hier, um sie alle beisammen zu
haben, nochmals zusammenstellen.*) Hier sind zwöl f Fälle zu unter-
scheiden, nämlich

I. Ist a eine (ungerade) Primzahl, gleich 4?, oder eine Potenz einer
solchen Primzahl mit ungeradem Exponenten und Je quadratischer Rest von jp,
so ist der entsprechende Factor 3l = 4- 1.

II. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen k quadratischer Nichtrcst
von j>, so ist 9l=s — 1.

III. Ist a das Quadrat einer ungeraden Primzahl oder eine höhere
Potenz einer solchen mit geradem Exponenten, so ist 2l = 4- 1.

IV. Ist a = 4 oder eine höhere Potenz von 2 mit geradem Exponenten
und zugleich k von der Form 4jx 4- l, so ist 91= 4- 1.

V. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in IV k von der Form

4|x 4- 3 und — von der Form 4jx 4- l, so ist 3l = — i.
(Z

VI. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in IV k von der Forin

4[x 4- 3 und — von der Form 4}x 4- 3, so ist 3l = 4- i.

*) Offenbar ist das, was dort k und h waren, hier — und k hinsichtlich de,s

zweiten Factors, -r- und k hinsichtlich des dritten Factors, u. s. w.
6
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VII. Ist a=8 oder eine höhere Potenz von 2 mit ungeradem Exponenten
und ist k von der Form SJJL 4- l, so ist 81 = 4- 1.

VIII. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in VII Je von de*
Form 8[x 4- 5, so ist 9l = — 1.

IX. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in VII Je von der

Form 8[x 4- 3 und — von der Form 4jx 4- l, so ist 3l = 4- i.

X. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in VII k von der

Form 8[x 4- 3 und — von der Form 4jx 4- 3, so ist 9l = — i.

XL Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in VII k von der
n

Form 8fx 4- 7 und — von der Form 4jx 4- l, so ist 9l = — i

XII. Ist unter sonst gleichen Voraussetzungen wie in VII k von der

Form 8[x H- 7 und — von der Form 4j/. 4- 3, so ist 9l = 4- i.

Den Fall, wo a=2 ist, übergehen wir; obwohl hier 91=^oder un-

bestimmt sein würde, ist doch stets TF=0.
Die übrigen Factoren 33, 6, ... hängen von 6, c , . . . in derselben Weise

ab, wie 9l von a, soweit sie nämlich in die Bestimmung jener eingehen.

31.
Nach dieser zweiten Methode verhält sich das erste Beispiel im Artikel 29

folgendermassen:
Der Factor w wird gleich (l -h i) j/2520.
Für a = S ist nach Fall VIII der entsprechende Factor 91 = -— 1.
Dem zweiten Factor 9 von n entspricht nach Fall III der Factor 4- 1.
Dem Factor 5 entspricht der Factor — l (nach Fall II).
Dem Factor 7 entspricht der Factor — l (nach Fall II).

Daraus ergiebt sich das Product W= (— l — t) t/2520, wie im Artikel 29.

32.
Da der Wert von W vermittelst zweier Methoden bestimmt werden

kann, von denen die eine sich auf die Beziehungen der Zahlen—, -y, —,...

zu den Zahlen a, &, c, ... gründet, die andere aber von den Beziehungen
der Zahl k zu den Zahlen a, &, c, . .. abhängt, so muss zwischen allen
diesen Bez iehungen ein gewisser C o n d i t i o n a l z u s a m m e n h a n g
stattfinden in der Weise, dass eine jede aus den übrigen bestimmbar sein
muss. Wir nehmen an, dass alle Zahlen a, &, c, ... ungerade Primzahlen
seien und k = l genommen werde; ferner verteilen wir die Factoren a, &, c , . , .
in zwei Klassen, von denen die eine diejenigen enthält, welche von der
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Form 4jji 4- l sind und die mit p, p', p", . . . bezeichnet sein mögen, die
andere aber aus denen besteht, welche von der Form 4jA H- 3 sind und die
durch g, #', g", . . . dargestellt werden mögen. Die Anzahl der letzteren
bezeichnen wir mit m. Nachdem dies geschehen, bemerken wir, dass n von
der Form 4jx + l wird, wenn m gerade ist (hierher muss auch der Fall
gerechnet werden, wo Factoren der zweiten Klasse überhaupt nicht vorhanden
sind also m = 0 ist), dass dagegen n von der Form 4jji -h 3 wird, wenn m
ungerade ist. Nun wird die Bestimmung von W nach der ersten Methode
folgendermassen geleistet. Es mögen die Zahlen P, P, P", . . . , $, $', $", . . .
. _ TTT . i -n i j.» i n 1 1 n n n n n nin der Weise von den Kelationen der Zahlen — , — 7. -77,

P P P
den Zahlen p, jp', p", . . . , g, #', g", . . . respective abhängen, dass

, — , — , — , . . . zu

P= 4- l ist, wenn — quadratischer Rest von p ist,

P = — l ist, wenn — quadratischer Nichtrest von p ist,

und ebenso in Bezug auf die übrigen. Dann ist W das Product aus den
Factoren Pj/£>, P'j/57", V'^ftT, • • • •> ^Q]/(l-> iQ']/^, e'ö" j/a"5• • • und daher:

w=pp'p"'»QQ'Q" ...r/^.
Nach der zweiten Methode oder vielmehr unmittelbar nach den Regeln des
Artikels 19 ist:

W= 4- j/w, wenn w von der Form 4jx 4- l, oder, was auf dasselbe
hinauskommt, wenn m gerade,

W= 4-£ ]/̂ , wenn ^ von der Form 4jji4-3 ; oder wenn m ungerade

ist.
Beide Fälle kann man gleichzeitig umfassen durch die folgende Formel:

Demnach folgt also:

PP'P" --QQ'Q"••• =im*-m.

Nun ist aber imZ~m = 1? sooft m von der Form 4jx oder 4pi 4- l, und = — l,
sooft m von der Form 4jx 4- 2 oder 4jji 4- 3 ist; somit erhalten wir den
sehr eleganten

Satz. B e z e i c h n e n a, &, c , . . . u n g l e i c h e p o s i t i v e u n g e r a d e
Pr imzahlen , d e r e n P roduc t gleich n gese tz t werde und un te r
denen m von der Form 4(x 4- 3, die übr igen aber von der Form

Summienmg gewisser Reihen von besonderer Art. 493

4fx 4-l s ind , so ist die A n z a h l de r jen igen von diesen Zahlen

a, & , # . . . , von denen r e spec t ive —, 7-, — , « • • N i c h t r e s t e sind, ge-

r a d e , soof t m von d e r F o r m 4|xoder4 |x + l ist, dagegen ungerade,
s o o f t m von der Form 4jx + 2 oder 4 jxH-3 ist.

So hat man z.B., wenn man a = 3, & = 5, c = 7, d=l l setzt, drei
Zahlen von der Form 4pi -f- 3, nämlich 3, 7 und 11. Es ist aber 5 • 7 • 11JR3;

3 -7 - 11JR5; 3-5-11.R7; 3'5'7JV11, öderes ist nur allein ~ Nichtrest von d.

33.
Das b e r ü h m t e Fuudamentaltheorem über die quad ra t i s chen

Eeste ist n ichts a n d e r e s , als ein specieller Fall des s o e b e n ent-
wicke l t en Satzes. Beschränkt man nämlich die Anzahl der Zahlen
a, fr, c, ... auf zwei, so wird offenbar, wenn nur eine von ihnen oder keine
von der Form 4[x + 3 ist, entweder gleichzeitig aJRfr, bRa oder gleichzeitig
aNb, bNa sein müssen; sind dagegen beide von derForm 4ji, + 3, so wird
eine von ihnen Nichtrest der ändern und letztere Rest von jener sein
müssen. Wir haben also hier e inen vierten Beweis d ieses höchs t -
w ich t i gen Satzes, von welchem wir einen ersten und zweiten Beweis in
den „Arithmetischen Untersuchungen", einen dritten neulich in einer
besonderen Abhandlung (Commentt. T. XVI7 vgl. oben S. 457) mitgeteilt
haben; zwei andere, die sich wiederum auf ganz verschiedene Prinzipien
stützen, werden wir späterhin auseinandersetzen. Man muss sich höchlichst
wundern, dass dieser schöne Satz, welcher zuerst allen Bemühungen, ihn
zu beweisen, so hartnäckig spottete, nachher sich auf so vielen gänzlich
von einander verschiedenen Wegen zugänglich zeigte.

34.
Auch die ü b r i g e n Sätze , welche gleichsam die Ergänzung zum

Fundamentaltheorem bilden, nach denen nämlich die Primzahlen erkannt
werden, deren Eeste oder Nichtreste — l, 4- 2 und — 2 sind, lassen sich
aus d e n s e l b e n Pr inz ip ien ablei ten. Wir beginnen mit dem Reste + 2.

Setzt man ^ = 8<z, so dass a eine Primzahl ist, und &=1, so wird
der Methode des Artikels 28 zufolge W das Product aus zwei Factoren,
von denen der eine + T/O" oder -+• i i/o" ist, wenn 8 oder, was dasselbe ist,
2 quadratischer Rest von a ist, dagegen — j/o" oder — £j/ö^ wenn2Nicht-
rest von a ist. Der andere Factor aber ist

(l -+- i) fö wenn a von der Form 8^ + 1 ist;
(— l + i) ^8", wenn a von der Form 8[x 4- 3 ist;
(— l — O]/^ wenn a von der Form 8JA -+- 5 ist;

(l — i) j/8j wenn a von der Form 8jx 4- 7 ist.



494 Abhandlungen. [Art. 35. 36] Summierung gewisser Reihen von besonderer Art. 495

Nach Artikel 18 ist aber immer W= (l -t- i) j/»; dividiert man diesen
Wert durch die vier Werte des zweiten Factors, so wird offenbar der erste
Factor werden müssen:

4- i/o", wenn a von der Form 8jx 4- l ist;

— ei/o", wenn a von der Form 8 JA 4- 3 ist;

— l/fl^ wenn a von der Form 8jx 4- 5 ist;

4-1 j/ö", wenn a von der Form 8jj. + 7 ist.

Hieraus folgt unmittelbar, dass im ersten und vierten Falle 2 Eest von
a, im zweiten und dritten Falle aber Nichtrest von a sein muss.

35.

Die Primzahlen, deren Rest oder Nichtrest — l ist, werden leicht
erkannt mit Hülfe des folgenden Satzes, welcher auch an sich merkwürdig
genug ist.

Satz. Das Product aus den beiden Factoren

X«-!)1
l 4- r~

ist gleich w, wenn n ungerade, oder gleich 0, wenn n ungerade-
mal gerade, oder gleich 2», wenn n gerademal ge rade ist.

Beweis, Da offenbar

r4 +
r9 4-

»4 h r91'

U. S. W.

ist, so lässt sich das Product WW auch folgendermassen darstellen:

l 4- r 4- r4 4- r9 4 h r(w~1}*

4-r"~1(r 4-r4 4-r9 4-r16 4 h r*')

4- r~\r^ 4-r9 4- r16 4- r25 4 h rv'

4- r~~9(r9 4- r™ 4- r25 4- r36 4 \

und dieses Aggregat giebt, wenn man die vertikalen Reihen summiert:

n

4- r4 (l 4- r4 4- r8 4- r*2 4 h r4n~4)

4- r9 (l 4- r6 4- r12 4- r18 4- •

Wenn nun n ungerade ist, so sind die einzelnen Teile dieses Aggregates,
ausser dem ersten n, gleich 0; denn der zweite wird offenbar gleich

—v
 2 , der dritte gleich — .. __ 4 , u. s. w. Ist aber n gerade, so muss

man auch noch den Teil

4. r n + . . . + rn-W))

welcher gleich wr*^ wird, ausnehmen. Im ersten Falle also wird WW= n,

im zweiten aber =w4- w**8; es ist aber r^ = 4- l, wenn n gerademal

gerade ist, dann wird also WW'=(2n; dagegen ist r*n= — l, wenn n un-
gerademal gerade ist; in diesem Falle ist also WW'=Q.

36.

Nun weiss man aus Artikel 22, dass, wenn n eine ungerade Primzahl
W

ist, -yp =4-1 oder = — l wird, je nachdem — l Rest oder Nichtrest

von n ist. Daher muss in dem ersteren Falle W2 = 4- w, im letzteren
T72 = — n sein. Daher schliessen wir nach Artikel 13, dass der erstere
Fall nur dann stattfinden kann, wenn n von der Form 4jx 4- l, der letztere
aber nur dann, wenn n von der Form 4jx 4- 3 ist.

Endlich folgt aus der Combination der für die Reste 4- 2 und — l
gefundenen Bedingungen ohne Weiteres, dass — 2 Rest einer jeden Prim-
zahl von der Form 8|A 4- 1 oder SJJL 4- 3 und Nichtrest einer jeden Primzahl
von der Form 8[x + 5 oder 8p 4- 7 ist.

4-r
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Neue Beweise und Erweiterungen des
Fundamentalsatzes in der Lehre von den

quadratischen Resten.
(Commentat'iones soc. reg. sc. Gotting. recentiores, Vol. IV, Gotting. 1818.)

Der Fundainentalsatz über die quadratischen Beste, welcher zu den
schönsten Wahrheiten der höheren Arithmetik gehört, ist zwar leicht durch
Induction gefunden worden, bei weitem schwieriger aber war es, ihn zu
beweisen. Bei derartigen Untersuchungen pflegt es häufiger zu geschehen,
dass die Beweise der einfachsten Wahrheiten, die sich dem Forscher auf
inductivem Wege gewissermassen von selbst darbieten, sehr tief verborgen
liegen und erst nach vielen vergeblichen Versuchen auf ganz anderem Wege,
als man sie suchte, endlich ans Tageslicht gefördert werden können. Ferner
geschieht es nicht selten, dass, sobald einmal ein Weg gefunden worden
ist, sich gleich darauf mehre re Wege eröffnen, welche zu demselben Ziele
führen, die einen kürzer und directer, die ändern gleichsam von der Seite kom-
mend und von ganz verschiedenen Prinzipien ausgehend, zwischen denen und
der vorliegenden Untersuchung man kaum irgend einen Zusammenhang ver-
mutet hätte. Ein solcher wunderbarer Zusammenhang zwischen versteckter
liegenden Wahrheiten giebt diesen Betrachtungen nicht nur einen gewissen
eigentümlichen Keiz, sondern verdient auch deshalb fleissig erforscht und
klargelegt zu werden, weil nicht selten daraus sich neue Hülfsmittel und
Erweiterungen für die Wissenschaft ergeben.

Obwohl also der hier zu behandelnde arithmetische Satz durch frühere
Bemühungen, die vier von einander ganz und gar verschiedene Beweise
geliefert haben*), als vollständig erledigt erscheinen könnte, kehre ich doch
von Neuem zu demselben Gegenstande zurück und füge noch zwei weitere

*) Zwei sind im vierten und fünften Abschnitt der „Arithmetische Untersuchun-
gen" dargelegt, der dritte in einer besonderen Abhandlung (Comment. Soc. Gotting.
Vol. XVI, vgl. oben S. 457) der vierte findet sich in der Abhandlung: Summatio

quarwdam serieruin singulariurn (Comment. Recentiorcs, Vol. 7, vgl. oben S. 463).

Beweise hinzu, welche über diese Sache sicher neues Licht verbreiten werden.
Der erstere ist zwar dem dritten in gewisser Weise verwandt, weil er von
demselben Hülfssatz ausgeht; später aber verfolgt er einen verschiedenen
Weg, so dass er mit Eecht als ein neuer Beweis gelten kann, der jenem
dritten an Kürze wenn nicht überlegen sein, doch wenigstens nicht nach-
stehen dürfte. Der sechste Beweis aber beruht auf einem völlig verschie-
denen höchst subtilen Prinzip und giebt ein neues Beispiel für den wunder-
baren Zusammenhang zwischen arithmetischen Wahrheiten, die auf den ersten
Anblick sehr weit von einander entfernt liegen. Diesen beiden Beweisen
fügen wir einen neuen sehr einfachen Algorithmus bei, um zu entscheiden,
ob eine gegebene ganze Zahl quadratischer Best oder Nichtrest einer ge-
gebenen Primzahl sei.

Noch ein anderer Grund war vorhanden, welcher mich die schon neun
Jahre vorher versprochenen neuen Beweise erst jetzt veröffentlichen liess.
Als ich nämlich vom Jahre 1805 ab die Theorie der kubischen und bi-
quadratischen Keste, einen bei weitem schwierigeren Gegenstand, zu durch-
forschen begonnen hatte, ist mir beinahe dasselbe Geschick widerfahren,
wie einst in der Theorie der quadratischen Reste. Ohne Weiteres nämlich
wurden diejenigen Sätze, welche diese Fragen völlig erledigen und in denen
eine wunderbare Analogie mit den auf die quadratischen Beste bezüglichen
Sätzen vorherrscht, durch Induction gefunden, sobald sie nur auf dem
geeigneten Wege gesucht wurden, dagegen blieben alle Versuche, zu allseitig
vollkommenen Beweisen derselben zu gelangen, lange Zeit hindurch ver-
geblich. Dies gerade war der Antrieb, dass ich mich so sehr bemühte,
den bereits bekannten Beweisen über die quadratischen Beste andere und
andere hinzuzufügen, in der Hoffnung, dass von den vielen verschiedenen
Methoden die eine oder andere etwas zur Beleuchtung des verwandten
Gegenstandes beitragen könnte. Diese Hoffnung war keineswegs eitel, und
die unermüdliche Arbeit wurde endlich von glücklichem Erfolge gekrönt.
In Kurzem werde ich die Früchte meiner Studien zu veröffentlichen im
Stande sein; bevor ich aber an dieses schwierige Werk herangehe, habe
ich beschlossen, noch einmal zur Theorie der quadratischen Reste zurück-
zukehren, alles, was darüber noch zu sagen ist, zu erledigen und so diesem
Teile der höheren Arithmetik gewissermassen Lebewohl zu sagen.

Fünfter Beweis des Fundamentaltheorems in der Theorie
der quadratischen Reste.

l.
In der Einleitung schon haben wir gesagt, dass der fünfte und der

dritte Beweis von demselben Hülfssatze ausgehen, den wir hier der Be-
quemlichkeit wegen in den der gegenwärtigen Untersuchung angemessenen
Bezeichnungen wiederholen wollen.
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Hülfssatz. Es sei m eine (positive ungerade) Primzahl, Jfeine
ganze durch m n icht tei lbare Zahl; man nehme die kleinsten
positiven Reste der Zahlen

nach dem Modul w, welche teils kleiner teils grösser als \w,
sein werden , und es sei d i e A n z a h l der letzteren gleich n. Dann
ist M quadrat ischer Rest oder Nichtrest von m, je nachdem n
gerade oder ungerade ist.

Beweis. Sind 0, b, c, d, ... diejenigen von jenen Besten, welche
kleiner sind als \m, a', &', c', d', ... aber die übrigen, welche grösser sind
als \m, so werden die Complernente der letzteren zu m, nämlich m — #',
W _ &', m — c', m — d\ ..., offenbar sämtlich kleiner als %m und sowohl
unter sich als von den Besten a, &, c, d, ... verschieden sein, so dass sie
mit diesen zusammengenommen, wenn auch in anderer Beihenfolge, identisch
sein werden mit den sämtlichen Zahlen l, 2, 3, 4, ..,, %(m—1). Setzt
man daher das Product

so wird:
P = abcd"» x (m — a') (m — &') (m — c') (m— #')•••,

und daher:

(_ i)np = abcd... x (a'— m) (&'— m) (c'- m) (d'~ m) • • *

Ferner wird nach dem Modul m:

f^-^a&fl^-x^^

und daher:

Hiernach ist J£ *(m~1)~ ih l , wo das obere oder untere Zeichen zu
nehmen ist, je nachdem n gerade oder ungerade ist, und hieraus ergiebt
sich mit Hülfe des in den „Arithmetischen Untersuchungen" Artikel 106
(vgl. S. 73) bewiesenen Satzes die Bichtigkeit unseres Hülfssatzes von selbst.

2.
Satz. Sind m, M ganze posi t ive ungerade zu e inander p r ime

Zahlen, ist ferner n die Anzahl derjenigen unter den k le ins ten
pos i t iven Besten der Zahlen

nach dem Modul J5f, welche grösser als %M sind, so sind die
drei Zahlen n, JV, %(m— l)(Jf — 1) entweder sämtlich gleich-
zeitig gerade oder eine von ihnen ist gerade und die beiden
ändern ungerade.

Beweis. Wir bezeichnen

nach dem Modul m, w e l c h e grässer ab fyn sind, und ebenso N
d i e A n z a h l der jen igen unter den k l e in s t en p o s i t i v e m Resten der
Zah len

w, 2tw, 3m, ..., $(M —

mit f den Complex der Zahlen l, 2, 3, ..., \(m — l\
mit f den Complex der Zahlen m — l, m — 2, m— 3,...., H
mit F den Complex der Zahlen l, 2, 3, . . ., %(M — 1),
mit F' den Complex der Zahlen Jf— l, Jf—2, -M— 3, . . . ., i(.M +• 1).

Es wird daher n angeben, wie viele Zahlen Mf ihre kleinsten positiven
Reste nach dem Modul m im Complexe f haben, und ebenso wird N an-
geben, wie viele Zahlen mF ihre kleinsten positiven Reste nach dem Modul
M in dem Complex F' haben. Endlich bezeichne

<p den Complex der Zahlen l, 2, 3, . .., {(mM — 1),
<p' den Complex der Zahlen mM — l, mM — 2, mM — 3, . . . . , l(mM + 1).

Da jede ganze durch m nicht teilbare Zahl nach dem Modul m ent-
weder irgend einem Reste aus f oder irgend einem Reste aus f congruent
sein muss und ebenso jede ganze durch M nicht teilbare Zahl nach dem
Modul M entweder irgend einem Reste aus F oder irgend einem Reste aus
F1 congruent ist, so lassen sich sämtliche Zahlen 9, unter denen offenbar
keine durch m und M gleichzeitig teilbare Zahl vorkommt, in folgender
Weise in acht Klassen verteilen:

I. In der ersten Klasse befinden sich die Zahlen, welche nach dem
Modul m irgend einer Zahl aus /*, nach dem Modul M aber irgend einer
Zahl aus F congruent sind. Die Anzahl dieser Zahlen bezeichnen wir mit a.

II. Die zweite Klasse enthält die Zahlen, welche nach den Moduln m, M
respective Zahlen aus /*, F' congruent sind. Die Anzahl dieser setzen wir
gleich ß.

III. Die dritte Klasse enthält die Zahlen, welche nach den Moduln
m, M respective Zahlen aus /', F congruent sind. Ihre Anzahl setzen wir
gieich 7.

IV. Die vierte Klasse enthält die Zahlen, welche nach den Moduln
m, M respective Zahlen aus f, F' congruent sind. Ihre Anzahl sei gleich 5.

V. Die fünfte Klasse enthält die Zahlen, welche durch m teilbar, nach
dem Modul M aber Resten aus F congruent sind.

VI. Die sechste Klasse enthält die Zahlen, welche durch m teilbar,
nach dem Modul M aber Resten aus F' congruent sind.

VII. Die siebente Klasse enthält die Zahlen , welche durch M teilbar,
nach dem Modul m aber Resten aus f congruent sind.

VIII. Die achte Klasse enthält die Zahlen, welche durch M teilbar,
nach dem Modul m aber Resten aus f congruent sind.

Offenbar umfassen die Klassen V. und VI. zusammen sämtliche Zahlen
; die Anzahl der in VI. enthaltenen Zahlen ist aber gleich JV", demnach
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ist die Anzahl der in V. enthaltenen Zahlen gleich l(M — 1) — JV. Ebenso
enthalten die Klassen VII. und VIII. zusammmen genommen sämtliche Zahlen
Mf] in der Klasse VIII. finden sich n> in der Klasse VII. aber %(m — 1)— n
Zahlen.

In durchaus analoger Weise zerfallen sämtliche Zahlen 9' in acht
Klassen IX. bis XVI.; behalten wir bei der Verteilung derselben dieselbe
Reihenfolge bei, so ist leicht ersichtlich, dass die in den Klassen

IX, X, XI, XII, XIII, XIV, XV, XVI

enthaltenen Zahlen respective die Complemente zu mM von den in den Klassen

IV, III, II, I, VI, V, VIII, VII

enthaltenen Zahlen sind, so dass in der Klasse IX. sich 8 Zahlen, in der
Klasse X. sich 7 Zahlen u. s. w. vorfinden. Nun ist klar, dass, wenn man
alle Zahlen der ersten Klasse mit allen Zahlen der neunten Klasse zusammen-
nimmt, alle Zahlen unterhalb mM erhalten werden, welche nach dem
Modul m irgend einer Zahl aus /", nach dem Modul M aber irgend einer
Zahl aus F congruent sind, und man sieht leicht, dass deren Anzahl gleich
der Anzahl aller Combinationen der einzelnen Zahlen f mit jeder einzelnen
der Zahlen F ist. Daher hat man:

und aus analogem Grunde ist:

Nimmt man alle Zahlen der Klassen II., IV., VI. zusammen, so erhält
man offenbar sämtliche Zahlen unterhalb £wJf, welche irgend einem Reste
aus F' nach dem Modul M congruent sind. Ebendieselben Zahlen aber
lassen sich auch so darstellen:

F', M -}- F', ZM+F', ZM + F',..., \(m — 3)3f 4- F',

so dass also die Anzahl aller gleich \(m — 1) (M— 1) wird, oder man hat:

ß + S + N= l(m — 1) (M— 1).

Ebenso kann man, indem man alle Zahlen der Klassen III., IV., VTTI. zusammen-
nimmt, schliessen:

T + 8 + n = \(m — 1) (M— 1).

Aus diesen vier Gleichungen erhält man die folgenden:

2a = {(m — 1) (M — l) + n + N
2ß = l(m — 1) (M — 1) + n — #
2T = l(m — 1) (M — 1) —n + N
20 = i(w — 1) (M~ 1) —n —N,

deren jede die Richtigkeit des Satzes beweist.

3.
W e n n wir nun a n n e h m e n , dass m und M P r imzah len sind,

so wird aus der Verbindung des vorhergehenden Satzes mit dem Hülfsatz
im Artikel l sofort das E u n d a m e n t a l t h e o r e m sich ergeben. Denn es
ist klar,

L dass, sooft entweder jede der beiden Zahlen m, M oder nur eine von
der Form 4& -i- l ist, die Zahl £ (m — 1) (M — 1) gerade ist und daher n und
N entweder gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade sind, also entweder
jede der beiden Zahlen m und M quadratischer Rest der ändern oder jede
von ihnen quadratischer Nichtrest der ändern ist.

II. Sooft aber beide Zahlen m, M von der Form 4&-h3 sind, ist
%(m — 1) (M — 1) eine ungerade Zahl, daher eine der Zahlen n, N gerade,
die andere ungerade, und somit die eine der Zahlen m, M quadratischer
Rest der ändern, die andere aber quadratischer Nichtrest der ersteren.

Sechster Beweis des Fundamentaltheorems in der Theorie
der quadratischen Reste.

l.
Satz. Beze ichne t j? eine (posi t ive ungerade ) Primzahl , n eine

ganze pos i t ive durch p nicht te i lbare Zah l , x eine unbes t immte
Grosse , so ist die Funct ion

durch die Function

l 4- x + a?3 -f- H- x?
teilbar.

Beweis. Nimmt man eine ganze positive Zahl g derart an, dass gn =
(mod. p) wird, und setzt man gn=l+ hp, so ist :

• -H xp

xnp)
-0«) (l -

und daher offenbar eine ganze Function. W. z. b. w.
l — xnp

Jede ganze Function von x also, welche durch ~ teilbar ist, ist

auch teilbar durch 1-x*
l — x
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2.
Es bezeichne a eine positive primitive Wurzel für den Modul p, d. h.

es sei a eine positive ganze Zahl von der Beschaffenheit, dass die kleinsten
positiven Beste der Potenzen l, a, a2, a3 , . . . , a,p~2 nach dem Modul p ohne
Eücksicht auf die Eeihenfolge mit den Zahlen l, 2, 3, 4, .,.,# — l identisch
werden. Bezeichnet man ferner mit f(x) die Function:

so wird offenbar f(x) - l — x—-x2 — x* — xp~1 durch l — xp und

daher umsomehr durch -r—— = l 4- # -H x2 -h x* H h xp~l teilbar

sein; durch diese letztere Function wird daher auch f(x) teilbar sein.
Hieraus folgt aber, da x eine unbestimmte Grosse darstellt, dass auch

/•(«") durch

l —

und somit (nach vorigem Artikel) auch durch
l-xn

teilbar ist, wenigstens sooft n eine ganze durch p nicht teilbare
JL — X

Zahl ist. Ist dagegen n eine ganze durch p teilbare Zahl, so werden die
einzelnen um l verminderten Teile der Function f(xn) durch l — xp

teilbar sein; somit wird in diesem Falle auch f(xn) — p durch l — xp und
l—sf

daher auch durch -= - sich teilen lassen.l — o ?

Satz. Setzt man
3.

so wird

a a2 a3 a*
X — X + X — X ~\- X — •

durch r= - teilbar sein, wenn man das oberei — —• x
Zeichen nimmt, sooft p von der Form 4Ä + 1, das untere , so-
oft p von der Form 4#-h3 ist.

Beweis. Es ist leicht ersichtlich, dass von den folgenden p — l
Functionen

-t- x\ —x2 -h x*+l — X***1 -\ h /*~2+1

a
r" *v

die erste gleich 0, jede der übrigen aber durch l — xp teilbar wird.
Daher ist durch l — xp auch die Summe aller teilbar, welche ist:

-1)
- f (*

Es ist somit dieser Ausdruck Ö auch teilbar durch
l — xp

^ --x "~~ x

= 0.

Nun ist unter den

Exponenten 2, a+1, a8 -M, a 3 +l , ..., ap~~2-i- 1 nur ein einziger,
nämlich a^~~^H- l, teilbar durch p, so dass nach dem vorigen Artikel die
folgenden einzelnen Teile des Ausdrucks Ö

mit Ausnahme des einen Gliedes />(a;aiCp~1)+1) durch l^JL teilbar sind.
l — X

l—xp

Man kann daher jene Teile weglassen, so dass durch -^ - auch die
l -•"' X

Function

teilbar bleibt, wo das obere oder untere Zeichen gelten wird, je nachdem p
von der Form 4& + l oder von der Form 4& -4- 3 ist. Und da überdies

" * +1)— # durch -= — — teilbar ist, so wird auch &=fp durch
"••"'

l-xp
l — X

teilbar sein. W. z. b. w.

Damit das doppelte Vorzeichen keine Zweideutigkeit herbeiführen könne,
werden wir mit e die Zahl -}- l oder — l bezeichnen, je nachdem p von

der Form 4& + 1 oder 4# + 3 ist. Es wird daher
~~ "

.l — xp

ganze Function von x sein, die wir durch Z bezeichnen wollen.

eine

Es sei g eine positive ungerade Zahl und somit {(q — 1) eine ganze
Zahl. Dann wird also (ga)**8"^— (ep)*0""1) durch \* — *p und somit auch

l — -xp

durch -z - teilbar sein. Setzen wir

und ?~l -
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so wird Y eine ganze Function von x und 8= +1, wenn eine der Zahlen
j9, q oder auch jede von ihnen von der Form 4ß 4- l ist, dagegen ist
5 = — l, sobald beide Zahlen p, q von der Form 4&-f-3 sind.

5.
Nehmen wir nun an, dass q ebenfalls eine (von p verschiedene) Prim-

zahl sei, so wird offenbar nach dem in den „Arithmetischen Untersuchungen"
Artikel 5l (vgl. oben S. 34) bewiesenen Satze

durch q teilbar oder von der Form qX werden, so dass X auch in Bezug
auf die numerischen Coefficienten eine ganze Function von x ist (was man sich
auch bei den übrigen hier vorkommenden ganzen Functionen Z, Y, W hin-
zuzudenken hat). Bezeichnen wir für den Modul p und die primitive Wurzel
a den Index der Zahl q mit JA, d. h. ist q^ct? (mod.j?), so werden die
Zahlen q,
„v- „ i U.+2

ga2, #a3 qap~2 nach dem Modul p respective den Zahlen
l, a, a2 a1""""1 congruent und daher

/Vli /V»

<?oc3 an+3
X X

«P -2v,

durch l — xp teilbar sein. Nimmt man diese Grossen abwechselnd positiv
und negativ und summiert sie dann, so ist klar, dass die Function

durch l—xp teilbar ist, und zwar gilt dabei das 'obere oder untere Zeichen,
je nachdem JA gerade oder ungerade, d. h. je nachdem q quadratischer Best
oder Nichtrest von p ist. Wir setzen daher:

indem wir 7 = + ! oder = — 1 annehmen, je nachdem q quadratischer
Best oder Nichtrest von p ist, und hierbei ist offenbar "FF eine ganze Function.
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6.

Nach diesen Vorbereitungen leiten wir aus der Combination der vorher-
gehenden Gleichungen die folgende Gleichung her:

- - - l-xp

- -r) + P*^- T) -t- YV - 176(1 - o?)).l—x

Wir nehmen an, dass aus der Division der Function %X durch

der Quotient U und der Best T sich ergebe, oder dass man hat:

so dass £/, I7 ganze Functionen auch in Bezug auf die numerischen Coeffi-
cienten sind und zwar T sicher von niedrigerem Grade als der Divisor.
Dann wird also:

qT~ )- T)

und diese Gleichung kann offenbar nur dann bestehen, wenn sowohl die
linke Seite wie die rechte Seite für sich verschwinden. Es ist somit
ep(8_P^~~^ — T) durch q teilbar, ebenso auch Üp*(q~^ — 7, und somit ist
auch wegen 52=1 die Zahl p^q~1^ — 78 durch q teilbar.

Wenn wir nun durch ß die positiv oder negativ genommene Einheit
bezeichnen, je nachdem p quadratischer Best oder Nichtrest der Zahl q ist,
so wird p*(q~V — p durch q teilbar sein und daher auch ß — 78; dies kann
aber nur geschehen, wenn ß = 7$ ist. Hieraus folgt aber unmit telbar
das Fundamen ta l t heo rem. Nämlich

I. Sooft entweder jede der beiden Zahlen jp, q oder nur eine von
ihnen von der Form 4& + l und daher 8 = -+• l ist, so wird ß = 7 und
somit ist entweder gleichzeitig q quadratischer Best von^> und JP quadratischer
Best von g, oder gleichzeitig q Nichtrest von p und p Nichtrest von q,

II. Sooft beide Zahlen p, q von der Form 4& -h 3 sind und daher
§ = — l ist, wird ß = — 7 und somit entweder gleichzeitig q quadratischer
Best von p und p Nichtrest von g, oder gleichzeitig q Nichtrest von p und
p Best von q. W. z. b. w.

Neuer Algorithmus, um zu entscheiden, ob eine gegebene
positive ganze Zahl quadratischer Rest oder Nichtrest

einer gegebenen positiven Primzahl ist.
l.

Bevor wir die neue Auflösung dieser Aufgabe darlegen, wollen wir die
in den „Arithmetischen Untersuchungen" mitgeteilte Auflösung hier kurz
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wiederholen, da sich dieselbe ziemlich einfach mit Hülfe des Fundamental-
theorems und der folgenden bekannten Sätze durchführen lässt.

I Die Eelation der Zahl a zur Zahl b (soweit jene quadratischer Eest
oder Nichtrest dieser ist) ist dieselbe wie die Eelation der Zahl c zu &,
wenn a~c (mod. &) ist.

II. Ist a das Product aus den Factoren a, ß, 7, 8, ... und b eine
Primzahl, so hängt die Eelation von a zu b derart von der Eelation dieser
Factoren zu b ab, dass a quadratischer Eest oder Nichtrest von b wird, je
nachdem sich unter jenen Factoren eine gerade oder ungerade Anzahl von
solchen findet, welche Nichtreste von b sind. Sooft also irgend ein Factor
ein Quadrat ist, hat man auf ihn bei dieser Untersuchung überhaupt nicht
Eücksicht zu nehmen; wenn aber irgend ein Factor die Potenz einer ganzen
Zahl mit ungeradem Exponenten ist, so kann diese ganze Zahl selbst seine
Stelle vertreten.

III. Die Zahl 2 ist quadratischer Eest jeder Primzahl von der Form
8m 4-1 oder 8?wH-7, Nichtrest dagegen jeder Primzahl von der Form
8m + 3 oder 8m 4- 5.

Wenn daher eine Zahl a gegeben ist, deren Eelation zu einer Primzahl
b gesucht wird, so setze man für die Zahl a, falls sie grösser als b ist, vor
Allem ihren kleinsten positiven Eest nach dem Modul &, und, wenn dieser
Eest in seine Primfactoren zerlegt ist, so ist die Aufgabe nach Satz II auf
die Ermittlung der Eelation dieser einzelnen Factoren zu b zurückgeführt.
Die Eelation des Factors 2 (wenn derselbe nämlich einmal oder dreimal
oder fünfmal u. s. w. auftritt) ist nach Satz III bekannt; die Eelation der
übrigen aber hängt nach dem Fundamentaltheorem von der Eelation von b
zu den einzelnen ab. Auf diese Weise sind also an Stelle der einen Eelation
der gegebenen Zahl zu der Primzahl b nunmehr einige Eelationen der Zahl
b zu ändern ungeraden Primzahlen, welche kleiner als b sind, zu ermitteln
und diese Aufgaben werden in derselben Weise auf kleinere Moduln zurück-
geführt, und zwar werden offenbar diese aufeinanderfolgenden Eeductionen
einmal ein Ende nehmen.

2.
Um diese Auflösung durch ein Beispiel zu er läutern, sei die

Eelation der Zahl 103 zu 379 zu suchen. Da 103 bereits kleiner als
379 und selbst eine Primzahl ist, so ist sofort das Fundamentaltheorem
anzuwenden, welches lehrt, dass die gesuchte Eelation der Eelation der
Zahl 379 zu 103 entgegengesetzt ist. Letztere wiederum ist gleich der
Eelation der Zahl 70 zu 103, und diese hängt ab von den Eelationen der
Zahlen 2, 5, 7 zu 103. Die erste dieser Eelationen ist nach Satz III bekannt.
Die zweite hängt nach dem Fundamentaltheorem von der Eelation der Zahl
103 zu 5 ab, welcher nach Satz I die Eelation der Zahl 3 zu 5 gleich ist;
diese wiederum hängt nach dem Fundamentaltheorem von der Eelation der
Zahl 5 zu 3 ab, welcher nach Satz I die nach Satz III bekannte Eelation
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der Zahl 2 zu 3 gleich ist. Ebenso hängt die Eelation der Zahl 7 zu 103
nach dem Fundamental theorem von der Eelation der Zahl 103 zu 7 ab,
welche nach Satz I der Eelation der Zahl 5 zu 7 gleich ist; diese wiederum
hängt nach dem Fundamentaltheorem von der Eelation der Zahl 7 zu 5 ab,
welcher nach Satz I die EeJation der Zahl 2 zu 5 gleich ist, und letztere
ist nach Satz III bekannt. Wenn wir nun diese Analyse synthetisch
darstellen wollen, so bezieht sich die Entscheidung der Frage auf vierzehn
Momente, die wir hier vollständig hersetzen, damit die grössere Kürze der
neuen Lösung um so deutlicher zu Tage trete.

1. Die Zahl 2 ist quadratischer Eest der Zahl 103 (Satz III).
2. Die Zahl 2 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 3 (Satz III).
3. Die Zahl 5 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 3 (Nach Satz I und 2).
4. Die Zahl 3 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 5 (Fundamental-

theorem und 3).
5. Die Zahl 103 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 5 (I und 4).
6. Die Zahl 5 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 103 (Fundamental-

theorem und 5).
7. Die Zahl 2 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 5 (Satz III).
8. Die Zahl 7 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 5 (I und 7).
9. Die Zahl 5 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 7 (Fundamental-

theorenl und 8).
10. Die Zahl 103 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 7 (I und 9).
11. Die Zahl 7 ist quadratischer Eest der Zahl 103 (Fundamcntaltheorem

und 10).
12. Die Zahl 70 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 103 (II, 1.6.11).
13. Die Zahl 379 ist quadratischer Nichtrest der Zahl 103 (I und 12).
14. Die Zahl 103 ist quadratischer Eest der Zahl 103.
Im Folgenden werden wir uns der Kürze wegen des in den Comment.

Gotüng. Vol. XVI (vgl. oben S. 459) eingeführten Zeichens bedienen. Wir
werden nämlich mit [x] die Grosse x selbst bezeichnen, sooft x eine ganze
Zahl ist, dagegen die zunächst unterhalb x gelegene ganze Zahl, sooft x
eine gebrochene Grosse ist, so dass x — [#] stets eine nicht negative unter-
halb l gelegene Grosse ist.

3.
Aufgabe. Beze ichnen a, b posi t ive zu e inander prime ganze

Zahlen und setzt man [|a] = a', so soll man das Aggregat

finden.
Auflösung. Wir bezeichnen ein derartiges Aggregat der Kürze wegen

mit 9 (a, Z>), so dass auch wird:
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wenn wir [^6] = 6' setzen. Im dritten Beweise des Fundamentaltheorems
ist gezeigt worden, dass für den Fall, wo a und b ungerade Zahlen sind,

9(M) + ?(M) = a'&'
wird, und, indem man dasselbe Verfahren einschlägt, lässt sich die Eichtig-
keit dieses Satzes auch leicht für den Fall nachweisen, dass die eine der
beiden Zahlen a, 6 ungerade ist, wie wir an jener Stelle bereits erwähnt
haben. Man dividiere nach Analogie des Verfahrens, nach welchem man
den grössten gemeinschaftlichen Teiler zweier ganzen Zahlen sucht, die
Zahl a durch 6, und es sei ß der Quotient und c der Best; darauf dividiere
man 6 durch c u. s. w., so dass man die Gleichungen erhält:

a = ß& 4- c
b = 70 -t- d
c =

Auf diese Weise werden wir in der Reihe der beständig abnehmenden
Zahlen 6, c, d, e, /* , . . . endlich zur Einheit gelangen, da die Zahlen a und
& nach Voraussetzung prim zu einander sind, so dass die letzte Gleichung
wird:

Da man nun offenbar

P?]-[«+£]-*+[f
U. S. W.

hat, so ist:

und daher:
9 (a, b) = a'V— $$ (6'2 H- b') — 9 (6, c).

Aus ähnlichen Gründen wird, wenn wir [̂ c] = c', [^d] = cT, [£e] = e'..
setzen:

9 (c, d) = c'd'— ^8 (d'2-\- d') — 9 (d, e)
^ e) = d'e'— ̂  (e'2-i- e') — 9 (e, /")

9 (Ä, Q = f ?- iX (P + 0 - 9 (/, 1).

Hieraus erhalten wir, da offenbar 9 (/, 1) = 0 ist, die Formel:

9 (a, 6) = a'&'— 6V 4- c^r— dV + • • • ± ^^
^+O - |S(^/2 + d') + leCe'» + O =F W2 + 0-

4.
Es folgt nun leicht aus dem, was in dem dritten Beweise auseinander-

gesetzt wurde, dass die Eelation der Zahl b zu a, sooft a eine Primzahl ist,
ohne Weiteres aus dem Wert des Aggregates 9 (a, 26) erkannt wird. Je
nachdem nämlich dieses Aggregat eine gerade oder ungerade Zahl ist, ist
b quadratischer Eest oder Nichtrest von a. Zu demselben Zwecke aber kann
man auch das Aggregat 9 (a, 6) selbst anwenden, jedoch unter der Beschrän-
kung, dass man den Fall, wo b ungerade ist, von demjenigen, wo 6 gerade
ist, unterscheidet. Nämlich

I. Sooft b ungerade ist, ist b quadratischer Kest oder Nichtrest von
a, je nachdem 9 (a, 6) gerade oder ungerade ist.

II. Sooft 6 gerade ist, so gilt dieselbe Kegel, wenn überdies a entweder
von der Form %n -h l oder von der Form 8n -h 7 ist; wenn dagegen für
einen geraden Wert von b der Modul a entweder von der Form 8^ + 3 oder
von der Form 8w + 5 ist, so ist die entgegengesetzte Eegel anzuwenden,
d. h. es ist b quadratischer Eest von a, wenn 9 (a, 6) ungerade, dagegen
Nichtrest, wenn 9 (a, &) gerade ist.

Dies Alles ergiebt sich leicht aus Artikel 4 des dritten Beweises.

5.
Beispiel. Wenn die Eelation der Zahl 103 zur Primzahl 379 gesucht

wird, so hat man zur Ermittlung des Aggregats 9(379,103):

a = 379
&= 103
c= 70
d === oo
e = 4

«'=189
&'= 51
c' = 35
d'= 16
e' = 2

demnach:

9(379,103) = 9639 — 1785 4- 560 - 32 — 3978 + 630 — 272 + 24 = 4786,

so dass also 103 quadratischer Eest der Zahl 379 ist. Will man zu dem-
selben Zwecke lieber das Aggregat 9(379, 206) anwenden, so hat man:

379
206
173
33
8

189
103
86
16
4

1
1
5
4,

und hieraus erhält man:

9(379,206) = 19467 — 8858 + 1376 — 64—5356 + 3741— <

somit ist 103 quadratischer Eest von 379.

.40-=9666;
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6.

Da es zur Bestimmung der Eelation der Zahl b zu a nicht nötig ist,
die einzelnen Teile des Aggregats <p(a, 6) zu berechnen, sondern es ausreicht
zu wissen, wie viele unter ihnen ungerade sind, so lässt sich unsere Eegel
auch so darstellen:

Es sei wie oben a = ß& + c, l = ?c + d, c = üd + e, ..., bis man in
der Eeihe der Zahlen a, 6, c, d, e, ... zur Einheit kommt. Man setze
[Ja] = a', [i&] = &', [i<G = c', ..., und es sei p, die Anzahl derjenigen
ungeraden Zahlen in der Keihe a', &', c',...., auf welche unmittelbar eine
ungerade Zahl folgt; ferner sei v die Anzahl derjenigen ungeraden Zahlen
in der Eeihe ß, 7, $,..., welchen in der Eeihe &', c', d', ... respective eine
Zahl von der Form 4w -t- l oder von der Form 4n + 2 entspricht. Alsdann
wird l quadratischer Eest oder Nichtrest von a sein, je nachdem p. + v gerade
oder ungerade ist, den einzigen Fall ausgenommen, in welchem gleichzeitig
l gerade und a entweder von der Form Sn 4- 3 oder 8^ + 5 ist, wo dann
die entgegengesetzte Eegel gilt.

In unserm Beispiel bietet die Eeihe a', &', c', d', ... zwei Aufeinander-
folgen von ungeraden Zahlen dar, so dass JA = 2 ist; in der Eeihe ß, 7, 8, e
kommen zwar zwei ungerade Zahlen vor, aber ihnen entsprechen in der
Eeihe &', c', d', e' Zahlen von der Form 4n -h 3, so dass also v = 0 ist. Es
wird daher jx 4- v gerade, und daher ist 103 quadratischer Eest der Zahl 379.

Theorie der biquadratischen Reste.
Erste Abhandlung.

(Commentationes soc. reg. sc. Gotting.recentiores. Vol. VI. Gottingael828.)

1.
Die Theorie der quadratischen Eeste lässt sich auf wenige den herr-

lichsten Kleinodien der höheren Arithmetik zuzuzählende Fundamentalsätze
zurückführen, die, wie man weiss, zunächst auf inductivem Wege leicht
entdeckt und darauf auf mannigfaltige Weise so bewiesen worden sind, dass
nichts mehr zu wünschen übrigbleibt.

Bei weitem schwieriger aber ist die Theorie der kubischen und biqua-
dratischen Eeste. Als wir diese vom Jahre 1805 an zu durchforschen an-
fingen, ergaben sich zwar ausser den allerersten von selbst sich darbietenden
Elementen einige specielle Sätze, welche sowohl ihrer Einfachheit wegen als
auch wegen der Schwierigkeit der Beweise höchst hervorragend sind, jedoch
kamen wir bald zu der Erkenntnis, dass die bisher gebräuchlichen Prinzi-
pien der Arithmetik zur Begründung einer allgemeinen Theorie keineswegs
ausreichen, dass vielmehr diese mit Notwendigkeit erforderte, das Gebiet
der höhe ren Ar i t hme t ik gewissermassen unendl ichvie lmal zu
vergrössern ; wie dieses zu verstehen sei, wird im Verlaufe dieser Unter-
suchungen auf das Deutlichste zu Tage treten. Sobald wir einmal dieses
neue Feld beschritten, eröffnete sich sogleich ein Zugang zur Kenntnis
der einfachsten, die ganze Theorie erschöpfenden Sätze auf inductivem
Wege; dagegen lagen die Beweise derselben so tief versteckt, dass sie erst
nach vielen vergeblichen Versuchen endlich ans Licht gezogen werden konnten.

Indem wir jetzt zur Veröffentlichung dieser Studien schreiten, beginnen
wir mit der Theorie der biquadratischen Eeste, und zwar werden wir in
dieser ersten Abhand lung diejenigen Untersuchungen darlegen,
welche sich noch ohne eine solche Erwei te rung des Feldes der
Ari thmet ik vol ls tändig erledigen lassen, die aber zu jener gewisser-
massen den Weg bahnen und zugleich für die Theorie der Kreisteilung einige
neue Erweiterungen liefern.
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2.
Den Begr i f f des biquadratischen Bestes haben wir im Artikel 115

der „Arithmetischen Untersuchungen" (vgl. oben S. 79) eingeführt: Es wird
nämlich eine ganze, positive oder negative Zahl a biquadratischer Rest der
ganzen Zahl p genannt, wenn a nach dem Modul p einem Biquadrate con-
gruent werden kann, und ebenso biquadratischer Nichtrest, wenn eine solche
Congruenz nicht besteht. In allen fo lgenden Untersuchungen , wo
nicht ausdrücklich das Gegenteil hervorgehoben wird, werden wir an-
nehmen , dass der Modul p e ine (ungerade positive) Primzahl und a
durch p n ich t tei lbar sei, da alle übrigen Fälle auf diesen sehr leicht
zurückgeführt werden können.

3.
Oifenbar wird jeder biquadratische Rest der Zahl p auch quadratischer

Rest und somit jeder quadratische Nichtrest auch biquadratischer Nichtrest
derselben sein. Diesen Satz kann man auch umkehren, so oft p eine Prim-
zahl von der Form 4^ -f- 3 ist. Denn wenn in diesem Falle a quadratischer
Rest von p ist, so setze man a = b2 (mod.^?), wo l entweder quadratischer
Rest oder Nichtrest von p sein wird. Im ersteren Falle setzen wir & = c2,
so dass a = c4 ist, d. h. es wird a biquadratischer Rest von p sein; im
letzteren Falle wird — /b quadratischer Rest von p werden (da — l Nicht-
rest jeder Primzahl von der Form 4^ + 3 ist), und wenn man —5^c 2

setzt, so wird wie vorher a = c4 und a biquadratischer Rest von p sein.
Zugleich sieht man leicht, dass es andere Lösungen der Congruenz #4 — a
(mod. p) ausser den beiden x = c und # = — c in diesem Falle nicht giebt.

Da diese auf der Hand liegenden Sätze die ganze Theorie der biqua-
dratischen Reste für P r i m z a h l m o d u l n von der Form 4w-f-3 erschöpfen,
so werden wir solche Moduln von u n s e r e r U n t e r s u c h u n g g ä n z l i c h
ausschl iessen oder diese auf Primzahlmoduln von der Form 4n + l be-
schränken.

4.
Ist also p eine P r imzah l von der Form 4w -f- l, so darf man den

Satz des vorigen Artikels nicht umkehren; denn es können quadratische
Reste existieren, welche nicht zugleich biquadratische Reste sind, und zwar
ist dies der Fall, sooft ein quadratischer Rest dem Quadrate eines quadra-
tischen Nichtrestes congruent ist. Denn setzt man a^&2, wo b quadra-
tischer Nichtrest von p ist, so würde, wenn die Congruenz x*=a durch
einen Wert x = c befriedigt werden könnte, c4 = &2 oder das Product
(c 2 —&)(c 2 4-&) durch p teilbar sein, wonach j> entweder in dem Factor
c2— & oder in dein ändern c 2 - f -& aufgehen müsste, d. h. es würde ent-
weder -h & oder —& quadratischer Rest von p sein und somit müssten beide
(da — l quadratischer Rest ist) quadratische Reste von p sein, was im
Widerspruch steht mit unserer Voraussetzung.
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Es würden somit sämtliche durch p nicht teilbare ganze Zahlen in drei
Klassen verteilt werden können, von denen die erste die biquadratischen
Reste, die zweite diejenigen biquadratischen Nichtreste, welche zugleich
quadratische Reste sind, die dritte die quadratischen Nichtreste enthielte.
Offenbar genügt es, einer solchen Einteilung in Klassen nur die Zahlen
l, 2, 3, . . ., p — l zu unterwerfen, von denen die eine Hälfte zur dritten
Klasse gehören, die andere Hälfte aber sich auf die erste und zweite Klasse
verteilen würde.

5.
Indessen ist es besser , vier Klassen fes tzuse tzen , deren

Natur in Folgendem besteht:
Es sei A der Complex aller zwischen l und p — l (einschliesslich)

gelegenen biquadratischen Reste und e ein nach Belieben gewählter
quadratischer Nichtrest von p. Es sei ferner B der Complex aller kleinsten
positiven aus den Producten eA nach dem Modul p sich ergebenden Reste
und ebenso (7, D respective der Complex der kleinsten positiven aus den
Producten e2JL, e*A nach dem Modul p entstehenden Reste. Dann sieht
man leicht, dass die einzelnen Zahlen B unter einander verschieden sind,
ebenso die einzelnen Zahlen C sowie die einzelnen Zahlen D, dass aber
die Null unter allen diesen Zahlen nicht vorkommen kann. Ferner ist
klar, dass alle in A und C enthaltenen Zahlen quadratische Reste von p,
alle in B und D enthaltenen aber quadratische Nichtreste von p sind, so
dass sicher die Complexe A, C keine Zahl mit dem Complex B oder D
gemeinschaftlich haben können. Es kann aber auch weder A mit C noch
B mit D irgend eine Zahl gemeinschaftlich haben. Denn nehmen wir an,

I. dass irgend eine Zahl aus A z. "B. a auch in C vorkomme, wo sie
aus dem ihr congruenten Producte eV, in welchem a' eine Zahl aus dem
Complexe A ist, hervorgegangen sein möge, setzen wir ferner a=a4,
a'^a'4 und nehmen wir eine ganze Zahl 8 so an, dass öa'^1 wird, so
ist eV4 — a4 und daher, wenn man mit 84 multipliciert:

d. h. e2 ist biquadratischer Rest und daher e quadratischer Rest, was der
Voraussetzung widerspricht.

II. Nimmt man ebenso an, dass irgend eine Zahl den Complexen B, D
gemeinschaftlich und aus den Producten ea, e*a' hervorgegangen sei, wo
a, a' Zahlen aus dem Complexe A sind, so würde aus der Congruenz
ea^eW folgen: a=eV, und somit würde man eine Zahl haben, welche,
aus dem Producte eV entstanden, zu C und zugleich zu A gehören
würde, was, wie wir soeben bewiesen haben, unmöglich ist.

Ferner beweist man leicht, dass alle zwischen l und # — - 1 incl.
liegenden quadratischen Reste von p notwendig entweder in A oder in C
und alle quadratischen Nichtreste von p zwischen jenen Grenzen notwendig
entweder in B oder in D vorkommen müssen. Denn
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I. Jeder derartige quadratische Rest, welcher zugleich biquadratischer
Rest von p ist, findet sich nach Voraussetzung in A.

II. Der quadratische Rest h (welcher kleiner als p ist), welcher zugleich
biquadratischer Nichtrest ist, werde ^g2 gesetzt, wo g quadratischer Nicht-
rest sein wird. Man nehme eine ganze Zahl 7 derart an, dass ey=g wird,
so wird 7 quadratischer Rest von p sein, den wir =&2 setzen wollen.
Dann ist:

Da nun der kleinste Rest von &4 in A vorkommt, so muss Ä, welches ja
aus dem Producte jener Zahl und e2 entsteht, notwendig in C enthalten sein.

III. Bezeichnet h einen zwischen den Grenzen l und p — l liegenden
quadratischen Nichtrest von p, und ermittelt man zwischen denselben Grenzen
eine ganze Zahl g derart, dass man eg = h hat, so wird g quadratischer Rest
und somit entweder in A oder in C enthalten sein; in dem ersteren Falle
findet sich offenbar h unter den Zahlen J5, im letzteren aber unter den
Zahlen D.

Aus allem diesen folgt, dass sämtliche Zahlen l, 2, 3,..., p — l
sich auf die vier Reihen A, JB, 0, "D so verteilen, dass jede von
ihnen in einer einzigen von diesen vorkommt , so dass jede
einzelne Reihe %(p — 1) Zahlen enthal ten muss. Bei dieser Klassifi-
kation enthalten die Klassen A und C die in ihnen vorkommenden Zahlen
wesentlich, während die Unterscheidung der Klassen B und D insofern
willkürlich ist, als sie von der Wahl der Zahl e, welche selbst immer zur
Klasse B zu rechnen ist, abhängt; es werden somit, wenn man an ihrer
Stelle eine andere Zahl aus der Klasse D wählt, die Klassen B und D mit
einander vertauscht.

6.
Da — l quadratischer Rest von p ist, so setze man — l ~f2 (mod.p),

so dass die vier Wurzeln der Congruenz #4 = l sein werden : l, fi — l, — f.
Wenn daher a biquadratischer Rest von p ist, etwa a = a4, so werden die
vier Wurzeln der Congruenz #4 = a sein : a, /a, — a, — /a, und man sieht
leicht, dass diese unter einander incongruent sind. Hieraus geht hervor,
dass, wenn man die kleinsten positiven Reste der Biquadrate l, 16, 81,
256, . . . , (p — l)4 sammelt, je vier immer gleich sein werden, so dass man
i(jP — 1) verschiedene biquadratische Reste hat, welche den Complcx A
bilden. Sammelt man die kleinsten Reste der Biquadrate nur bis zu
(%p — i)4, so wird jeder einzelne nur zweimal vorhanden sein.

7.
Das Product zweier biquadratischen Reste ist offenbar ein biquadratischer

Rest, oder aus der Multiplikation zweier Zahlen der Klasse A entsteht immer
ein Product, dessen kleinster positiver Rest zu derselben Klasse gehört.
Ebenso werden die Producte aus einer Zahl aus B und einer Zahl aus D
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oder aus einer Zahl aus C und einer Zahl aus 0 ihre kleinsten positiven
Eeste in A haben.

Zur Klasse B aber gehören die Reste der Producte A*B und 0«D,
zur Klasse C die Reste der Producte A• (7, B* B und D• Z), endlich zur
Klasse D die Reste der Producte A • D und E • C.

Die Beweise sind so klar, dass es genügt, einen anzuführen. Es seien
z. B. c und d Zahlen aus C und D, und es sei c = e2a, d = eV, wo a, a'
Zahlen aus A bezeichnen. Dann ist etaa' biquadratischer Rest, d. h. der
kleinste Rest dieser Zahl gehört zu J.; mithin wird, da das Product cd~e'e*aa'
ist, der kleinste Rest desselben in B enthalten sein.

Zu gleicher Zeit kann man leicht entscheiden, zu welcher Klasse
ein Product aus mehreren Factoren zu rechnen sei. Legt man
nämlich der Klasse J., #, C, D respective den Character 0, l, 2, 3 bei,
so wird der Character des Products entweder dem Aggregate der Charactere
der einzelnen Factoren oder dem kleinsten Reste desselben nach dem Mo-
dul 4 gleich sein.

8.
Es erschien der Mühe wert, diese elementaren Sätze ohne Zuhülfenahme

der Theorie der Potenzreste zu entwickeln; benützt man aber diese, so kann
man alles noch viel leichter beweisen.

Es sei g eine primitive Wurzel für den Modul #, d. h. eine Zahl von
solcher Beschaffenheit, dass in der Reihe der Potenzen #, #2, g*,... keine
der Potenz gp~~l vorhergehende der Einheit nach dem Modul p congruent
wird. Dann werden die kleinsten positiven Reste der Zahlen l, g, g2, g\ ...,
gp~~2, von der Reihenfolge abgesehen, mit den Zahlen l, 2, 3, ..., p — l
übereinstimmen und sich in folgender Weise in vier Klassen verteilen: Es
werden gehören:

zu die kleinsten Reste der Zahlen

A
B
C
D

Hieraus ergeben sich sämtliche vorhergehenden Sätze ohne Weiteres.
Übrigens kann man ebenso, wie wir hier die Zahlen l, 2, 3, ..., p— l

in vier Klassen geteilt haben, deren Complexe wir mit A, B, (7, D be-
zeichnen, jede beliebige durch p nicht teilbare ganze Zahl je nach ihrem
kleinsten Reste nach dem Modul p irgend einer von diesen Klassen zuzählen.

9.
Bezeichnen wir mit f den kleinsten Rest der Potenz gÜ*~*) nach dem

Modul p, so wird offenbar, da />2 = #*(p~1)^—l wird (Arithm. Unters.
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Artikel 62, vgl. oben S. 42), der Buchstabe f hier dieselbe Bedeutung haben,
wie im Artikel 6. Die Potenz g^p"l\ in welcher X eine ganze positive
Zahl bezeichnet, wird also nach dem Modul p der Zahl l, /*, — l , — f
congruent sein, je nachdem X respective von der Form 4m, 4w -f-1, 4w + 2,
4m + 3 ist, oder je nachdem der kleinste Best von #x in A, B, 0, D
respective vorkommt. Hieraus erhalten wir ein sehr einfaches Kriterium,
um zu entscheiden, zu welcher Klasse eine gegebene durch p nicht teilbare
Zahl h zu rechnen sei; es wird nämlich h zu J., J?, C oder D gehören, je
nachdem die Potenz jfip~^ nach dem Modul p der Zahl l, /*, — l , — f
congruent wird.

Als Corollar folgt hieraus, dass — l stets zur Klasse A gehört, so-
oft p von der Form Sn-+-1, dagegen zur Klasse (7, sooft p von der
Form 8^4-3 ist. Ein von der Theorie der Potenzreste unabhängiger
Beweis dieses Satzes lässt sich leicht nach dem, was wir im Artikel 115, III
der „Arithmetischen Untersuchungen" (vgl. oben S. 79) dargelegt haben,
führen.

10.
Da sämtliche primitiven Wurzeln für den Modul p sich ergeben aus

den Resten der Potenzen #x, wenn man für X sämtliche zu p—l prime
Zahlen nimmt, so sieht man leicht, dass jene unter die Complexe B und
D gleichmässig verteilt sein werden, wenn die Basis g stets in B enthalten
ist. Wenn wir nun an Stelle der Zahl g eine andere primitive Wurzel aus
dem Complexe B nehmen, so wird die Klassifikation dieselbe bleiben; wenn
aber eine primitive Wurzel aus dem Complexe D als Basis genommen wird,
so werden sich die Klassen B und D gegenseitig vertauschen.

Wenn die Klassene in te i lung nach dem im vorigen Art ikel
angegebenen Kr i te r ium vo rgenommen wird, so wird die Unter-
sche idung zwischen den Klassen B und D davon abhängen ,
welche Wurzel der Congruenz x2—— l (mod.#) wir als characte-
ristische Zahl /"annehmen.

11.
Damit wir die subtileren Untersuchungen, zu denen wir uns jetzt

wenden, um so leichter durch Beispiele erläutern können, lassen wir hier
eine Construction der Klassen für alle Moduln unter 100 folgen. Für jeden
einzelnen haben wir die kleinste primitive Wurzel gewählt.

# = 5
0 = 2, f=2

A
B
C
D

D

G
D

A
B
C
D

B
C
D

l

B
C
D

A
B
C
D

p =13
<,= 2, /*=
1, 3, 9
2, 5, 6
4, 10, 12
7, 8, 11

<7 = 3, /*=13
1, 4, 13, 16
3, 5, 12, 14
2, 8, 9, 15
6, 7, 10, 11

# = 29

1, 7, 16, 20, 23, 24, 25
2, 3, 11, 14, 17, 19, 21
4, 5, 6, 9, 13, 22, 28
8, 10, 12, 15, 18, 26, 27

# = 37

1, 7, 9, 10, 12, 16, 26, 33, 34
2, 14, 15, 18, 20, 24, 29, 31, 32
3, 4, 11, 21, 25, 27, 28, 30, 36
5, 6, 8, 13, 17, 19, 22, 23, 35

# = 41
g = 6, /•= 32
1, 4, 10, 16, 18, 23, 25, 31, 37, 40
6, 14, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 27, 35
2, 5, 8, 9, 20, 21, 32, 33, 36, 39
3, 7, 11, 12, 13, 28, 29, 30, 34, 38

# = 53

1, 10, 13, 15, 16, 24, 28, 36, 42, 44, 46, 47, 49
2, 3, 19, 20, 26, 30, 31, 32, 35, 39, 41, 45, 48
4, 6, 7, 9, 11, 17, 25, 29, 37, 38, 40, 43, 52
5, 8, 12, 14, 18, 21, 22, 23, 27, 33, 34, 50, 51
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A l, 9, 12, 13, 15, 16, 20, 22, 25, 34, 42, 47, 56, 57, 58
B 2, 7, 18, 23, 24, 26, 30, 32, 33, 40, 44, 50, 51, 53, 55
C 3, 4, 5, 14, 19, 27, 36, 39, 41, 45, 46, 48, 49, 52, 60
D 6, 8, 10, 11, 17, 21, 28, 29, 31, 35, 37, 38, 43, 54, 59

p = 13
0=^5, f=27

A l, 2, 4, 8, 9, 16, 18, 32, 36, 37, 41, 55, 57, 64, 65, 69, 71, 72
B 5, 7, 10, 14, 17, 20, 28, 33, 34, 39, 40, 45, 53, 56, 59, 63, 66, 68
C 3, 6, 12, 19, 23, 24, 25, 27, 35, 38, 46, 48, 49, 50, 54, 61, 67, 70
D 11, 13, 15, 21, 22, 26, 29, 30, 31, 42, 43, 44, 47, 51, 52, 58, 60, 62

# = 89
0 = 3, f=34

A l, 2, 4, 8, 11,16, 22, 25, 32, 39,44,45,50,57, 64, 67,73,78, 81, 85, 87, 88
B 3, 6, 7, 12, 14, 23, 24, 28,33,41,43,46,48, 56, 61,65,66,75,77, 82,83,86
C 5, 9, 10, 17, 18, 20, 21,34,36,40,42,47,49,53, 55, 68, 69,71, 72, 79, 80,84
D 13,15, 19, 26, 27, 29,30,31,35,37,38,51,52,54,58,59,60,62,63,70,74,76

#=97
0=5, /*=22

A l, 4, 6, 9,16,22,24,33,35,36,43,47,50,54,61,62,64,73,75,81,88,91,93,96
B 5,13,14,17,19, 20, 21, 23, 29, 30,41,45,52, 56, 67, 68,74, 76, 77, 78, 80, 83, 84, 92
C 2, 3, 8,11,12,18,25,27,31,32,44,48,49,53,65,66,70,72,79,85,86,89,94,95
D 7,10,15, 26, 28,34,37,38,39,40,42,46, 51, 55, 57,58,59, 60, 63, 69,71, 82,87,90.

12.
Da die Zahl 2 quadratischer Best aller Primzahlen von der Form 8^+1,

dagegen quadratischer Nichtrest aller Primzahlen von der Form 8w + 5 ist,
so wird für Primzahlmoduln von der ersteren Form 2 in der Klasse A oder
C, für Primzahlmoduln von der letzteren Form aber in der Klasse B oder
D vorkommen. Da der Unterschied zwischen den Klassen B und D kein
wesentlicher ist, da er nur von der Wahl der Zahl f abhängt, so lassen
wir die Moduln von der Form Sn 4- 5 für den Augenblick bei Seite. Unter-
werfen wir aber die Moduln von der Form Sn -h l einer inductiven Unter-
suchung, so finden wir, dass 2 zu A gehört für .p = 73, 89, 113, 233, 257, 281,
337, 353,..., dass dagegen 2 zu C gehört für p = 17, 41, 97, 137, 193,
241, 313, 401, 409, 433, 449, 457,...

Da ferner für einen Primzahlmodul von der Form Sn -f- l die Zahl — l
biquadratischer Rest ist, so wird offenbar -—2 stets mit +2 zugle ich
zu derse lben Klasse gerechnet werden müssen.

13.
Wenn man die Beispiele des vorigen Artikels mit einander vergleicht,

so scheint sich wenigstens auf den ersten Blick kein einfaches Kriterium
darzubieten, nach welchem man die Moduln der ersten Art von denen der
letzteren Art unterscheiden könnte. Nichtsdestoweniger giebt es zwei der-
artige durch Eleganz und Einfachhei t ausgezeichnete Kriterien,
zu deren einem die folgenden Betrachtungen führen.

Der Modul p lässt sich als Primzahl von der Form Sn + l, und zwar
nur auf eine einzige Weise, auf die Form a2 -h 262 bringen (Arithmetische
Untersuchungen, Artikel 182, II, vgl. oben S. 151); wir setzen dabei voraus,
dass die Wurzeln «, b positiv genommen werden. Offenbar wird a ungerade,
b aber gerade sein; wir setzen aber Z> = 2X0, so dass c ungerade ist. Wir
bemerken nun,

I. dass, wenn man p = a2 (mod. c) hat, p quadratischer Eest von c und
somit auch von den einzelnen Primfactoren ist, in welche c zerfällt; umge-
kehrt werden also dem Fundamentaltheorem zufolge diese einzelnen Prim-
factoren quadratische Beste von p sein, und daher wird auch das Product
aus jenen c quadratischer Rest von p, und somit b2 ebenso wie — b2 bi-
quadratischer Rest sein.

H. Demnach muss — 2&2 zu derselben Klasse gehören, in welcher
die Zahl 2 vorkommt; somit wird offenbar, da a2 = — 262 ist, 2 entweder
in der Klasse A oder in der Klasse C vorkommen, je nachdem a entweder
quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest von p ist.

III. Wir nehmen nun an, dass a in seine Primfactoren zerlegt sei,
von denen diejenigen, welche entweder von der Form Sm -f- l oder von der
Form 8m -h 7 sind, mit a, a', a", ..., diejenigen aber, welche entweder
von der Form Sm + 3 oder von der Form Sm 4- 5 sind, mit ß, ß', ß", ...
bezeichnet sein mögen; die Anzahl der letzteren sei gleich JA. Da nun
p = 2J2 (mod. a) ist, so wird p quadratischer Rest derjenigen Primfactoren
von a sein, deren quadratischer Rest 2 ist, d. h. der Factoren a, a', a", ...,
dagegen quadratischer Nichtrest derjenigen Factoren, deren quadratischer
Nichtrest 2 ist, d. h. der Factoren ß, ß', ß", ... Demnach werden umge-
kehrt dem Fundamentaltheorem zufolge die einzelnen a, a', a", ... qua-
dratische Reste von p, die einzelnen ß, ß', ß", ... aber quadratische Nicht-
reste von p sein. Hieraus schliessen wir also, dass das Product a qua-
dratischer Rest oder Nichtrest von p ist, je nachdem JA gerade oder un-
gerade ist.

IV. Man bestätigt aber leicht, dass das Product aller a, a', a", ... von der
Form Sm 4-1 oder 8w 4- 7 wird und dass dasselbe gilt von dem Producte
aller ß, ß;, ß", ..., wenn die Anzahl dieser gerade ist, so dass in diesem
Falle notwendig auch das Product a von der Form Sm 4-1 oder Sm 4- 7
werden muss, dass dagegen das Product aller ß, ß', ß", ..., sooft die
Anzahl derselben ungerade ist, von der Form Sm 4- 3 oder 8w 4- 5 wird
und daher in diesem Falle auch dasselbe von dem Producte a gilt
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Aus allem diesen ergiebt sich daher der elegante Satz:
Soof t a von der Form 8m + l o d e r Sm + 7 ist, ist die Zahl 2

in dem Complexe A e n t h a l t e n ; soof t dagegen a von der Form
8w + 3 oder 8w + 5 ist, f indet sich die Zahl 2 in dem Complexe C.

Dies wird durch die im vorigen Artikel aufgezählten Beispiele bestätigt.
Die erste Art der Moduln wird nämlich in folgender Weise zerlegt:

73= 1 + 2-36, 89 = 81 + 2-4, 113 = 81+2-16, 233 = 225 + 2-4,
257 = 225 + 2-16, 281 = 81 + 2-100, 337=49 + 2-144, 353 = 225 + 2-64;

die zweite Art aber folgendermassen:

17= 9+2-4, 41= 9 + 2-16, 97= 25 + 2-36, 137= 9 + 2-64,
193 = 121+2-36, 241 = 169 + 2-36,313= 25 + 2-144,401= 9 + 2-196,
409 = 121 + 2-144,433 = 361 + 2-36,449 = 441 + 2-4, 457=169+2-144.

14.
Da die Zerlegung der Zahl p in ein einfaches und in ein doppeltes

Quadrat einen so ausgezeichneten Zusammenhang mit der Klassifikation der
Zahl 2 verrät, so dürfte es der Mühe wert sein zu untersuchen, ob die Zer-
legung in zwei Quadrate, die sich bekanntlich ebenfalls für die Zahl^ aus-
führen lässt, vielleicht einen ähnlichen Erfolg verspricht. Man sieht daher
hier die Zerlegungen der Zahlen p, für welche 2 gehört zu den Klassen

A

9
25
49
169
1
25
81
289

+ 64
+ 64
+ 64
+ 64
+ 256
+ 256
+ 256
+ 64

C

1+ 16
25+ 16
81+ 16
121+ 16
49 + 144
225+ 16
169 + 144
1 + 400
9 + 400

289 + 144
49 + 400
441+ 16

Vor Allem bemerken wir, dass von den beiden Quadraten, in welche
p zerlegt wird, das eine, welches wir gleich a2 setzen, ungerade, das andere,
welches wir gleich &2 setzen, gerade sein muss. Da a2 von der Form 8^+1
wird, so werden oifenbar ungerademal geraden Werten von & Werte von p
von der Form 8^ + 5 entsprechen, die von unserer Untersuchung vorläufig
ausgeschlossen sind, da für sie die Zahl 2 in der Klasse B oder D ent-
halten sein würde. Für Werte von p aber, welche von der Form Sn +1
sind, muss b gerademal gerade sein, und wenn man unserm Inductionsschluss,

Theorie der biquadratischen Reste. I. Abh. 521

welchen das angegebene Schema vor Augen stellt, Glauben schenken darf,
so wird die Zahl 2 zur Klasse A zu rechnen sein für alle M o d u l n ,
für welche & von der Form 8n, zur Klasse C dagegen für alle
Moduln , für welche & von der Form 8^+4 ist. Dieser Satz er-
forder t aber eine viel t iefere Un te r suchung als derjenige, welchen
wir im vorigen Kapitel gefunden haben, und dem Beweise desselben müssen
mehrere vorbereitende Erörterungen vorausgeschickt werden, die sich auf
die Keihenfolge, in welcher die Zahlen der Complexe A, B, (7, D einander
folgen, beziehen.

15.
Wir bezeichnen die Anzahl der Zahlen aus dem Complexe .4, auf welche

unmittelbar eine Zahl aus dem Complexe A^ B, C,D folgt, respectivo mit
(00), (01), (02), (03); ebenso die Anzahl der Zahlen aus dem Complexe B,
auf welche unmittelbar eine Zahl aus dem Complexe A, B, C, D folgt,
respective mit (10), (11), (12), (13); und analog gebe es im Complexe C
respective (20), (21), (22), (23) Zahlen, im Complexe D aber (30), (31),
(32), (33) Zahlen, auf welche eine Zahl aus dem Complexe A, B, (7, D folgt.
Wir stellen uns die Aufgabe , diese sechzehn Anzah len a p r io r i
zu bes t immen . Damit der Leser die allgemeinen Schlüsse um so bequemer
mit den Beispielen vergleichen könne, hielten wir es für gut, die numerischen
Werte der Glieder des Schemas (S)

(00), (01), (02), (03)
(10), (11), (12), (13)
(20), (21), (22), (23)
(30), (31), (32), (33)

für die einzelnen Moduln, für welche wir oben im Artikel 11 die Klassen-
einteilung angegeben haben, hierherzusetzen.

# = 5
0, 1, 0, 0
0, 0, 0, 1
0, 0, 0, 0
0, 0, 1, 0

# = 37
2, 1, 2, 4
2, 2, 4, 1
2, 2, 2, 2
2, 4, 1, 2

p = 73
5, 6, 4, 2
6, 2, 5, 5
4, 5, 4, 5
2, 5, 5, 6

p =13
0, 1, 2, 0
1, 1, 0, 1
0, 1, 0, 1
1, 0, 1, 1

# = 41
0, 4, 3, 2
4, 2, 2, 2
3, 2, 3, 2
2, 2, 2, 4

p = 89
3, 8, 6, 4
8, 4, 5, 5
6, 5, 6, 5
4, 5, 5, 8

#=17
0, 2, 1, 0
2, 0, 1, 1
1, 1, 1, 1
0, 1, 1, 2

# = 53
2, 3, 6, 2
4, 4, 2, 3
2, 4, 2, 4
4, 2, 3, 4

p = 97 1
2, 6, 7, 8
6, 8, 5, 5
7, 5, 7, 5
8, 5, 5, 6

# = 29
2, 3, 0, 2
1, 1, 2, 3
2, 1, 2, 1
1, 2, 3, 1

# = 61
4, 3, 2, 6
3, 3, 6, 3
4, 3, 4, 3
3, 6, 3, 3
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Da sich die Moduln von der Form Sn -f- l und 8w -h 5 in verschiedener
Weise verhalten, müssen wir beide gesondert behandeln 5 wir beginnen mit
den esteren.

16.
Das Zeichen (00) giebt an, auf wieviel verschiedene Arten die Gleichung

a + l = a' befriedigt werden kann, wobei a, a' unbestimmt Zahlen aus dem
Complexe A bezeichnen. Da für einen Modul von der Form Sn + 1 , wie
wir ihn hier voraussetzen, a' und p — a' zu demselben Complexe gehören,
so werden wir kürzer sagen, (00) drücke die Anzahl der verschiedenen
Arten, der Gleichung l -f- a -t- a' =p zu genügen, aus. Offenbar kann auch
die Congruenz l -h a + a' = 0 (mod. p) die Stelle dieser Gleichung vertreten.

Ebenso giebt an:

(01) die Anzahl der Lösungen der Congruenz l + a + ß = 0 (mod.#)
(02) die Anzahl der Lösungen der Congruenz l 4- a + 7 = 0
(03) die Anzahl der Lösungen der Congruenz l -f- a + 8^0
(11) die Anzahl der Lösungen der Congruenz l + ß + ß'=0

u. s. w.,

wenn man unbestimmt mit ß und ß' Zahlen aus dem Complexe J5, mit 7
Zahlen aus dem Complexe C, mit 8 Zahlen aus dem Complexe JD bezeichnet.
Hieraus ergeben sich sogleich die folgenden sechs Gleichungen:

, (02)=(20), (03) = (30), (12) = (21), (l 3) =»(31), (23) = (32).

Aus jeder gegebenen Lösung der Congruenz l 4- a + ß = 0 ergiebt
sich eine Lösung der Congruenz l -t- 8 + 8'=0, wenn man für 8 diejenige
Zahl zwischen den Grenzen l und p — l nimmt, für welche ß8 = l ist
(welche offenbar aus dem Complexe D sein wird), und für 8' den kleinsten
positiven Best des Productes «8 (welcher ebenfalls aus dem Complexe D
sein wird); ebenso kommt man offenbar von einer gegebenen Lösung der
Congruenz l + 8 + 8'=0 zu einer Lösung der Congruenz l + a + ß ~ 0
zurück, wenn man ß so annimmt, dass ß8 = l wird, und zugleich a=ß8'
setzt. Hieraus schliessen wir, dass beide Congruenzen gleichviel Lösungen
besitzen, oder dass (01) = (33) ist.

Auf analoge Weise erhalten wir aus der Congruenz l -f- a -j- 7 = 0 die
folgende: 7' 4-7" +1 = 0, wenn wir 7' aus dem Complexe G so annehmen, dass
77'^! und 7" aus demselben Complexe dem Producte 017' congruent wird.
Hieraus schliessen wir leicht, dass diese beiden Congruenzen eine gleiche
Anzahl von Lösungen besitzen, oder dass (02) = (22) ist.

Ebenso leiten wir aus der Congruenz l -f- a + 8 = 0 die folgende her:
ß + ß'+ l =0, indem wir ß, ß' so annehmen, dass ß8= l und ßoc = ß' wird,
und somit ist (03) = (11).

Endlich leiten wir aus der Congruenz l + ß + 7 = 0 auf analoge Weise
sowohl die Congruenz 8 -h l H- ß' = 0 als auch die Congruenz 7'+ 8'+ 1=0
her und schliessen hieraus, dass (12) = (13) = (23) sei,
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Wir haben daher zwischen unsern sechzehn unbekannten Grossen elf
Gleichungen erhalten, so dass dieselben auf fünf reduciert werden und das
Schema (/S) sich folgendermassen darstellen lässt:

*, i, t, l
i, l, m, m
Je, m, &, m
l, m, m, i

Man kann aber leicht drei neue Bedingungsgleichungen hinzufügen.
Da nämlich auf jede Zahl des Complexes A, die letzte p — l ausgenommen,
eine Zahl aus irgend einem der Complexe A, B, C oder D folgen muss,
so haben wir:

(00) + (01) + (02) + (03) = 2n - l,
und ebenso:

(10) + (11) + (12) + (13) = 2»
(20) + (21) + (22) + (23) = 2ra
(30) + (31) + (32) + (33) = 2».

In den soeben eingeführten Zeichen liefern die drei ersten Gleichungen:

/& + & + & + £= 2tt — l
i + l + 2m = 2n

Die vierte Gleichung wird mit der zweiten identisch. Mit Hülfe dieser
Gleichungen kann man drei Unbekannten eliminieren, wonach sämtliche
sechzehn Unbekannte bereits auf zwei reduciert sind.

17.
Um aber die vollständige Bestimmung zu erhalten, wollen wir die

Anzahl der Lösungen der Congruenz

wo a, ß, 7 unbestimmt Zahlen aus den Complexen A, B, C bezeichnen,
ermitteln. Offenbar ist der Wert a =p — l nicht zulässig, da nicht
ß + 7^0 werden kann; substituiert man also für a der Eeihe nach die
übrigen Werte, so werden sich Ä, e, &, l respective zu A, B, C, D gehörige
Werte von l + a ergeben. Für jeden gegebenen zu A gehörigen Wert von
1 + a aber, z. B. für l + a = a°, wird die Congruenz a° + ß + 7 = 0
ebenso viele Lösungen besitzen, als die Congruenz l + ß'+7' = 0 (indem
man nämlich ß = a°ß', 7 = aY setzt), d. h. (12) = m Lösungen. Ebenso
wird für jeden gegebenen zu B gehörigen Wert von a + l, etwa für 1 + a
= ß°, die Congruenz ß° + ß + 7 ~ 0 ebenso viele Lösungen haben, wie die
Congruenz l + a'+ß'^O (indem man nämlich ß^ßV, 7^ß°ß' setzt),
d. h. (01) = i Lösungen. Analog wird für jeden gegebenen zu C gehörigen
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Wert von l + a, etwa für l 4- a = 7°, die Congruenz 7° 4- ß 4- 7 = 0 auf
ebenso viele verschiedene Arten gelöst werden können, wie die Congruenz
l 4- 8 + a' = 0 (indem man nämlich ß^7°8, 7 = 7V setzt), d. h. die Anzahl
der Lösungen wird (03) = ? sein. Endlich wird für jeden gegebenen zu
D gehörigen Wert von 1-f-a, z. B. für 14-a=8°, die Congruenz 8°4-ß4-7 = 0
ebenso viele Lösungen besitzen, wie die Congruenz l 4-7'4-8'= 0 (indem
man ß = 8Y> 7 = 8°8' setzt), d. h. (23) = m Lösungen. Sammelt man also
alle diese Lösungen, so ergiebt sich, dass die Congruenz l - fa + ß + 7 = 0

hm -\- i2 -f- M 4- lw>

verschiedene Lösungen besitzt.
In ganz analoger Weise aber leiten wir her, dass, wenn für ß der

Eeihe nach die einzelnen Zahlen des Complexes B gesetzt werden, die
Summe l 4- ß respective (10), (11), (12), (13) oder e, l, m, m zu A, B, 0, D
gehörige Werte erhält, und dass für jeden gegebenen zu diesen Complexen
gehörigen Wert von 14- ß die Congruenz l4-ß + a + 7^0 respective
(02), (31), (20), (13) oder #, m, &, m verschiedene Lösungen besitzt, so
dass die Anzahl aller Lösungen gleich

ik 4- Im 4- km + m2

wird.
Zu demselben Werte werden wir geführt, wenn wir die Entwicklung

auf die Betrachtung der Werte der Summe 14-7 gründen.

18.
Aus diesem zwiefachen Ausdrucke für dieselbe Anzahl erhalten wir die

Gleichung:
0 = hm + i2 4- U — ik — 7cm — m2,

und hieraus, indem wir h mit Hülfe der Gleichung h = 2m — k — l elimi-
nieren:

0 = (4 - m) 2 4- i2 + U — ik — Je2 — m .

Die beiden letzten Gleichungen des Artikels 16 liefern aber Äj =
und setzt man diesen Wert ein, so geht fi-\-U — ik — k2 in %(l—i)2 und
daher die vorstehende Gleichung, nachdem sie mit 4 multipliciert worden,
in die folgende über:

0 = 4(* — m)2 4- (J— O2 — 4^-

Hieraus folgt, da 4m = 2 (k •+• m) — 2(& — m) = 2n — 2(& — m) ist:

2n = 4 (Je — m)2 4- 2 (k — m) + (l - e)2,
oder:

Setzt man daher:
4- l = [4(k — m} 4-1]2 4- 4 (l — e)3.

4(Ä — m) 4-1 = a, 2?— 2« = 6,
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so erhält man:
= a2 4- &2.

Bekanntlich aber lässt sich p nur auf eine einzige Art in zwei Quadrate
zerlegen, von denen das eine ungerade für a2, das andere gerade für b2

genommen werden muss, so dass a2 und b2 vollkommen bestimmte Zahlen
sind. Aber auch a selbst wird eine ganz bestimmte Zahl sein; denn die
Wurzel des Quadrats muss positiv oder negativ genommen werden, je nach-
dem die positive Wurzel von der Form 4M 4- l oder 4M 4- 3 ist. Über
die Bestimmung des Vorzeichens von b werden wir sogleich sprechen.

Combiniert man nun diese neuen Gleichungen mit den drei letzten
Gleichungen des Artikels 16, so werden die fünf Zahlen /?, e, #, £, m durch
a, b und n vollständig in folgender Weise bestimmt:

SÄ = 4n — 3a — 5

Sk = 4n 4- a — l
Sl = 4^4- a 4- 25 — l
8m = 4n — a 4- 1 .

Wenn man an Stelle von n lieber den Modul p einführen will, so kann
das Schema ($), nachdem die einzelnen Glieder zur Vermeidung von Brüchen
mit 16 multipliciert sind, folgendermassen dargestellt werden:

p — 6a — 11
p 4-2a — 4&
jp 4- 2a — 3

j? 4- 2a — 4& — 3
p + 20 -f- 4b — 3
.p — 2a 4- l
^ - 2a 4- l

19.

p 4- 2a — 3
# — 2a 4-1
p 4- 2a — 3

p 4- 2a 4- 46 — 3
# — 2a 4- l

Es bleibt nur noch übr ig zu zeigen, wie man das der Zahl b
b e i z u l e g e n d e Vorze ichen bes t immen kann. Schon oben, Artikel 10,
haben wir bemerkt, dass der Unterschied zwischen den Complexen B und
D an sich kein wesentlicher ist, sondern von der Wahl der Zahl /' abhängt,
für welche die eine oder die andere Wurzel der Congruenz x2=—l genommen
werden muss, und dass dieselben sich gegenseitig vertauschen, wenn statt
der einen die andere Wurzel genommen wird. Da nun der Anblick des
eben angegebenen Schemas lehrt, dass eine ähnliche Vertauschung mit einer
Änderung des Zeichens von b zusammenhängt, so kann man voraussehen,
dass ein Zusammenhang zwischen dem Zeichen von b und der Zahl f be-
stehen muss. Um diesen kennen zu lernen, bemerken wir vor allen Dingen,
dass, wenn man mit p eine ganze nicht negative Zahl beze i chne t
und für z alle Zah len l, 2, 3, ..., p — l nimmt, nach dem M o d u l jp
en tweder 2^ = 0 oder S/" =— l wird, je nachdem jx en tweder
durch p — l nicht teilbar oder tei lbar ist. Der letztere Teil des
Satzes geht daraus hervor, dass man für jeden durch p — l teilbaren Wert
von JA ^= l hat; den ersteren Teil aber beweisen wir folgendermassen. Be-
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zeichnet g eine primitive Wurzel, so werden sämtliche & mit den kleinsten
Besten sämtlicher /, wenn man für y alle Zahlen 0, l, 2, 3, ..., jp — 2
nimmt, übereinstimmen, und es wird daher 2^ = 2^y sein. Es ist aber:

und daher:

Hieraus folgt aber, da für einen durch p — l nicht teilbaren Wert von
JJL g* nicht congruent l oder ^— l durch p nicht teilbar sein kann, dass
2/EEO ist.

Wenn man nun die Potenz (#4 -f- i)*^"^ nach dem Binomialtheorem
entwickelt, so wird nach dem vorausgeschickten Hülfssatze:

%: _2 (mod. p).

Die kleinsten Reste aller z* stellen aber sämtliche Zahlen A dar, wobei jede
viermal vorkommt; daher haben wir unter den kleinsten Besten von #* 4- l

4(00) zu A
4(01) zu B
4(02) zu C
4(03) zu D

gehörige, und vier werden gleich 0 sein (nämlich für#4=jp —1) . Hieraus
leiten wir mit Bücksicht auf die Kriterien der Complexe J., J5, C, D die
Congruenz her:

2(*4 4- l)«*-» = 4(00) 4- 4/*- (01) — 4(02) — 4/*- (03),

und daher:
— 2 = 4(00) 4- 4/*. (01) — 4(02) - 4/*- (03),

oder, indem wir für (00), (01), . . . ihre im vorigen Artikel gefundenen Werte
substituieren:

^Q oder, indemHieraus schliessen wir demnach, dass stets
wir mit f multiplicieren,

werden muss, und diese Congruenz dient, wenn die Zahl f bereits gewählt
ist, zur Bestimmurg des Zeichens von b oder, wenn das Zeichen von b
anderweitig vorgeschrieben ist, zur Bestimmung der Zahl f.

20.
Nachdem wir unsere Aufgabe für Moduln von der Form Sn 4-1 voll-

ständig gelöst haben, schreiten wir zu dem ändern Falle, wo p von
der Form 8^ + 5 ist; diesen werden wir um so kürzer erledigen können,
da sämtliche Schlüsse nur wenig von den vorstehenden verschieden sind.

Theorie der biquadratischen Reste. L Abh. 527

l 4- a 4- «'= 0

Da für einen solchen Modul — l zur Klasse C gehört, so sind die
Complemente der Zahlen der Complexe -4, J5, (7, D zur Summe p respective
in den Klassen C, D, -4, B enthalten. Hieraus folgt leicht,

dass das Zeichen: die Anzahl der Lösungen der Congruenz bezeichnet:
(00)
(01)
(02)
(03)
(10)
(H)
(12)
(13)
(20)
(21)
(22)
(23)
(30)
(31)
(32)
(33)

woraus man sogleich die sechs Gleichungen erhält:

(00) »(22), (01)*= (32), (03) = (12), (10) = (23), (11)=(33), (21) = (30).

Multipliciert man die Oongruenz l + a + 7 = 0 mit der Zahl -f aus
dem Complex C, welche so gewählt ist, dass 77'= l wird, und nimmt man
für 7" den kleinsten Best des Products a?', welcher offenbar auch zum
Complex C zu rechnen ist, so entsteht die Congruenz f'-t- 7"-+-1 = 0,
woraus wir schliessen: (00) = (20).

Auf ganz analoge Weise erhält man die Gleichungen:
(01) - (13), (03) - (31), (10) = (11) - (21).

Mit Hülfe dieser elf Gleichungen können wir unsere sechzehn Unbekannten
auf fünf reducieren und das Schema (S) in folgender Form darstellen:

j, • r. i
rt, %t Ky t

m, m, l, i

l 4 -ß - f - aEEO
l 4- ß 4- ß'EE 0
l 4-T-j-T 'EEO
l + T + g ~ o
l + T- t-aEEO
l H - T + . ß = 0
14-8- t - fEEO
l + a + 8 = 0

m*

Ferner erhalten wir die Gleichungen:

(00) -f- (01) + (02) -f- (03) = 2w + l
(10) + (11) + (12) + (13) = 2n + l
(20) -f- (21) -h (22) -f- (23) = 2n
(30) •+- (31) 4- (32) + (33) = 2n + l,
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oder, indem wir die oben eingeführten Bezeichnungen anwenden, die drei
folgenden:

h + i 4 -&4-Z=2^4- l
(I) 2m 4- i 4- l = 2w -M

Ji 4- m = n,

mit deren Hülfe somit unsere Unbekannten bereits auf zwei reduciert werden
können.

Die übrigen Gleichungen leiten wir aus der Betrachtung der Anzahl
der Lösungen der Congruenz l + a - f - ß - f - Y ^ O (indem wir auch hier mit
a, ß, 7 unbestimmt Zahlen aus den Complexen A, J?, C respective bezeichnen)
her. Erwägt man nämlich erstens, dass l -h a respective /?, i, Je, l zu A, B, 6Y, D
gehörige Zahlen liefert, und dass man für jeden gegebenen Wert von a in
diesen vier Fällen respective m, l, i, m Lösungen erhält, so ist die Anzahl
aller Lösungen gleich

hm -h U -h ik -H Im.

Zweitens wird, da l -l- ß m, m, l, i zu A, B, C, D gehörige Zahlen darstellt und
für jeden gegebenen Wert von ß in diesen vier Fällen respective h, m, h, m
Lösungen existieren, die Anzahl aller Lösungen gleich

hm + m2 -H hl -f- im

sein, woraus wir die Gleichung erhalten:

0 = m2 -f- hl + im — U — ik — Im,

welche mit Hülfe der aus (I) abgeleiteten Gleichung k = 2m — h übergeht
in die folgende:

0 = m2 4- hl -+• M — il — im — Im.

Nun erhalten wir aus den Gleichungen (I) auch l + i=

2* = l -f-

2Ä, daher:

Substituiert man diese Werte in die vorige Gleichung, so ergiebt sich:

0 == 4m2 — 4w — l — 8Äw 4- W -f- (e — l)2.

Wenn wir nun hier schliesslich für 4m substituieren: 2(Ä -f- m) — 2 (A — m)
oder wegen der letzten Gleichung in (I) 2w — 2(Ä — w), so erhalten wir:

und daher:
8rc

Setzt man daher:

so wird:

0 = 4(Ä — m)2 — 2w -f- 2(Ä - w) - 1+ (e —

8rc + 5 = [4 (A - m) + 1p + 4(1 — /)2.

4 (A — m) + l = ÖT, 2t — 2/ = &,

p = a2 -f b2.
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Da nun aber auch in diesem Falle p nur auf eine einzige Weise in
zwei Quadrate, ein gerades und ein ungerades, zerlegt werden kann, so
werden a2 und b2 völlig bestimmte Zahlen sein; denn offenbar muss a2 dem
ungeraden, b2 dem geraden Quadrate gleichgesetzt werden. Ausserdem ist
das Vorzeichen von a derart festzusetzen, dass a^l (mod.4) wird, und
das Vorzeichen von b so, dass man b = af (mod.#) erhält, wie man durch
Schlüsse, welche den im vorigen Artikel angewandten vollkommen analog
sind, leicht beweist.

Dies vorausgesetzt, werden die fünf Zahlen A, e, &, Z, m durch a, b und n
folgendermassen bestimmt:

8A = 4n 4- a — l
8e = 4n 4- a -f- 2& -h 3

3

8m = 4^ — a -h l,

oder, wenn man die Ausdrücke durch p vorzieht, so verhalten sich die mit 16
multiplicierten Glieder des Schemas ($) wie folgt:

p 4- 2a — 7
p — 2a — 3

2a - 7
- 3

JP -f- 2a + 46 + l
p — 2a - 3
p — %a — 3
jp + 2a - 46 4- l

p — 20 + l
jp + 2a — 4b -h l
p -h 2a - 7
p + 2a + 4ö -f- l

p + 2a — 46 4- l
# -f- 2a + 46 + l
p — 2a — 3
p — 2a — 3.

21.

Nachdem wir unsere Aufgabe gelöst haben, kehren wir zur Hauptunter-
suchung zurück, indem wir jetzt die vol ls tändige B e s t i m m u n g des
Complexes , zu w e l c h e m die Zahl 2 gehört , in Angriff nehmen.

I. Ist p von der Form 8/&4-1, so steht bereits fest, dass die Zahl
2 entweder in dem Complexe A oder in dem Complexe C vorkommt. Im
ersteren Falle sieht man leicht, dass auch die Zahlen £ (p—1), ^(p-f-1)
zu A gehören, während sie im letzteren zu C gehören. Erwägen wir nun,
dass, wenn a und a 4- l benachbarte Zahlen des Complexes A sind, auch
p — a— l, j9 — a solche Zahlen sind, oder was dasselbe ist, dass von der-
artigen Zahlen des Complexes Jl, auf welche eine Zahl aus demselben Com-
plexe folgt, stets je zwei associiert sind, nämlich a und p — l — a, so wird
die Anzahl solcher Zahlen, d. i. (00), immer gerade sein, falls nicht eine
sich selbst associierte Zahl existiert, d. h. falls nicht \ (p — 1) zu A gehört,
in welchem Falle jene Anzahl ungerade ist. Hieraus schliessen wir, dass
(00) ungerade ist, sooft 2 zum Complexe A, dagegen gerade, sooft 2 zum
Complexe C gehört. Wir haben aber:
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oder, wenn wir a = setzen (vgl. Artikel 14):

(00) = 22 —

Da nun offenbar g* — q stets gerade ist, so wird (00) ungerade oder
gerade sein, je nachdem r gerade oder ungerade ist, und daher wird die
Zahl 2 zum Complexe A oder zum Complexe C gehören, je nachdem b ent-
weder von der Form 8m oder von der Form 8m -f- 4 ist. Dies ist gerade
der Satz, den wir im Artikel 14 durch Induction gefunden hatten.

II. Aber auch den andernFall, w o p von der Form Sn 4- 5 ist, können
wir ebenso vollständig erledigen. Die Zahl 2 gehört hier entweder zu B
oder zu D, und man sieht leicht, dass im ersteren Falle %(p — 1) zu B,
•k (P + 1) zu A im letzteren Falle aber %(p — 1) zu D, i (p -h 1) zu B
gehört. Man erwäge nun, dass, wenn ß eine solche Zahl aus B ist, auf
welche eine Zahl aus D folgt, auch die Zahl p — ß — l aus B und die
Zahl p — ß aus D sein wird, d. h. dass stets je zwei associierte Zahlen von
jener Eigenschaft vorhanden sind. Es wird daher die Anzahl jener, d. i.
(13) gerade, den einen Fall ausgenommen, in welchem eine von ihnen sich
selbst associiert ist, d. h. wo i (p — 1) zu J5, i(#-f- 1) zu D gehört; als-
dann wird nämlich (13) ungerade sein. Hieraus schliessen wir, dass (13)
gerade ist, sooft 2 zu D, dagegen ungerade, sooft 2 zu B gehört. Wir
haben aber:

16 (13) = a2 + &2 H- 2a + 4& + l,

oder, wenn wir a = 4# -f- 1, b = 4r -f- 2 setzen:

(13) ==: 2r

Es wird daher (13) ungerade sein, wenn r gerade ist; dagegen wird
(13) gerade sein, wenn r ungerade ist. Hieraus schliessen wir, dass 2 zu
B gehört, sooft l von der Form Sm + 2, dagegen zu D, sooft b von der
Form 8m -f- 6 ist.

Das Resultat dieser Unte r suchungen lässt sich folgendem! assen
aussprechen:

Die Zahl 2 gehör t zu dem Complexe -A, J5, C oder D, je
nachdem die Zahl %b von der Form 4m, 4m 4- l , 4m + 2, oder
4m -h 3 ist.

22.
In den „Arithmetischen Untersuchungen" haben wir die allgemeine

Theorie der Teilung des Kreises und der Auflösung der Gleichung
xp — 1=0 dargelegt und unter Anderem gezeigt, dass, wenn JA ein Teiler

der Zahl p — l ist, die Function x—1 mit Hülfe einer Hülfsgieichung

P-I

kann. Ausser der allgemeinen Theorie dieser Auflösung haben wir die
speciellen Fälle, wo JA = 2 oder JA = 3 ist, in jenem Werke in den
Artikeln 356—358 gesondert betrachtet und die Hülfsgieichung a priori
aufzustellen gelehrt, d. h. ohne die Entwicklung des Schemas der kleinsten
Reste der Potenzen irgend einer primitiven Wurzel für den Modul p.
Nun werden, auch ohne dass wir darauf hinweisen, aufmerksame Leser
den engen Zusammenhang des nächsten Falles jener Theorie, d. h. des
Falles JA = 4, mit den hier in den Artikeln 15 bis 20 dargelegten
Untersuchungen erkennen, mit deren Hülfe auch jener Fall ohne Schwierig-
keit vollständig erledigt werden kann. Doch sparen wir uns diese Erörterung
für eine andere Gelegenheit auf, und haben es daher auch vorgezogen, in
der gegenwärtigen Abhandlung die Untersuchung in rein arithmetischer
Form ohne irgend welche Rücksichtnahme auf die Theorie der Gleichung
xp — 1=0 durchzuführen. Dagegen wollen wir zum Schlüsse noch einige
andere neue rein arithmetische Sätze, welche mit dem bisher behandelten
Gegenstaude im engsten Zusammenhange stehen, hinzufügen.

23.

Wenn die Potenz (o?4 + l)^p""a) nach dem Binomialtheorem entwickelt
wird, so werden in der Entwicklung drei Glieder vorkommen, in denen der
Exponent von x durch p — l teilbar ist, nämlich:

und

wo P den mittleren Coefficienten

bezeichnet. Substituiert man also für x der Reihe nach die Zahlen l, 2, 3, . . . ,
p — l, so erhält man nach dem Hülfssatze im Artikel 19:

Erwägt man aber das, was wir im Artikel 19 auseinandergesetzt haben,
und ferner, dass die Zahlen der Complexe A, J5, (7, D, zur Potenz mit dem
Exponenten %(p — 1) erhoben, nach dem Modul ̂  den Zahlen +1, — l, +1, —l
respective congruent sind, so sieht man leicht, dass

2(x* -h l)*^-« == 4(00) — 4(01) + 4(02) — 4(03)

und somit nach den am Schlüsse der Artikel 18 und 20 angegebenen
Schematen

*(l'-1) = — 2« -2

von der Ordnung p in JA Factoren von der Ordnung zerlegt werden

wird. Die Vergleichung dieser beiden Werte liefert einen sehr eleganten
Satz: Man hat nämlich:

P=2a (mod. p).
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Bezeichnet man die vier Producte

1 - 2 - 3
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*(
9 ) . . . . (p-1)

respective mit g, r, s, £, so stellt sich der vorstehende Satz folgender-
massen dar:

T
2a = — (mod. p).

Da jeder der Factoren von q sein Complement zu p in t hat, so ist
q = t (mod. p\ sooft die Anzahl der Factoren gerade ist, d. h. sooft p von
der Form 8w + l ist, dagegen q^—£, sooft die Anzahl der Factoren un-
gerade oder p von der Form Sn + 5 ist. Ebenso wird im ersteren Falle
r = s, im letzteren r = — s. In beiden Fällen ist qr = st, und da man be-
kanntlich qrst = — l hat, so wird q2r2 = — l und daher qr = ±f (mod. ̂ ?)
sein. Verbindet man diese Congruenz mit dem eben gefundenen Satze, so
erhält man r2 = ±2af und daher nach den Artikeln 19 und 20:

2& = ±r2 (mod. jp)*).

Es ist sehr b e m e r k e n s w e r t , dass die Zer legung der Zahl p
durch ganz d i rec te M e t h o d e n ge funden w e r d e n kann; es wird
nämlich die Wurzel des ungeraden Quadrats der absolut kleinste Rest von
T
ö~, die Wurzel des geraden Quadrats aber der absolut kleinste Rest von

T
\r* nach dem Modul p sein. Den Ausdruck g-, dessen Wert für p == 5

gleich l wird, kann man für grössere Werte von p auch folgendermassen
darstellen:

6 - 1 0 - 1 4 - 1 8 (p — 3)
2 - 3- 4 - o--Kp-l)'

Da wir aber überdies wissen, mit welchem Vorzeichen die aus dieser
Formel hervorgehende Wurzel des ungeraden Quadrats behaftet ist, nämlich
mit demjenigen, für welches sie von der Form 4m + l wird, so ist es der
Beachtung wert, dass ein ähnliches allgemeines Kriterium hinsichtlich des
Vorzeichens der Wurzel des geraden Quadrats bisher nicht hat gefunden
werden können. Sollte jemand ein solches finden und es uns mitteilen, so
würden wir ihm grosseu Dank wissen. Inzwischen hielt ich es für gut, die
Werte der Zahlen a, fe, /", wie sie sich für Werte von p unterhalb 200 aus

T
den kleinsten Resten der Ausdrücke -~-, ^r2, qr ergeben, hier anzufügen.

P
5
13
17
29
37
41
53
61
73
89
97
101
109
113
137
149
157
173
181
193
197

a

+ 1
3

+ 1
4- 5
H- 1
+ 5
— 7
-H 5
— 3
H- 5
4- 9
4- 1
— 3
— 7
— 11
— 7
— 11
+ 13
4- 9
— 7
4- 1

6

4- 2
— 2
— 4
4- 2
- 6
+ 4
- 2
- 6
— 8
- 8
+ 4
-10
+ 10
+ 8
4- 4
-10
— 6
4- 2
+ 10
+ 12

4̂

f

2
5
13
12
31
9
23
11
27
34
22
91
33
15
37
44
129
80
162
81
183.

*) und
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Zweite Abhandlung.

(Commentationes soc. reg.sc.Gotiing.recentiores. Vol. VII. Gottingael832.)

24.

In der ersten Abhandlung ist das, was zur biquadratischen Klassifikation
der Zahl -f- 2 erforderlich ist, vollständig erledigt worden. Wenn wir uns
nämlich alle durch den Modul p (welcher als Primzahl von der Form
4^ 4- i vorausgesetzt wird) nicht teilbaren Zahlen in vier Klassen -4, J5,
(7, D verteilt denken, je nachdem die einzelnen, auf die Potenz mit dem
Exponenten \(p—1) erhoben, nach dem Modul p den Zahlen 4-1, +/*,
__ 19 _^ wo f eine der beiden Wurzeln der Congruenz /"2 =— l (mod.jp)
bezeichnet, congruent werden, so finden wir, dass die Entscheidung
darüber , welchem Complexe die Zahl 4-2 zuzurechnen sei, von
der Zer legung der Zahl p in zwei Quadrate abhängt, so zwar,
dass, wenn p = a2 + &2 gesetzt wird, wo a2 das ungerade, &2 das gerade
Quadrat bezeichnet, und wenn ferner vorausgesetzt wird, dass die Zeichen
von a, b derart angenommen seien, dass a = l (mod. 4), b = af (mod.p)
wird, die Zahl -h 2 zum Complexe -4, J5, C, D gehören inuss, je nachdem
46 von der Form 4w, 4^ + 1, ±n 4- 2, 4w + 3 respective ist.

Hieraus ergiebt sich auch unmittelbar die zur Klassi f ikat ion der
Zahl — 2 d ienende Eegel. Da nämlich — l zur Klasse A für einen
geraden Wert von i&, zur Klasse C aber für einen ungeraden Wert von %b
gehört, so wird nach dem Satze des Artikels 7 die Zahl — 2 zur Klasse
J., jB, (7, D gehören, je nachdem \~b von der Form 4w, 4w + 3
4n + l respective ist.
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Diese Sätze lassen sich auch in folgender Weise ausdrücken:

535

Es gehört

zum Complexe

A
B
C
D

+ 2 -2

wenn b nach dem Modul 8 congruent wird:

0
2a
4a
60

0
6a
4a
2a.

Man erkennt leicht, dass die Sätze, in dieser Weise ausgesprochen,
nicht mehr von der Bedingung a = l (mod. 4) abhängen, sondern auch noch
gelten, wenn a=3 (mod. 4) ist, wofern nur die andere Bedingung af^b
(mod.j?) gewahrt bleibt.

Ebenso leicht sieht man, dass der Inhalt dieser Sätze in eleganter
Weise in eine einzige Formel z u s a m m e n g e z o g e n werden kann, nämlich:

Werden a und b posit iv genommen, so ist stets:

25.
Wir wol len je tz t z u s e h e n , inwieweit die Induction die

Klassif ikat ion der Zahl 3 ergiebt. Wird die Tafel des Artikels 11
weiter fortgesetzt (indem immer die kleinste primitive Wurzel genommen
wird), so zeigt dieselbe, dass H- 3 gehört

zum Complexe

A für

P
13

109
181
193
229
277

a
— 3
— 3
+ 9

7
— 15
+ 9

b

+ 2
4-10
4-10
— 12
4- 2
4-14

B für
p
17
29
53
89

101
113
137
197
233
257
269
281
293

a

+ 1
4- 5
— 7
+ 5
4- 1
— 7
— 11
4- 1
4-13
4- 1
4-13
4- 5
4-17

b
— 4
4- 2
4- 2
- 8
4-10
— 8
— 4
— 14
4- 8
— 16
4-10
4-16
4- 2

Cfür

P
37
61
73
97

157
241

a

+ 1
+ 5
— 3
4- 9
— 11
— 15

b
— 6
— 6
— 8
4-4
— 6
— 4

D für
p a b

5 + 1 + 2
41 + 5 — 4

149 — 7 + 1 0
173 +13 + 2.

Auf den ersten Blick wenigstens bemerken wir keinen einfachen
Zusammenhang zwischen den Werten der Zahlen a, &, welchen derselbe
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Complex entspricht. Wenn wir aber erwägen, dass eine ähnliche Unter-
scheidung in der Theorie der quadratischen Reste sich hinsichtlich der
Zahl — 3 nach einer einfacheren Regel bewerkstelligen lässt als hinsichtlich
der Zahl + 3, so erhalten wir die Hoffnung auf einen ebenso glücklichen
Erfolg in der Theorie der biquadratischen Reste. Wir finden aber, dass
— 3 gehört zum Complex

A für

P
37
61
157
193

a
+ l
+ 5
— 11

7

b
— 6
— 6

g

— 12

B für

P
5
17
89
113
137
149
173
233
257
281

a
+ 1
+ 1
-f- 5
— 7
— 11
— 7
+ 13
+ 13
+ 1
+ 5

l
+ 2

^— 8
— 8
— 4
+ 10
+ 2
+ 8
— 16
+ 16

Cfür

P
13
73
97
109
181
229
241
277

a
— 3
— 3
+ 9
— 3
+ 9
— 15
— 15
+ 9

l
+ 2
— 8
+ 4
+ 10
+ 10
+ 2

4.
+ 14

D für
P
29
41
53
101
197
269
293

a
+ 5
+ 5

7

4- 1
+ 1
+ 13
+ 17

b
+ 2

4

+ 2
+ 10
— 14
+ 10
+ 2,

und hierbei springt das Inductionsgesetz unmittelbar in die Augen, Es
gehört nämlich — 3 zum Complex

A, sooft "b durch 3 teilbar oder b — 0 (mod. 3) ist,
B, sooft a + b durch 3 teilbar oder & = 20 (mod. 3) ist,
C, sooft a durch 3 teilbar oder a = 0 (mod. 3) ist,
D, sooft a — b durch 3 teilbar oder b = a (mod. 3) ist.

26.

Ferner finden wir, dass die Zahl +5 zu rechnen ist z u m Coni-
plexe

A für p= 101, 109, 149, 181, 269
B für p = 13, 17, 73, 97,157,193,197,233,277,293
( 7 f ü r j p = 29, 41, 61, 89,229,241,281
D für p = 37, 53, 113, 137, 173, 257.

Betrachten wir die Werte der Zahlen 0, &, welche den einzelnen p
entsprechen, so erkennen wir hier das Gesetz ebenso leicht, wie für die
Klassifikation der Zahl — 3. Wir kommen nämlich auf den Complex

-4, sooft & = 0 (mod. 5)
B, sooft b = a
C, sooft 0 = 0
D, sooft 1) = 40.
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Es ist augenscheinlich, dass diese Regeln sämtliche Fälle umfassen, da
für & = 20 oder & = 30 (mod. 5): 02-|-&2 = 0 werden würde, was absurd
ist, da nach Voraussetzung p eine von 5 verschiedene Primzahl ist.

27.

Ebenso ergiebt die Induction, wenn man sie auf die Zahlen — 7, — 11,
+ 13, H- 17, — 19, — 23 anwendet und weit genug fortsetzt, die folgenden
Regeln :

Für die Zahl — 7.

A
B
G
D

A
B
C
D

A
B
C
D

A
B
C
D

A
B
C
D

B
C
D

0 = 0 oder b = 0 (mod. 7)
b ~~ 40 oder b ~—- 50
b = 0 oder b = 60
b EE 20 oder b = 30.

Für die Zahl —11.

& = 0, 50 oder 6« (inod. 11)
& = #, 30 oder 40
0 = 0 oder & = 20 oder 90
b = 70, 80 oder 100.

Für die Zahl +13.

& = 0, 40, 90 (mod. 13)
b = 60, 110, 120

6 = 0, 2a, 70.

Für die Zahl 4- 17.

0 = 0; ö = 0, 0, 160 (mod. 17)
&= 20, 60, 80, 140
& = 5a, 70, 100, 120
& = 30, 90, 110, 150.

Für die Zahl —19.

5 = 0, 20, 50, 140, 170 (mod. 19)
6 = 30, 70, 110, 130, 180
0 = 0; & = 40, 90, 100, 150
b = a, 6«, 80, 120, 160.

Für die Zahl — 23.

0 = 0; & = 0, 70, 100, 130, 160 (mod. 23)
6 = 20, 30, 40, 110, 150, 17a
& = «, 50, 90, 140, 180, 220
6 = 60, 80, 120, 190, 200, 210.
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28.

Die auf diese Weise durch Induction gefundenen speciellen Sätze finden
sich bestätigt, wie weit man die Induction auch fortsetzen möge, und lassen
eine sehr hübsche Form der Kriterien erkennen. Vergleicht man sie aber
unter einander, um allgemeine Schlüsse daraus abzuleiten, so bieten sich
sogleich auf den ersten Blick die f o l g e n d e n B e m e r k u n g e n dar.

Die Kriterien, nach denen entschieden wird, zu welcher Klasse eine
Primzahl ± q (wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem
q von der Form 4^-M oder von der Form 4^4-3 ist) zu rechnen ist,
hängen von den Formen der Zahlen a, b ab, wenn man dieselbe in Bezug
auf den Modul q mit einander vergleicht. Nämlich

L Ist a~0 (mod. #), so gehört ±q zu einem bestimmten Complexe,
und zwar ist derselbe A für q = 7, 17, 23 und G für q = 3, 11, 13, 19, wo-
nach sich vermuten lässt, dass der erstere Fall allgemein stattfindet, wenn q von
der Form Sn ± l, der letztere aber, wenn q von der Form Sn ± 3 ist. Übrigens
sind die Complexe B und D bereits ohne Induction ausgeschlossen für einen
durch q teilbaren Wert von ß, in welchem Falle ^ = &2(mod. q) wird, d.h.
in welchem Falle p quadratischer Best von q ist und daher dem Fundamen-
taltheorem zufolge ± q quadratischer Best von p sein muss.

II. Ist a durch q nicht teilbar, so hängt das Kriterium von dem Werte

des Ausdrucks — (mod. q) ab. Dieser Ausdruck besitzt allerdings q verschiedene

Werte, nämlich die Werte 0, l, 2, 3,..., q — 1; wenn aber q von der Form
4^+1 ist, so sind die beiden Werte des Ausdrucks j/— l (mod. q) auszu-

schliessen, welche offenbar nicht Werte des Ausdrucks - (mod. q) sein können,

da stets vorausgesetzt wird, dass p = a2 4- b2 eine von q verschiedene Primzahl

sei. Daher ist die Anzahl der zulässigen Werte des Ausdrucks — (mod.#)

gleich q — 2 für q = l (mod. 4), während sie gleich q bleibt für q = 3 (mod. 4).

Nun zerfallen diese Werte in vier Klassen, nämlich so, dass die einen,
welche unbestimmt mit a zu bezeichnen sind, dem Complexe A, andere
mit ß zu bezeichnende dem Complexe J5, andere, 7 genannt, dem Complexe (7,
endlich die übrigen, mit 8 bezeichnet, dem Complexe D entsprechen, in der
Weise nämlich, dass db q zum Complexe -4, J5, (7, D zu rechnen ist, je nach-
dem man b = aa, b = ßa, b = 70, & = öa (mod. q) hat.

Das Gese tz dieser Verteilung aber scheint ziemlich versteckt zu liegen,
obwohl sich einige allgemeine Bemerkungen unmittelbar machen lassen.
Die Anzahl in drei Klassen ist dieselbe, nämlich gleich %(q — 1) oder
i(# + l)9 während sie in der einen (und zwar in derjenigen, welche dem
Complexe mit dem Kriterium a = 0 entspricht) um Eins kleiner ist, so dass
die Anzahl aller verschiedenen Kriterien hinsichtlich der einzelnen Complexe
dieselbe ist, nämlich gleich |(g — 1) oder £(tf + 1). Ferner bemerken wir,
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dass 0 stets in der ersten Klasse (unter a) vorkommt, sowie dass die
Complemente der Zahlen a, ß, 7, ö zu #, nämlich q — a, q — ß, q — 7,
q — S respective in der ersten, vierten, dritten, zweiten Klasse enthalten

sind. Endlich sehen wir, dass die Werte der Ausdrücke — ? •£-> — > -r
a ß 7 8

(mod. q) zur ersten, vierten, dritten, zweiten Klasse gehören, wenn das
Kriterium a = 0 dem Complexe A entspricht, dagegen zur dritten, zweiten,
ersten, vierten Klasse respective, wenn das Kriterium a = Q sich auf den
Complex C bezieht. Hierauf aber ist so ziemlich alles, was sich durch
Induction erreichen lässt, beschränkt, wenn wir uns nicht anmassen wollen,
das, was unten aus natürlichen Quellen abgeleitet werden wird, hier voraus-
gesehen zu haben.

29.

Bevor wir weiter gehen, wollen wir bemerken, dass die Kr i t e r i en
für P r i m z a h l e n (positiv genommen, wenn sie von der Form 4^ + 1,
negativ, wenn sie von der Form 4^ + 3 sind) zur E n t s c h e i d u n g für
alle ü b r i g e n Zahlen ausreichen, wenn man nur den Satz des
Artikels 7 und die Kriterien für — l und ± 2 zu Hülfe nimmt. So werden
z. B., wenn man die Kriterien für die Zahl -f- 3 haben will, die im Artikel 25
angegebenen auf die Zahl — 3 sich beziehenden Kriterien auch noch gelten
für +3, wenn $ eine gerade Zahl ist, dagegen müssen die Complexe -4,
jß, (7, D mit den Complexen 0, Z), J., B vertauscht werden, wenn i& eine
ungerade Zahl ist, so dass wir die folgenden Regeln erhalten.

4- 3 gehört

zum Complexe
A
B
C
D

wenn
&=0 (mod. 12) oder gleichzeitig a=0(inod. 3) und &=2(mod. 4)
b=Sa oder l Oa (mod. 12)
&=6a(mod.l2)odergleich2eitiga=0(mod.3)und6^0(mod.4)
b=2a oder 4a (mod. 12).

Ebenso werden die Kriterien für ± 6 aus der Verbindung der Kriterien
für =p 2 und — 3 abgeleitet, nämlich :

6 gehört

zum Complexe
A

B

C

D

wenn
2a, 22a (mod. 24) oder gleichzeitig a ~ 0 (mod. 3)

und b = 4a (mod. 8)
6a, Sa (mod. 24) oder gleichzeitig a = 0 (mod. 3)

und b = 2a (mod. 8)
I2a, 14a (mod. 24) oder gleichzeitig a = 0 (mod. 3)

und b = 0 (mod. 8)
18a, 20« (mod. 24) oder gleichzeitig a~0 (mod. 3)

und b = 6a (mod. 8).
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— 6 aber gehört
zum Complexe wenn

A & = 0, 10a, 14a (mod. 24) oder gleichzeitig a = 0 (mod. 3)
und 1} = 4a (mod. 8)

!> — 4«, 8a, 18« (mod. 24) oder gleichzeitig a = 0 (mod. 3)
und & = 6a (mod. 8)

0 & = 2a, 12a, 22a (mod. 24) oder gleichzeitig a = 0 (mod. 3)
und & = 0 (mod. 8)

i) = 6a, 16a, 20a (mod. 24) oder gleichzeitig a^O (mod. 3)
und b = 2a (mod. 8).

Auf analoge Weise setzen sich die Kriterien für die Zahl H- 21 aus den
Kriterien für — 3 und — 7, die Kriterien für —105 aus den Kriterien für
— l, — 3, + 5, — 7, u. s. w, zusammen.

30.

So liefert uns also die Induction eine reiche Ernte von spcciellen Sätzen,
welche dem Satze für die Zahl 2 verwandt sind; aber man vermisst ein
gemeinschaftliches Band, man vermisst strenge Beweise, da die Methode,
durch welche wir in der ersten Abhandlung die Zahl 2 erledigt haben, eine
weitere Anwendung nicht gestattet. Es fehlt zwar nicht an verschiedenen
Methoden, mittelst deren man die Beweise für specielle Fälle erhalten kann,
besonders diejenigen, welche sich auf die Verteilung der quadratischen
Beste unter die Complexe A und G beziehen; indessen halten wir uns mit
diesen nicht auf, da wir eine allgemeine, alle Fälle umfassende Theorie
wünschen müssen. Nachdem wir schon im Jahre 1805 über diesen Gegen-
stand nachzudenken begonnen hatten, kamen wir bald zu der Überzeugung,
dass die natür l iche Quelle einer a l lgemeinen Theor ie in einer
Erweiterung des Feldes der Ari thmetik zu suchen sei, wie wir schon
im Artikel l angedeutet haben.

Während nämlich die höhere Arithmetik in den bisher behandelten
Fragen es nur mit ganzen reellen Zahlen zu thun hat, erscheinen die auf die
biquadratischen Eeste bezüglichen Sätze nur dann in ihrer ganzen Einfach-
heit und natürlichen Schönheit, wenn das Feld der Ar i thmet ik auch
auf die imaginären Zahlen erstreckt wird, so dass ohne Einschränkung
die Zahlen von der Forin a -f- U das Object derselben bilden, wo, wie
gewöhnlich, i die imaginäre Grosse j/— l und a, b unbestimmt alle ganzen
reellen Zahlen zwischen — oo und + oo bezeichnen. Derartige Zahlen
werden wir ganze complexe Zahlen nennen, so zwar, dass die reellen den
complexen Zahlen nicht gegenübergestellt, sondern als eine besondere Art
von diesen betrachtet werden. Die gegenwärt ige Abhand lung wird
sowohl die e lementare Lehre von den complexen Grossen als
auch die ersten Anfänge der Theor ie der b iquadra t i schen Reste

en tha l t en , deren vollkommene Ausbildung wir uns in einer nachfolgenden
Fortsetzung zur Aufgabe setzen werden.*)

31.
Vor allen Dingen schicken wir einige B e n e n n u n g e n voraus, deren

Einführung eine grössere Kürze und Durchsichtigkeit ermöglichen wird.

Das Gebiet der c o m p l e x e n Zahlen a 4- U enthäl t :

L Die reellen Zahlen, in denen b = 0 ist, und unter diesen je nach
der Beschaffenheit von a

1) die Null,
2) die positiven Zahlen,
3) die negativen Zahlen;

II. Die imaginären Zahlen, in denen l von Null verschieden ist. Hier
werden wiederum unterschieden

J) imaginäre Zahlen ohne reellen Teil, d.h. solche, in denen a = Q ist,
2) imaginäre Zahlen mit reellem Teil, d. h. solche, in denen weder

b noch a gleich Null ist.

Die ersteren kann man, wenn man will, reine imaginäre Zahlen, die
ändern gemischte imaginäre Zahlen nennen.

In d ieser Theorie benutzen wir v i e r Einhei ten: +1, — l ,
-h e, — £, welche einfach die positive, die negative, die positiv imaginäre,
die negativ imaginäre Einheit heissen sollen.

Die drei Producte aus irgend einer complexen Zahl in eine der Zahlen
— l, -h£, — e, werden wir die jener associierten Zah len nennen. Mit
Ausnahme der Null (welche sich selbst associiert ist) sind also stets je vier
verschiedene Zah len e inander associ ier t .

Dagegen nennen wir diejenige Zahl, welche aus einer complexen Zahl
durch Vertauschung von i mit — i hervorgeht, die zu ihr conjugierte Zahl.
Unter den imaginären Zahlen sind also s te ts je z w e i v e r s c h i e d e n e
conjugier t , während die reellen Zahlen sich selbst conjugiert sind, wofern
man diese Benennung auf diese Zahlen ausdehnen will.

Das Produc t aus einer complexen Zahl und der zu ihr con-
j u g i e r t e n Zahl nennen wir die Norm einer jeden von beiden. Für eine
reelle Zahl ist daher ihr Quadrat als Norm zu betrachten.

*) Nur nebenbei wollen wir hier wenigstens noch bemerken, dass eine derartige
Erweiterung des Feldes der Theorie der biquadratischen Reste besonders angepasst
ist. Die Theorie der kubischen Reste muss in ähnlicher Weise auf die Betrachtung
der Zahlen von der Form a-\-bh, wo h eine imaginäre Wurzel der Gleichung
A3 — l = 0, etwa h — — \ + V\»i ist, gegründet werden, und ebenso erfordert die
Theorie der Reste der höheren Potenzen die Einführung anderer imaginärer Grossen.
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Allgemein hat man je acht mit einander im Zusammenhang stehende
Zahlen, nämlich:

a 4- U
— b 4- ai
— a — bi

b — ai

a — bi
— b — ai
— a 4- bi

b 4- ai;

hierbei sehen wir zwei Quaternionen von associierten Zahlen und vier Paare
von conjugierten Zahlen, und die gemeinschaftliche Norm aller ist a2 4- b2.
Die acht Zahlen reducieren sich aber auf vier verschiedene, wenn entweder
a = ib b oder eine der beiden Zahlen a, b gleich 0 ist.

Aus den angegebenen Definitionen ergiebt sich sogleich Folgendes:
Dem Produc te zweier complexen Zah len is t d a s P r o d u c t aus

den zu ihnen conjug ie r ten Zahlen conjugiert .
Dasselbe gilt von dem Producte mehrerer Factoren sowie auch von den

Quotienten.
Die Norm des Products aus zwei complexen Zahlen ist gleich

dem Product der N o r m e n jener Zahlen.
Dieser Satz erstreckt sich auch auf Producte aus beliebig vielen Factoren

und auf Quotienten.
Die Norm jeder complexen Zahl (mit Ausnahme der Null, was wir

von hier ab meistens stillschweigend hinzudenken) ist eine positive Zahl.
Ferner steht nichts im Wege, unsere Definitionen auf gebrochene oder

selbst irrationale Werte von a, b auszudehnen; aber a + bi soll n u r d a n n
eine ganze complexe Zahl genann t werden, wenn j ede der be iden
Zahlen a, b ganz, und nur dann eine rationale Zahl, wenn jede der beiden
Zahlen a, b rational ist.

32.
Der Algorithmus der arithmetischen Operationen bezüglich der com-

plexen Zahlen ist allgemein bekannt; die Division wird durch Einführung
der Norm auf die Multiplikation zurückgeführt, da man hat:

a 4- bi c — di ac 4- bd

Die Ausziehung der Quadratwurzel geschieht mit Hülfe der Formel:

l/a 4- U = ±|

wenn b eine positive Zahl, oder mit Hülfe der Formel:

/a2 4- b2 4- a /i/a2 4- b2 — a\
2 + i]/- 2 /

a* + b* + a rj
2 7
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wenn b eine negative Zahl ist. Welchen Nutzen die Transformation der
complexen Grosse a-+-bi in r (cos <p 4- i sin <p) für die Erleichterung der
Kechnung bietet, damit brauchen wir uns hier nicht aufzuhalten.

33.
Eine ganze complexe Zahl, welche sich in zwei von den Einheiten

verschiedene*) Factoren zerlegen lässt, nennen wir eine zusammengesetzte
complexe Zahl ; dagegen heisst eine Zahl, welche eine solche Zerlegung
nicht zulässt, eine complexe Primzahl. Hieraus geht sogleich hervor,
dass jede zusammengesetzte reelle Zahl auch eine zusammengesetzte com-
plexe Zahl ist. Dagegen kann eine reelle Primzahl eine z u s a m m e n -
gesetze complexe Zahl sein, und zwar wird dies gelten von der Zahl
2 und allen reellen positiven Primzahlen von der Form 4n -i- l (mit Aus-
nahme der Zahl 1), da man diese bekanntlich in zwei positive Quadrate
zerlegen kann; z. B. wird 2 = (l -h t) (l — i\ 5 = (l 4- 2i) (l — 2Q, 13 =
(3 + 20 (3 — 20, 17 = (1 + 40 (l — 40, u. s. w.

Dagegen sind die posi t iven reellen Pr imzahlen von der
Form 4^ + 3 stets auch complexe Primzahlen. Denn wenn eine
solche Zahl q = (a -H bi) (a -t- ßO wäre, so würde auch q = (a — bi) (a — ßs)
und daher #2 = (ß2 + &2) (a2 + ß2) sein; nun kann aber <£ nur auf eine
einzige Weise in positive Factoren, welche grösser als l sind, zerlegt werden,
nämlich in q • g, so dass g = a2 4- b2 = a2 4- ß2 sein müsste. Dies ist aber
absurd, da die Summe zweier Quadrate nicht von der Form 4w H- 3 sein
kann.

Bei den negativen reellen Zahlen gelten offenbar dieselben Benennun-
gen wie bei den positiven und dasselbe gilt von den reinen imaginären
Zahlen.

Es bleibt daher nur übrig zu ze igen , wie man b e i d e n gemisch-
ten imaginären Zahlen die z u s a m m e n g e s e t z t e n von den p r i m e n
Zahlen unterscheiden kann, und dies geschieht durch den folgenden
Satz.

Jede ganze gemischte imaginäre Zahl a + U ist
en tweder eine complexe Primzahl oder eine zusammengese tz te
Zahl, je nachdem ihre Norm en tweder eine reelle Primzahl oder
eine zusammengese tz te Zahl ist.

Beweis. I. Da die Norm einer zusammengesetzten complexen Zahl
stets eine zusammengesetzte Zahl ist, so muss offenbar eine complexe Zahl,
deren Norm eine reelle Primzahl ist, notwendig eine complexe Primzahl
sein. Dies ist der erste Teil des Satzes.

II. Ist aber die Norm a24-&2 eine zusammengesetzte Zahl, so sei p

*) oder, was dasselbe ist, in solche Factoren, deren Normen grösser als die
Einheit sind.
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eine reelle positive Primzahl, welche in jener aufgeht. Nun sind zwei
Fälle zu unterscheiden.

1. Ist p von der Form 4^ + 3, so kann bekanntlich a2 + &2 durch p
nur teilbar sein, wenn p gleichzeitig in a und l aufgellt, so dass also
a + M eine zusammengesetzte Zahl sein wird.

2. Ist p nicht von der Form 4^ + 3, so lässt sie sich sicher in zwei
Quadrate zerlegen; wir setzen daher p = a2 -+• ß2 Da

(aa + fcß) (aa — &ß) = a2(a2 + ß2) — ß2(a
2 + &2)

und daher durch p teilbar ist, so wird sicher p in einem der beiden
Factoren aa -+• &ß, aa — &ß aufgehen, und da ferner

(aa + &ß)2 + (aa - aß)2 = (aa - &ß)2 + (fca -h aß)2 == (a2 + fc2) (a2 4- ß2)

und somit durch p** teilbar ist, so wird offenbar in dem ersteren Falle auch
ba — aß, in dem letzteren &a -h aß durch p teilbar sein müssen. Daher ist
in dem ersteren Falle

a 4- bi aa + feß bcn — aß .
^+$i~~~~~p h p e'

in dem letzteren aber
a 4- bi aa — 68 &a -t- aß .

= £_ | JLl

eine ganze complexe Zahl. Da somit die gegebene Zahl entweder durch
a H- ße oder durch a — $i teilbar ist und die Norm des Quotienten, nämlich

2 _ _ 2

nach Voraussetzung von der Einheit verschieden ist, so folgt,

dass a -f- U in beiden Fällen eine zusammengesetzte complexe Zahl ist.
Dies ist der zweite Teil des Satzes.

34.
Es wird daher die Gesamthe i t der c o m p l e x e n P r i m z a h l e n d u r c h

f o l g e n d e v ier Ar ten v o l l s t ä n d i g e r schöpf t :
1. die vier Einheiten l, -h £, — l , — £ , die wir jedoch, sobald wir

von Primzahlen handeln, meistens stillschweigend als ausgeschlossen
betrachten werden.

2. die Zahl l H- i mit den drei zu ihr associierten Zahlen — l -f- £,
— l — i, l —i.

3). die reellen positiven Primzahlen von der Form 4^ + 3 mit den drei
zu ihnen associierten Zahlen.

4). die complexen Zahlen, deren Normen reelle die Einheit übersteigende
Primzahlen von der Form 4^+1 sind, und zwar werden einer jeden
gegebenen Norm dieser Art je acht complexe Primzahlen und nicht mehr
entsprechen, da eine solche Norm nur auf eine einzige Weise in zwei
Quadrate zerlegt werden kann.
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35.
Ebenso wie die reellen ganzen Zahlen in gerade und ungerade Zahlen

und jene wiederum in gerademal gerade und ungerademal gerade zerfallen,
so bietet sich auch bei den complexen Zahlen ein ebenso wesentlicher Unter-
schied dar. Sie sind nämlich

entweder durch l 4-^ nicht teilbar, z. B. die Zahlen a + bi, wo
die eine der Zahlen a, b ungerade, die andere gerade ist,

oder durch l-M aber nicht durch 2 teilbar, wenn jede der
beiden Zahlen a, b ungerade ist,

oder durch 2 teilbar, wenn jede der beiden Zahlen a, b gerade ist.
Die Zahlen der ersten Klasse können passend ungerade, die der

zweiten Klasse halbgerade, die der dri t ten Klasse gerade complexe
Zah len genannt werden.

Das Product aus mehreren complexen Factoren ist stets ungerade, wenn
sämtliche Factoren ungerade sind; es ist halbgerade, wenn ein Factor halb-
gerade, die übrigen ungerade sind; es ist aber gerade, wenn unter den
Factoren entweder mindestens zwei halbgerade vorkommen oder wenigstens
einer gerade ist.

Die Norm jeder unge raden complexen Zahl ist von der Form
4^4-1; die Norm einer h a l b g e r a d e n Zahl von der Form 8^4-2;
endl ich ist die Norm einer geraden Zahl das Product aus einer
Zahl von der Form 4w-i-l und der Zahl 4 oder einer h ö h e r e n
Potenz von 2.

36.
Da der Zusammenhang zwischen je vier associierten complexen Zahlen

dem Zusammenhang zwischen zwei entgegengesetzten reellen Zahlen (d. h.
zwischen zwei Zahlen, die absolut genommen gleich, aber mit entgegen-
gesetzten Vorzeichen behaftet sind) analog ist, und von diesen allgemein
die positive gleichsam als primäre Zahl mit Eecht betrachtet zu werden
pflegt, so entsteht die Frage, ob eine ähnliche Unterscheidung zwischen je
vier associierten complexen Zahlen festgestellt werden kann und für nützlich
erachtet werden muss. Um diese Frage zu entscheiden, muss man erwägen,
dass das Prinzip der Unterscheidung derart beschaffen sein muss, dass das
Product zweier Zahlen, welche unter den zu ihnen associierten als primäre
Zahlen gelten, immer eine primäre Zahl unter den zu ihm associierten Zahlen
wird. Wir überzeugen uns aber bald, dass es ein solches Prinzip überhaupt
nicht giebt, wofern nicht die Unterscheidung auf ganze Zahlen beschränkt wird;
ja eine nutzbringende Unterscheidung wird sogar nur auf die ungeraden
Zahlen beschränkt sein. Für diese aber kann das vorgesteckte Ziel auf
doppelte Weise erreicht werden, nämlich

I. Das Product aus zwei Zahlen a 4- bi, a'4- b'i, welche so beschaffen
sind, dass a, a' von der Form 4n 4- l und b, b' gerade sind, wird dieselbe
Eigenschaft besitzen, so dass also der reelle Teil = l (mod.4) und der
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imaginäre Teil gerade wird. Und man sieht leicht, dass unter vier
associierten ungeraden Zahlen nur eine unter jener Form enthalten ist.

II Wenn die Zahl a + U so beschaffen ist, dass a — l und b entweder
gleichzeitig gerademal gerade oder gleichzeitig ungerademal gerade sind,
so wird ihr Product mit einer cornplexen Zahl von derselben Form dieselbe
Eigenschaft besitzen, und man sieht leicht, dass von je vier associierten
ungeraden Zahlen nur eine unter jener Form enthalten ist.

Von diesen beiden ungefähr gleich zweckmässigen Prinzipien werden
wir das letztere wählen; wir werden nämlich unter vier associierten ungeraden
complexen Zahlen diejenige als primäre Zahl betrachten, welche nach dem
Modul 2 4- 2e der positiven Einheit congruent wird; hierdurch werden wir
mehrere ausgezeichnete Sätze in grösserer Kürze aussprechen können. So
sind z. B. die complexen Primzahlen — l -h 2e, — l — 2&, -f- 3 -f- 2e,
H-3 — 2&, + 1+4&, 4-1 — 4&, ... primäre Zahlen, ebenso die reellen
— 3, — 7, — 11, — 19, ..., die offenbar immer mit negativem Vorzeichen
zu versehen sind. Die zu einer ungeraden complexen primären Zahl
conjugierte Zahl wird ebenfalls primäre Zahl sein.

Für halbgerade und gerade Zahlen im Allgemeinen würde eine ähnliche
Unterscheidung allzu willkürlich und zu wenig nützlich sein. Von den
associierten Primzahlen l -H f , l — e, — l -M, — l — a können wir zwar
eine vor den übrigen als primäre Zahl auswählen, auf zusammengesetzte
Zahlen werden wir aber eine solche Unterscheidung nicht ausdehnen.

37.
Wenn unter den Factoren einer zusammengesetzten complexen Zahl

solche vorkommen, welche selbst zusammengesetzt sind, und diese wieder
in ihre Factoren zerlegt werden, so wird man offenbar schliesslich zu
Primfactoren kommen, d. h. j ede zusammengese t z t e Zahl ist in
Pr imfac toren zerlegbar. Finden sich unter diesen welche, die nicht
primäre Zahlen sind, so substituiere man an deren Stelle das Product aus
der associierten primären Zahl in e, — l oder — i. Auf diese Weise ergiebt
sich, dass jede zusammengesetzte complexe Zahl M auf die Form reduciert
werden kann:

derart, dass A, JB, C. . . von einander verschiedene prime complexe primäre
Zahlen sind und [A = 0, l, 2 oder 3 ist. Von einer solchen Zerlegung gilt der
Satz, dass dieselbe nur auf eine einzige Weise möglich ist, ein Satz, der
bei oberflächlicher Betrachtung allerdings an sich klar erscheinen könnte,
aber jedenfalls eines Beweises bedarf. Zu diesem bahnt der folgende Satz
den Weg.

Satz. Das Product Jf =^aJ5ßCY . . . , in welchem A9B9C,...
ver sch iedene pr ime complexe pr imäre Z a h l e n beze i chnen , kann
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durch keine primäre complexe Primzahl teilbar sein, die nicht
unter A, J5, C, ... enthal ten ist.

Beweis. Es sei P eine primäre complexe Primzahl, die nicht unter
A> J5, (7, . . . enthalten ist, und es seien jp, a, &, c. . . die Normen der Zahlen
P, -4, J5, (7... Hieraus folgt leicht, dass die Norm der Zahl M gleich
aaößcT. . . ist, so dass diese Zahl durch p teilbar sein müsste, wenn M
durch p teilbar wäre. Da die einzelnen Normen entweder reelle Primzahlen
(aus der Keihe 2, 5, 13, 17,. . .) oder die Quadrate reeller Primzahlen (aus
der Reihe 9, 49, 121, .. .) sind, so ist unmittelbar klar, dass jenes nur statt-
finden kann, wenn p mit irgend einer Norm a, &, c . . . identisch wird; wir
nehmen daher p == a an. Da aber nach Voraussetzung P und A von ein-
ander verschiedene primäre complexe Primzahlen sind, so sieht man leicht, dass
dieses gleichzeitig nur bestehen kann, wenn P und A conjugierte complexe
Zahlen sind und somit p = a eine ungerade reelle Primzahl (nicht das
Quadrat einer Primzahl) ist; wir setzen daher A='k-\-U, P=& — U.
Hiernach wird (indem wir den Begriff und die Bezeichnung der Congruenz
auf ganze complexe Zahlen ausdehnen) A = 2# (mod. P), woraus leicht folgt:

\.. (mod. P).

Sobald also M durch P teilbar angenommen wird, wird auch

durch P teilbar und somit auch die Norm dieser Zahl, welche gleich

ist, durch p teilbar sein. Da aber 2 und Je durch p sicher nicht teilbar
sind, so folgt hieraus, dass p mit irgend einer der Zahlen &, c . . . identisch
sein muss. Es sei z. B. p = 5. Hieraus schliessen wir aber, dass entweder
B = Jc -t- U oder B = Je — &', d. h. entweder B = A oder B = P ist, was
beides der Voraussetzung widerspricht.

Aus diesem Satze leitet man den ändern, dass die Zerlegung in Prim-
factoren nur auf eine einzige Weise möglich ist, sehr leicht her, und zwar
durch Schlüsse, die denen, welche wir in den „Arithmetischen Untersuchungen'1

(Artikel 16, vgl. oben S. 7) benutzt haben, vollkommen analog sind; daher
würde es überflüssig sein, uns hier damit aufzuhalten.

38.
Wir gehen jetzt zu der Congruenz der Zahlen nach complexen

M o d u l n über. Am Eingange dieser Untersuchung ist es aber zweckmässig an-
zugeben, auf welche Weise die complexen Zahlen veranschaulicht werden können.

Ebenso wie jede reelle Grosse durch einen von einem willkürlichen
Anfangspunkte aus zu nehmenden nnd nach einem willkürlichen als Einheit
genommenen Segmente abzumessenden Teile einer nach beiden Seiten
unendlichen geraden Linie ausgedrückt und somit durch den ändern End-
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punkt desselben dargestellt werden kann derart, dass die Punkte auf der
einen Seite des Anfangspunktes die positiven, die Punkte auf der ändern
Seite die negativen Grossen repräsentieren, so kann auch jede complexe
Grosse dargestellt werden durch irgend einen Punkt in einer unendlichen
Ebene, in welcher eine bestimmte Gerade zur Darstellung der reellen Grossen
dient, nämlich die complexe Grosse x + iy durch einen Punkt, dessen
Abscisse gleich x und dessen Ordinate (auf der einen Seite der Abscissen-
linie positiv, auf der ändern negativ genommen) gleich y ist. Auf diese Weise
kann gesagt werden, dass jede beliebige complexe Grosse den Unterschied
zwischen der Lage des Punktes, zu dem sie gehört, und der Lage des
Anfangspunktes messe, wenn die positive Einheit eine willkürliche aber
bestimmte Abweichung nach einer willkürlichen aber bestimmten Eichtung
hin, die negative Einheit eine ebenso grosse Abweichung nach der entgegen-
gesetzten Eichtung, endlich die imaginären Einheiten ebenso grosse Ab-
weichungen nach zwei darauf senkrechten nach beiden Seiten gehenden
Eichtungen hin bezeichnen.

Auf diese Weise wird die Methaphysik der Grossen, welche wir
imaginäre nennen, in ein ausgezeichnetes Licht gestellt. Wenn der Anfangs-
punkt mit (0) bezeichnet wird, und die beiden complexen Grossen m, m'
sich auf die Punkte if, M' beziehen, deren Lagen in Bezug auf den
Punkt (0) sie ausdrücken, so wird die Differenz m — m' nichts anderes
ausdrücken als die Lage des Punktes M in Bezug auf den Punkt JP;
andrerseits wird man, wenn das Product mm' die Lage des Punktes N in
Bezug auf (0) darstellt, leicht einsehen, dass diese Lage ebenso bestimmt
wird durch die Lage des Punktes M in Bezug auf (0), wie die Lage des
Punktes M' durch die Lage desjenigen Punktes, welchem die positive
Einheit entspricht, bestimmt wird, so dass man nicht unpassend sagen
kann, die Lagen der den complexen Grossen mm', m, m', l entsprechenden
Punkte bilden eine Proportion. Doch behalten wir uns eine ausführlichere
Behandlung dieses Gegenstandes für eine andere Gelegenheit vor. Die
Schwierigkeiten, mit denen man die Theorie der imaginären Grossen
umgeben geglaubt hat, haben ihren Grund grossenteils in den wenig
schicklichen Benennungen (sind sie doch sogar von Einigen mit dem miss-
klingenden Namen unmöglicher Grossen belegt worden). Hätte^man, aus-
gehend von den Vorstellungen, welche Mannigfaltigkeiten von zwei
Dimensionen (wie sie in grösster Eeinheit in den räumlichen Anschauungen
erblickt werden) darbieten, die positiven Grossen directe, die negativen
inverse, die imaginären laterale Grossen genannt, so wäre Einfachheit
anstatt Verwirrung, Klarheit anstatt Dunkelheit die Folge gewesen.

39.
Das im vorigen Artikel Vorgetragene bezieht sich auf stetige complexe

Grossen; in der Arithmetik, welche es nur mit ganzen Zahlen zu thun hat,
ist das Schema der complexen Zahlen ein System äquidistanter Punkte,

welche auf äquidistanten Geraden so gelegen sind, dass sie die unendliche
Ebene in unendlich viele Quadrate zerlegen. Alle durch eine gegebene
complexe Zahl a •+- U = m teilbaren Zahlen werden ebenfalls unendlich
viele Quadrate bilden, deren Seite gleich j/a2 4- &2 oder deren Flächeninhalt
gleich a2 + b2 ist; die letzteren Quadrate werden gegen die ersteren eine
geneigte Lage haben, wenn keine der beiden Zahlen a, & gleich Null ist.
Einer jeden durch den Modul m nicht teilbaren Zahl wird ein Punkt ent-
sprechen, der entweder innerhalb eines solchen Quadrates oder auf der
Grenzlinie zweier Quadrate liegt; der letztere Fall aber kann nur stattfinden,
wenn a, & einen gemeinschaftlichen Teiler haben; ferner ist klar, dass die
nach dem Modul m congruenten Zahlen in ihren Quadraten congruente
Lagen einnehmen. Hieraus folgt leicht, dass, wenn man alle innerhalb
eines bestimmten Quadrats gelegenen Zahlen sowie alle diejenigen, welche
etwa auf zwei nicht gegenüberliegenden Seiten desselben liegen, sammelt
und zu diesen endlich die durch m teilbare Zahl hinzurechnet, man ein
vollständiges System nach dem Modul m incongruenter Eeste erhält, d. h.
dass jede ganze Zahl irgend einem von jenen und nur einem einzigen con-
gruent sein muss. Es würde auch nicht schwierig sein zu zeigen, dass die
Anzahl dieser Eeste der Norm des Moduls gleich, nämlich gleich a2 + &2

ist. Doch scheint es ratsam, diesen sehr wichtigen Satz auf eine andere
rein arithmetische Art zu beweisen.

40.
Satz. Nach dem gegebenen complexen Modul m = a •+• H,

dessen Norm a?-\-b2 = p ist und für welchen a, & zu einander
prime Zahlen sind, wird jede beliebige ganze complexe Zahl
irgend einem Eeste aus der Eeihe 0, l, 2, 3, ____ , p — l und nicht
mehreren congruent sein.

Beweis. I. Sind a, ß ganze Zahlen, für welche aa + ß& = l wird, so ist:

i=vb — ßa 4- w(ß + a^).

Ist daher eine ganze complexe Zahl A + Bi gegeben, so hat man:

A + Bi = A -+- (<x& — ßa) B + m($B 4-

Bezeichnet man daher mit h den kleinsten positiven Eest der Zahl
A -t- (a& — ß«)J5 nach dem Modul p und setzt man:

so wird:

oder:

A -f- (<x& — ßa)J5 = h 4- Jsp = li 4- m(ak — iÄ

A 4- Bi = h 4- m[$B 4- ak 4- (*B — H?)t]

A 4- Bi =. h (mod. m).

Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.
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II. Wenn derselben coinplexen Zahl zwei reelle Zahlen Ä, h' nach dem
Modul m congruent sind, so werden sie auch unter einander congruent sein.
Setzen wir daher h — hf=m(c + di)^ so wird:

und daher:
(h — h") (a — U) =p (c -H di)

(Ä — 70a=#c, (Ä — /&')& = — pd,

und ferner wegen aa -i- &ß = l :

"h — A'=#(ca — eZß), d.h. h = hf

Mithin können h und h', wofern sie ungleich sind, nicht beide gleich-
zeitig in dem Complex der Zahlen 0, l, 2, 3, . . . , p — l enthalten sein.
Damit ist der zweite Teil des Satzes bewiesen.

41.
Satz. Nach dem complexen Modul w = a4-fo', dessen Norm

a? + b2 = p ist und für welchen a, b nicht prim zu einander sind,
sondern den grössten gemeinschaf t l i chen Teiler X (den wir
positiv vorausse tzen) haben, ist jede bel iebige complexe Zahl
e inemReste x-\-iy von solcher Beschaffenheit congruent, dass o;

Pi rgend eine der Zahlen 0, l, 2, 3, . . . , f- — l und y i rgend eine der
A

Zahlen 0, l, 2, 3,..., X — l ist, und zwar nur einem einzigen unter
allen p Resten, welche eine solche Form besitzen.

Beweis. I. Nimmt man die ganzen Zahlen a, ß so an, dass aa 4- ß& = X
wird, so ist:

Ist nun A 4- BI die gegebene coraplexe Zahl, ist ferner y der kleinste
positive Rest von B nach dem Modul X und x der kleinste positive Rest

von A + (oib — ßa) — r-

so wird

nach dem Modul ? und setzt man:

d. h. durch m teilbar, oder A •+ Bi = x 4- yi (inod. m). Damit ist der
erste Teil des Satzes bewiesen.

II. Nehmen wir an, dass nach dem Modul m derselben complexen
Zahl zwei Zahlen x 4- yi und #'•+• y'i congruent seien, so werden dieselben
auch unter einander nach dem Modul m congruent sein. Um so mehr
also werden sie nach dem Modul X congruent und daher y = yf (mod. X)
sein. Wenn man nun annimmt, dass jede der beiden Zahlen #, i/ unter
den Zahlen 0, l, 2, 3, . . ., X — l enthalten sei, so muss notwendig y—yr sein.
Auf diese Weise aber wird auch % = %' (mod. m\ d. h. x — x' durch m teil-

bar und daher — r — eine ganze durch y + y& teilbare Zahl sein, ^der

es ist:

Hieraus aber folgt, day> y zu einander prime Zahlen sind, nach dem

zweiten Teile des vorhergehenden Satzes, dass — ? — auch durch die Norm
A

der Zahl T + T*> d. h. durch die Zahl ^ und somit auch x — x' durch

y teilbar ist. Daher wird, wenn man annimmt, dass auch jede der beiden

Zahlen #, x' in dem Complex der Zahlen 0, l, 2, 3, . . . , y — l enthalten

sei, notwendig x = x' oder die Reste x + yi, x'+y'i werden identisch sein.
Damit ist der zweite Teil des Satzes bewiesen.

Übrigens ist unmittelbar klar, dass hierher auch der Fall zu rechnen
ist, wo der Modul eine reelle Zahl, also "b = 0 und somit X = ± a ist, sowie
der, wo der Modul eine rein imaginäre Zahl, also a = 0 und somit X = ± b

ist. In beiden Fällen hat man 4- = X.
A

42.
Rechnet man daher alle nach einem gegebenen Modul unter einander

congruenten complexen Zahlen zu derselben Klasse, incongruente aber zu
verschiedenen Klassen, so wird es überhaupt p Klassen geben, welche die
Gesamtheit der ganzen Zahlen erschöpfen, wenn p die Norm des Moduls
bezeichnet. Der Complex von ebenso vielen aus den einzelnen Klassen ent-
nommenen Zahlen wird ein vollständiges System incongruenter Reste dar-
stellen, wie wir es in den Artikeln 40 und 41 bestimmt haben. Und
zwar war in jenem Systeme die Wahl der die betreffenden Klassen
gewissermassen repräsentierenden Reste auf das Prinzip gegründet worden,
dass in jeder Klasse ein solcher Rest x 4- yi genommen werden sollte, für
welchen y den kleinsten Wert hat und unter allen, in welchen derselbe
kleinste Wert von y vorkommt, derjenige, für welchen der Wert von y am
kleinsten ist, mit Ausschluss aber von negativen Werten sowohl für x als
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auch für y. Für andere Zwecke aber wird es zweckmässig sein, sich an-
derer Prinzipien zu bedienen, und zwar ist insbesondere die Art zu merken,
wo solche Eeste genommen werden, welche durch den Modul dividiert, die
einfachsten Quotienten darbieten. Offenbar werden, wenn a 4- ßj, a'4- ß'j,
a"4- ß"&. . . die Quotienten sind, welche aus der Division congruenter Zahlen
durch den Modul entstehen, sowohl die Differenzen der Grossen a, a', a",...
unter einander als auch die Differenzen zwischen den Grossen ß, ß', ß / ; , . . .
ganze Zahlen sein, und es ist klar, dass stets ein Eest existiert, für welchen
a und ß zwischen den Grenzen 0 und l, die erstere Grenze eingeschlossen,
die letztere Grenze ausgeschlossen, liegen; einen solchen Eest werden wir
einfach den kleinsten Rest nennen. Wenn man lieber will, kann man an
Stelle jener Grenzen auch die folgenden — £ und 4- i (die erstere einge-
schlossen, die letztere ausgeschlossen) nehmen; einen dieser Beschränkung
entsprechenden Eest werden wir den absolut kleinsten Eest nennen.

In Bezug auf diese kleinsten Eeste bieten sich folgende Aufgaben dar.

43.

Den kle ins ten Eest einer gegebenen complexen Zahl A + Bi
nach dem Modul a + U, dessen Norm gleich JD ist, f inde t man folgen-
dermassen.

Ist x + yi der gesuchte kleinste Eest, so wird (x + yi) (a —U) der
kleinste Eest des Products (A-\-Bi) (a^—U) nach dem Modul (a + ~bi) (a—U\
d. h. nach dem Modul p sein. Setzt man daher:

a A + bB = Fp 4- /; aB — l)A=Gp + g,

so dass /J g die kleinsten Eeste der Zahlen aA 4- &J5, aB — l A nach dem
Modul p sind, so ist:

f+tfx 4- yi = a—(
oder:

p

P = B — aG - bF.

Offenbar müssen die kleinsten Eeste /J g entweder zwischen den Grenzen
0 und p — l oder zwischen den Grenzen — %p und 4- J p genommen werden,
je nachdem entweder einfach der kleinste Eest oder der absolut kleinste
Eest der complexen Zahl verlangt wird.

44.

Die Aufstel lung des vol ls tändigen Systems der k le ins ten
Eeste für einen gegebenen Modul kann auf mehrere Arten ausgeführt

werden. Das erste Verfahren geht in der Weise vor, dass zuerst die Grenzen
bestimmt werden, innerhalb deren die reellen Glieder liegen müssen, und
sodann für die einzelnen innerhalb dieser Grenzen liegenden Werte die
Grenzen der imaginären Teile festgestellt werden. Das allgemeine Kriterium
eines kleinsten Eestes x 4- yi für den Modul a 4- U besteht darin, dass
sowohl ax •+• by = £ als auch ay — bx = Y) zwischen den Grenzen 0 und
a2 4- ö2 liegt, wenn es sich einfach um die kleinsten Eeste handelt, oder
zwischen den Grenzen — i(a2 4- &2) und 4- ^(a2 4- &2), wenn die absolut
kleinsten Eeste verlangt werden, wobei die zweite Grenze ausgeschlossen
ist. Specielle Eegeln würden die Unterscheidung der Fälle, welche die
Verschiedenheit der Vorzeichen der Zahlen a, & veranlasst, erfordern, doch
überheben wir uns hier der Mühe, uns mit der Entwicklung derselben,
welche keinen Schwierigkeiten unterworfen ist, abzugeben. Es möge ge-
nügen, die Natur des Verfahrens an einem einzigen Beispiele dargelegt zu
haben.

Für den Modul 5 4- 2e müssen die einfach kleinsten Eeste x -+• yi so
beschaffen sein, dass sowohl bx 4- 2y = £ als auch by — 2# = r) gleich
irgend einer der Zahlen 0, l, 2, 3, . . . , 28 ist. Die Gleichung 29# = 5£ — 2iq

5 • 28
zeigt, dass die positiven Werte von x nicht grösser als OQ , die negativen,

Zu
2 • 28

vom Vorzeichen abgesehen, nicht grösser als -ÖÄ~" se*n können. Daher

sind die sämtlichen zulässigen Werte von x die folgenden: — l, 0, l, 2, 3,4.
Für x = — l muss 2# gleich irgend einem der Werte 5, 6, 7,. . . , 33 and
by irgend einem der Werte — 2, — l, 0, l, ..., 26 gleich sein; daher ist
der kleinste Wert von y gleich 4- 3, der grösste gleich + 5. Behandelt
man ebenso die übrigen Werte von #, so ergiebt sich folgendes Schema
aller kleinsten Eeste:

X

— 1
0

+ 1
+ 2
+ 3
+ 4

y
3, 4, 5
0, 1, 2, 3, 4, 5
1, 2, 3, 4, 5, 6
1, 2, 3, 4, 5, 6
2, 3, 4, 5, 6
2, 3, 4.

In ähnlicher Weise müssen für die absolut kleinsten Eeste 5 und TJ
irgend einer der Zahlen —14, — 13, —12, . . . , +14 gleich sein; hier-
nach kann nicht 29% ausserhalb der Grenzen — 7 • 14 und •+• 7 • 14 liegen,
und daher muss x irgend einer der Zahlen — 3, — 2, — l, 0, l, 2, 3
gleich sein. Für # = — 3 wird 2^/ = £ — 5# = £-!-15 irgend einer der
Zahlen l, 2, 3, ..., 29 gleich, 5# = 7)-t--2# = Yj — 6 aber irgend einer
der Zahlen — 20, — 19, — 18, . . . , -f- 8, Hieraus ergiebt sich für y der
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einzige Wert + 1. Behandelt man die übrigen Werte von x in derselben
Weise, so erhält man das Schema sämtlicher absolut kleinsten Reste:

x l y

3

— 2
— 1

0
+ 1
+ 2
+ 3

+ 1
-2,
-3,
-2,
-2,
-2,
— 1.

-1,
-2,
-1,
-1,
-1,

o,
-1,

o,
o,
o,

+ 1,
o,

+ 1,
+ 1,
+ 1,

+ 2
+ 1,
+ 2
+ 2,
+ 2

+ 2

+ 3

45.
Bei der A n w e n d u n g der zwei ten Methode ist es zweck-

mässig, zwei Fälle zu un te rsche iden .
In dem ersten Falle, in welchem a und b keinen gemeinschaftlichen

Teiler haben, werde aa + ß& = l gesetzt, und es sei k der kleinste positive
Rest von ßa — a& nach dem Modul p. Hiernach zeigen die identischen
Relationen

— ap + a(aa + ß&),a(ßa— 06) = $p

dass a# = — ö, &7s = a (mod. #) ist. Setzt man daher wie oben ax + ty = E,
a# — &# = TJ, so ist Y) = Ä£, $ = — ÄY) (mod.^). Man erhält somit alle Zahlen
% + T;*, welche den einfach kleinsten Resten x + yi entsprechen, wenn man
entweder für £ der Reihe nach die Werte 0, l, 2, 3, . . . , p — l und für TJ
die kleinsten positiven Reste der Producte K nach dem Modul p oder um-
gekehrt für T) jene Werte und für $ die kleinsten Reste der Producte — #T)
nimmt. Aus den einzelnen 5 + ip findet man dann die entsprechenden
x+yi nach der Formel:

- 7-.a — bi p p

Ferner ist klar, dass T), während $ um die Einheit wächst, entweder
den Zuwachs k oder die Verminderung p — k und daher x + yi

, xentweder die Änderung

, ,. . . ,
oder die folgende

, a
h b + l - — a

p \ p
erleidet, eine Bemerkung, welche dazu dient, die Aufstellung zu erleichtern.

Endlich werden, wenn die absolut kleinsten Reste x-^yi verlangt
werden, diese Vorschriften nur insofern sich ändern, als jetzt S der Reihe
nach die Werte zwischen den Grenzen — \p und + \p beizulegen sind,
während für rj die absolut kleinsten Reste der Producte Wi genommen werden

müssen. Es folgt hier das Schema der auf diese Weise erhaltenen kleinsten
Reste für den Modul 5 + 2*.

Einfach kleinste Reste.

5 + T)*

0
1 + 17*
2+ 5*
3 + 22e
4 + 10*
5 + 27*
6 + 15i
7 + 3 *
8 + 20*
9+ 81

x + yi

0
-1 + 3*

+ *
+ 1 + 4*

+ 2*
— 1 + 5*

+ 3*
+ 1+ i

+ 4*
+ 1 + 2*

5 + rj*

10 + 25*
11 + 13i
12+ i
13 + 18*
14+ 6*
15 + 23*
16 + 11*
17 + 28*
18 + 16*
19+ 4*

x + yi

+ 5*
+ 1 + 3*
+ 2+ i
+ 1 + 4*
+ 2 + 2*
+ 1 + 5*
+ 2 + 3j
+ 1 + 6*
+ 2 + 4e
+ 3 + 2*

E + ri*

20 + 21*
21+ 9i
22 + 26*
23'+ 14*
24+ 2*
25 + 19*
26+ li
27 + 24*
28 + 12*

x + yi

+ 2 + 5*
+ 3 + 3*
+ 2 + 6*
+ 3 + 4^
+ 4 + 2*
+ 3 + 5*
+ 4 + 3*
+ 3 + 6*
+ 4 + 4*.

Absolut kleinste Reste.

E + rj*

— 14— 61
-13 + 11*
-12- *
- 11 - 13*
— 10+ 4*
— 9 — 8 *
— 8 + 9 *
- 7 - 3 *
— 6 + 14^
— 5 + 2 *

x + yi

-2-2*
— 3 + i
— 2 — i
-1-3*
-2
- 1 - 2*
-2+ i
-l- i
-2 + 2*
-1

5 + tf

— 4 — 10*
-3+ 7i
— 2— 5*
— 1 + 12*

0
+ 1 — 12*
+ 2+ 5*
+ 3- 7i
+ 4 + 10*

« + ^i

-2i
— l + i

— i
— 1 + 2*

0
+ 1 — 2*

+ i
+ 1- i

+ 2*

6 + V

+ 5 — 2 *
+ 6 — 14*
+ 7 + 3 *
+ 8 — 9 *
+ 9 + 8 *
+ 10— 4*
+ 11 + 13*
+ 12+ i
+ 13 — 11*
+ 14+ 6*

x + yi

+ 1
+ 2 — 2*
+ 1+ *
+ 2— i
+ 1 + 2*
+ 2
+ 1 + 3*
+ 2+ i
+ 3— *
+ 2 + 2*.

Den zweiten Fall, in welchem a, b nicht prim zu einander sind, kann
man leicht auf den vorhergehenden Fall zurückführen. Es sei X der grösste
gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, &, und a = Xa', b = X&;. Es bezeichne
ferner F unbestimmt den kleinsten Rest für den Modul X, insofern derselbe
als complexe Zahl betrachtet wird, d. h. es stelle F unbestimmt eine solche
Zahl x + yi dar, dass #, y entweder zwischen den Grenzen 0 und X oder
zwischen den Grenzen — JX und + iX liegen (je nachdem es sich um die
einfach kleinsten oder absolut kleinsten Reste handelt); endlich bezeichne F'
unbestimmt den kleinsten Rest für den Modul a'-\-b'i Dann ist
(a'-t-b'i)F-t- F' unbestimmt der kleinste Rest für den Modul a + &*', und
das vollständige System dieser Reste wird man erhalten, wenn man sämt-
liche F mit sämtlichen Ff combiniert.
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46.
Zwei complexe Zahlen werden zu e inander prim genannt, wenn

sie ausser den Einheiten keine ändern gemeinschaftlichen Teiler besitzen;
sooft aber derartige gemeinschaftliche Teiler vorhanden sind, so werden die-
jenigen die grössten gemeinschaftlichen Teiler genannt, deren Norm am
grössten ist.

Wenn die Zerlegung zweier gegebenen Zahlen in Prim-
fac to ren gegeben ist, so wird die Bestimmung des grössten gemeinschaft-
lichen Teilers auf genau dieselbe Weise ausgeführt, wie bei den reellen
Zahlen (Arithmetische Untersuchungen, Artikel 18, vgl. oben S. 8). Zugleich
geht hieraus hervor, dass sämtliche gemeinschaftlichen Teiler zweier ge-
gebenen Zahlen auch in dem grössten auf diese Weise gefundenen gemein-
schaftlichen Teiler derselben aufgehen müssen. Da nun bereits von selbst
klar ist, dass die drei diesem associierten Zahlen ebenfalls gemeinschaftliche
Teiler sein werden, so werden stets je vier und nicht mehr grösste gemein-
schaftliche Teiler genannt werden müssen, und die Norm dieser wird ein
Vielfaches jedes ändern gemeinschaftlichen Teilers sein.

Wenn die Zer legung zweier gegebenen Zahlen in einfache
Factoren nicht gegeben ist, so findet man den grössten gemeinschaft-
lichen Teiler mit Hülfe eines ähnlichen Algorithmus, wie für reelle Zahlen.
Es seien m, m' die beiden gegebenen Zahlen und man bilde durch wieder-
holte Division die Keihe m", m'", . . . derart, dass m" der absolut kleinste
Eest von m nach dem Modul m', ferner m'" der absolut kleinste Kest von
m' nach dem Modul m" ist, u. s. f. Bezeichnet man die Normen der

p"Zahlen m, m', m", m'", . . . respective mit p, p', p", p'", . . . , so ist —r die

m"
Norm des Quotienten — r und daher nach der Definition des absolut kleinstenm

p1"
Bestes sicher nicht grösser als i; dasselbe gilt von -̂77, u. s. w. Mithin

werden die positiven reellen ganzen Zahlen p', p", p'", . . . eine beständig
abnehmende Keihe bilden, so dass man notwendig schliesslich zu dem
Gliede 0 oder, was dasselbe ist, in der Keihe m, m', m" ', m'", . . . schliesslich
zu einem Gliede gelangt, welches in dem vorhergehenden ohne Rest aufgeht.
Es sei dieses Glied m(n+1) und es werde gesetzt:

m = 'km' •+- m"

m
bis zu

Durchläuft man diese Keihe von Gleichungen in umgekehrter Ordnung,
so ergiebt sich, dass m(n+1) in jedem einzelnen der vorhergehenden Glieder

m^n\ ..., m", m', m aufgeht. Durchläuft man aber dieselben Gleichungen
in directer Keihenfolge, so ist ersichtlich, dass jeder gemeinschaftliche Teiler
der Zahlen m, m' auch in jedem der folgenden aufgeht. Der erste Schluss
lehrt, dass m^+1)ein gemeinschaftlicher Teiler der Zahlen m, m' ist, der
letzte aber, dass dieser Teiler der grösste ist.

Sooft übrigens der letzte Rest n£n+^irgend einer der vier Einheiten l,
— l, e, — i gleich wird, so ist dies ein Zeichen dafür, dass m und m' unter
einander prim sind.

47.
Wenn man die Gleichungen des vorigen Artikels mit Weglassung der

letzen derart mit einander combiniert, dass m", m'", w"",..., m(n) elimi-
niert werden, so entsteht eine Gleichung von der Form:

m" ' = ;

wo h und h' ganze Zahlen sind und zwar, wenn man sich der in den
„Arithmetischen Untersuchungen", Artikel 27 (vgl. oben S. 12), eingeführten
Bezeichnung bedienen will:

h = ±
), . . . Jfc", V ,

wobei die oberen oder unteren Vorzeichen gelten, je nachdem n gerade oder
ungerade ist. Diesen Satz sprechen wir folgendermassen aus:

Der grösste g e m e i n s c h a f t l i c h e Teiler zwe ie r complexen
Zah len m, m' lässt sich auf die Form hm -t- h' m' br ingen, so dass
h und h' ganze Zah len sind.

Offenbar nämlich gilt dieses nicht nur von demjenigen grössten ge-
meinschaftlichen Teiler, zu welchem der Algorithmus des vorigen Artikels
geführt hat, sondern auch von den drei zu jenem associierten, für welche
man an Stelle der Coefficienten Ä, h' entweder hi, h' i, oder — Ä, — Ä', oder
— hi, — h'i nehmen muss.

Sobald daher die Zahlen w, m' zu einander prim sind, kann
der Gleichung

l = hm + li'm'
Genüge geleistet werden .

Es seien z. B. die Zahlen 31 -h 6^ = % 11 — 20£ = m' gegeben. Hier
finden wir:

m
m"
m"

= + 1 1 — 5»
= + b — 4i
= + l + 3*

"= + t



Abhandlungen.

[V, *", V"] = — G — bi
[*, y, *", *"'] = + 4 — 10»,

w'""= t = (6 4- 5t)w + (4 — 10*)w',

558 Abhandlungen. [Art. 48—50]

und hieraus:

und somit:

sowie ferner:
l = (5 — 6i)m H- (— 10 — 40m',

welche Gleichungen man durch wirkliche Ausrechnung leicht bestätigt.

48.
Durch das Vorhergehende ist alles, was zur Theorie der Congruenzen

ersten Grades in der Arithmetik der complexen Zahlen erforderlich ist, vor-
bereitet worden; da aber jenes nicht wesentlich von demjenigen verschieden
ist, was für die Arithmetik der reellen Zahlen gilt, und dieses in den
„Arithmetischen Untersuchungen" ausführlich dargelegt worden ist, so wird
es genügen, wenn wir hier nur die Hauptmomente hinzufügen.

I. Die Congruenz mt^ l (mod. m') ist der unbestimmten Gleichung
mt + m'u = l äquivalent, und wenn dieser durch die Werte t = Ä, u = h'
genügt wird, so wird die Lösung jener allgemein dargestellt durch
t = h (mod. m'). Die Bedingung der Lösbarkeit aber ist die, dass der
Modal m' mit dem Coefficienten m keinen gemeinschaftlichen Teiler habe.

II. Die Lösung der Congruenz ax 4- 6 = c (mod. M) in dem Falle, wo
a und M zu einander prim sind, hängt von der Lösung der folgenden ab:

at=l (mod. M);

wird dieser genügt durch t = Ä, so ist die allgemeine Lösung jener in der
Formel enthalten:

#EE(C — fc)Ä(mod.l/).

III. Die Congruenz ax -h l = c (mod. M) in dem Falle, wo a und M
einen gemeinschaftlichen Teiler X haben, ist der folgenden äquivalent:

— c — &
\x~ X

Sobald daher für X der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a
und M genommen wird, reduciert sich die Lösung der gegebenen Gleichung
auf den vorhergehenden Fall, und es ist klar, dass die zur Lösbarkeit der
Congruenz erforderliche und hinreichende Bedingung die ist, dass X auch
in der Differenz c — & aufgeht

49.
Bisher haben wir nur elementare Dinge angeführt, die wir jedoch des

Zusammenhanges wegen nicht weglassen durften. In den tieferen Unter-
suchungen ist die Arithmetik der complexen Zahlen der Arithmetik der
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reellen Zahlen darin ähnlich, dass die Sätze einfacher und eleganter werden,
wenn man nur solche Moduln, welche Primzahlen sind, zulässt; in Wirklich-
keit ist die Ausdehnung derselben auf zusammengesetzte Moduln in den
meisten Fällen mehr weitläufig als schwierig und erfordert mehr Arbeit als
Kunst. Aus diesem Grunde soll im Folgenden insbesondere von Primzahl-
moduln die Eede sein.

50.
Bezeichnet X eine Function der Unbestimmten x von der Form:

Axn -4- AB*-1 4- -t- • • • 4- 4- -ZV,

wo n eine reelle positive ganze Zahl, A, JB, C, . . . reelle oder imaginäre
ganze Zahlen sind, und ist m eine ganze complexe Zahl, so werden wir
auch hier Wurzel der Congruenz X = 0 (mod. m) jede beliebige ganze
Zahl nennen, welche, für x substituiert, einen durch den Modul m teilbaren
Wert von X hervorbringt. Lösungen durch Wurzeln, welche nach dem
Modul congruent sind, werden wir nicht als verschieden betrachten.

Ist der Modul eine Primzahl, so kann eine solche Congruenz von der
Ordnung n auch hier nicht mehr als n verschiedene Lösungen besitzen.
Bezeichnet a jede bestimmte (complexe) ganze Zahl, so kann X mittelst
Division durch x — a unbestimmt auf die Form X=(# — a)X'+Ä gebracht
werden, so dass h eine bestimmte ganze Zahl und X' eine Function von
der n — lten Ordnung mit ganzzahligen Coefficienten wird. Ist nun a eine
Wurzel der Congruenz X = 0 (mod. w), so wird offenbar h durch m teilbar
sein, oder man wird für jeden Wert von x die Congruenz haben:
X = (x — a) X' (mod. m).

Ebenso reduciert sich, wenn ß eine bestimmte ganze Zahl bezeichnet,
X' auf die Form: (# — ß)X"+/&', wo X" eine Function w — 2ter Ordnung
mit ganzzahligen Coefficienten ist. Nimmt man aber an, dass ß eine Wurzel
der Congruenz X^O sei, somuss sie auch der Congruenz (ß — a).X'=0 ge-
nügen, sowie der folgenden X'̂  0, wofern die Wurzeln a, ß incongruent sind,
woraus wir schliessen, dass auch h' durch m teilbar oder unbestimmt
X = (x — a) (# — ß) X" (mod. m) sein muss.

In analoger Weise erhalten wir, wenn eine dritte den ersteren
incongruente Wurzel 7 hinzutritt, X=(x — a)(# — ß)(# — i)X'"9 so dass
X'" eine Function n — 3ter Ordnung mit ganzzahligen Coefficienten ist.
Auf dieselbe Weise kann man weiter fortgehen, und zugleich ist klar, dass
der Coefficient des höchsten Gliedes in den einzelnen Functionen gleich A
ist, welches wir als durch m nicht teilbar voraussetzen dürfen, da sonst
die Congruenz X^O wesentlich zu einer niedrigeren Ordnung gerechnet
werden müsste. Sind daher n incongruente Wurzeln vorhanden, nämlich
a, ß, 7, ..., v, so haben wir unbestimmt:

X = A (x — a) (x — ß) (x — 7) . . . (x — v) (mod. m)\
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mithin würde die Substitution eines neuen zu jeder der Grossen a, ß, 7,..., v
incongruenten Wertes für X sicher einen durch m nicht teilbaren Wert
liefern, woraus die Eichtigkeit unseres Satzes von selbst folgt.

Übrigens stimmt dieser Beweis im Wesentlichen überein mit demjenigen,
welchen wir in den „Arithmetischen Untersuchungen" Artikel 43 (vgl. oben
S. 27) mitgeteilt haben, und dessen einzelnen Momente ebenso für complexe
Zahlen gelten wir für reelle.

51.

Das, was in dem dritten Abschnitte der „Arithmetischen Untersuchungen"
in Bezug auf die Reste der Potenzen mitgeteilt ist, gilt grösstenteils mit
nur geringfügigen Änderungen auch in der Arithmetik dor complexen
Zahlen; ja sogar die Beweise der Sätze könnten in den meisten Fällen bei-
behalten werden. Um es aber an nichts fehlen zu lassen, wollen wir die
Hauptsätze, mit kurzen Beweisen versehen, anführen, wobei man sich stets
zu denken hat, dass der Modul eine Primzahl ist.

Satz. Beze i c hne t k e ine ganze Zahl , we lche durch den
Modul m, dessen Norm gleich p sei, nicht te i lbar ist , so ist
F"1 = l (mod. m).

Beweis. Es mögen a, &, c, ... ein vollständiges System incongruenter
Eeste für den Modul m bilden, so jedoch, dass der durch m teilbare Rest
weggelassen ist, und daher die Anzahl jener Zahlen, deren Complex wir
mit C bezeichnen, gleich p—l ist. Es sei ferner C' der Complex der
Producte ka, leb, kc, ... Von diesen Producten ist nach Voraussetzung
keins durch m teilbar, daher werden sie einzeln im Complexe C zu sich
selbst congruente Reste haben, es wird also gesetzt werden können
ak = a', bk = V, c7c = c', ... (mod. m) derart, dass die Zahlen a\ &', c', ...
im Complexe C vorkommen. Wir bezeichnen den Complex der Zahlen
a', &', c', ... mit C". Es seien ferner P, P', P" die Producte aus den
einzelnen Zahlen der Complexe C, C', C"', oder:

P = abc...
P' = if-labc... = TP~1P
P"== a'Vc'...

Da die Zahlen des Complexes C" der Reihe nach den Zahlen des Com-
plexes C' congruent sind, so ist P"^P' oder P" = ÄP—1P. Da man aber
leicht sieht, dass irgend zwei Zahlen des Complexes C" unter einander
incongruent und daher alle unter einander verschieden sind, so stimmen
notwendig die Zahlen des Complexes 0", nur in veränderter Reihenfolge,
mit den Zahlen des Complexes C vollständig überein, und daher wird P"= P.
Es ist daher (kp~1—1)P eine durch m teilbare Zahl, wonach notwendig,
da m eine Primzahl ist, welche in den einzelnen Factoren von P nicht auf-
geht, kp~l — l durch m teilbar sein muss.
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Satz, Beze ichne t Je wie im vorigen Artikel eine ganze durch
den Modul m nicht t e i lba re Zahl und t den kle ins ten Ex-
p o n e n t e n (ausser 0), für welchen &*=! (mod.m) ist, so ist t ein
Teiler j e d e s ändern E x p o n e n t e n u, für welchen ku=l (mod. m) ist.

Beweis. Wäre t kein Teiler von w, so sei gt das Vielfache von £,
welches nächstgrösser ist als w, und daher gt — u eine ganze positive Zahl
kleiner als t. Aus *'=!, k"=l folgt: 0 = #"— ku=ku(^t~u— 1) und
daher #^"" = 1, d. h. es giebt eine Potenz von k mit einem kleineren Ex-
ponenten als £, welche der Einheit congruent ist. Dies widerspricht aber
der Voraussetzung.

Als Coro l l a r folgt hieraus, dass t sicher in p — l aufgeht.
Derartige Zahlen &, für welche t=p — l ist, werden wir auch hier

primitive Wurze ln für den Modul m nennen. Dass es solche wirkl ich
giebt , w e r d e n wir j e t z t zeigen.

53.
Man zer lege die Zahl p — l in ihre Pr imfac toren , so dass

man hat:
p — l=aVcY . . . ,

wo a, &, c, . . . von e inander v e r s c h i e d e n e posi t ive reelle Pr im-
z a h l e n b e z e i c h n e n . Es seien f e rne r -4, JB, (7, ... ganze (complexe)
durch m n i ch t t e i lba re Z a h l e n , we lche respec t ive den Con-
g r u e n z e n

ff-i P— i ff-i
x a ^l , x b =1, x c ~15 . . . .

nach dem Modul m nicht Genüge le is ten; das s es solche giebt,
ist aus dem Satze des Ar t ike l s 50 ers ich t l ich . E n d l i c h sei h
nach dem Modu l m dem Produc te

P— i p— i p— i

congruent . Dann behaup te ich, dass h eine pr imi t ive Wurzel ist.
Beweis. Bezeichnet man mit t den Exponenten der niedrigsten der

Einheit congruenten Potenz h* , so ist, wenn h keine primitive Wurzel wäre,

t ein Teiler von p — l oder — - — eine die Einheit übersteigende ganze Zahl.i
Offenbar befinden sich die reellen Primfactoren dieser ganzen Zahl unter den

Zahlen #, &, c, . . . Wir nehmen daher (was erlaubt ist) an, dass — r—-

durch a teilbar sei und setzen p — l = atu. Wegen Ä*^ l ist daher auch
htu=l oder

P — i p— i p— i p—\ p—\ p— i

• B • C
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Es ist aber offenbar *--*- eine ganze Zahl und somit

P-I p-i

ebenso auch:
B

p-1. p-1
c <T c =1

u. s. w. Mithin muss sein:

Man bestimme nun eine positive ganze Zahl X derart, dass

X & M . . . . E E 1 (mod. a)

wird, was möglich ist, da die Primzahl a in der Zahl 6ßcT. . . nicht aufgeht,
und setze XZ^cY. . . = l -|- «JA. Dann wird offenbar:

l, oder, da

p-1

und hieraus folgt, da Äp~1^ = i ist, auch A a =1, was im Wider-
spruch steht mit der Voraussetzung. Mithin kann die Annahme, dass t ein
Teiler von p — l sei, nicht bestehen und somit ist notwendig h eine pri-
mitive Wurzel.

54.
Bezeichnet h eine primitive Wurzel für den Modul m, dessen Norm

gleich p sei, so werden die Glieder der Reihe

l, M», A» , . . ., *-*

einander incongruent sein, woraus leicht folgt, dass jede ganze durch den
Modul nicht teilbare Zahl einer von jenen Zahlen congruent sein muss oder
dass jene Reihe ein vollständiges System incongruenter Reste mit Ausschluss
der Null darstellt. Der Exponent derjenigen Potenz, welcher eine
gegebene Zahl congruent ist, kann der Index dieser Zahl genannt
werden, wenn h als Basis betrachtet wird. Wir geben hier einige
Beispiele an, wobei wir neben jeden Index den absolut kleinsten Rest ge-
setzt haben.

Erstes Beispiel.

mss5 +4t, j»ss41, %=s l

Index

0

1

2
3
4
5
6
7

Rest

4-1
+ 1 + 2;
+ 1- i
+ 3 + i

-2t
+ 3£

- 2 - 2t
-2- i

Index

S
9

10
11
12
13
14
15

Rest

— 4
-3+ t

— i
+ 2— i
— 1— t
+ 1 — 3t
-2
+ 3

[ndex

16
17
18
19
20
21
22
23

Rest

-2 + 2*
— l + 2t

+ 4t
+ 1 + 3&
-1
— 1 — 2t
-1+ t
-3- j

Index

24
25
26
27
28
29
30
31

Rest

+ 2«
— 3t

+ 2 + 2e
+ 2+ t
+ 4
+ 3- t

+ i
— 2+ t

Index

32

33
34
35
36
37
38
39

Rest

+ 1+ i

+ 1 + 3t
+ 2

3
+ 2-2e
+ 1 — 2t

— 4f
-1 — 3t

Zweites Beispiel.

m s= 7, # = 49, 7e = l + 2t.

Index

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

Rest

+ 1

+ 1 + 2&
— 3 — 3f
+ 3-2^

— 3t
— 1 — 3t
— 2 + 2t
+ 1 — 2i
— 2
— 2 + 3*

Index

10

11

12
13
14
15
16
17
18
19

Rest

-1- t

+ 1 — 3t
— i

+ 2— t
-3 + 3«
— 2 — 3t
-3
— 3+ t
+ 2 + 2t
-2- t

Index

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

Rest

+ 2t
+ 3 + 2t
-1+ t
-3- t
— 1
— 1 — 2t
+ 3 + 3e
-3 + 2i

+ 3*
+ 1 + 3t

Index

30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

Rest II Index

+ 2-2^

— l + 2t
+ 2
+ 2-3^
+ 1+ t
- 1 + 3t

+ t
— 2+ t
+ 3 — Si
+ 2 + 3t

40
41
42
43
44
45
46
47

Rest

+ 3

+ 3- j

— 2 — 2t
+ 2+ i

— 2t
— 3 — 2t
+ 1- i
+ 3+ i

55.
Wir fügen in Bezug auf die primitiven Wurzeln und den Algo-

r i thmus der Ind ices einige Bemerkungen hinzu, lassen aber die
Beweise ihrer Leichtigkeit wegen fort.

I. Nach dem Modul p — l congruente Indices entsprechen in einem
gegebenen System nach dem Modul m congruenten Resten und umgekehrt.

II. Reste, welche zu p — l primen Indices entsprechen, sind ebenfalls
primitive Wurzeln und umgekehrt.

III. Hat man eine primitive Wurzel h zur Basis genommen und ist t
der Index einer ändern primitiven Wurzel h' und umgekehrt t der Index
von Ä, wenn h' zur Basis genommen wird, so ist ^= l (inod.j? — 1); und
wenn unter denselben Voraussetzungen die Indices irgend einer ändern Zahl
in diesen beiden Systemen rcspectivc u und u' sind, so ist M^ u,

— 1).
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IV. Wenn die Zahlen l, l + i und die drei zu ihnen associierten
(als zu trivial) von den von uns zu betrachtenden Moduln ausgeschlossen
werden, so bleiben diejenigen Primzahlen übrig, welche wir im Artikel 34
unter 3. und 4. angeführt haben. Die Normen der letzteren sind reelle
Primzahlen von der Form 4^+1, die Normen der ersteren aber Quadrate
von ungeraden reellen Primzahlen; in beiden Fällen ist daher p — l
durch 4 teilbar.

V. Bezeichnet man den Index der Zahl — l mit u, so ist
2w = 0 (mod. p — 1) und daher entweder ^ = 0 oder u = %(p — 1). Da
aber der Index 0 dem Beste 4-1 entspricht, so muss der Index der Zahl
— l notwendig $(p—1) sein.

VI. Bezeichnet man ebenso mit u den Index der Zahl e, so wird
%u = $(p — 1) (mod. p — 1) und daher entweder u = %(p — 1) oder
u = %(p — 1). Diese Zweideutigkeit hängt aber von der Wahl der primi-
tiven Wurzeln ab. Ist nämlich für die als Basis genommene primitive
Wurzel h der Index der Zahl i gleich %(p — 1), so wird der Index f (jp — 1)
werden, wenn h^ zur Basis genommen wird, wo p eine positive zu p — l
prime ganze Zahl von der Form 4n -f- 3, z. B. die Zahl p — 2 selbst, bezeichnet
und umgekehrt. Daher liefert die eine Hälfte der primitiven Wurzeln für
die Zahl i den Index %(p— 1), die andere den Index f (p — 1), und offen-
barwird für jene Grundzahlen —i den Index f (p— 1), für diese aber den
Index ±(p — 1) besitzen.

VII. Ist der Modul eine positive reelle Primzahl von der Form 4n + 3,
etwa gleich #, und daher p = q\ so werden die Indices aller reellen Zahlen
durch q + l teilbar sein. Denn bezeichnet t den Index der reellen Zahl #,
so ist wegen kq~* = l (mod. q) : (q — 1) £ = 0 (mod. q2 — 1) und daher

r- eine ganze Zahl. Ebenso sind die Indices der rein imaginären

Zahlen wie ki durch i(#4- 1) teilbar. Es ist somit ersichtlich, dass die
primitiven Wurzeln für solche Moduln nur unter den gemischt imaginären
Zahlen zu suchen sind.

VIII. Dagegen können für einen Modul m, welcher eine gemischte
complexe Primzahl ist (deren Norm somit eine reelle Primzahl von der
Form 4^+1 ist), beliebige primitive Wurzeln auch unter den reellen Zahlen
ausgewählt werden, unter denen man sogar ein vollständiges System
incongruenter Reste nachweisen kann (Artikel 40). Offenbar aber ist jede
reelle Zahl, welche für den complexen Modul m primitive Wurzel ist,
zugleich auch in der Arithmetik der reellen Zahlen eine primitive Wurzel
für den Modul p und umgekehrt.

56.
Obwohl die Theorie der quadra t i schen Reste und Nichtreste

in der Ar i thmet ik der complexen Zah len un te r der Theor ie der

biquadra t i schen Reste enthal ten ist, werden wir doch, bevor wir zu
dieser übergehen, die Hauptsä tze j ene r hier besonders vortragen; der
Kürze wegen werden wir aber hier nur über den Hauptfall reden, wo der
Modul eine complexe (ungerade) Primzahl ist.

Es sei m ein solcher Modul und p seine Norm. Offenbar kann jede
ganze (durch m nicht teilbare, wie hier immer hinzuzudenken ist) Zahl
einem Quadrate nach dem Modul m entweder congruent werden oder nicht,
je nachdem ihr Index, nachdem irgend eine primitive Wurzel zur Basis
genommen ist, gerade oder ungerade ist; im ersteren Falle wird jene ganze
Zahl quadratischer Rest, im letzteren quadratischer Nichtrest von m genannt.
Hieraus folgt, dass unter den p—l Zahlen, welche ein vollständiges
System incongruenter (durch m nicht teilbarer) Reste darstellen, die eine
Hälfte zu den quadratischen Resten, die andere Hälfte zu den quadratischen
Nichtresten gehört. Jeder ändern nicht in jenem System vorkommenden
Zahl aber ist in dieser Hinsicht derselbe Character beizulegen, welchen die
ihr congruente Zahl des Systems besitzt.

Ferner folgt ebendaraus, dass das Product aus zwei quadratischen
Resten ebenso wie das Product aus zwei quadratischen Nichtresten quadra-
tischer Rest ist, dagegen das Product aus einem quadratischen Reste und
einem quadratischen Nichtreste ein Nichtrest wird; und allgemein, dass das
Product aus beliebig vielen Factoren quadratischer Rest oder Nichtrest ist,
je nachdem die Anzahl der Nichtreste unter jenen Factoren gerade oder
ungerade ist.

Um die quadratischen Reste von den quadratischen Nichtresten z a
unterscheiden, hat man sogleich das folgende allgemeine Kriterium:

Die durch den Modul nicht teilbare Zahl k ist quadratischer Rest
oder Nichtrest desselben, je nachdem man entweder k^p~~^ ^ l oder
tf(*-ti==—l (mod. m) hat.

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt sogleich daraus, dass, nachdem eine
beliebige primitive Wurzel zur Basis genommen ist, der Index der Potenz
^(p-D entweder =0 oder = i(#—1) wird, je nachdem der Index der
Zahl k gerade oder ungerade ist.

57.
Es ist zwar leicht, für einen gegebenen Modul das vollständige System

incongruenter Reste in zwei Klassen, nämlich in quadratische Reste und
Nichtreste, zu teilen, wodurch auch zugleich für alle übrigen Zahlen die
ihnen zugehörige Klasse bestimmt wird; bei Wei tem schwieriger aber
ist die Frage nach den Kr i t e r i en , durch welche man d ie jen igen
Modu ln , für welche eine gegebene Zahl quadra t i scher Rest ist,
von denen, für welche sie Nichtres t ist, un te r sche iden kann.

Was die reellen Einheiten -+- l und — l betrifft, so sind diese in der
Arithmetik der complexen Zahlen selbst Quadrate und daher auch quadra-
tische Reste für j e d e n Modul, Ebenso leicht folgt aus dem Kriterium des
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vorigen Paragraphen, dass die Zahl i (und ebenso — i) quadratischer Eest
jedes Moduls ist, dessen Norm p von der Form 8w + l, dagegen quadra-
tischer Nichtrest jedes Moduls, dessen Norm von der Form Sn + 5 ist. Da
es offenbar gleichgiltig ist, ob die Zahl m oder eine der zu ihr associierten
Zahlen im, — m, — im zum Modul genommen wird, so wird man annehmen
dürfen, dass der Modul die primäre Zahl (Artikel 36, II) unter den
associierten und somit, wenn man den Modul gleich a~}-U setzt, a ungerade,
l gerade sei. Da hiernach immer a2 = l (mod. 8), &2 aber entweder = 0
oder = 4 (mod. 8) ist, je nachdem 6 gerademal gerade oder ungerademal
gerade ist, so werden offenbar die Zahlen + i und — £ im ersten Falle quadra-
tische Beste, im zweiten quadratische Nichtreste des Moduls sein.

58.

Da die Entscheidung über den Character einer zusammengesetzten Zahl,
ob sie quadratischer Best oder Nichtrest ist, von den Characteren der
Factoren abhängt, so genügt es offenbar, wenn wir die Entwicklung von
Kri ter ien zur Unterscheidung der jenigen Moduln, für welche
eine gegebene Zahl k quadratischer Best ist, von denen, für
welche sie Nichtrest ist, auf solche Werte von k be sch ränken ,
welche Primzahlen und überdies unter den zu ihnen asso-
ciierten Zahlen die primären sind. Bei dieser Untersuchung liefert
uns die Induction sofort sehr elegante Sätze.

Beginnen wir mit der Zahl 1+«, so finden wir, dass dieselbe
quadratischer Eest der Moduln

— l + 2e, +3 — 2«, — 5 — 2i, — l — <
+ 7 + 2e, — 5 -i- 6»,.. . ,

+ 5 4- 4i, + 5 — 4i, — 7,

dagegen quadratischer Nichtrest der folgenden Moduln ist:

— l — 2l, — 3, + 3 + 2l, + l 4- 4i, + l — 4i, — 5 + 2i, — l + «,
4-7 — 21, — 5 — 61, — 3 + 8i, — 3 — 81, 4-5 + 8«*, 4- 5 — 8«,
4- 9 + 4l, + 9 — 4&, . . .

Wenn wir diese Übersicht, in welche wir von je vier associierten
Moduln immer den primären aufgenommen haben, aufmerksam betrachten,
so bemerken wir leicht, dass die Moduln a + U in der ersteren Klasse
sämtlich so beschaffen sind, dass für sie a + 6 = + l (mod. 8), die in der
letzteren Klasse aber so, das für sie a 4- & = — 3 (mod. 8) ist. Offenbar
muss dieses Kriterium, wenn wir an Stelle des primären Moduls m den
associierten —m nehmen, derart abgeändert werden, dass für Moduln der
erstenKlasse a+b=—l, für Moduln der letzten Klasse abera + &=4-3 (mod.8)
ist. Daher wird allgemein, wenn anders uns die Induction nicht getäuscht
hat, und wenn a + U eine Primzahl bezeichnet, in welcher a ungerade,
& gerade ist, 1+« quadratischer Best oder Nichtrest derselben sein, je
nachdem a 4- & = ± l oder = ± 3 (mod. 8) ist.

Für die Zahl — l — i gilt dieselbe Eegel, wie für l 4- i. Betrachtet
man andererseits l — i als Product aus — i und l 4-1, so ist klar, dass
der Zahl l — i derselbe Character zukommt, welcher l 4- i beizulegen ist,
venn b gerademal gerade, dagegen der entgegengesetzte, wenn & ungerade-
jnal gerade ist, woraus leicht folgt, dass l — i quadratischer Best der
Primzahl a + U ist, wenn a — b ~ ± l ist, quadratischer Nichtrest aber,
wenn a — & = db3 (mod.8) ist, immer unter der Voraussetzung, dass a
ungerade, & gerade ist.

Übrigens kann dieser zweite Satz aus dem ersten auch abgeleitet
werden mit Hülfe eines a l lgemeineren Satzes, welchen wir folgender-
massen aussprechen:

In der Theor ie der quadrat ischen Beste ist der Character
der Zahl a + ßi in Bezug auf den Modul a 4- W derselbe, wie der
Character der Zahl a — ßi in Bezug auf den Modul a — bi.

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich daraus, dass beide Moduln die-
selbe Norm p haben und dass, sooft («4-ßO*^"^ — l durch a 4-W teil-
bar ist, auch (a — ßi")*^""1^ — l durch a — U teilbar ist, sooft aber
(a 4- ßi)*(p"l) 4-1 durch a + U geteilt werden kann, auch (a — pf)***"1* 4-1
durch a — U teilbar sein muss.

59.
Wir gehen nun weiter zu ungeraden Primzahlen.
Wir finden, dass die Zahl — l 4- 2i'

quadratischer Eest ist der Moduln:

+ 3 + 2e, 4- l — 4t, — 5 4- 2i, — 5 — 2i, — l — 61, + 7 — 2e, — 3 4- 81,
4-5 + 8i, + 5 — 8e, +9 + 4*, ...,

quadratischer Nichtrest aber der Moduln:

— l — 2i, — 3, + 3 — 2i, + l + U, — l + 61, + 5 + 4e, 4- 5 — 4», — 7,
+ 7 + 2i, — 5 + 61, — 5 — 61, — 3 — 8i, + 9 — 4i, ...

Eeduciert man die Moduln der ersten Klasse auf ihre absolut kleinsten
Beste nach dem Modul — l + 2i, so findet man nur die folgenden -l- l und
— l, nämlich + 3 + 2 * ' = — l , +1 — 4i = — l, — 5 + ä=+l,
— 5 — 2i =—l , u. s. w.

Andererseits findet man, dass sämtliche Moduln der letzteren Klasse
nach dem Modul — l + 2* entweder = + i oder = — i sind.

Nun sind aber + l und — l selbst quadratische Beste des Moduls
-— l + 2& und +1 und — i quadratische Nichtreste desselben. Mithin
ergiebt sich, soweit man der Induction Glauben schenken darf, der
folgende Satz:

Die Zahl — l + 2i ist quadratischer Best oder Nichtrest einer Primzahl
a + W, je nachdem diese quadratischer Best oder Nichtrest von — l + 2&*
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ist, wofern nämlich a + U unter den vier associierten Zahlen die primäre
oder vielmehr, wenn a ungerade, l gerade ist.

Ferner folgen aus diesem Satze ohne Weiteres die analogen Sätze
bezüglich der Zahlen 4-1 — 2t, — 1 — 2 » , + l + 2&.

60.
Stellt man eine ähnliche Inductiou bezüglich der Zahl — 3 oder + 3

an, so findet man, dass jede der beiden

quadratischer Rest ist der Moduln:

+ 3 + 2fl, +3 — 2«, — 1 + 6t, — 1 — 6», — 7, — 5 + 6^, — 5 — 6»,
— 3 + 8$, — 3 — 8*, + 9 -[- 4t, + 9 — 4&, ...

aber quadratischer Nichtrest der Moduln:

— 1 + 2«, — l — 2$, +1 + 4*', + l — 4t, - 5 + 2s, — 5 — 2», + 5 + 4",
+ 5 — 4», + 7 + 2t, + 7 — 2t, + 5 + 8», +5 — 8»,

Die ersteren sind nach dem Modul 3 irgend einer von den vier Zahlen
+ 1, — l , +», — t , die letzteren aber einer von den vier folgenden
+ l +1, +1 —t, — l +1, — l — i congruent. Jene sind selbst quadra-
tische Reste, diese quadratische Nichtreste von 3.

Es lehrt daher diese Induction, dass die Primzahl a + &», immer voraus-
gesetzt, dass a ungerade, b gerade sei, zur Zahl — 3 (sowie zu + 3) die-
selbe Relation hat, wie diese zu jener, insoweit nämlich die eine quadra-
tischer Rest oder Nichtrest der ändern ist.

Dehnt man diese Induction auf andere Primzahlen aus, so findet man
überall dieses höchst elegante Reciprocitätsgesetz bestätigt und gelangt so
zu dem folgenden Fundamentaltheorem bezüg l i ch der quadra t i schen
Reste in der Ar i thmet ik der complexen Zahlen:

Beze i chnen a + fo', A + Bi P r imzahlen von der B e s c h a f f e n h e i t ,
dass a, A u n g e r a d e , fr, B ge rade s ind, so wird e n t w e d e r j e d e
der be iden quadra t i scher Rest oder j e d e der beiden quadra-
t ischer Nicht res t der ände rn sein.

Trotz der grossen Einfachheit des Satzes aber unterliegt sein Beweis
sehr grossen Schwierigkeiten, mit denen wir uns jedoch hier nicht aufhalten,
da der Satz selbst nur ein specieller Fall eines allgemeineren Satzes ist,
welcher die ganze Theorie der biquadratischen Reste in sich enthält. Zu
dieser wollen wir daher jetzt übergehen.

61.
Was im Artikel 2 der früheren Abhandlung über den Begriff des bi-

quadratischen Restes und Nichtrestes angeführt worden ist, dehnen wir
auch auf die Arithmetik der complexen Grossen aus und beschränken ebenso

wie dort auch hier die Untersuchung auf solche Moduln, welche Primzahlen
sind ; zugleich wird man sich meistens, ohne dass darauf hingewiesen wird,
hinzudenken müssen, dass der Modul derart angenommen wird, dass er
unter den associierten Zahlen der primäre, nämlich =1 nach dem Modul
2 + 2t ist, sowie ferner, dass die Zahlen, um deren Character (insofern sie
biquadratische Reste oder Nichtreste sind) es sich handelt, durch den
Modul nicht teilbar sind.

Für einen gegebenen Modul also könnten die durch ihn nicht teilbaren
Zahlen in drei Klassen eingeteilt werden, von denen die erste die biquadra-
tischen Reste, die zweite diejenigen biquadratischen Nichtreste, welche qua-
dratische Reste sind, die dritte endlich die quadratischen Nichtreste ent-
hielte. Aber auch hier ist es vorteilhafter, an Stelle der dritten Klasse
zwei aufzustellen, so dass man im Ganzen vier Klassen hat.

Hat man irgend eine primitive Wurzel zur Basis genommen, so werden
die biquadratischen Reste Indices haben, die durch 4 teilbar oder von der
Form 4n sind; diejenigen Nichtreste, welche quadratische Reste sind, werden
Indices haben von der Form 4^ + 2; endlich werden die Indices der qua-
dratischen Nichtreste zum Teil von der Form 4^+1 zum Teil von der
Form 4n + 3 sein. Auf diese Weise würden allerdings vier Klassen ent-
stehen; indessen würde der Unterschied zwischen den beiden letzten Klassen
kein absoluter, sondern von der Wahl der zur Basis genommenen primitiven
Wurzel abhängig sein; denn man sieht leicht, dass für die eine Hälfte der
primitiven Wurzeln ein gegebener quadratischer Nichtrest einen Index von
der Form 4^ + 1, für die andere Hälfte aber einen Index von der Form
4^ + 3 erhält. Um diese Zweideutigkeit zu beseitigen, werden wir an-
nehmen, dass stets eine solche primitive Wurzel gewählt wird, für welche
der Index %(p — 1) zur Zahl +» gehört (vgl. Artikel 55, VI). Auf diese
Weise entsteht eine Klassene in te i lung , die wir kürzer unabhängig von
den primitiven Wurzeln in folgender Weise darstellen können:

Die ers te Klasse möge diejenigen Zahlen k enthalten,- für welche
£«(*— i)=l wird; diese Zahlen sind die biquadratischen Reste des Moduls.

Die zwei te Klasse möge diejenigen Zahlen enthalten, für welche
> = { wird.

Die drit te Klasse möge diejenigen Zahlen enthalten, für welche
;&* (*-i> = — l wird.

Die vierte Klasse endlich möge diejenigen Zahlen enthalten, für welche
&<*-» = — i wird.

Die dritte Klasse wird diejenigen biquadratischen Nichtreste enthalten,
welche quadratische Reste sind; in die zweite und vierte Klasse teilen sich
die quadratischen Nichtreste.

Den Zahlen dieser Klassen werden wir respective den biquadratischen
Character 0, l, 2, 3 beilegen. Wenn wir den Character X einer Zahl k nach
dem Modul m so definieren, dass er der Exponent derjenigen Potenz von i
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sein soll, welcher die Zahl k^p ^ congruent ist, so sind offenbar die nach
dem Modul 4 congruenten Charactere als äquivalent zu betrachten. Übrigens
wird dieser Begriff vorerst auf diejenigen Moduln, welche Primzahlen sind,
beschränkt; in der Fortsetzung dieser Untersuchungen werden wir zeigen,
wie er auch zusammengesetzten Moduln angepasst werden kann.

62.

Damit wir um so leichter eine ausführliche Induction hinsichtlich der
Charactere der Moduln anstellen können, fügen wir hier eine umfangreiche
Tafel hinzu, mit deren Hülfe der Character einer jeden gegebenen Zahl in
Bezug auf einen Modul, dessen Norm den Wert 157 nicht übersteigt, mit
geringer Mühe erhalten wird, wofern man nur auf folgende Bemerkungen
achtet.

Da der Character einer zusammengesetzten Zahl gleich (oder nach dem
Modul 4 congruent) ist dem Aggregat der Charactere der einzelnen Factoren,
so genügt es, wenn wir für einen gegebenen Modul die Charactere der
Primzahlen bestimmen können. Da ferner die Charactere der Einheiten
— l, + i, — i offenbar den Zahlen ?(p — 1), %(p — 1), |(p — 1) nach dem
Modul 4 congruent sind, so wird es auch ausreichen, wenn nur die Charactere
der primären Zahlen unter den associierten dargestellt werden. Da endlich
die nach dem Modul m congruenten Zahlen denselben Character haben, so
genügt es, die Charactere solcher Zahlen in die Tafel aufzunehmen, welche
in dem System der absolut kleinsten Eeste enthalten sind. Ausserdem
beweist man durch eine ähnliche Schlussreihe wie im Artikel 58, dass, wenn
für den Modul a + &* der Character der Zahl A + Bi gleich X, für den
Modul a — U aber X' der Character der Zahl A — Bi ist, immer
X = — X' (mod. 4) oder X + X' durch 4 teilbar ist; mithin braucht man nur
Moduln in die Tafel aufzunehmen, in welchen & entweder gleich 0 oder
positiv ist.

Wenn z. B. der Character der Zahl 11 —6« in Bezug auf den Modul
— 5 — 6* gesucht wird, so substituieren wir für diese Zahlen die folgenden
11 + 6*, —5-4- 6*; sodann bestimmen wir (Artikel 43) den absolut kleinsten
Eest der Zahl 11 + 6* nach dem Modul — 5 + 6*, welcher — l — 4 * =
— Ix (l+ 4*) wird. Mithin ist, da für den Modul — 5 + 6* der Character
von — l gleich 30, der Character der Zahl 1+4* aber nach der Tafel 2
ist, 32 oder 0 der Character der Zahl 11 + 6* für den Modul — 5 + 6* und
somit nach der letzten Bemerkung auch der Character der Zahl 11 —6*
für den Modul — 5 — 6*. — Ebenso zerlegt man, wenn der Character der
Zahl — 5 + 6* in Bezug auf den Modul 11 + 6* gesucht wird, den absolut
kleinsten Best jener l — 5* in die Factoren — t, l + *, 3 — 2*, denen die
Charactere 117, 0, l entsprechen, so dass der gesuchte Character 118 oder 2
ist; ebenderselbe Character ist auch der Zahl —5 — 6* in Bezug auf den
Modul 11 — 6* beizulegen.

Modul

-3
+ 3 4 - 2 »
+ 1 + 4 *

-5+2*

-1+ 6t

+ 5+ 4*

-7

+ 7 + 2 *

-5+ 6t

— 3+ 8t

+ 5 + 8 »

+ 9 + 4 *

— 1 + 10*

+ 3 + 10t

Character

3
3
1
3
0
1
2
0
1
2
0
1
3
0
1
2
3
0
1
2
3
0
l
2
3
0
1
2
3
0
1
2
3
0
1
2
3
0
1
2
3
1

Zahlen

1 + t
1+t

— 1 + 2*
1 + t

-1-2*
1+t

-1 + 2*
-3

1 + *, — 1 + 2*
- 1 - 2*

1+t
-3
— 1 + 2t, — 1 — 2*
— 3
— 1 + 2*, 3 — 2*

1+t
— 1 — 2*, 3 + 2*

1 + *, 3 + 2*, 3 — 2t, 1—4*
— 3
— 1 — 2*, 1 + 4*
— 1 + 2*

1 + *, — 3, 3 + 2*, 3 — 2*
1-4*
1+4*

- 1 + 2*, - 1 - 2*
-1 + 2*, 3-2*, 1-4*

1 + *, 3 + 2*
-3
— 1 — 2*, 1 + 4*, — 5 + 2*
-1-2*
— 5 — 2*, —1 + 6*
— 1 + 2*, 3 — 2*

1+t, — 3, 3 + 2*, 1 + 4*, 1 — 4*
— 1 + 2*, 3 + 2*

1 + *, — 1 — 2*, 3 — 2*
-3, 1+4*

1 — 4*, — 5 + 2*
1+t, — 1 + 2*, — 1 — 2*, 3 + 2*

-3
3 — 2*, — 5 + 2*, 5 — 4*
1+4*, 1 — 4*
1+*, — 1 — 2t, 1 — 4*
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Modul

+ 34-10*

— 7+ 8*

-11

-11+ U

+ 7 + 10t

4-11+ 6t

Character

2
3
0
1
2
3
0
1
2
3
0
1
2
3
0
1
2
3
0
1
2
3

Zahlen

— 3, 3 + 2t, 1 + 4t, — 5 — 2t
— 1 + 2t, 3 — 2t

1 + 1, - 7
3 + 2t, 3 — 2t, 1—4*, — 5 — 2t

— 1 — 2i, 1 + 4t, — 5 + 2t, — 1 — 6t
— 1 + 2t, — 3, — 1 + 6»
— 3

1 + 1, 3 — 2t, 1 + 4t, — 5 + 2t, 5 + 4«
— 1 + 2«, — 1 — %

3 + 2t, 1 — 4i, — 5 — 2t, 5 — 4«
1+t, — 1 + 2i, 3 + 2t, 5 + 4t

— 1 — 2t, — 1 + 6t
— 5 + 2*
— 3, 3 — 2t, 1 + 4t, 1 — 4t, — 5 — 2t

1 + 4t, 1 — 4t, — 1 + 6t, — 1 — 6&
— 1 + 2t, 3 + 2t, — 5 + 2t

1 + t, 3 — 2t
— 1 — 2t, — 3, — 5 — 2t

1+t, — 1 + 2t, — 3, 1 + 4t, 1— 4t, —7
— 1 — 2t, 3 + 2t, 3 — 2t
— 5 — 2t, — 1 + 6t, 5 — 4t
— 5 + 2t, 5 + 4t, 7 — 2t.

63.

Wir wollen nun ve r suchen , die gemeinscha f t l i chen Kri ter ien
der Moduln , für welche eine gegebene Primzahl d e n s e l b e n Cha-
racter hat, durch Induct ion zu en tdecken . Wir setzen stets voraus,
dass die Moduln unter den associierten Zahlen primär seien, also solche
Moduln a + &t, für welche entweder a=l, &=0 oder a=3, &=2 (mod.4) ist.

In Bezug auf die Zahl 1+t, mit welcher wir den Anfang machen,
stösst man leichter auf das Inductionsgesetz, wenn man die Moduln der
ersteren Art (für welche a=l, & = 0) von den Moduln der letzteren Art
(für welche a = 3, & ~ 2) trennt. Mit Hülfe der Tafel des vorigen Artikels
findet man, dass entspricht

der Character den Moduln der ersteren Art:

0
1
2
3

5 +
1 —
5 —

-3,

4t,
4t,
4t,

— 7

^— 7
1

+
+

i
+

8t, -
8t, —

—
4it,

7
3

11
5

-8t,
-8«,
— 4*
+ 8t,

-11 +
9 +

5 —

4t
4t,

8Ä,

— 11

9 — 4t.

Wenn wir diese sechzehn Beispiele mit Aufmerksamkeit betrachten, so
finden wir in allen den Character =i(a — & — 1) (mod. 4):

Ebenso entspricht

der Character den Moduln der zweiten Art

0 3 —2t, — l —6t, 7+ 2t, —5+ 6t, —l + 10t, l l+6t
1 — 5 + 2«, — l + 6t, 7— 2t, —l —10t, 3 +10t
2 _i-|-2t, —5 —2t, 3 — 10t, 7 +10t
3 — i —2t, 3 + 2t, —5— 6t, 7 —10t, 11 —6t.

In allen diesen zwanzig Beispielen findet man bei einiger Aufmerksam-
keit den Character = %(a — & — 5) (mod. 4).

Diese beiden Eegeln kann man le icht in e ine für j e d e der
be iden Arten von M o d u l n ge l tende z u s a m m e n z i e h e n , wenn man
erwägt, dass ^&2 für Moduln der ersten Art ^0, für Moduln der zweiten
Art = l (mod. 4) ist. Es ist daher der Character der Zahl l +1 in Bezug
auf jeden primen unter den associierten Zahlen primären Modul
= i(a — & - l — &2) (mod. 4).

Nebenbei wollen wir hier bemerken, dass, da (b + l)2 immer von der
Form 8^ + 1 oder £(2& + &2) gerade ist, jener Character stets gerade oder
ungerade wird, je nachdem £(a + & — 1) gerade oder ungerade ist, was
mit der für den quadratischen Character im Artikel 58 angegebenen Eegel
übereinstimmt.

Da %(a — &—1) , £(a — 6 + 3) ganze Zahlen sind, von denen die eine
gerade, die andere ungerade ist, so wird das Product derselben gerade oder
%(a — & — !)(« — & + 3) = 0(mod. 4) sein. Hiernach kann an Stelle des
angegebenen Ausdrucks für den biquadratischen Character auch der folgende
genommen werden:

{(a — & — l — &2) — %(a - 1) - 1) (a — l + 3) = £(— a2 + 2a&

welche Form sich auch dadurch empfiehlt, dass sie nicht auf primäre
Moduln beschränkt ist, sondern nur voraussetzt, dass a ungerade, & gerade
sei; denn oifenbar wird unter dieser Voraussetzung entweder a + U oder
a — l)i unter den associierten Zahlen die primäre sein, und der Wert jener
Formel ist für beide Moduln derselbe.

64.
Gehen wir von der letzten im vorigen Artikel gefundenen Regel aus,

so sehen wir, dass

für die Zahl l der Character =

—1).
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Dies folgt sogleich daraus, dass der Character von i i(aa + &2—1),
der Character von — l aber i (a2 + b2 — 1) = i&2 ist, da a2 — l immer von
der Form Sn ist. Offenbar sind diese vier Kegeln, obwohl sie bisher nur
durch Induction erhalten sind, derart mit einander verbunden, dass, sobald
der Beweis der einen von ihnen erledigt ist, die drei übrigen zugleich mit
bewiesen sind. Es ist kaum nötig, darauf hinzuweisen, dass auch in diesen
Regeln nur vorausgesetzt wird, dass a ungerade, b gerade sei.

Wenn man Formeln anwenden will, welche auf primäre Moduln be-
schränkt sind, so kann man sich folgender Form bedienen. Es ist

für die Zahl der Character =

Die einfachsten Formeln ergeben sich, wenn wir, wie wir es im Anfange
unserer Induction gethan haben, Moduln der ersten und zweiten Art unter-
scheiden. Es ist nämlich der Cbaracter

der Zahl

— 1—8

+ 1 — *

für Moduln der ersten Art

i(- a - b + 1)
i( a-6-1)

für Moduln der zweiten Art

K a- b + 3)

65.
Für die Zahl — l -f- 2», zu welcher wir jetzt übergehen, wollen wir

ebenfalls die Unterscheidung zwischen denjenigen Moduln a + W, für welche
a = l, b = 0, und denjenigen, für welche a = 3, b = 2 ist, machen. Die
Tafel des Artikels 62 zeigt, dass in Bezug auf jene Zahl

der Character

0
l
2
3

den Moduln erster Art entspricht

— 3 + 8», + 5 — 8*, + 9 + 4i, — 11 + 4«
+ l + 4i, + 5 — 4», — 7, — 3 — 8t
+ l — 4«, 4- 5 -t- 8», — 7 — 81, — 11
— 3, + 5 + 4«, + 9 — 4«, — 7 + 8«, —11 -

Reducieren wir diese einzelnen Moduln auf die absolut kleinsten Reste
nach dem Modul — l + 2«, so bemerken wir, dass alle, denen der Character
0 entspricht, =1, diejenigen, denen der Character l entspricht, =i, die-
jenigen, deren Character 2 ist, ~— l, endlich diejenigen, deren Character 3
ist, = — i werden. Nun sind aber die Charactere der Zahlen l, «', —l, —i
für den Modul — 1 + 2« gerade 0, l, 2, 3 respective; mithin ist in allen
diesen s iebzehn Beispielen der Character der Zahl — l+ 2« in
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Bezug auf den Modul erster Art a + K mit dem Character dieser
Zahl in Bezug auf den Modul — 1 + 2« identisch.

Ebenso findet man mit Hülfe der Tafel, dass

der Character den Moduln zweiter Art entspricht

0
l
2
3

*, -5—2«, — 1 + 10«,—l —10«, +11+ 6«
+ 3—2«, — l+6f, —5— 6«,+7 + 10«, + 7 — 10«
— 5 + 2«,— l — 6«, +7— 2«
— l —2«,+7 + 2«,—5 + 6«,+3 + 10«, + 3—10*', +11-

Bringt man diese Moduln auf ihre absolut kleinsten Reste nach dem
Modul — l + 2«, so findet man, dass alle, denen respective die Charactere
0, l, 2, 3 entsprechen, den Zahlen — l, — «', + l, + i congruent sind; diesen
Zahlen selbst aber kommen, wenn umgekehrt — 1 + 2« zum Modul genommen
wird, die Charactere 2, 3, 0, l respective zu. Mithin ist in allen diesen
n e u n z e h n Beispielen der Charac te r der Zahl —1 + 2« in Bezug
auf einen Modul der zweiten Art um zwei Einheiten von dem
Character dieser Zahl in Bezug auf die zum Modul genommene
Zahl —1 + 2« verschieden.

Ferner sieht man leicht, dass ganz Ähnliches in Bezug auf die Zahl
— l — 2« stattfinden wird.

66.
Für die Zahl — 3 unterlassen wir eine Unterscheidung zwischen Moduln

erster und zweiter Art, da der Erfolg lehrt, dass eine solche hier überflüssig
ist. Es entspricht daher

der Character den Moduln

0
l

2
3

-1-6«, -7, -5+6«, -5—6«, -11, 11 + 6«, 11-6«
— 1 — 2«, 1 — 4«, — 5 + 2«, 5 + 4«, 7 + 2«, 5 — 8«, —1 + 10«,

-7-8«, -11-4«, 7-10«
3 + 2«, 3 — 2«, — 3 + 8«, — 3 — 8«, 9 + 4«, 3 + 10«, 3 — 10«
— 1 + 2«, l + 4«, — 5 — 2«, 5 — 4«, 7 — 2«, 5 + 8«, — l— 10«,

-7 + 8«, -11 + 4«, 7 + 10«.

Bringen wir diese Moduln auf ihre kleinsten Reste nach dem Modul 3,
so sehen wir, dass diejenigen, welchen der Character 0 entspricht, zum
Teil =1, zum Teil ^—l , diejenigen, deren Character l ist, entweder
= 1 — « oder = — l + i, diejenigen, deren Character 2 ist, entweder = i
oder = —«', endlich diejenigen, denen der Character 3 zukommt, entweder
= l + « oder = — l — « sind. Aus dieser Induction schliessen wir daher,
dass der Character der Zahl — 3 für einen primen unter den associierten
Zahlen primären Modul identisch ist mit dem Character dieses Moduls, wenn 3
oder, was auf dasselbe hinauskommt, — 3 als Modul betrachtet wird.
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67.

Stellt man in Bezug auf andere Primzahlen eine ähnliche Induction an,
so findet man, dass die Zahlen 3 =fc 2&, — l ± 6£, 7± 2«, — 5 ± 6$, ... ähn-
liche Sätze liefern, wie derjenige ist, zu welchem wir im Artikel 65 in
Bezug auf die Zahl — l -h 2& gelangt sind, dass dagegen die Zahlen l ± 4^,
5dt4i, — 3±8e, 5zfcSi, 9 ± 4i, ... sich ebenso verhalten, wie die Zahl
— 3. Die Induction führt also zu einem sehr eleganten Satze, den man,
nach Analogie der Theorie der quadratischen Keste in der Arithmetik der
reellen Zahlen, das Fundamentaltheorem der biquadrat ischen Reste
nennen kann, nämlich:

Bezeichnen a 4- W, a'+b'i zwe i versch iedene , unter den zu
ihnen associierten Zah len pr imäre, d. h. nach dem Modul 2 •+• 2i
der Einhei t congruente Pr imzahlen , so ist der b iquadra t i sche
Character der Zahl a -h H in B e z u g auf den Modu l a'+Vi
ident isch mit dem Charac ter der Zahl a'-\-Vi in Bezug auf den
Modul a 4-6z, wenn en tweder j ede oder wenigs tens eine der
be iden Zahlen a + bi, a'-\-Vi zur ers ten Art gehört d. h. nach
dem M o d u l 4 der Einhei t congruen t ist; dagegen werden j ene
Charac t e r e um zwei Einhei ten versch ieden sein, wenn ke ine der
be iden Zahlen a-t-bi, a'-t-b'i zur ersten Art gehört , d. h. w e n n
be ide nach dem Modul 4 der Zahl 3 + 2£ congruen t sind.

Trotz der grossen Einfachheit dieses Satzes aber gehört doch der Be-
weis desselben zu den verborgens ten Gehe imni s sen der h ö h e r e n
Ari thmet ik , so dass er, wenigstens wie jetzt die Sachen liegen, nur
mittelst der subtilsten Untersuchungen, welche die Grenzen "dieser Abhand-
lung weit überschreiten würden, geführt werden kann. Daher behalten wir
uns die Veröffentlichung dieses Beweises sowie die Entwicklung des Zu-
sammenhanges zwischen diesem Satze und denjenigen, welche wir am An-
fange dieser Abhandlung durch Induction festzustellen begonnen haben, für
eine dritte Abhandlung vor. Zum Schlüsse wollen wir jedoch schon hier
angeben, was zum Beweise der in den Artikeln 63 und 64 aufgestellten Sätze
erforderlich ist.

68.
Wir beginnen mit solchen Primzahlen a + bi, für welche & = 0 ist

(von der dritten Art des Artikels 34), wo somit (damit die Zahl unter den
associierten primär sei) a eine reelle negative Primzahl von der Form
— (4^ + 3) sein muss, für welche wir — q schreiben werden. Solcher Art
sind die Zahlen —3, —7, —11, —19,. . . Bezeichnet man X den Character
der Zahl l -M, wenn jene Zahl zum Modul genommen wird, so muss sein:

,*= (l + 0*ö«-i> = 2««*-« • iW-» (mod. g).

Bekanntlich aber ist 2 quadratischer Rest oder Nichtrest von g; je nachdem
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q von der Form Sn H- 7 oder von der Form 8^ + 3 ist, woraus folgt, dass
allgemein

2*fe-D= (_ i)«9+D= jlfrH) (mod> 0

und somit, wenn man zur Potenz mit dem Exponenten i (#4- 1) erhebt,

2*^« = ̂ ^'(mod. a)

ist. Daher nimmt die vorhergehende Gleichung die folgende Form an:

.X _ t4fe+i)'+K««-i) = f.J(9M-*) (mod> g)i

und hieraus folgt:

X = K«8 + ff) = 10 + l)2 -10 + 1) (mod. 4)

oder, da man i(#-f-1)2^0 (mod. 4) hat:

X = — iö + 1) = t(« — 1) (mod. 4).

Dies ist der Satz des Artikels 63 für den Fall 6 = 0.

69.

Bei weitem schwieriger aber lassen sich solche Moduln a + bi erledigen,
für welche b nicht gleich Null ist (die Zahlen der vierten Art des
Artikels 34), und müssen erst mehrere Untersuchungen vorausgeschickt
werden. Die Norm a2-i-&2, welche eine reelle Primzahl von der Form
4n + l ist, bezeichnen wir mit p.

Es möge mit S der Complex aller einfach kleinsten Reste für den
Modul a + bi = m mit Ausschluss der Null bezeichnet werden, so dass die
Anzahl der in 8 enthaltenen Zahlen gleich p — l ist. Es bezeichne ferner
x + yi unbestimmt irgend eine Zahl dieses Systems, und man setze
ax-t-by = £, ay — bx~ r). Es sind daher £ und TQ ganze Zahlen, welche
zwischen den Grenzen 0 und jp, diese Grenzen ausgeschlossen, enthalten
sind; denn im vorliegenden Falle, wo a und b prim zu einander sind,
zeigen die Formeln des Artikels 45, nämlich T) = Ä£, £^ — Ärj (mod.#),
dass keine der Zahlen £, TQ gleich 0 sein kann, wenn nicht die andere
gleichzeitig verschwindet und somit # = 0, 3/ = 0 wird, eine Combination,
die wir bereits ausgeschlossen haben. Das Kriterium dafür also, dass die
Zahl x 4- yi in S enthalten sei, besteht darin, dass die vier Zahlen 5, TJ,
p — 2, p — *) positiv sein müssen.

Ferner bemerken wir, dass für keine solche Zahl 5 = TJ sein kann,
denn hieraus würde folgen p(x -\-y) = a(£ + ?)) + &(£ — YJ) = 2«5, was
absurd ist, da keiner der Factoren 2, a, % durch p teilbar ist. Auf ähnliche
Weise lehrt die Gleichung p(x — y 4- a -h 6) = 2a£ 4- (a •+• fc) (p — S — *))>
dass E H- TQ nicht gleich p sein kann. Daher erhalten wir hieraus, da
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£ — YJ^ p — £ — 7j entweder positiv oder negativ sein müssen, eine Einteilung
des Systems 8 in vier Complexe (7, <7', C", C'" und zwar in der Weise,
dass wir setzen

in den Complex

C
Cf

C"
C'"

die Zahlen, für welche

£ — Y) positiv, p — £ — Y) positiv
£ — YJ positiv, p — S — T) negativ
£ — T) negativ, p — S — *) negativ
$ — Y) negativ, p — 5 — Y) positiv.

Das Kennzeichen einer Zahl des Complexes C ist also eigentlich ein
sechsfaches; es müssen nämlich die sechs Zahlen £, YJ, p — g, p — Y), S — YJ,
p — £ — Y) positiv sein; offenbar aber enthalten die zweite, fünfte und sechste
Bedingung schon von selbst die übrigen in sich. Analoges gilt von den
Complexen C', C", C'", so dass die vollständigen Kriterien dreifach sind,
nämlich

für den Complex

C
C'
C"
C"'

müssen positiv sein die Zahlen

i), 5 _ ̂  p _ $ _ ^
P — S, £ — ?l, 5+*) — P
M Yi YJ ? ? -4- t)

g, Y) — g, p — £ — Y).

Ferner wird jeder, auch ohne dass wir darauf hinweisen, einsehen, dass
bei der geometrischen Darstellung der complexen Zahlen (vgl. Artikel 39)
die Zahlen des Systems S innerhalb eines Quadrates enthalten sind, dessen
Seiten die Punkte verbinden, durch welche die Zahlen 0, a + U, (l +i)(a + U\
i(a-\-li) dargestellt werden, und dass die Einteilung des Systems S der
Teilung des Quadrats durch seine Diagonalen entspricht. Doch wollten wir
uns hier lieber rein arithmetischer Schlüsse bedienen, indem wir der Kürze
halber die Illustration durch eine bildliche Darstellung dem erfahrenen
Leser überlassen.

70.
Wenn die vier complexen Zahlen

r^x + yi, /=*'+*/% r"=x"+y"i, f"'=a"'+0"'f

derart mit einander verbunden sind, dass man

r'= m -f- ir, r"= m -h e/= (l + i) m — r, r'"= m 4- ir"= im — ir

hat, und man annimmt, dass die erste r zum Complexe 0 gehört, so werden
die übrigen r', r", r"' respective zu den Complexen C', C", C'" gehören.
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Denn setzt man:

t = ax •+• by, Y) = ay — Ix
g' == ax' -f- ty', Y)' = ay' — bx'
£" = ax" 4- by", Y)" = ay" — bx"

so findet man:

579

- p =

woraus sich mit Hülfe der Kriterien für die einzelnen Complexe die Eichtig-
keit des Satzes von selbst ergiebt. Und da wiederum r = m + ir'" ist, so
sieht man leicht, dass, wenn r zum Complex C1 gehörig vorausgesetzt wird,
die Zahlen /, r", r'" respective zu C", C"', C gehören; gehört jene zu C",
so gehören diese zu C'", C, C"; gehört endlich jene zu C"', so gehören
diese zu (7, C', C".

Gleichzeitig folgt hieraus, dass in den einzelnen Complexen C, C',
C", C'" gleichviel Zahlen enthalten sind, nämlich \(p—1).

71.

Satz. Werden, unter Je eine ganze durch m nicht teilbare
Zahl vers tanden, die e inzelnen Zahlen des Complexes C mit k
multipliciert und wird, nachdem die einfach kleinsten Eeste
dieser Producte nach dem Modul m unter die Complexe C, C',
C", G'" verteil t sind, die Anzahl derjenigen, welche zu diesen
einzelnen Complexen gehören, respect ive mit c, c', c", c'", be-
zeichnet , so ist der Character der Zahl Je in Bezug auf den
Modul m congruent c'+ 2c"+ 3c'" (mod. 4X

Beweis. Es seien die c zu C gehörigen kleinsten Eeste a, ß, 7, 8, ...,
die c' zu C' gehörigen Eeste m + eV, w-Mß', m4-e?', w-M8', ...,
ferner die c" zu C" gehörigen Eeste (l+i)m — a", (l+e)w — ß",
(l + 0™ — T", (l + 0»» — 8", ..., endlich die c"' zu £'" gehörigen Eeste
im — &a'", em — e'ß'", MW — ry'", im — »"8"', ... Wir betrachten nun vier
Producte, nämlich:

1. das Product aus allen i(p — 1) den Complex C bildenden Zahlen,
2. das Product der Producte, welche aus der Multiplikation dieser

einzelnen Zahlen mit Je entstehen,
3. das Product aus den kleinsten Eesten dieser Producte, nämlich

aus den Zahlen a, ß, 7, 8, ..., m 4- w', m + eßf, ....
4. das Product aus allen c + c?+c"+c"' Zahlen a, ß, 7, 8, ...,

a', ß', f, 8', ..., a", ß", 7", 8",
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Bezeichnet man diese vier Producte der Keine nach mit P, P', P", P"',
so ist offenbar:

(mod.m)

und somit:
(mocL w)>

Man sieht aber leicht, dass die Zahlen a', ß', 7', S', . . ., a", ß", 7", 8", . . .,
a'", ß'", 7'", 8'", . . . sämtlich zum Complexe C gehören und sowohl unter
sich als auch von den Zahlen a, ß, 7, 8, . . . verschieden sind, ebenso wie
diese selbst unter einander verschieden sind. Daher müssen alle diese
Zahlen zusammengenommen und abgesehen von der Keihenfolge vollständig
identisch sein mit allen den Complex C bildenden Zahlen, woraus folgt
P=P'" und daher:

Schliesslich ergiebt sich hieraus, da die einzelnen Factoren des Products P
durch m nicht teilbar sind,

so dass c'+ 2c"+ 3c'" der Character der Zahl Je in Bezug auf den Modul m ist.

72.

Uni das allgemeine Theorem des vorigen Artikels auf die Zahl l + i
anwenden zu können, müssen wir den Complex C wiederum in zwei kleinere
Complexe G- und G-' teilen und zwar werden wir zum Complex G diejenigen
Zahlen x-\-yi rechnen, für welche ax -+-by = £ kleiner ist als ip, zum
Complexe G-' aber diejenigen, für welche £ grösser als %p ist; die Anzahl
der in den Complexen G und G' enthaltenen Zahlen werden wir mit g und g'
bezeichnen, so dass g + g'=%($ — 1) ist.

Das vollständige Kriterium der zum Complexe G gehörigen Zahlen ist
somit, dass die drei Zahlen TJ, (• — YJ, p — 2£ positiv sind; denn die dritte
Bedingung für den Complex (7, nach welcher p — t — TQ positiv sein soll,
ist bereits implicite unter jenen enthalten, da^> — £ — r; = (£ — YJ) 4- (p — 21;)
ist. Ebenso besteht das vollständige Kriterium der zu G' gehörigen Zahlen
in positiven Werten der drei Zahlen rj, p — £ — YJ, 2£ — p.

Hieraus folgt leicht, dass das Product einer jeden Zahl des Complexes G
mit der Zahl l -h£ zum Complex C'" gehört. Denn setzt man:

(x 4- yi) (l 4- i) = x'-\- y'i und ax'+ by'= £', ay'— bx'= r)',

so findet man:

d. h. das Kriterium für die dem Complex G zugehörige Zahl x + yi ist
identisch mit dem Kriterium für die zum Complex C'" gehörige Zahl x'-\- y'i.

Auf ganz ähnliche Weise zeigt man, dass das Product einer jeden
Zahl des Complexes G' mit l -f- £ zum Complex G" gehört.

Es ist daher, wenn wir im vorigen Artikel & den Wert l 4- i beilegen,
c = 0, c'=0, c"=#', c"'=g, und somit wird der Character der Zahl l + i:
3g + <2gf=^(p—!) + #. Und da die Charactere der Zahlen & , — l
respective J (p—1), ?(p— 1) sind, so werden die Charactere der Zahlen
— H-e, — l — £ , l — i respective f(p—!) + #? 9-> i(#—!
Somit handelt es sich nur noch um die Ermittlung der Zahl g.

73.

Die Auseinandersetzungen in den Artikeln 69 bis 72 sind eigentlich
unabhängig von der Voraussetzung, dass m eine primäre Zahl sei; von nun
an wollen wir aber wenigstens annehmen, dass a ungerade, b gerade sei,
und ausserdem dass a, b und a — b positive Zahlen seien. Vor allen
Dingen müssen wir die Grenzen der Werte von x in dem Complexe G fest-
stellen.

Setzt man:

ay — bx = r), (a 4- tyx — (a — V)y = C, p — 2a# — %by = 0,

so besteht das Kriterium der zum Complexe G gehörigen Zahlen x + yi in
den drei Bedingungen, dass YJ, C, & positive Zahlen seien. Da
px = (a — &)TQ -f- a£, p(a — 2#) = ad 4- 2&rj wird, so müssen oifenbar x
und 2a — x positive Zahlen, oder es muss x irgend einer der Zahlen
1,2,3, ..., {(a— 1) gleich sein. Da ferner (a— &)d=2&£+p(a—b—2#)
ist, so ist klar, dass, sobald x kleiner als %(a — b) ist, die zweite Bedingung
(nach welcher C positiv sein soll) bereits die dritte (dass 0 positiv sein
muss) in sich schliesst, dass dagegen, sooft x grösser als i (a — b) ist, die
zweite Bedingung bereits unter der dritten enthalten ist. Mithin hat man
nur für die folgenden Werte von #, nämlich l, 2, 3, ..., ?(a — b — 1),
dafür zu sorgen, dass TQ und C positiv werden, oder dass y grösser als

— und kleiner als j— sei. Für einen gegebenen derartigen Werta dt — o
von x giebt es daher Zahlen x + yi im Ganzen

wenn wir uns der eckigen Klammern in derselben Bedeutung bedienen, in
welcher wir sie anderswo vorübergehend gebraucht haben [Vgl. „Neuer
Beiveis eines arithm. Satzes", Art. 4 (oben S. 459) und „Neue Beweise und
Erweit, des Fundamentalsatzes i. d. Lekre v. d. quadr. Eesten", Neuer
Algorithmus u. s. w. Artikel 3 (oben S. 507)]. Dagegen genügt es für die
folgenden Werte von x: *(« — & + !), Ka — & + 3), ..., i(a—1), wenn
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bx
T) und 0 positive Werte erhalten, oder wenn y grösser als — und kleiner

oder £6 H
a2 — . .... . ... .

wird; mithin giebt es für einen gegebenen

derartigen Wert von x Zahlen x -h yi im Ganzen :

Hieraus schliessen wir daher, dass die Anzahl der Zahlen des Com-
plexes G- ist:

wo im ersten Gliede die Summation über alle ganzen Werte von x von l
bis i(a— 6— 1), im zweiten von j(a~ 6+1) bis K#— *)> im dritten von
l bis J(ß — 1) auszudehnen ist.

Wenn wir uns des Buchstabens 9 in derselben Bedeutung bedienen,
wie am angeführten Orte (vgl. oben 8. 507), nämlich, dass

sein solle, wo t, u irgend welche positive Zahlen bezeichnen und t' die
Zahl [jtf] bedeutet, so ist jenes erste Glied gleich 9(0— -6, #4-6), das
dritte gleich — <p(a, 2»), das zweite aber wird gleich

Es ist aber, wenn wir die Glieder in umgekehrter Keihenfolge schreiben:

^[g»~2«g] r<n p«] p] f(6-i
i[ 26 J"SBL»J" l"L»J + L»J + '" + L 26

= 9 (26, a) -T (6, a).

Daher nimmt unsere Formel die folgende Form an:

0 = 9(a — &, a + 6)

Wir betrachten zuerst das Glied <p(a— 6, a +6), welches sich sogleich
verwandelt in <p(a — 6, 2&) 4- 1 4- 2 + 3 H ----- h i (a — l — 1) oder in

Ferner haben wir, da nach dem allgemeinen Satze <p(£, u) + y(u, f)
= öfl • Rw] wird, sobald ^ und w zu einander prirae positive ganze Zahlen
sind:

T(a — 6, 26) = }6(a - 6 — 1) — 9 (25, a - 6)
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und daher:

?(a — 6, a + 6) = K«2 + 2a& —3&2 — 4ö —1)-9(26, a —6).

Ordnen wir die Glieder von <p(2&, a — 6) in folgender Weise an:

so wird die zweite Reihe offenbar gleich

die erste Reihe aber stellen wir nach Umkehrung der Reihenfolge der
Glieder so dar:

und dieser Ausdruck verwandelt sich, da, wenn t eine ganze, u eine
gebrochene Zahl bezeichnet, allgemein [t — u] = t — l — [u] ist, in
folgenden:

= J&(2a - 4 - fc) - 9(26, a) + 9(6, a).

Hiernach wird:

9(26, a — 6) = 29(6, a) - 9(26,
und somit:

9(a - 6, a 4- 6) = 9(26, a) — 29 (6, a) 4- J(«2 — &» + 26 — 1).

Substituiert man diesen Wert in die oben für g angegebene Forme]
und setzt überdies 9(0, 6) -t- 9 (6, a) = £6 (a— 1), so erhält man:

g = 29(26, a) — 29(6, ä) + i(a2 — 2a6 + 62 -h 46 — 1).

74.
Durch ganz ähnliche Schlüsse erledigt sich der Fall, wo zwar a, 6

positiv bleiben, aber a — 6 negativ oder 6 — a positiv ist. Die Gleichungen
p (a — 2#) = 26r) 4- a&, p(6 — a + 2#) = 2K + (6 — a)ft zeigen, dass 4« — x
und o? 4- 3(6 — a) positiv und somit x irgend einer der Zahlen — i (6 — a — 1),
—•4(6— -a — 3), — i(6 — a — 5), ..., +i(a — 1) gleich sein muss.
Ferner folgt aus der Gleichung px + (b — a)r) = aC, dass für negative
Werte von x die Bedingung, nach welcher TJ positiv sein soll, bereits unter
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der Bedingung, nach welcher £ positiv sein soll, enthalten ist, dass aber
das Gegenteil stattfindet, sobald x ein positiver Wert beigelegt wird.
Hiernach müssen die Werte von y für einen bestimmten negativen Wert

von x zwischen
a — und —cTT—~> für einen gegebenen positiven Wert

Ix
von x aber zwischen — unda enthalten sein; offenbar sind für

Px = Q diese Grenzen 0 und ^r? mit Ausschluss des Wertes #=0 selbst.

Hieraus folgt:

wo in dem ersten Gliede die Summation über alle negativen Werte von x
von — l an bis — £(& — a — 1), im zweiten über alle Werte von x von
— {(b — a — 1) an bis { (a — 1), im dritten über alle positiven Werte von
x von + l an bis zu \ (a — 1) zu erstrecken ist. Auf diese Weise ergiebt
sich aus der ersten Summation — y(b — a, 1) + a), aus der zweiten ebenso
wie im vorigen Artikel £&2 + < p ( 2 & , a) — 9(6, a), endlich aus der dritten
— 9 (ß, &), oder man hat :

Auf ganz ähnliche Weise wie im vorigen Artikel entwickelt man nun:

9(& — a, l + a) = 9(& - a, 26) - j((&_a)
2- l)

2 -
sowie:

<p(2&, b — a) = <p(26, a) — 2<p(6, a) 4- i&(6 — l — a)
und daher:

9(b — a, b 4- a) = 29(6, a) — 9(2&, a) 4- J(ö2 — a2 — 26 4- 1)

und schliesslich:

0 = 29(2&, a) - 2<p(&, a) 4- i (a2 — 2a6 4- &2 4- 4& — 1).

Es ist daher bewiesen, dass für g dieselbe Formel gilt, mag a — b
positiv oder negativ sein, wofern nur a, b positiv sind.

75.
Um eine weitere Eeduction zu erlangen, setzen wir:

HiHSHS]—••
= [ a » 1 \+ [ a J+ LT~^J+'''+ M

! + i
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Da man leicht sieht, dass allgemein [u] + [u H- 1] = [2w] ist, welche
reelle Grosse auch immer u bezeichnen möge, so wird i + JV=9(&, a),
und da offenbar Z 4- Jf = 9 (2&, a) ist, so wird:

?(2&, a) — 9(&, a) = M — N.

Ferner ist klar, dass das Aggregat des ersten Gliedes der Eeihe N und des

vorletzten Gliedes der Eeihe M, nämlich ^ 4- - — Q, =i(a~ 1)

wird, und dass dieselbe Summe von dem zweiten Gliede der Eeihe N und
dem vorvorletzten der Eeihe M gebildet wird u. s. w. Da nun auch das
letzte Glied der Eeihe M gleich { (a — 1) ist, das letzte Glied der Eeihe N

aber gleich — j — —iC^^F l ) ist, wo das obere oder untere Vorzeichen

gilt, je nachdem a von der Form 4w + l oder 4n — l ist, so folgt:

M+ N=%(a—l)b + i(a =F 1),
und somit:

9(2&, a) - 9(&, a) = i (a — 1)& + i (a =F 1) - 2-2V.

Demnach geht die für g in den Artikeln 73 und 74 gefundene Formel
in die folgende über:

9 = *((a + &)2- 1) + 2« — 4Äi

wenn man « =j= l = 4^ setzt, wo n eine ganze Zahl ist. Da man aber hieraus
l == iQn2 — San •+- a2 erhält, so kann diese Formel auch folgendermassen
dargestellt werden:

g = K- 4-

Da nun ^ der Character der Zahl — l — i für den Modul a + &&' ist,
so wird demnach dieser Character =-J-( — a2 H- 2a& -H &2 -f- 1) (mod. 4), und
dieses ist gerade der oben (Artikel 64) durch Induction gefundene Satz,
und hieraus ergeben sich unmittelbar die Sätze bezüglich der Charactere
der Zahlen l 4- i, l — •£, — l -M. Mithin sind diese vier Sätze für den-
jenigen Fall, in welchem a, & positiv sind, nunmehr in aller Strenge be-
wiesen.

76.

Ist & negativ, während a positiv bleibt, so setze man & = — &', so dass
b' positiv wird. Da nun bewiesen worden ist, dass für den Modul a + V i
der Character der Zahl — l — i congruent % (— a2 -t- 2 ab' + b'2 -+- 1)
(mod. 4) ist, so wird der Character der Zahl — l -f i für den Modul a—b'i
nach dem im Artikel 62 angeführten Satze = -J (a2 — 2o&' — b'2 — 1) sein,
d. h. der Character der Zahl — l 4- i für den Modul a -h bi ist
~= !(ß2 + 2a& — b2 — 1); dies aber ist gerade der im Artikel 64 angegebene
Satz, woraus sich die drei übrigen auf die Charactere der Zahlen l 4- «',
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l — i9-—i — i bezüglichen von selbst ergeben. Mithin sind diese Sätze
auch für den Fall, wo & negativ ist, bewiesen, d. h. für alle Fälle, in denen
a positiv ist.

Ist endlich a negativ, so setze man a = — a', & = — V. Da nun
nach dem bereits Bewiesenen der Character der £ahl l + i hinsichtlich des
Moduls a'-f- Vi ist: = |(— <*>"* H- 2aV— 3&'2 + 1) (mod. 4) und es gleich-
gültig ist, ob wir die Zahl a'+Vi oder die entgegengesetzte —a'—V i als
Modul haben, so ist der Character der Zahl l -f- i in Bezug auf den Modul
a -h U offenbar ^|(— «2 + 2o& — 3&2 -t-1) (mod. 4), und Ähnliches gilt
von den Characteren der Zahlen l — i, — l 4- i, — l — i.

Hieraus folgt daher, dass der Beweis der Sätze über die Charactere der
Zahlen 1-M, l — i, —1-M, —l —i (Artikel 63 und 64) keiner Be-
schränkung mehr unterliegt.

Einige Untersuchungen

aus dem

handschriftlichen Nachlasse von Gauss,



Die Lehre von den Resten.

L
Lösung der Congruenz Xm-~ 1 = 0.

237.*)

Im dritten Kapitel haben wir gezeigt, dass die Congruenz #n=l,
wenn eine Primzahl p zum Modul genommen wird, jx Wurzeln besitzt,
falls [A der grösste gemeinschaftliche Teiler der Zahlen n und p — l ist,
und dass diese Wurzeln mit den Wurzeln der Congruenz x^= l völlig
übereinstimmen. Daher genügt es, denjenigen Fall zu betrachten, wo n
ein aliquoter Teil von p — l ist. Dass man aber die Lösung nicht nur
dieser Congruenz #n=l, sondern auch jeder ändern für beliebige Moduln
aus der Lösung für Moduln, welche Primzahlen sind, ableiten könne,
ist bereits vorübergehend gezeigt worden und wird unten (im achten
Kapitel) weitläufiger gelehrt werden.

238.

Aber auch hier braucht man noch nicht stehen zu bleiben; denn in
demselben Kapitel haben wir dargelegt, dass die Lösung der Congruenz
xn= l von der Auflösung ähnlicher Congruenzen xa= l, #ö=l,... abhängt,
wo a, &, ... Primzahlen oder Potenzen von Primzahlen sind und n das
Product aus diesen Zahlen ist. Sind nämlich A, B, ... respective irgend
welche Wurzeln der Congruenzen xa=l, xb~l> ..., so ist das Product
aus diesen AB ... eine der Wurzeln der Congruenz xn=l. Wir werden
daher unsere Untersuchungen auf die Lösung der Congruenz #*= l (mod.^?)
beschränken, wo p eine Primzahl, n eine Primzahl oder die Potenz einer
Primzahl und zugleich ein aliquoter Teil der Zahl p — l ist.

*) Vgl. das Vorwort des Herausgebers.
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239.

[Art. 239-243]

Ferner ist aus dem dritten Kapitel bekannt, dass es unter den Wurzeln
der Congruenz xn= l stets solche giebt, durch deren Potenzen alle übrigen
dargestellt werden können. So werden, wenn r eine derartige Wurzel
bezeichnet (wir nannten sie oben eine primitive Wurzel, wenn n = p — l
war, und diesen Ausdruck wollen wir hier obwohl in weiterer Bedeutung
beibehalten), sämtliche Wurzeln der gegebenen Congruenz sein:

l, r, r2, r*, ..., r"'1.

Wir werden also alle unsere Bemühungen darauf richten müssen, der-
artige Wurzeln zu ermitteln, da, wenn diese gefunden sind, die übrigen von
selbst sich ergeben. Der Kürze halber bezeichnen wir irgend eine Potenz
von r durch ihren in Klammern eingeschlossenen Exponenten, so dass (0)
die Einheit, (1) irgend eine primitive Wurzel der Congruenz xn = l, (2) das
Quadrat von (1) u. s. w. bedeutet und daher die Eeihe (0), (1), (2), (3),...,
(n — 1) alle Wurzeln umfasst. Uebrigens ist bekanntlich (K) immer eine
solche primitive Wurzel, sooft k zu n prim ist, d. h. in unserem Falle (wo
n eine Potenz der Primzahl t etwa gleich f ist), sooft £ in k nicht aufgeht.
Offenbar aber sind die Bezeichnungen (1), (2), ... an sich unbestimmt, so-
bald aber (1) irgend ein bestimmter Wert beigelegt wird, werden auch alle
übrigen bestimmt werden.

240.

Da wir uns vorgenommen haben, vor allem die primitiven Wurzeln zu
suchen, so müssen wir diese zunächst von den übrigen separieren. Dies
geschieht, wenn wir aus der Eeihe (0), (1), (2), ..., (n—l) alle Glieder
weglassen, in denen k durch t teilbar ist; wenn aber n eine Primzahl oder
v = 0 ist, so wird nur das eine (0) wegzulassen sein. Bevor wir aber zur
Untersuchung der übrigen fortschreiten, empfehlen wir dem Leser sehr, sich
einige Beispiele zu bilden, damit er alles, was ohne diese vielleicht als zu
allgemein gehalten erscheinen möchte, in concreto vor sich habe. Wir
fügen zwar hier ein Beispiel hinzu, doch wird es darum nicht überflüssig
sein, andere auf eigene Hand zu berechnen.

Ist p = 29, n = 7, so sind die sieben Wurzeln der Congruenz x1 = l
(mod. 29): l, 7, 16, 20, 23, 24, 25. Da n eine Primzahl ist, so werden alle
diese Wurzeln ausser l primitive Wurzeln sein; setzt man also 7 = (1), so
werden die Zeichen

(0), (1), (2), (3), (4), (5), (6)

respective folgende Bedeutung haben:

l, 7, 20, 24, 23, 16, 25.

Übrigens wird man sich erinnern, dass die Zeichen (n) und (0), (n +1) und (1),
u. s. w. und allgemein (a) und (&) äquivalent sind, wenn a = b (mod. n) ist.

Lösung der Congruenz xn—1—0.

241.

591

Um aber unsern Zweck zu erreichen, müssen wir noch in anderer Weise
verfahren. Wir behalten nämlich nur diejenigen Glieder (üb) bei, in den Je

durch t nicht teilbar ist und deren Anzahl gleich —r— • n = X ist; allet
diese Zahlen aber (oder die ihnen nach dem Modul n congruenten) lassen
sich durch die aufeinanderfolgenden Potenzen irgend einer Zahl darstellen.

Ist diese gleich p, so werden alle primitiven Wurzeln der Congruenz
xn~l folgendermassen bezeichnet werden:

O), (P), (P2), (P3), , (P*"1)-

Durch diesen Kunstgriff aber erreichen wir, dass sämtliche nicht primi-
tiven Wurzeln vollständig ausgeschlossen werden; die Gründe und Vorteile
hiervon wird man unten deutlicher erkennen. In unserm Beispiel können
wir also p = 3 setzen; dann werden sich die primitiven Wurzeln der Con-
gruenz x7 = l so anordnen:

(1), (3), (32), (33), (3^), (3«)
oder: (1), (3), (2), (6), (4), (5)

und diese sind: 7, 24, 20, 25, 23, 16.

242.

Damit der Leser wisse, wohin die folgenden Untersuchungen abzielen,
wollen wir den Satz angeben, dessen Beweis und Erläuterung wir uns vor-
genommen haben.

Wenn die Zahl X (welche gleich f~l*t—l ist) die einfachen
Factoren a, 6, c, d, ... hat und X = a*&ßcT ... ist, so hängt die
Lösung der Congruenz xn— 1=0 von der Lösung von a-hß H
niedr igeren C o n g r u e n z e n ab, von denen a vom Grade a, ß vom
Grade 6, 7 vom Grade c, u. s. w. sind.

So hängt in ünserin Beispiel die Lösung der Congruenz x7 = l von
einer Congruenz zweiten Grades und von einer ändern dritten Grades ab,
und man sieht allgemein, dass niemals der Grad dieser Congruenzen von
dem Modul p abhängt. Um aber zum Beweise dieses Satzes zu gelangen,
müssen wir einige den Zusammenhang der Congruenzen und ihrer Wurzeln
betreffende Sätze vorausschicken, obwohl diese Untersuchungen eigentlich
erst im achten Kapitel weiter zu verfolgen sind.

243.
Satz. Wenn die Congruenz

xm + Axm~~l + Bxm~~* H • 4- N= 0 (nach einem Primzahlmodul)

so bescha f f en ist, dass nach A u s f ü h r u n g desProduc tes aus den
m Factoren x — r, x — r', x — r", x — r'", ..,, wodurch dasselbe
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xm-\-axm~l + l)xm~*-l ----- h w werden möge, A = a, B^b, C=c,...
nach dem M o d u l ^ ist, so werden die Grossen /*, /, /', . . . Wurzeln
der gegebenen C o n g r u e n z sein, und zwar wird dieselbe keine
ändern Wurzeln haben.

Beweis. I. Es ist stets

4- . • = x

Die rechte Seite der Congruenz wird aber =0, wenn man x = r, # = r',
#=r", . . . setzt; daher wird für diese Werte von x die linke Seite =0 (mod.^).
Dies ist der erste Teil des Satzes.

II. Wenn aber noch ein anderer Wert p, welcher keiner der Zahlen
r, r', r", . . . congruent ist, der gegebenen Congruenz genügte, so würde sein :

Da aber keiner der Factoren p — r, p — /, p — / ' , - • •= 0 ist, so müsste
das Product aus allen der Null congruent werden, was absurd ist. Daher
giebt es ausser den Wurzeln r, r', ... keine ändern Wurzeln. Dies ist der
zweite Teil des Satzes.

244.
Aufgabe. Es seien r, /, r", ... u n b e k a n n t e Grossen , deren

Anzah l gleich m sei, und es sei die Summe derse lben gleich a,
die Summe ihrer Quadra te gleich ß, die Summe der K u b e n
gleich 7 u. s. w., die Summe ihrer wten P o t e n z e n gleich JA; es
sollen aber nicht diese Z a h l e n selbst (deren Anzahl eben fa l l s
gleich m ist) gegeben sein, sonde rn ande re , a', ß', 7', ..., welche
i h n e n e inze ln nach dem Modul p, der eine Primzahl u n d g r ö s s e r
als m sei, congruen t sind. Dann soll man die C o n g r u e n z
mien Grades f i nden , deren Wurzeln r, r\ r", ... sind.

Auflösung, Man betrachte r, /, r", ... als Wurzeln einer Gleichung

+ Axm~l -t- • • • = 0

und bestimme ihre Coefficienten A, B, (7, . . . (indem man nur die Congruenz
an Stelle der Gleichung anwendet) nach der bekannten Methode, indem
man nämlich setzt:

— 30 == 7'+ 4ß'+ J0a'
— 4D = 8'+ A-f -H J3ß'+ Ca'

Lösung der Congruenz xn—1= 593

Diese Coefficienten können aber nicht unbestimmt sein, weil alle Zahlen
l, 2, 3, .. ., w<jp sind. Dann behaupte ich, dass die Congruenz

die gesuchte ist.

Beweis. Nimmt man an, dass die Gleichung, deren Wurzeln r, r',
r", /", ... sind, die folgende sei:

so wird:
— a = a
— 2ö = ß H-

aß 4-

Offenbar aber wird hiernach

a = A, l = B, c = C, ... (mod. p),

und daher werden nach, dem vorhergehenden Artikel die Zahlen r, /, r",...,
welche Wurzeln der Gle ichung

xm+ axm~~*H- fom-2 H = 0

sind, zugleich Wurzeln der C o n g r u e n z

sein.
Wir überlassen es dem Leser, sich Beispiele zu bilden.

245.
Wir kehren zu unsrer Aufgabe zurück. Unter Beibehaltung der in dem

Artikel 242 und den vorhergehenden Artikeln angewandten Bezeichnungen,
wollen wir zeigen, dass, wenn X das Product aus irgend welchen Factoren
e f g . . . ist, die primitiven Wurzeln der Congruenz #n = l, deren Anzahl
gleich X ist, so in e Klassen geteilt, werden können, dass die Aggregate der
zu derselben Klasse gerechneten Wurzeln durch eine Congruenz vom
eten Grade gegeben werden, dass ferner, wenn man diese als bekannt vor-
aussetzt, jede Klasse weiter so in /'Ordnungen geteilt werden kann, dass die
Aggregate jeder Ordnung durch eine Congruenz /"ten Grades gegeben werden,
und diese Ordnungen lassen sich wiederum teilen u. s. w., bis man zu den
einzelnen Wurzeln gelangt.

246.
Definition. Den Complex aller in einer solchen Form (p*8"1"8) (Ar-

tikel 241) enthaltenen Glieder werden wir eine vollständige Periode oder
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einfach eine Periode nennen. Es bezeichnet aber e irgend einen Teiler der

Zahl X, a irgend eine gegebene Zahl, k alle ganzen Zahlen von 0 bis l,
6

und der Kürze wegen werden wir eine solche Periode mit (e * a) bezeichnen.
So bilden in unserm Beispiele die Glieder

(1), (2), (4) die Periode (2 * 0)
(3), (6), (5) „ (2*1)

aber (1), (6) die folgende (3*0)
(3), (4) „ (3*1)
(2), (5) „ (3*2).

Wenn nun alle Glieder auf irgend welche Weise in Per ioden
verteilt we rden und die e inze lnen Per ioden w iede rum in
kleinere Perioden u. s. f., so b e h a u p t e n wir, dass man das
erreichen wi rd , was im vor igen Art ike l ve r sp rochen wurde .

Bevor wir aber diese Auseinandersetzung selbst in Angriff nehmen,
werden wir zeigen, dass der Bildung einer solchen Periode, obgleich dieselbe
von den in gewisser Weise willkürlichen beiden Grossen r, p abhängt, doch
keine Zweideutigkeit anhaftet, oder dass, wie auch diese Grossen gewählt
sein mögen, doch stets dieselben Glieder in dieselbe Periode kommen
(wofern nämlich vorgeschrieben ist, wieviel Glieder eine Periode enthalten soll).

Das Kriterium, dass zwei Glieder A, B in derselben Periode vor-
kommen, ergiebt sich daraus, dass jedes von ihnen in der Form
(p*e+a) enthalten, oder dass A = r**e+*, J?EErp*'e+a(mod.jp) ist. Hierbei
ist aber r eine primitive Wurzel der Congruenz xn= l (mod.j?), p dagegen
eine primitive Wurzel der Congruenz #x= l (mod. n); vergleiche oben.

Es muss bewiesen werden, dass, wenn an Stelle der Zahlen r, p andere,
etwa s, <i, gewählt werden, alsdann A und B in ähnlichen Formen

Ofe+ß ar«+ß
s , 5 enthalten sind.

Es sei sm^r (mod. p), </= p(mod.^) und m=ac (mod. n), was möglich
ist, da r, p primitive Wurzeln sind; m ist prim zu n, JA zu X (Kapitel III).
Nach den gehörigen Substitutionen erhält man:

A = «.0. £ w. z. b. w.

247.
Das Product aus zwei gleichartigen Per ioden kann

unabhäng ig von der Zahl p durch Addi t ion gleichar t iger
Perioden und gegebener Zahlen gebi lde t werden .

(Wir nennen gleichartige Perioden solche, welche gleichviel Glieder
enthalten, oder in denen die Zahl e dieselbe ist).

Beispiel. Ist w = 7, so wird das Product aus den Perioden (1) -f- (6)
und (2)+ (5) (wegen (a) • (6) = (a + &)) gleich (3) -t- (6) + (8) + (11),
oder es besteht aus den Perioden (3) -h (4) und (1)4- (6).

. X
Beweis. Es sei — = f und die gegebenen Perioden seien (e * a) und

€

(e*ß) oder die Aggregate

(p") + (P"+<) + (?a+2<!) + • • • + (p-w-1*) = -P
(pß) + (pP-H) + (pß+2e) + ... + (pß+cr-D*) = Q

Das Product PQ wird aus f2 Gliedern bestehen. Diese aber sind
folgendermassen anzuordnen. Man bilde /"Keinen, deren jede aus f Gliedern
besteht. Die erste umfasst das Product aus P und (pß), die zweite das
Product aus P und (pß+<?)? u» s- w- In der ersten Reihe nimmt den ersten
Platz ein das Product, welches aus dem Gliede (pa), den zweiten dasjenige,
welches aus (p""*"*) hervorgeht, und so die übrigen der Keihe nach weiter;
in der zweiten Reihe aber werde der erste Platz dem aus dem Gliede (pa+e)
entstehenden Producte, der zweite dem aus (p0*2*) entstehenden Producte u. s.w.,
der letzte endlich dem aus (pa) hervorgehenden Producte zugewiesen; die
dritte Reihe möge mit dem aus dem Gliede (p""*"2*) entstehenden Gliede
beginnen u. s. w., und auf das Product aus dem letzten Gliede möge folgen
das Product aus dem ersten, zweiten, u. s. w. Gliede; oder wenn die auf-
einanderfolgenden Glieder der Periode P mit l, 2, 3, ..., K und diejenigen
der Periode Q mit I, II, III, ..., Z bezeichnet werden, so entstehen folgende
Teile von PQ:

l - 1 + 2 - 1 + 3 - 1 + 4. H -»-*• I
2 • II 4- 3 - II + 4 - II -f- + l • II
3 • III + 4 • III4- -h l • III -f 2 • III

Sodann sammle man sämtliche Glieder, welche in den einzelnen Reihen
dieselbe Stelle einnehmen, zu /"Ordnungen; dann behaupte ich:

1. Wenn irgend ein Glied ^1 ist, so sind sämtliche übrigen Glieder
derselben Ordnung ebenfalls ~1.

2. Jede Ordnung, in welcher kein Glied = l ist, bildet eine Periode.
Haben wir dies bewiesen, so haben wir offenbar unser Ziel erreicht.
Die allgemeine Form einer solchen Ordnung ist:

denn es kann für ̂ +~e auch p°H~*+;~1 geschrieben werden, weil ef=\
und px = l (mod. n) ist, und ebenso in Bezug auf die vorhergehenden. Setzt
man p*4"*6 -f- pß = p* (mod. n), was erlaubt ist, wenn nicht etwa p1*4""** -f- pß

durch n teilbar ist*), so lässt sich die Ordnung auch so darstellen:

(p"), (px+e), (?x+2e), ...(P
x+c/-1)€),

*) Der Satz muss ein wenig anders ausgedrückt werden, wenn n allgemein eine
Potenz einer Primzahl bezeichnet; ist aber n eine Primzahl, so ist nichts zu ändern.
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und dies ist offenbar die Periode (e*x); ist dagegen pa+fce + pß durch n
teilbar, so werden alle Glieder der Ordnung = (0) d. h. = l sein.

Anmerkung. Dieser Beweis zeigt zugleich ein sehr leichtes Verfahren,
das Product zu entwickeln. Einen anderen werden wir unten geben, der
zwar diesen Vorzug nicht besitzt, aber seiner Einfachheit wegen nicht gering
zu achten sein dürfte.

248.
Sämtliche kleineren Perioden, welche eine grössere Periode bilden,

nennen wir ein Periodensystem, So werden die Perioden

«), (Pf*f + a), (ef* 2f+ a), . . . . , (ef* (e - a),

aus denen die Periode (/**«) zusammengesetzt ist, mit diesem Namen be-
zeichnet werden. Vorschr i f t smäss ig angeordne t wird es sein, wenn die
nach dem Sternchen * stehenden Zahlen, wie hier a, /"+ a, 2/*+ a, . . . , in
arithmetischer Progression (deren Differenz f ist) fortschreiten; gleichartig
endlich werden die Systeme sein, wenn sowohl die kleineren als auch die
grösseren Perioden gleichartig sind.

Satz. Wenn die Pe r ioden zwe ie r gleichart igen vorschr i f t s -
mässig a n g e o r d n e t e n Systeme mit e inander mult ipl iciert wer-
den, nämlich die erste mit der ers ten, die zwei te mit der zwei ten,
die dr i t te mit der dri t ten, u. s. w., so lässt sich die Summe aller
Producte aus der g rösse ren Per iode gleichart igen Per ioden
und gegebenen Zah len zusammense tzen .

Beweis. Es seien die Systeme:

(ef**), (tf*« + fl, (*/**a + 2/), ....
(*/'*ß), (tf'ß + A (^*ß + 2/-), . . . .

Die Producte aus den einzelnen Perioden des ersten Systems und den
entsprechenden Perioden des zweiten SystemS bestehen nach dem vorigen
Artikel aus ganzen Zahlen und gleichartigen Perioden. Geringe Aufmerk-
samkeit auf die Entstehung dieser Perioden aber zeigt, dass, wenn
(ef* a) • (ef* ß) aus der ganzen Zahl N und den Perioden (ef* A), (ef*B\
(ef* C), ... besteht, alsdann das Product

(ef* <* + /)• (ef* ß + /") aus N und den Perioden (ef* A -f- /"), (ef* E + /"),
(ef*C + f), . . .

(ef* a + 2/1) • (ef* ß + 2/1) aus N und den Perioden (ef* A + 2/0, (ef* .B-t-2/1),

und allgemein

(ef** + p/) • (ef*$ + v.f) aus N und den Perioden (e

besteht. Hieraus geht unmittelbar hervor, dass die Summe aller Perioden
gleich

eN+ (f* A) + (f*B) -h (f* C) 4- - - -
ist, w. z. b. w.

Auch dieser Beweis giebt ein Verfahren an die Hand, jene Summe zu
finden.

249.
Es ist leicht, diesen Satz noch zu verallgemeinern, nämlich dahin, dass,

wenn man beliebig viele Vorschriftsmässig angeordnete gleichartige Systeme
hat und aus den ersten, zweiten, u. s. w. Perioden Producte gebildet werden,
die Summe aller dieser Producte aus Zahlen und grösseren Perioden besteht.
Wenn alle diese Systeme als gleich vorausgesetzt werden, so wird die
Summe irgend welcher Potenzen sämtlicher Perioden aus Zahlen und der
grösseren Periode gleichartigen Perioden bestehen. Schon hieraus ist das Ziel
dieser Untersuchung ersichtlich. Es sei \ = efgh . . .; man zerlege sämtliche
eigentlichen Wurzeln in e Perioden A, A, A", . . . , jede von diesen wiederum
in f: B, B', B", ..., jede einzelne von diesen in g: C, C', C", ...
Nun ist die Summe aller Perioden gegeben, dieselbe ist nämlich = — 1.
Nach dem, was wir eben auseinandergesetzt haben, sind aber auch

(A)*
(A)*

(.l')2 + (A!J + (A'")*
+ (A"? + (A"?

U. S. W.

gegeben. Demnach lässt sich hieraus nach Artikel 244 eine Congruenz
6ten Grades finden, deren Wurzeln A, A, A", ... sind. Werden nun diese
als bekannt vorausgesetzt, so zerlege man jede Periode in kleinere, nämlich

A in B, B\ B", ...
A in B(n\ B(n+l\ B(n+2\ ...
A" in B(2n\ £(2M+1), B(2n+2\ ...

U. S. W.

Dann ist also B -h jß'-t- B"-\- • • • = A gegeben. Nun bestehen aber

(£)2 + (BJ + (Bfy H

U. S. W.

aus Einheiten und den Perioden J., A, A", ... Daher werden B, J5;, J9", ...
gegeben durch eine Congruenz /"ten Grades, aus der sie gefunden werden
können; und auf ähnliche Weise können die Perioden, aus denen A', A",...
bestehen, gefunden werden. Es wird aber jeder hiernach einsehen, dass
auf ganz analoge Weise jede Periode in kleinere zerlegt werden kann, bis
man zu den Wurzeln selbst gelangt.
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250.

Bei der Anwendung dieser Eegeln aber tritt eine Schwierigkeit auf, die
wir beseitigen müssen. Da nämlich jede Congruenz mehrere Wurzeln hat,
müssen wir zusehen, welches Zeichen einer jeden beizulegen ist, um sie von
einander richtig unterscheiden zu können. Da die Bedeutung der Perioden
von den Zahlen r, p abhängt, die nach Belieben angenommen werden
können, so muss notwendig auch jener Bedeutung etwas Willkürliches an-
haften. Die Zahl p allerdings muss gleich von Anfang an festgestellt
werden. Das Wesen unserer Methode beruht hauptsächlich darauf, dass wir
aus grösseren Perioden kleinere ableiten. Dies lässt sich aber ohne die ge-
hörige Anordnung der Perioden, eine Anordnung, die wir durch die Be-
zeichnungen erhalten haben, nicht ausführen. Daher müssen wir suchen,
alle Perioden, sobald sie gefunden sind, durch die ihnen zukommenden
Zeichen von einander zu unterscheiden.

Es sei die Periode A mit (e*a) bezeichnet und in die /"Perioden
I?, C, D, . . . zerlegt, die wir bestimmen sollen. Offenbar wird eine jede
in einer solchen Form wie (ef*~ke-\-<i) enthalten sein; ich behaupte aber,
dass für irgend eine derselben B die Zahl Je willkürlich angenommen und
daraus die Eeihenfolge der übrigen abgeleitet werden kann.

Es sei E irgend eine primitive Wurzel der Congruenz # w ~l , und es

bestehe B aus den Gliedern B? -i- JRV • ; es sei ferner — —

(mod. n) und es werde, da der Wert von r willkürlich ist (wofern nur A
das Zeichen (e*ot) erhält, was offenbar von selbst der Fall ist), r^Mv

(mod. p) gesetzt. Dann ist somit das erste Glied von B:rp und B
kann mit (ef* ke 4- a) bezeichnet werden. Hätten wir an Stelle von E? das
Glied JRV betrachtet, so würden wir einen anderen Wert von r erhalten
haben; man sieht aber leicht, dass für irgend eine Wurzel p die Wurzel r

-y verschiedene Werte haben kann.

251.

Wir wollen nun sehen, wie man aus der Bestimmung einer Periode
die übrigen durch ihre Zeichen unterscheiden kann. Zu diesem Zwecke aber
muss man eine andere Methode, um die übrigen Wurzeln zu finden, suchen;
denn insoweit die übrigen, wie A selbst, Wurzeln irgend einer Congruenz
sind, ist keine Reihenfolge unter ihnen ersichtlich. Nehmen wir an, dass A
mit (e/**0) bezeichnet sei, so folgt aus dem Vorhergehenden, dass

A2 von der ¥orm M
A* von der Form M '

N(ef*ty + 0(ef*l) 4-J?(e/'*2)
- N' (ef* 0) 4- 0' (ef* 1) + P' (ef* 2)

1 von der Form M* 4- N*(ef* 0) + 0*(ef* 1) + P*(ef* 2) H

Lösung der Congruenz xn — 1=0. 599

ist. Hierzu tritt die Congruenz:

(e/**0) 4- (ef* 1) 4- (ef* 2) + . • • 4- (ef*ef— 1) = — 1.

Man hat also ef— l lineare Congruenzen und ebenso viele unbekannte
Grossen, die somit durch Elimination bestimmt werden können.

Anmerkung. Es kann der Fall eintreten, wo die unbekannten
7

Grossen durch Ausdrücke von der Art wie =r- gegeben werden; wie man

aber dieser Schwierigkeit abhelfen kann, werden wir später zeigen. Hier
wollen wir uns nicht damit aufhalten, da dieser Fall nur sehr selten vor-
kommen kann.

252.
Dies möge im Allgemeinen über die Auflösung der reinen Congruenzen

genügen. Vorübergehend wird später noch manches über sie gesagt werden;
besonders lässt sich vieles aus der Auflösung der reinen Gleichungen
hierauf anwenden, worauf wir an der gehörigen Stelle aufmerksam zu machen
nicht versäumen werden. Wir fügen noch ein Beispiel hinzu, durch dessen
Vergleichung mit den gegebenen Regeln den minder Geübten alles klarer
werden wird.

Es sei w = 31, jp = 311 oder es seien die Wurzeln der Congruenz
#31 — 1^0 (mod. 311) zu suchen. Man hat zuerst eine primitive Wurzel
der Congruenz #30 — 1^0 (mod. 31) zu suchen; eine solche ist #^3. Wir
setzen daher p = 3 und zerlegen sämtliche primitiven Wurzeln der gegebenen
Congruenz zunächst in fünf Perioden, nämlich:

(5*0) = ( 1) 4- (26) 4- (25) 4- (30) 4- ( 5) + ( 6)
(5 * 1) = ( 3) 4- (16) 4- (13) 4- (28) 4- (15) 4- (18)
(5 * 2) = ( 9) 4- (17) 4- ( 8) 4- (22) 4- (14) 4- (23)
(5 * 3) = (27) + (20) 4- (24) + ( 4)4-(ll)4-( 7).
(5*4) = (19) + (29) 4- (10) + (12) -h ( 2) + (21).

Nach den erforderlichen Rechnungen findet man die Summe der Perioden
= — l, der Quadrate ^25, der Kuben ^26, der Biquadrate ^249, der
fünften Potenzen ^564.

Demnach sind die Perioden die Wurzeln der Congruenz:

4- x 4- 5^E 0.x* 4- x* — 12#3 —

Ferner aber findet man:

(5*0)2=E 6+ 2(5*0)4- * 4- * 4- 2(5*3)4- (5*4)
(5*0)3EE124-15(5*0)4- 4(5*1)4- 3(5*2)4- 6(5*3)4- 6(5*4)
(5 * 0)4 = 90 + 60(5 * 0) 4- 28(5 * 1) 4- 26(5 * 2) 4- 49 (5 * 3) 4- 38(5 * 4),
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und hieraus durch Elimination:

[Art. 252] Lösung der Congruenz xn— 1 = 601

5(5*1)= 3(5*0)4— (5*0)3 —33(5*0)2—24(5*0) +15
5(5 * 2) = — 2(5 * O)4 — (5 * O)3 + 22(5 * O)2 + 31 (5 * 0)
5(5 * 3) EE (5 * O)4— 2(5 * O)3 + 11(5 * O)2— 12(5 * 0) — 20
5(5 * 4) = — 2(5 * O)4 + 4(5 * O)3.

Eine Wurzel der gefundenen Congruenz ist aber =17; setzt man daher
(5*0) = 17, so wird:

(5*1) = 183, (5* 2) = 263, (5* 3) = 91, (5* 4) = 67.

Nun zerlege man die einzelnen gefundenen Perioden wiederum in je
drei, nämlich:

(5 * 0) in (15 * 0), (15 * 5), (15 * 10) oder in (1) + (30), (26)+ (5), (25)+ (6)
(5*1) in (15*1), (15*6), (15*11) oder in (3) + (28), (16) +(15), (13)+(18)

U. S. W.

Nimmt man an, dass die Perioden, in welche

(5 * 0) zerlegt ist, Wurzeln der Congruenz #3 + Ax2 + Bx + 0 = 0 seien,
(5*1) „ „ a , „ *3-
(5*2) w w „ „ „ #3-

U. S. W.,

so ist:

A = — (5 * 0), B = (5 * 0) + (5 * 3), 0 = — 2 — (5 * 4)
4'=-(5*1), £'EE(5*l)+(5*4), O'EE — 2 —(5*0)

U. S. W. U. S. W. U. S. W.

Daher sind

(15 * 0), (15 * 5), (15 * 10) Wurzeln der Congruenz z3— 17#2+108#— 69=0
(15*1), (15*6), (15*11) „ #3+128z2— 61z— 19=0
(15*2), (15*7), (15*12) „ x*+ 48#2- 31#+126=0
(15*3), (15*8), (15*13) „ #3— 91#2— 37#+ 46=0
(15 * 4), (15 * 9), (15 * 14) „ x*— 67#2+ 19#— 93=0.

Hier aber hat man:

(15* O)3 — 3(15*0) = (15*1)
(15 * 1)3 — 3 (15 * 1) EE (15 * 2)

Setzt man daher eine der Wurzeln der ersten Congruenz, etwa 10, gleich
(15*0), so erhält man hieraus:

(15*
(15*
(15*
(15*
(15*

0)
1)
2)
3)
4)

=

=rr

= —
= —
= —

10,
37,

151,
39,

112,

(15
(15
(15
(15
(15

#
#
#
#
*

5) =
6) =
7) =
») =
9) =

— 116,
50,

139,
28,
98,

(15
(15
(15
(15
(15

*10)
*11)
.12)
*13)
*14)

Z=

= —

:

=

123
96
36

102
81.

Nimmt man endlich die Glieder, welche diese einzelnen Perioden bilden,
so sind:

(1), (30) Wurzeln der Congruenz #2 — (15 * 0)aj + l = 0
(3), (28) „ „ „ ^-(15*1)« +1=0

U. S. W.

Die Wurzeln der ersten Congruenz sind 126 und 195; diese werden somit
primitive Wurzeln der Congruenz #31=1 sein, und aus ihnen können die
übrigen ohne Mühe abgeleitet werden.



Die Lehre von den Resten.

n.
Allgemeine Untersuchungen über die Congruenzen.

330.*)
Was wir in den vorhergehenden Abschnitten über die Congruenzen mit-

geteilt haben, betrifft nur die einfachsten Fälle und ist meistens durch
specielle Methoden gefunden worden. In diesem Abschnitte wollen wir ver-
suchen, die Theorie der Congruenzen, soweit dies wenigstens zur Zeit mög-
lich ist, auf höhere Prinzipien zurückzuführen, ungefähr in ähnlicher Weise,
wie man die Theorie der Gleichungen betrachtet, mit welcher, wie wir schon
oft hervorgehoben haben, eine hervorragende Analogie besteht. Da nun alle
algebraischen Congruenzen mit nur einer Unbekannten auf die Form

wo X eine algebraische, keine Brüche enthaltende Function der Unbekannten
x ist, zurückgeführt werden können, so werden insbesondere derartige Func-
tionen zu betrachten sein.

331.
Wenn P, Q Functionen der Unbestimmten x von der Form

A + Bx
H+Jx

(und solche sollen im Folgenden stets unter der einfachen Bezeichnung
von Functionen verstanden werden) und in jeder von ihnen die Coefficienten
gleichhoher Potenzen von x nach irgend welchem Modul congruent sind,
so sol len die Func t ionen nach diesem Modul congruen t genannt
w e r d e n , Offenbar aber werden congruente Functionen, wenn für die Un-
bestimmte gleiche oder congruente Werte genommen werden, congruente
Werte erhalten. Was wir in den Abschnitten I und II von den Zahlen be-
wiesen haben, gilt in den meisten Fällen auch von den Functionen. Ist

*) Vgl. das Vorwort des Herausgebers und die nachfolgenden Bemerkungen.

Allgemeine Untersuchungen über die Congruenzen.

z. B. P = P', Q^§', E = B', ..., so ist offenbar auch

603

-{

Die Beweise sind sehr leicht und lassen sich in analoger Weise führen,
wie im ersten Abschnitt.

-p
Ist PQ = JRj so werden wir die Function Q durch -p mit beigesetztem

Modul bezeichnen und werden sagen, Q sei der Quotient, wenn E durch P
nach diesem Modul geteilt wird. Offenbar aber können an Stelle von Q sämt-
liche dieser Function congruente Functionen genommen werden, die wir alle
als einen einzigen Wert betrachten werden. Weiter unten aber werden wir
zeigen, in welchen Fällen ein solcher Quotient mehrere (d. h. incongruente)
Werte erhalten kann.

332.

Wenn der Modul eine Primzahl ist und der Divisor Q nur ein einziges
Glied, Hxh, enthält, dessen Coefficient H durch den Modul nicht teilbar ist,
d. h. wofern H nicht =0 ist, so kann der Quotient nicht mehrere Werte
besitzen. Denn wenn QA — P und QB^P wäre, so würde Q(A — .Z?) = 0
sein. Ist nun

so dass H durch p nicht teilbar ist, und

A — B = Lxl

so dass L durch p nicht teilbar ist (eine solche Form wird aber
A — B haben, da wir annehmen, dass A nicht = B ist), so würde
Q(A — B) = HLxh+l-i ---- = 0 sein, was absurd ist, da HL nicht =0 ist.

Man kann nun leicht Kegeln angeben, um die Function P durch §,
wofern dies möglich ist, zu teilen. Ist

P~
Q EE

H- cx*+
1 + qaf** + • • 4- fcf,

so dass sich a: Je, m, t durch den Modul nicht teilen lassen, so muss sein
a nicht <c JJL, x nicht < T. Die Division lässt sich aber auf ähnliche Weise
ausführen wie in der elementaren Arithmetik, wofern man nur immer für
den Quotienten eine ganze Zahl nimmt; der Quotient wird nämlich immer

T
die Form — haben, was nach dem Modul bestimmt werden muss. Wenn

Wb

nun, nachdem x + JA — a — T -f- l Glieder gefunden sind, ein Rest bleibt,
welcher von der Form

Ax -\-Bx Cx*

sein wird, und nicht alle Coefficienten A, B, (7, ... — 0 sind, so lässt sich
P durch Q nicht teilen.
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Übrigens ist klar, dass die Division auch mit den Gliedern, welche die
meisten Dimensionen haben, ##*, fa?T, hätte begonnen werden können; die
Rechnung wird erleichtert, wenn Q auf die Form gebracht wird:

mx^(l + qx 4- rx2 + • • • ) ?
wonach, wenn mv~ l gesetzt wird,

P_ vP:x*
Q ~ 14- qx H

ist; hierauf kann aber die Division nach den gewöhnlichen Methoden aus-
geführt werden.

333.
Satz. Ist x = a eine Wurzel der Congruenz £ = 0, so läss ts ich

% durch x—a nach dem Modul der Congruenz teilen.
Beweis. Denn wenn sich £ nicht teilen liesse, so würde £ = (#—a)£'-f- b

sein, so dass b durch den Modul nicht geteilt werden könnte. Setzt man
nun x = a, so wird £ = 0 nach Voraussetzung, daher (x — «)£'4-&^0;
dann ist aber auch (x — a)Z = Q und somit notwendig & = 0.

334.
Aufgabe. Wenn zwei Funct ionen gegeben sind, so soll man

ihren gemeinschaf t l ichen Teiler (von der höchs ten Dimension)
nach einem gegebenen Modul finden.

Auflösung. Die Functionen seien A und B. Es besitze A ebensoviele
oder mehr Dimensionen als B. Man dividiere A durch B; geht die Division
auf, so ist B der gesuchte gemeinschaftliche Teiler. Bleibt ein Rest C, so
wird dieser von niedrigerer Dimension sein als B. Es sei also:

A = aB+C, B = bC+D, C=cD + E, • • •,

so dass A, J5, (7, D, ..., a, &, c, ... Functionen sind und die Dimensionen
der Functionen A, B, (7, D, ... eine abnehmende Reihe bilden. Wenn
nun schliesslich irgend eine Division aufgeht, z. B. D = dE ist, so wird
der letzte Divisor der gesuchte gemeinschaftliche Teiler sein; geht aber
keine auf, so wird man schliesslich zu einem Rest kommen, welcher keine
Dimension besitzt, d. h. zu einer Zahl; in diesem Falle aber haben die
Functionen A, B keinen gemeinschaftlichen Teiler.

Beweis. Wenn der Divisor E die vorhergehende Function ohne Rest
teilt, so wird sie, wie leicht ersichtlich, alle vorhergehenden teilen; somit
wird E ein gemeinschaftlicher Teiler von A, B sein. Dies ist der erste
Teil des Satzes. Gäbe es aber einen Divisor von höherer Dimension, etwa
22', so würde dieser wegen C=A — aB auch C und aus ähnlichem Grunde
auch D u. s. w. und somit E teilen, d. h. eine Function von höherer
Dimension würde in einer Function von niedrigerer Dimension aufgehen.
Dies ist aber absurd, und daher die zweite Behauptung erwiesen.

Hieraus geht auch hervor, dass man, wenn es einen gemeinschaftlichen
Divisor von irgend einer Dimension giebt, nicht zu einem Rest von keiner
Dimension gelangen kann, denn sonst würde eine Function von keiner
Dimension durch eine Function von irgend einer Dimension geteilt werden,
was absurd ist.

335.
Satz. Wenn A und B nach dem Modul p unter e inande r pr ime

Func t ionen sind und A von der a ten, B von der ß t e n D i m e n s i o n
ist, so lassen sich Func t ionen P, Q von Dimensionen, we lche
bezügl ich <ß, <<a s ind, derar t f i n d e n , dass

PA + QB=1 (mod. p)
ist.

Beweis. Denn in diesem Falle ist:

derart, dass die Dimensionen der Functionen A, B, C, D, ..., K, L, M
beständig abnehmen und M von keiner Dimension ist. Bildet man nun die
Reihen:

a, a', a"', a'", ..., a'*'
l, 6,

derart, dass
a' = ba + l, a"= ca'+ a, a'"= da"-\- «', ...
V = cb + l, b" = db'+ &, V" = cb" + & ' , . . .

ist, so wird, wie leicht ersichtlich

A — aB = + C, bA — a'B = —D, VA — a"B = + E,...

sein, und schliesslich:
tf*~»A-atoB = ±M.

Ist nun qr = JA, so wird, wenn man P=JJI&(X~I), Q = — jj.aw setzt

Ferner aber ist klar, dass

die Dimension von B -+- der Dimension von a = der Dimension von A
J 5 t) 99 k H- „ „ ,, 0 = ,, ,, „ -D

die Dimension von L -+- der Dimension von Je = der Dimension von K

ist. Mithin ist:

Dimension von L + Summe der Dimensionen vona,&,c..., Je = Dimension von .4.

Offenbar aber ist die Dimension von a(x) und somit auch die

Dimension von Q = Summe der Dimensionen von a,&,c, . . . d.h.= a — Dimension^.

Mithin :
Dimension von j?= ß — Dimension von L. W. z. b. w.
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336.

Hieraus aber folgt, dass, wenn M der gemeinschaftliche Teiler höchster
Dimension von den Functionen A, B ist, stets gesetzt werden kann:

Beispiele für den vorstehenden Satz lasse ich der Kürze wegen fort,
doch mögen es die Leser nicht unterlassen, sich durch solche eine gewisse
Fertigkeit in der Behandlung derartiger Aufgaben zu verschaffen. Übrigens
verlohnt es sich darauf hinzuweisen, dass der vorstehende Satz auch von
absolut genommenen Functionen gilt, sofern deren Coefficienten rationale
Zahlen sind. Dies geht aus der Art des Beweises von selbst hervor. Doch
können wir uns damit nicht aufhalten. Ähnliches wird der Leser, auch
ohne darauf hingewiesen zu werden, im Folgenden bemerken.

Wenn A weder mit B noch mit C einen gemeinschaftlichen Teiler von
irgend einer Dimension hat, so wird sie auch mit dem Producte EG keinen
gemeinschaftlichen Teiler haben. Denn ist

PA 4- QB = l, so wird PAC + QBC= C sein.

Wenn nun A mit BC einen gemeinschaftlichen Teiler M hätte, so würde
derselbe im Widerspruche mit der Voraussetzung auch in C aufgehen.
Hiernach wird allgemein, wenn die Function A zu den Functionen J5, (7,
D, ... prim ist, dieselbe auch zu ihrem Producte prim sein.

Wenn J., #, C, D, ... keinen allen gemeinschaftlichen Teiler haben,
so kann

PA 4- QB H- SC+ SD H ---- = l
gemacht werden.

Ist M der Divisor höchster Dimension von A und B, M' der von M und
C, M" der von M' und D, u. s. w., so ist offenbar das letzte Glied dieser
Reihe von keiner Dimension (nach Voraussetzung). Daher kann man setzen:

und führt man die Substitutionen aus, so ergiebt sich die Richtigkeit des
Satzes.

337.
Satz. Sind die F u n c t i o n e n A, B, (7, . . . nach dem Modu l p

zu einander prim (haben also keine zwei von i h n e n einen gemein-
schaf t l i chen Teiler) und ist die F u n c t i o n M nach d e m s e l b e n
Modul durch j e d e e inzelne tei lbar , so ist sie auch durch das
Product aller te i lbar .

Beweis. Es kann gesetzt werden PA-{- $Z?~ l, daher ist:

Da nun C zu AB prim ist, so wird auch M durch ABC und aus ähnlichem
Grunde durch ABCD u. s. w. teilbar sein.

Allgemeine Untersuchungen über die Congruenzen.
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Wenn die Congruenz 6 = 0 die Wurzeln x = a, x = fc, x = c,... hat, so
lässt sich 6 durch das Product aus (x — a), (x — 6), (x — c), ... teilen.
Denn da a, &, c, ... zu einander incongruent vorausgesetzt werden, so sind
die Functionen x — a, x — &, x-— c, ... prim zu einander, und da 6 durch
jede einzelne teilbar ist, so wird sie auch durch das Product aus allen
teilbar sein. Hieraus geht hervor, dass die Anzahl der Wurzeln die
Dimension der Congruenz nicht übersteigen kann; dies ist der von uns ver-
sprochene Beweis dieses Satzes.

Aber zugleich ersieht man hieraus, dass die Lösung der Congruenzen
nur einen Teil einer viel höheren Untersuchung bildet, nämlich der Unter-
suchung über die Zerlegung der Functionen in Factoren. Es ist klar, dass
die Congruenz 6 = 0 keine reellen Wurzeln hat, wenn 6 keine Factoren von
e iner Dimension besitzt; aber es hindert nichts, dass 6 in Factoren von
zwei, drei oder mehr Dimensionen zerlegt werden kann, wonach jener
gewissermassen imaginäre Wurzeln zugeschrieben werden können. In der
That hätten wir, wenn wir uns einer ähnlichen Freiheit, wie sie neuere
Mathematiker sich erlaubt haben, bedienen und derartige imaginäre Grossen
einführen wollten, alle unsere nachfolgenden Untersuchungen unvergleichlich
zusammenziehen können; nichtsdestoweniger haben wir es vorgezogen, Alles
aus den Prinzipien abzuleiten.*)

339.

Die Func t ionen werden nach einem best immten Modul prim
genannt, wenn sie durch keine Functionen niedrigeren Grades nach diesem
Modul sich teilen lassen.

So sind z. B. alle Functionen von einer Dimension prim; die Functionen
von zwei Dimensionen aber sind entweder prim oder aus zwei primen
Functionen von einer Dimension zusammengesetzt; mithin wird 6 eine Prim-
function von zwei Dimensionen sein, wenn die Congruenz 6=0 keine reellen
Wurzeln besitzt. So ist z. B. die Function x2 -t- x + l für den Modul 5
prim, weil

x* + x -t- l = (x — 2)2 — 3 (mod. 5)

und 3 quadratischer Nichtrest von 5 ist.
Diese Pr imfunc t ionen aber erheischen vor allen unsere

Aufmerksamke i t . Denn obwohl andere als solche ersten Grades zur
Auffindung der reellen Wurzeln nicht dienen können, so empfiehlt sich doch
eine ausführlichere Betrachtung derselben sowohl wegen ihrer ausgezeichneten
Eigenschaften als auch wegen anderer aus ihnen abzuleitender herrlicher
Wahrheiten.

*) Vielleicht werden wir bei anderer Gelegenheit unsere Ansicht hierüber aus-
führlicher darlegen.
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340.

Satz. Jede bel iebige Func t ion ist e n t w e d e r e ine P r i m f u n c -
tion oder aus P r i m f u n c t i o n e n z u s a m m e n g e s e t z t , und im le tz-
te ren Falle lässt sie sich nur auf e ine einzige Weise aus Prim-
func t ionen zusammense t zen .

Beweis. Ist nämlich die gegebene Function A nicht prim, so wird sie
sich durch eine andere B von niedrigerer Dimension teilen lassen. Ist B keine
Primfunction, so wird sie durch eine andere C von niedrigerem Grade teilbar
sein, und indem man so fortfährt erhellt, dass man schliesslich zu einer
Primfunction gelangen wird, weil ja sonst diese Eeihe unendlich sein würde,
was absurd ist, da die Dimensionen beständig abnehmen. Wenn nun die
letzte Primfunction L ist, so wird diese in allen vorhergehenden aufgehen.
Daher ist A = LA', und A ist von niedrigerer Dimension als A. Da nun
wiederum A'—L'A", u. s. w. wird, so wird man offenbar schliesslich zu
einer Primfunction gelangen, und daher wird A dem Producte aus den
Primfunctionen L, L', L", ... congruent.

Wenn nun auch A =.MM'M" ... wäre, und nicht alle Functionen
.L, L', L", ... mit den M, M', M." ... identisch wären, so lasse man die-
jenigen, welche beiden Keihen gemeinschaftlich sind, weg. Bleiben die
Functionen X, X', X", ...; JA, JA', p/', ... übrig, so wird fx zu X, X', X", ...
und daher auch zu ihrem Producte XX'X" ... prim sein. Trotzdem müsste
sein:

was absurd ist.

341.

Die Hauptaufgabe dieser Untersuchungen besteht darin, die Anzahl
der P r imfunc t ionen j e d e r Dimens ion zu bes t immen. Da nämlich
für einen bestimmten Modul die Anzahl aller verschiedenen (incongruenten)
Functionen jeden Grades beschränkt ist, von diesen aber die einen aus Prim-
functionen von niedrigerem Grade zusammengesetzt, die ändern selbst priin
sind, so ist auch die Anzahl dieser endlich. Eine strenge Entwicklung dieses
Gegenstandes ist ziemlich schwierig; wir werden mit den einfacheren Fällen
beginnen.

Setzt man den Modul gleich p, so ist die Anzahl aller verschiedenen
Functionen niQn Grades von der Form

xn
4- 4- Cxn~3 4-

gleich pn. Denn die Anzahl der Coefficienten A, B, C, ... ist gleich n,
und da jeder unabhängig von den übrigen =0, l, 2, 3, . . ., p — l (mod.j?)
sein kann, so folgt aus der Combinationslehre, dass man pn verschiedene
Combinationen hat; diese werden daher den Complex aller verschiedenen
Functionen dieses Grades bestimmen.

So giebt es p verschiedene Functionen von einer Dimension, nämlich
#, #4-1, #-+-2, bis zu #4 -^—1; p2 verschiedene Functionen von zwei
Dimensionen u. s. w.

342.

Schon oben haben wir darauf hingewiesen, dass sämtliche Functionen
ersten Grades für prim zu halten sind ; wenn wir uns daher, was zu unserm
Zwecke ausreicht, auf diejenigen Functionen beschränken, deren höchstes
Glied den Coefficienten l hat, so giebt es p Functionen ersten Grades oder
von einer Dimension.

Alle Functionen zweiten Grades sind entweder aus zwei Functionen
ersten Grades zusammengesetzt oder prim. Nun weiss man aus der Theorie
der Combinationen, dass p verschiedene Dinge mit Wiederholungen auf

— —: — cTl • L
verschiedene Weisen zu zweien combiniert werden können; daher

werden ebenso viele aus zwei Primfunctionen von einer Dimension zusammen-

i (P2 — P) Primfunctionengesetzte Functionen und somit p2 — -—=- 0
l * £4

von zwei Dimensionen existieren.
In ähnlicher Weise sind von allen Functionen dritten Grades, deren

Anzahl p3 ist, diejenigen auszuschliessen, welche aus drei Primfunctionen

von einer Dimension zusammengesetzt sind und deren Anzahl ..—~^
l • L • o

ist, und ferner diejenigen, welche aus einer Primfunction von einer Dimension
und einer ändern von zwei Dimensionen zusammengesetzt sind und deren
Anzahl p • $(p2 — p ) ist. Lässt man diese weg, so bleiben ^ ( p 3 — p ) übrig;
so viele Primfunctionen von drei Dimensionen giebt es also. Offenbar kann
man auf diese Weise stets fortfahren.

343.

Um aber diese Operationen leichter zu erledigen und zugleich zur
Entwicklung des allgemeinen Gesetzes den Weg zu bahnen, wollen wir die
Sache allgemein betrachten. Der Kürze wegen bezeichnen wir mit (1) die
Anzahl der Primfunctionen einer Dimension, mit (2) die Anzahl der Prim-
functionen von zwei Dimensionen u. s. w., mit (l2) die Anzahl der aus
zwei Primfunctionen von einer Dimension zusammengesetzten Functionen u. s.w.,
allgemein mit (la2^3T . . .) die Anzahl aller Functionen, welche aus Prim-
functionen zusammengesetzt sind, und zwar aus a solchen von einer
Dimension, aus ß solchen von zwei, aus 7 solchen von drei Dimen-
sionen u. s. w., deren Dimension somit a 4- 2ß 4- 87 -+• • • • ist. Dann erhellt
aus dem Vorhergehenden und der Theorie der Combinationen, dass

O*) (4*) . . .,
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«, _ (1) [Q)
' .

3]

oder allgemein
2 • 3 • 4 a

+ *3 K«) + 2] [(g) + 8] • • • [(a) + «- 1

ist. Endlich ist klar, dass, wenn man alle verschiedenen Arten, die Zahl n
aus den Zahlen l, 2, 3, ... durch Addition zusammenzusetzen, welche Arten mit
a « l - { - ß . 2 4 - 7 * 3 + . •• bezeichnet werden mögen, sammelt, die Summe
aller dieser Ausdrücke (Ia2ß3r...) gleich der Anzahl aller Functionen von
n Dimensionen, d. h. gleich pn, ist. So ist' z. B.

0 -2)
(l». 2) .(1.8) + (22) + (4)

U. S. W.

Man sieht, dass in den Ausdruck pn ausser den Grossen (1), (2), (3), . . .
auch der folgende (n) eingeht, woraus hervorgeht, auf welche Weise sämt-
liche Grossen durch die vorhergehenden bestimmt werden können. So
findet man:

(1) =
(2) =
(3) =

-p), (5) =
(7) = KP7 -

. s. w.

344—346.

Man bemerkt aus diesem Anfang der Reihe, dass das höchste Glied des

Ausdrucks (n) gleich — pn ist, zu welchem , wenn n eine Primzahl ist, noch

-- p hinzutritt; ist aber n eine zusammengesetzte Zahl, so tritt das Gesetzn
weniger zu Tage. Betrachten wir aber die Sache aufmerksamer, so sehen
wir, dass

P = 0), *5 = 5(5) + (l)
jp2 = 2(2) -t- (1) p6 = 6(6) -«- 3(3) + 2(2) + (1)
JP3 = 3(3)4-(1) P7 = 7(7) + (l)
p* = 4(4) + 2(2) + (1), p* = 8(8) + 4(4) + 2(2) + (1) u. s. w.

ist, wo das Fortschreitungsgesetz auf der Hand liegt; wenn nämlich a,ß,7,8,...
die sämtlichen Teiler von n sind, so ist:

Wir gehen nun daran, die Allgemeinheit dieser Bemerkung zu beweisen.
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Wir haben gezeigt, dass die Summe aller solcher Ausdrücke (la)(2ß)(3T)...,
falls immer a + 2ß -+• 3? -f- • • • = n ist, sämtliche Functionen von n Dimen-
sionen erschöpft und daher gleich pn ist. Hieraus geht hervor, --- .
Wird das Product

1) i (2 l 3)

k die Beihe H- ̂  -f-^2H- • • • = P

entwickelt, so ist:

xdP (l)a? 2 (2) a;2 3(3)a;3

Pdx ~~ l — x l — x2 l — a;3'

WOG XClP
(hieraus ergiebt sich, wenn man ^ für -=^- substituiert und die ein-

J. ~~~~ pOS JtrCv(X/

zelnen Brüche in unendliche Reihen entwickelt, die Richtigkeit des Satzes
unmittelbar).

347.
Dieser Satz lässt sich auch auf eine andere Weise ausdrücken. Sind

nämlich n, l, 8, 8', 8", S'7', ... sämtliche Teiler von n, so besteht der Satz
darin, dass

pn= n(ri) + (1) + 8 (8) + 8; (8') + 8" (8") + • • •
ist.

Nun hat offenbar das Product aus den (n) Primfunctionen, welche von
n Dimensionen sind, n (n) Dimensionen und dasselbe gilt von den übrigen,
mithin:

Das Product aus allen Primfunctionen von einer Dimension,
von w, 8, 8', ... Dimens ionen besi tz t pn Dimensionen.

Es ist nun leicht, aus diesem Satze den Wert des Ausdrucks (n) selbst
abzuleiten; der Kürze wegen unterdrücken wir aber die Rechnung, welche
nicht schwierig ist. Ist daher w = aa£r CT, ..., so dass a, ö, c, ... ver-
schiedene Primzahlen sind, so ist:

wo 2p den Complex aller Ausdrücke bezeichnet, welche dem Ausdrucke

pabc-- analog sind, wenn man die Grossen a, fr, c, .. . auf irgend eine Weise
unter einander permutiert. So ist z. B. für ^ = 36: 36(36) =jp36 —p18

—pi2-+-pst

Noch eine Bemerkung wollen wir hinzufügen. Ist n von der Form aa

n

und a prim, so ist n(n)=pn — pa; somit wird, da (n) notwendig eine ganze
Zahl ist, was auch p sein möge:

n^pa (mod. n),
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somit, wenn p prim zu a ist:

und für a = l:

nn
p a — l (mod.

pa~l = l (mod. a).

Es ist bemerkenswert, dass diese Sätze auf so verschiedene Arten
gefunden werden können.

348.
Aufgabe. Wenn die Gleichung

+ • • • + M= 0,

deren Wurze ln # = a, # = &, # = c, ... sind, gegeben ist, so soll
man eine Gleichung finden, deren Wurzeln # = öf, x = ti*i # = c"r,
.. . sind.

Erste Auflösung. Man suche nach dem bekannten Satze die Summe
der Wurzeln der gegebenen Gleichung, die Summe ihrer Quadrate, Kuben,
u. s. w. bis zur Summe ihrer wcten Potenzen. Hieraus erhält man daher
auch die Summe der Wurzeln der gesuchten Gleichung sowie die Summe
ihrer Quadrate u. s. w., nämlich 2aT, 2a2T, . . . , woraus demselben Satze
zufolge die Coefficienten bestimmt werden können.

Für die Praxis ist diese Lösung zwar die leichtere; für unsern Zweck
aber sowie für den Nachweis, dass die Coefficienten der gesachten Gleichung
ganze Zahlen sind, wenn die Coefficienten der gegebenen Gleichung ganze
Zahlen sind, ist die folgende zweckmässiger.

Zweite Auflösung. Ist 8 eine eigentliche Wurzel der Gleichung #T= l
und bildet man das Product aus

xm + Ax>
xm +

m~l + BX" + •

so sind die Wurzeln dieses Products:

a, 8a,
b, 86, M6,..
c, 8c, 8*c, ..

U. S. W.,

d. h. das Product ist dem folgenden gleich:
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und daher von der Form:
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Schreibt man nun x für #T, so ist:

xm + Axm~l+ B'xm-2-l ---- = (x — o8) (x — 6T) (x — CT) - - •

und daher
xm 4- Äxm~l+ B'xm~*+ • • • = 0

die gesuchte Gleichung. Dass aber hier A1 ', jB;, ... nicht nur rationale,
sondern auch ganze Zahlen sind, geht leicht aus der Theorie der Gleichung
x* = l hervor.

Da wir uns dieser Operation im Folgenden oft bedienen werden, so
werden wir mit (P, pT) die Function bezeichnen, welche gleich Null gesetzt
eine Gleichung giebt, deren Wurzeln die Tten Potenzen der Wurzeln der
Gleichung P=0 sind.

Ist P=Q nach irgend einem Modul, so ist auch (P, pT)~(§, pT) nach
demselben Modul.

349.
Satz. Der C o e f f i c i e n t des Gliedes xn in (P, pT) ist nach dem

Modul T dem Coef f i c i en t en des Gliedes x™ in PT congruent ,
wofern T eine Primzahl ist (was für diesen Fall die dritte Lösung der
vorigen Aufgabe ist).

Beweis. Aus dem sechsten Capitel folgt, dass irgend ein Coefficient
des Products

(xm + Axm~l + • • 0 (xm -h Abxm-1 + . . . ) • • • - ,

nachdem man für 0T die Einheit gesetzt hat, die folgende Form erhält:

Wenn nun 0 als eigentliche Wurzel der Gleichung x" = l betrachtet
wird, so geht das ganze Product in E über; setzt man aber 8=1, so geht
das ganze Product in PT = j£ -|- T^F über, daher ist der Coefficient des
Gliedes x™ in PT nach dem Modul T dem Coefficienten des Gliedes xm in 13
d. h. dem Coefficienten des Gliedes xn in (P, p"") congruent.

350.
Satz. Ist T eine Pr imzahl , so ist

(P, P^)EE P (mod. T).

Beweis. Es sei der Coefficient des Gliedes xn in (P, p"1) gleich N', in P
aber der Coefficient desselben Gliedes gleich N. Setzt man dann:
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so ist:
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(mod. T),

und daher (nach vorigem Artikel) N' = N^ (mod. T); mithin wird, da
N* = N ist, N' = N sein, w. z. b. w.

' c = T 'Hieraus ist offenbar: (P,pa)=(P,pcc"c) und (P,p'c)=(P,pT), daher allgemein:

351.
Satz, Es giebt einen Wert der Zahl v <pm von der Ar t , dass

die F u n c t i o n # v — l durch die gegebene Funct ion P von m Dimen-
sionen, deren niedrigstes Glied die Potenz x nicht enthält, nach
dem M o d u l ^ teilbar ist.

Beweis. Man teile durch P die Keihe der Functionen l, #, #2, . . .,
#pm~~1, sobald dieselben von höherer Dimension als m geworden sind; und
da sich keine durch P ohne Rest teilen lässt, so lassen sich sämtliche Keste
auf folgende Form bringen:

derart, dass sämtliche Coefficienten positiv und kleiner als j> sind. Es ist aber
klar, dass es, da niemals alle gleich 0 sein können, nur pm— l Functionen
giebt, deren irgend einer die einzelnen gleich sein müssen; mithin müssen,
da man bis zu der Potenz von x, deren Exponent pm— l ist, pm Keste er-
hält, notwendig wenigstens zwei einander gleich sein. Es möge also der-
selbe Eest sich ergeben bei der Division von xa und #a4"v durch P, so dass
a -f- v <pm ist. Daher lässt sich #a+v— xa durch P teilen. Hiernach kann
auch, da (nach Voraussetzung) x und daher auch xa eine zu P prime Func-
tion ist, # v —l durch P geteilt werden.

Zusatz. Ist x1—l durch P te i lbar , so lässt sich auch #*v— l
durch P teilen, wenn k irgend eine ganze Zahl beze ichnet .

352.

Satz. Bleiben die Beze ichnungen wie im vorigen Art ikel und
ist P eine Primfunction und x* die n iedr igs te Potenz, welche um
die Einheit vermindert du rch P sich te i len lässt, so ist v ent-
weder gleich pm— l oder ein a l iquoter Teil dieser Zahl, den
einzigen Fall ausgenommen , wo P=# ist.

Beweis. Da P eine Primfunction von m Dimensionen ist, so giebt es
pm — l verschiedene Functionen von weniger als m Dimensionen (wenn
nämlich von der Anzahl aller die Function 0 ausgeschlossen wird), welche
sämtlich prim zu P sind. Da nun x* der Annahme nach die niedrigste
Potenz ist, welche, durch P geteilt, die Einheit als Rest lässt, so ist klar,
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dass, wenn alle niedrigeren Potenzen von l, #, ... an bis zu #v— l durch P
geteilt werden, v verschiedene Reste hervorgehen, welche allgemein mit A
bezeichnet werden mögen. Wenn nun diese alle Reste, welche möglich
sind, erschöpfen, so wird der Satz bewiesen sein; wenn es aber noch einige,
nicht unter ihnen befindliche giebt, so sei irgend einer von diesen B. Dann
ist ersichtlich, dass die Function Bx* durch P geteilt den Rest B giebt
und allgemein Bx***— Bxk (mod. P) ist. Es geben aber sämtliche Func-
tioneu von B an bis zu Bx*~l unter sich und von den Resten A ver-
schiedene Reste; denn wenn Bx*~Bx^+* (mod. P) wäre, so würde auch
l = x* (mod. P) und 8<v sein, im Widerspruch mit der Voraussetzung;
wenn aber Bx*=x* (mod. P) wäre, so würde jB = icfx+v~x (mod. P) und
daher B einer von den Resten A sein, im Widerspruch mit unsrer Annahme.
Man erhält daher offenbar noch v neue Reste. Auf diese Weise kann man
weiter fortgehen (ganz so wie oben Artikel ...), und es ist klar, dass die
Anzahl aller möglichen pm— l Reste entweder = v oder = 2v oder = 3v
oder allgemein ein Vielfaches der Zahl v ist.

353.
Aus dem vorigen Satze und dem Zusatz zu Artikel 351 folgt, dass jede

Primfunction von n Dimensionen in der Function xp ~l — l nach dem
Modul p aufgeht. Demnach werden alle Functionen einer Dimension mit
alleiniger Ausnahme derjenigen, welche =x ist, in xp~l — l aufgehen, und
dies ist der Fermat'sche Satz; alle Primfunctionen zweiten Grades aber
d. h. diejenigen von der Form x2-{-Ax + B werden in der Function
#*>9-i __ i aufgehen u. s.w. Sind nun «, 8, 8', 8",.. v l-sämtliche Teiler der
Zahl n, so wird offenbar pn— l auch durch p8—l, jp8 '—l, p8 '— l, ....,
p—l teilbar sein; daher lässt sich die Function xp ~"1—l durch
sämtliche Pr imfac to ren von den Dimensionen n, 8, 8', 8", ... bis
zu den Pr imfunc t ionen einer Dimension (mit Ausschluss der
Funct ion x) und somit (da alle diese Fnnctionen absolut und daher
auch unter einander prim sind) auch durch das Product aus allen
teilen. Aber eben dieses Product hat pn—l Dimensionen (Artikel 347,
da die eine Function x darin fehlt), somit ergiebt sich, dass dieses Product
der Function xp ~l — l nach dem Modul p congruent sein muss.

354.
Satz. Wenn die Funct ion x*— l durch die Funct ion P teilbar

ist, so ist:
(P, p*v+') = (P, P'),

wo #, t beliebige ganze Zahlen vorstellen.
Beweis. Ist
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so ist bekanntlich, wenn

mxm~l + (m —

[Art. 355-357] Allgemeine Untersuchungen über die Congruenzen. 617

in eine unendliche Keihe von der Form

li —.
x

l l

entwickelt wird, a die Summe der Wurzeln der Gleichung P=0, ß die
Summe ihrer Quadrate u. s. w. Hieraus leitet man ohne Mühe her, dass
die Summe der v 4- lten, v 4- 2ten, . . . Potenzen der Summe der Wurzeln,
der Summe ihrer Quadrate, u. s. w. respective congruent ist. Hieraus aber
folgt, wofern nicht der Modul gleich oder kleiner ist als die Anzahl der
Dimensionen der Function P, dass

(p, P^)=P, (P, P
v+2)=(p, p2), (P, P

v+3)=(p, P
3),....

ist. Jenen Fall aber werden wir weiter unten betrachten.

355.
Satz. Wenn in der Keihe

(P, pO), (P, p»), (P, p2), (P, p3)? . . . .

die auf das vte Glied fo lgenden Glieder den ersten der Keihe
nach congruent sind, so wird x* — l durch P teilbar sein, wo-
fern P keinen Factor mehrere Male enthält.

dP
Beweis. Setzt man -r- = Q, so wird die Function Q zu P prim sein. Ist-r-

C
x

N
so wird auf das Glied — (nach Voraussetzung) folgen:

x X

Daher ist:

woraus hervorgeht, dass die Function #v— l durch P geteilt werden kann.

356.
Satz, Wenn P eine Pr imfunc t ion von x von m Dimensionen

und X eine Function von #, xp, xp , xp , .. ., xpm ist, in welche
alle diese Grossen in gleicher Weise e ingehen, d. h. welche die-

selbe bleibt , auf welche Weise diese Grossen auch unter ein-
ander ve r t ausch t werden mögen, so giebt die Funct ion Xdurch
P geteilt einen Rest, welcher eine Zahl ist.

Beweis. Ist der Best

so werden alle Coefficienten A, B, C, . . . bis zu N, diesen ausgeschlossen,
^0 sein. Dies wird folgendermassen bewiesen. Da X — 5 durch P teilbar
ist, so lässt sich auch Xp— lp durch P teilen. Man sieht aber leicht, dass
Xp das ist, was aus X wird, wenn man xp für #, xp* für x2, u. s. w. und
xpm oder, was dasselbe ist, x für xpm setzt. Hiernach ist offenbar
X^EEX (mod.P); somit wird, da 3?=^ und X=t (mod.P) ist, auch
5* = 6 (mod.P) oder

E* — 6=0 (mod.P)

sein. Es ist aber £p — £ nach dem Modul p congruent dem Producte aus
5, E + l, S -|- 2, .... bis zu £ +p — l , welche Factoren sämtlich prim zu
P sein werden, wenn nicht £ einfach eine Zahl ist. Daher kann auch
£p— £ in keiner ändern Weise durch P teilbar sein.

Derartige Functionen sind die Summe aller jener Grossen, die Summe
ihrer Quadrate, Kuben, u. s. w., die Summe der Producte aus je zweien,
dreien u. s. w. Welches aber jene Zahl sei, werden wir im folgenden Ar-
tikel bestimmen.

357.
Satz. Ist die Primfunct ion des vorigen Artikels

P=xm- Axm~l + Bxm~* - G*"1-» + • - • ,

so ist der Rest, wenn die Summe der Grossen x, xp, ..., xp

durch P dividiert wird, =-4., wenn die Summe der Producte aus
je zweien durch P dividiert wird, =J5, wenn die Summe der
Producte aus je dreien d iv id ie r t wird, =(7, u. s. w.

Beweis. Es seien jene Functionen X, T, Z, . . . und ihre Reste in
ihrer Reihenfolge A\ J3', 0', ... Dann sieht man leicht, dass #, xp, xp*,. . .
die Wurzeln der Gleichung

jn "yjn— l , v~m— 2K — Ä£ -f- \ c\-h • • • = 0

sind. Setzt man daher # = #, so wird:
..wi "Vxv.w* — l i Vy*Jft—2 ^v,*'1 — 3 iX — ÄX + JL X — ZtX -j- • « •

Die Functionen X — Ä, Y — J5;, Z — 0', ... lassen sich aber durch
P teilen, daher auch die Function

~2 - C'xm~3 + • • •
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Dies kann aber nicht anders der Fall sein, als wenn Ä^A, B'=B,
C'EEC, ... ist.

Übrigens ist bekannt, dass, welche andere Function X von #,
xp, xp\ ... (in die alle diese Grossen in gleicher Weise eingehen) auch
sein möge, dieselbe immer aus diesen abgeleitet werden kann. So ist z. B.

x2 + d* 4- ̂  H = A2 — W (mod. P) u. s. w.

Beispiel. Ist p = 5 und P~ x2 4- Ix -h 3, so ist die Function x 4- #5,
durch P geteilt, = — 2, x* = 3 u. s. w.

358. 359.

z. Ist P eine Pr imfunct ion und x1 die n iedr igs te Potenz
von x, welche durch P dividiert den Kest l giebt, ist ferner
P=(P, p"), so wi rd n i rgend e iner Potenz der Zahl p nach v
congruent sein.

Beweis. Oben haben wir gezeigt, dass, wenn

ist, alsdann
P= xm + Axm'1 -t- •

durch P teilbar ist. In ähnlicher Weise würde folgen, dass

durch P teilbar ist. Da nun aber diese Factoren unter einander prim sind,
so muss offenbar jeder einzelne jedem einzelnen nach P, p congruent sein.
Daher muss notwendig K — xn = z — xp , d. h. p* =. n (mod. v) sein,
W. z. b. w.*)

*) Ist (P, pa) = (P, p6) (mod.p), so ist a=p*b (mod. v).

Beweis. Ist zm -f- Azm~l + Ä?m~2 H = 11, so ist (II, pa) = (II, p6) (mod. P).
Es ist aber: •

(n, p«)=(, - <o (, - **) (* - ,*•)...(,_ ̂ m-\
(II, p6)=(«r - *6) (, - **) c* - «W)...(*- «**~1),

und hieraus ergiebt sich der Satz.
Das Product aus II, (u, p2), (u, p8),..., (TI, pv) ist = (S — l)m (mod. P); denn

es ist:

(jr-^^-a^^-fl-)...^-^)^^-^^-^)^-^).^

In der Reihe P, (P, p2), (P, p3), ..., (P, pv) kommen alle Primteiler der Function
#v — l vor und zwar jeder w-mal. Daraus geht hervor, dass das Product aus allen
= (x> — l)m ist.
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Über die Auffindung der Primteiler der Function x—l
nach einem primen Modul.

360.
Wenn v durch den Modul p oder durch irgend eine Potenz desselben

teilbar und etwa v=p feX ist, so wird

sein. Hieraus geht hervor, dass man nur den Fall zu betrachten braucht,
wo v durch p nicht teilbar ist.

Ist pm=\ (mod. v) und zwar m möglichst klein, so wird offenbar
xp ~l—l durch x—l teilbar sein. Daher kann x—l keine anderen
Factoren haben, als xp™~1— 1. Dieser Ausdruck aber hat prime Teiler von
m Dimensionen und andere, bei denen die Anzahl der Dimensionen ein
Teiler der Zahl m ist. Solche Teiler wird also auch x—l haben. Wie
viele von jeder Art aber diese Function hat, wollen wir durch ein Beispiel
klarlegen, woraus leicht das allgemeine Gesetz abgeleitet werden kann.

Ist v = 63 und p = 13, so ist m = 6. Daher wird x63 — l nach dem
Modul 13 Primfactoren haben von sechs, drei, zwei und einer Dimension.
Nun ist klar, dass das Product aus den Factoren einer Dimension der
gemeinschaftliche Teiler (von höchster Dimension) der Functionen #63 — l
und x12 — l d. i. #3 — l ist. Daher giebt es drei Primfactoren von einer
Dimension. Das Product aus allen Primfactoren von zwei Dimensionen und
von einer wird gemeinschaftlicher Teiler der Functionen #63—l und o?168—l,

2l 3
d. h. x21 — l sein; daher giebt es —~— 0(*er 9 Factoren von zwei Dimen-

sionen. Das Product aus den Primfactoren von drei Dimensionen und von
einer Dimension wird gemeinschaftlicher Teiler der Functionen #63 — l und

#2196 _ i d. h. x9 — l sein; daher giebt es = 2 Teiler von drei Dimen-

sionen. Die übrigen endlich sind von sechs Dimensionen und ihre Anzahl
, . . , 63 — 6-18-3 . . . .

sonach gleich ^ d. n. gleich 6.

Durch aufmerksame Erwägung dieses Gegenstandes erhält man leicht
die folgende al lgemeine Regel;

Es sei 8 ein Teiler von m, und es seien 6;, ö", 5'", ... sämt-
liche Teiler der Zahl S, welche kleiner als 8 sind. Ferner seien
die grössten gemeinschaf t l ichen Teiler zwischen v und p* — l,

p8 '—l, p*"— l, ... respec t ive JA, JJL', JJL", ... und A, -£7, -rrv-respec-
r* r* r*

tive = X', X", X'", Dann bat y? — l -g-mal soviel Primteiler von
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8 Dimens ionen , als es un te rha lb der Zahl JA Z a h l e n giebt, die
durch keine der Zahlen X', X", X'", ... teilbar sind.

361.
Satz. Wenn die Funct ion X der unbes t immten Grosse x

durch eine andere 5 sich teilen lässt und X, wenn x* für x ge-
_i_

schrieben wird, in X1 übergeht , so lässt sich X' durch (£, p * )
teilen.

Beweis. Ist X=& und gehen £, v in £', v' über, wenn xk für # ge-
!_

schrieben wird, so ist offenbar X'=£V. Aber £' lässt sich durch (£, p * )
teilen. Mithin auch Z'.

362.
Nach Feststellung dieser Prinzipien können wir nun leicht die Prim-

teiler der Function x* — l bestimmen. Wir nehmen an, dass alle diejenigen,
welche auch irgend eine Function #v — l, wo v'<v ist, teilen, schon gefunden
seien, und dass es sich darum handelt, die übrigen zu ermitteln. Diese
lassen sich aber sämtlich in dem Ausdrucke (P, p*) zusammenfassen, wenn
P eine von ihnen ist und für k alle Zahlen substituiert werden, welche
kleiner als v und priin zu v sind.

Im sechsten Kapitel haben wir gezeigt, auf welche Weise die eigent-
lichen Wurzeln der Gleichung #v= l so in Klassen geteilt werden können,
dass man, nachdem alle durch Potenzen irgend einer von ihnen ausgedrückt
sind, dieselbe Verteilung in die einzelnen Klassen erhält, welche eigentliche
Wurzel man auch als diese Basis nehmen möge. Derartige Complexe der
Wurzeln werden wir Perioden nennen. Es ist nun klar, dass die Functionen
x, x*, a^3, #Y, . . . , wo a, ß, 7, ... sämtliche zu v primen Zahlen bezeichnen,
in ähnlicher Weise in Perioden zerlegt werden können und jede grössere
Periode wiederum in kleinere, bis man endlich zu Perioden von der Form

kp kp gelangt. Ist dies geschehen, so wird offenbar
1. da jede Periode aus derartigen kleinsten Perioden xk-*rxkP+ • • •

zusammengesetzt ist, der Rest eine blosse Zahl sein, wenn man sie durch
irgend eine Primfunction von m Dimensionen dividiert.

2. Da stets alle Glieder einer Periode auf die Form x*'a*b c Y < " ge-
bracht werden können, wo x, a, &, c . . . bestimmte Zahlen sind, für a, ß, y, . . .
aber alle Werte substituiert werden können, so ist klar, dass die Periode
in sich selbst übergeht, wenn xk für x gesetzt wird und k von der Form
aa&ßc r . . . (mod. v) ist, woraus leicht ersichtlich ist, dass alle Functionen
P, (P, p*), ..., wenn Je eine solche Zahl bezeichnet, bei der Division der
Periode durch sie denselben Rest hervorbringen.

3. Mithin lässt sich die Periode, nachdem man einen solchen Rest
subtrahiert hat, durch das Product aus allen Functionen (P, p*) teilen.

Allgemeine Untersuchungen über die Congruenzen.

363.

621

Es handel t sich also hauptsächl ich darum, diese Res te zu
best immen. Zunächst suche man den Rest, welchen die grösste Periode
bei der Division durch das Product aus allen hergehörigen Primfunctionen
übriglässt. Ist dieses Product

so ist dieser Rest =A. Die Form dieses Products findet man aber leicht,
und aus dem sechsten Kapitel ergiebt sich, dass A = 0 ist, wenn v durch
ein Quadrat teilbar ist, dass dagegen A entweder = 4- l oder = — l ist,
je nachdem die Anzahl der Primfactoren der Zahl v gerade oder ungerade ist.

Man löse nun diese grösste Periode in kleinere Perioden auf und stelle
die Perioden jeden Gliedes durch xkp u dar, so dass Je in jeder Periode eine
bestimmte, für verschiedene Perioden aber veränderliche Zahl ist, rc und u
aber in jeder Periode veränderliche Zahlen sind, jedoch diejenigen Werte,
welche sie in irgend einer Periode haben, auch in den übrigen erhalten
können. Nimmt man für den Augenblick irgend eine Primfunction P als
Basis und ist der Rest, welchen die Perioden 2xp M , 2xkp M, ..., durch
P geteilt, übriglassen, respective -4, -4', . . . , so wird Ixp*u — A durch das
Product aus allen Functionen (P, pM), !xk'p"u — A' durch das Product aus
allen Functionen (P, p*'M) u. s. w. teilbar sein. Es ist aber leicht ersichtlich,
dass die Grossen A, A', ... Wurzeln der gegebenen Congruenz sind. Sind
nämlich die Perioden der Wurzeln der Gleichung x = l , welche den
vorigen Perioden entsprechen, Wurzeln der Gleichung § = 0, so werden
A, Ä, ... Wurzeln der Congruenz $ = 0 sein. Denn es ist:

A 4- Af-\- • • • = der Summe der Perioden,
A2 4- A2 4- • • • = der Summe der Quadrate der Perioden,

u. s. w.

Die Rechnung ist nämlich derjenigen völlig analog, welche wir im
sechsten Kapitel auseinandergesetzt haben, falls man x für p setzt, da auch
hier für x* die Einheit gesetzt werden kann, wie dort für pv.

Hat man die Wurzeln A, A, ... gefunden, so wähle man irgend eine
als Rest der Periode !xp*u aus und ordne danach die Reste der übrigen
in ähnlicher Weise wie im sechsten Kapitel. Denn jene Wahl wird auch
hier willkürlich gelassen, da die Function P bisher völlig unbestimmt ist.
Die folgende Rechnung ist durchaus derjenigen analog, welche wir im
sechsten Kapitel ausführlich behandelt haben; die Einzelheiten hier aus-
einanderzusetzen, würde uns viel zu weit führen. Nachdem man schliesslich
zu 2xp gelangt ist, ist die ganze Sache abgemacht. Denn setzt man:

P~ xm+ axm-l+ bxm~2-t-

so ist — 0 = 20**; in derselben Weise erhält man den zweiten Coefficienten
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der übrigen Functionen (P, p*), woraus die ändern Coefficienten von P be-
stimmt werden können. Öfters kann der Fall eintreten, dass man zu iden-
tischen Congruenzen gelangt, aus denen dem Anschein nach nichts gefolgert
werden kann. Wie man dieser Schwierigkeit begegnen kann, werden wir
weiter unten zeigen.

364.

Alles dies wird durch ein Beispiel viel klarer werden. Es sei die
Aufgabe gestellt, die Function #15 — l nach dem Modul 17 in
Factoren zu zerlegen. Hier ist w = 5, und da das Product aus allen
elementaren Functionen

ist, so giebt es nur zwei Primfactoren von vier Dimensionen P und P'.
Nun zerlege man #, #2, ß4, #7, #8, #u, #13, xu in die folgenden beiden
Perioden:

-4- 04

Ist nach einer der beiden Functionen P, P':

so ist:
A + A' = l

A* =^,x 2-i7" + 2#3.i7a
 + 2z5 -17" + 2#9 -i7a

A'*= 2^-i7« 4. 2^6 -n« + 2z5 •"« -i- 2#3 -n«,

mithin :

42 + ̂ 2 = 2^7a + 2#7'17a-f- 42#3- n« +. 22#s .1?«= i — 4 — 4 ~ — 7.

Hiernach sind A, AI die Wurzeln der Congruenz:

z2 — # -t- 4 EE 0 (mod. 17)

und diese sind 6, 12. Somit wird P ein Teiler sein von

xs -h #4 -t- x2 + a? — 6,

und zwar ist derselbe:

EEa4 — 6z3 — 2#2 — I2x -4- l,

P' aber wird =(P, p7) und daher

= s4 — 12z3 — 2tf2 4-60 + 1
sein.
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365.

Es genügt uns hier, die Möglichkeit dieser Lösungen gezeigt zu haben.
Die vielen Kunstgriffe, durch welche diese Rechnungen erleichtert werden
können, übergehen wir der Kürze wegen. Dagegen können wir einige sehr
wichtige Folgerungen nicht unerwähnt lassen.

Durch das Vorhergehende ist bewiesen worden, dass alle Hülfs-
gleichungen für die Auflösung der Gleichung #v = l, wenn sie in Con-
gruenzen verwandelt werden, mögliche Wurzeln haben, sobald die Periode

noch nicht zerlegt ist. Nehmen wir den Fall, wo v eine Primzahl ist,
so ist m ein Teiler von v — 1. Hier werden also die Hülfsgieichungen,
wenn die Anzahl der Perioden, welche durch jene gefunden werden, ein

v i
aliquoter Teil der Zahl ist, reelle Wurzeln haben. Wenn daherm

oder wenn
v — i v _ l
- gerade ist, d. h. wenn m ein Teiler der Zahl — 5 —

v— l

p 2 = l (mod. v) oder wenn p quadratischer Rest der Primzahl v ist, so
wird die quadratische Gleichung, durch welche die Wurzeln in zwei Perioden
geteilt werden, reelle Wurzeln nach dem Modul p besitzen. Im sechsten
Kapitel haben wir aber gezeigt, dass diese Gleichung, wenn man v = 4n±l
setzt, stets x2-\-x ^F w=0 ist. Mithin erhalten wir folgenden bemerkenswerten

Satz. Wenn die Primzahl .p quadratischer Rest der Pr imzahl
ist, so wird die Congruenz

n = ö (mod. p)

und daher auch die Congruenz

= 0 oder (20 4- l)2=Fv = 0

reelle Wurzeln haben , d. h. es wird ± v quadrat ischer Rest der
Zahl p sein.

366.

Dies ist also der dritte vollständige Beweis des Fundamentaltheorems
im vierten Kapitel, der um so mehr beachtenswert ist, weil die Prinzipien,
aus denen er abgeleitet ist, von denen, deren wir uns zu den früheren Be-
weisen bedient haben, völlig verschieden sind. Aus eben dieser Quelle aber,
jedoch auf dem entgegengesetzten Wege, wollen wir einen vierten Beweis
ableiten. Ist nämlich v eine Primzahl von der Fom 4w ± l , p eine be-
liebige andere Primzahl, und ist ± v quadratischer Rest der Primzahl p, so
werden wir beweisen, dass p quadratischer Rest der Zahl v ist.

Es sei pm die kleinste Potenz der Zahl p, welche = l (mod. v) ist. Die

Elementarteiler der Function - r nach p werden m Dimensionen haben,x ~— "• i
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v l
daher die Anzahl aller gleich ist. Da nun ± vRp ist, so ist die Con-m
gruenz

auflösbar; ihre Wurzeln seien A und A. Verteilt man die Functionen
0, 02, . . . , x*~l in zwei Klassen, welche mit £ und (•' bezeichnet werden
mögen, so ist:

£ 4- S' = A + A'+ (l + x + #2 H h 0V-1)

somit wird

teilbar sein. Hiernach aberdurch jeden Elementarteiler der Function —x — i
wird jeder dieser Elementarteiler entweder in £ — A und £'— A1 oder in
£ — J.' und 6'— A aufgehen. Hieraus geht hervor (da A nicht = A' ist),
dass, wenn man xp für 0 setzt, $ und £' nicht geändert werden. Denn wenn
S in P und umgekehrt überginge, so würden £ — A und $ — A' durch
dieselbe Primfunction teilbar sein, was absurd ist. Hieraus folgt endlich,

dass —5— durch m oder p 2 — l durch v teilbar ist. Demnach ist p

quadratischer Rest von v.
Es ist aber leicht, alle Fälle des Fundamentaltheorems aus jedem der

beiden Sätze abzuleiten.

367.
Obwohl wir uns hier auf den Fall, wo v eine Primzahl ist, beschränkt

haben, können doch auch, wenn v eine zusammengesetzte Zahl ist, analoge
Sätze ohne grosse Mühe aufgestellt werden, was wir jetzt der Kürze halber
nicht ausführlicher auseinandersetzen können.

Es ist klar, dass ähnliche Bemerkungen auch über eine grössere Anzahl

von Perioden gemacht werden können. So wird, wenn
v — l

m durch 3 teilbar ist,

d. h. wenn p kubischer Rest der Primzahl v ist, die Gleichung, vermittelst
deren die Wurzeln der Gleichung x = l in drei Perioden geteilt werden
und die wir im sechsten Kapitel a priori zu bestimmen gelehrt haben, nach
dem Modul p auflösbar sein und umgekehrt. So kann z. B. die Congruenz
03H-#2 — 2x— 1 = 0 nach einem beliebigen Primzahlmodul, welcher von
der Form 7n±l ist, aufgelöst werden, während dies nicht möglich ist,
wenn der Modul eine andere Form besitzt.

Es würde uns nicht schwer fallen, dieses Kapitel noch mit vielen ändern
Bemerkungen zu bereichern, wenn nicht die Grenzen, auf welche wir uns
beschränken müssen, dies verbieten würden. Denjenigen, welche weiter
vorgehen möchten, werden diese Prinzipien wenigstens den Weg andeuten
können.
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Wir sagen, irgend eine Congruenz $^0 habe gleiche Wurze ln
oder allgemeiner gleiche Teiler, wenn sie sich durch eine Potenz irgend
einer Functiou teilen lässt.

Ob eine gegebene Congruenz gleiche Teiler habe, lässt sich in der-
selben Weise entscheiden, wie in der Theorie der Gleichungen. Setzt man

so wird offenbar:

mithin wird -3— durch 1 teilbar sein. Ist allgemein

wo A) J5, 0, ... verschiedene Primfunctionen bezeichnen, so ist:

dX ~(adiA bdB cdö \

woraus hervorgeht, dass, wenn nicht eine der Zahlen a, &, c, ... durch

nicht aber durch
dX

den Modul teilbar ist, -j— durch u

Aa', J5&, Cc... geteilt werden kann. Hieraus folgt der
Satz. Wenn der g e m e i n s c h a f t l i c h e Tei ler g r ö s s t e r Dimen-

sion der b e i d e n Fc inc t ionen X und -r- gleich $ ist, so wird X

alle P r i m f a c t o r e n , we lche % hat , e b e n f a l l s bes i tzen , und zwar

j e d e n e inmal m e h r als £; wenn daher X und -r— zu e inanderctx
pr ime F u n c t i o n e n sind, so wird X k e i n e gleichen Factoren
haben.

369.
Erstes Beispiel. Man will wissen, ob die Function

x* -h 3z4 - 6#3 4- 30 — 4 = X

nach dem Modul 17 gleiche Teiler hat. — Es ist:

dX— s 2
dx ~~ x x

/7V

Hieraus findet man, dass die Functionen X und -r- prim zu einander sind,

weshalb X keine gleichen Factoren hat.
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Zweites Beispiel. Ist

X= tf> + 6a4 — 3a3 — 4z2 + 2# - 3 (mod. 13),

[Art. 370 — 374]

so ist:

PEE W — 2z3 + 2.

Der grösste gemeinschaftliche Teiler der Functionen X und -^ aber ist

= 5#2 -h 'Ix 4- 7, oder nach Multiplikation mit 8: =#2H-4#-f-4; und da
dieser Teiler = (x -f- 2)2 ist, so wird die Function X durch (# -f- 2)3 teilbar
sein und der Quotient (welcher gleich o?2+ 11 ist) enthält keinen doppelten
Teiler weiter.

370. 371.
Wenn nach den vorhergehenden Artikeln die Function X in der Form

AaBbCc... dargestellt ist, so dass -4, B, C, ... zu einander prime Func-
tionen und die Zahlen a, &, c, ... ungleich sind, so lässt sich die Zerlegung
noch weiter ausdehnen. Es sei also X eine Function, welche keine gleichen
Teiler weiter enthält. Wir sahen oben, dass xp—x das Product aus allen
Primfunctionen von einer Dimension ist. Ist £ der gemeinschaftliche Teiler
höchster Dimension der beiden Functionen X und xp — x, so wird £ das

Product aus allen Teilern von X von einer Dimension sein und -=- wird

derartige Teiler nicht mehr besitzen. Wenn man aber findet, dass die Func-
tionen X und xp—x zu einander prim sind, so wird X keinen Teiler von
einer Dimension und daher die Congruenz X=Q keine reellen Wurzeln
haben. Da ferner xp* —- x das Product aus allen Primfunctionen von zwei
Dimensionen und von einer Dimension ist, so wird der gemeinschaftliche

•jr
Teiler höchster Dimension von den Functionen x** — x und -r, etwa £',

sämtliche Teiler von X enthalten, welche von zwei Dimensionen sind. Geht
man so weiter fort, so sieht man hieraus, dass X auf diese Weise in Factoren
S, £', £", ... zerlegt wird, welche respective alle Teiler von einer, von zwei,
drei, u. s. w. Dimensionen enthalten.

372.
Wenn aber das Product aus mehreren Primfunctionen von derselben

Dimension gegeben ist, so werden die einzelnen Functionen durch Probieren
bestimmt werden müssen. Diese Aufgabe hat grosse Ähnlichkeit
mit derjenigen, wonach die Factoren zusammengese tz te r Zahlen
gesucht werden sollen. Hier ist aber schon a priori bestimmt, ob eine
gegebene Function noch in Factoren zerlegt werden kann. Da auch hier
die Anzahl aller möglichen Factoren eine endliche ist, so können wir uns
eines ähnlichen Hülfsmittels wie oben bedienen. Doch wollen wir uns mit
diesem Gegenstande nicht aufhalten, da ein geübter Rechner, der die Prin-
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zipien wohl beherrscht, leicht, wenn es nötig sein sollte, besondere Kunst-
griffe finden wird.

Wir gehen zu einem ändern Kapitel über, nämlich zur Be-
trachtung von Congruenzen , wenn der Modul nicht eine Prim-
zahl ist, wie wir bisher immer angenommen haben. Besonders
aber ist hier jener Fall sowohl an und für sich als auch deshalb der Be-
achtung wert, wo der Modul eine Potenz einer Primzahl ist, weil er zur Be-
seitigung einiger Zweifel (Artikel ...) notwendig ist.

373.
Aufgabe. Wenn die Function X nach dem Modul p in zu

einander prime Factoren £, £', £", ... zer legt ist, so soll man X
nach dem Modul p* in ähnliche Factoren S, S', S", ... so ver-
legen, dass

6 = 2, 6'= 2', &" = 2",... (mod.jp)
ist.

Auflösung. Ist X=ty (mod.#) oder Z=^-f-jp2 und setzt man:

so wird
X — jp2 4-

sein. Wenn also EW=X (mod.jp2) sein soll, so muss notwendig <p<|;-f-£ü> — 2
durch p teilbar sein. Da aber <J> und £ nach dem Modul p zu einander
prime Functionen sind, so können <p und co so bestimmt werden, dass diese
Bedingung erfüllt ist (Artikel 336), und zwar überdies so, dass die Dimen-
sionen von 9 und w um eine Einheit niedriger sind, als die Dimensionen
der Functionen 5, fy respeciive. Hiernach wird X^EW (mod.^2). Es ist
klar, dass auf ähnliche Weise W wiederum in Factoren 2'Q zerlegt werden
kann, so dass die eine 3' = E' (mod.#) ist, u. s. w., wodurch man schliesslich
erhält:

374.
Hiernach lässt sich leicht beweisen, dass X auch nach den Moduln
\ . . . in Factoren zerlegt werden kann. Ist allgemein

X~PQ(moü.pm) oder X=P

und ist die Function P zu Q nach dem Modul p prim, setzt man ferner:

F^P+Ap", Q'^Q + Bpm,
so wird:

P'#'= X—pmü + (AQ + BP)pm + ABp*m.

Hieraus ist für jeden Modul pv (wo v > m und <:2w-f- 1 ist):

Pfy = X, wenn E = AQ + BP (mod./""11*) ist.
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Aus diesem ersieht man, dass, wenn die Function X nach dem Modul p
keine gleichen Pactoren hat, dieselbe nach dem Modul p* in ähnlicher
Weise in Factoren zerlegt werden kann, wie nach dem Modul p. Wenn
aber X gleiche Factoren hat, so wird die Sache bei weitem complicierter
und lässt sich sogar mittelst der vorhergehenden Prinzipien nicht vollständig
erledigen. Daher wollen wir, da wir nicht Alles, was hierher gehört, mit-
teilen können, nur einen einzigen Fall betrachten, welcher am häufigsten
vorkommt und dessen Entwicklung zur Lösung einiger im Vorhergehenden
übriggebliebener Zweifel erforderlich ist. Dieser Fall ist der, wo nur
gleiche Factoren von einer Dimension in Betracht kommen. Dieser kann
in zweckmässiger Weise auch zur Auffindung der Wurzeln der Congruenzen
benutzt werden. Bei anderer Gelegenheit werden wir diesen Gegenstand
allgemein behandeln.

375.

Es sei also X=X' (x — a)m(mod.^) und die Function X' prim zu
x — a; gesucht werden alle Teiler von X von einer Dimension, welche dem
Teiler x — a nach dem Modul p, X selbst aber nach den Moduln p2, p3, ...
congruent sind. (Wir setzen voraus, dass die Function X absolut durch
x — a nicht geteilt werden kann, denn sonst würde x — a die Function X
nach jedem beliebigen Modul teilen.) Substituiert man & -h a für #, so
erhält man:

') oder Z = Z'*m+pA.

Wenn nun Z nach dem Modul p2 durch irgend einen Teiler von der
Form z -f- op geteilt werden kann , so muss A notwendig von der Form
#Z"-i-pB sein. Ist dieses nicht der Fall, so ist die Untersuchung bereits
beendet. Setzen wir also:

Z = Z' z™ + pZ"t (mod. #2), oder

so ist klar, dass Z durch z und jeden ändern diesem nach dem Modul p
congruenten Teiler geteilt werden kann.

Um einen bestimmten Fall vor uns zu haben, setzen wir m — 4; es
ist leicht ersichtlich, dass jedex; andere Fall in analoger Weise behandelt
werden kann. Wenn nun Z nach dem Modul p3 durch irgend einen Teiler
von der Form ß + ap teilbar ist, so wird

0 = — op8Z"+i?2J5 (modd. z + ajp, p3) oder *Z"= B (modd. g, p)

sein. Nun können drei Fälle stattfinden.

1. Wenn Z"~Q (modd. #, p) und S nicht =0 ist, so ist klar, dass
kein Wert von a der Congruenz genügt und daher Z nach dem Modul p*
keinen Teiler von der Form z 4- op besitzt. Mithin ist die Untersuchung
beendet.
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2. Wenn weder Z" noch J5 — 0 (modd.£, p) ist, dann wird a einen
einzigen Wert besitzen, nämlich:

Mithin wird es einen einzigen Teiler =# •+• ap (mod.p2) von Z nach
dem Modul p* geben und es wird sein:

Nimmt man nun als Teiler von Z(uiod. p*) & + ap + ßp2 an, so ist:

OEE
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Weitere Entwicklung der Untersuchungen über
die reinen Gleichungen.

i.
Da das Verfahren, nach welchem wir in den „Arithmetischen Unter-

suchungen" Artikel 360 (vgl. oben S. 434) die Gleichung xn — 1 = 0 lösen
gelehrt haben, eine sehr fruchtbare und wichtige Theorie bildet, von welcher
wir in jenem Werke nur die einfachsten Momente andeuten konnten, so wird
es, hoffen wir, den Geometern angenehm sein, wenn wir diesen Gegenstand
hier von Neuem aufnehmen, das, was nur kurz und zum Teil mit Unter-
drückung der Beweise berührt worden ist, ausführlicher behandeln und die
Erweiterungen, welche seit jener Zeit hinzugetreten sind, eingehender ver-
folgen.

Wir nehmen an, dass n eine Primzahl und die Zahl n — l in die
Factoren a x ß x 7 zerlegt sei, und bezeichnen ferner mit g irgend eine
primitive Wurzel für den Modul n. Es stelle r unbestimmt eine Wurzel der
Gleichung xn — 1=0 und E unbestimmt eine Wurzel der Gleichung x^— 1=0
dar. Bezeichnet man also die Peripherie des Kreises, dessen Radius gleich l
ist, mit P und die imaginäre Grosse j/ — l mit e, so werden sämtliche

Wurzeln der Gleichung x^ — 1 = 0 oder sämtliche Werte von r dargestellt
werden durch die Formel:

. JcP
g- -cos

. .
sin

wo k unbestimmt alle ganzen Zahlen 0, l, 2, 3, . . . , ß — l bezeichnet. Ferner
ist klar, dass sämtliche Potenzen einer jeden Wurzel E ebenfalls Wurzeln
sind, sowie dass, wenn E die einem zu ß primen Werte von Je entsprechende
Wurzel ist, alle Potenzen J?0, E, .R2, E\ . . . , ifi'1 unter einander verschieden
sind und daher den ganzen Complex der Wurzeln erschöpfen; in diesem
Falle werden wir E eine eigentliche Wurzel der Gleichung x^ — 1 = 0 nennen;
dagegen soll eine einem zu ß nicht primen Werte von Je entsprechende
Wurzel E eine uneigentliche Wurzel heissen; und ist 8 der grösste gemein-

JL
schaftliche Teiler der Zahlen Je und ß, so ist, wie leicht ersichtlich, ^8=1,

" — i
ferner sind alle Potenzen Ä°, J?, J22, .R3,..., JS5 unter einander verschieden

£
und daher E eine eigentliche Wurzel der Gleichung x*—1=0. Dasselbe
gilt von der Gleichung xn— 1=0, doch sind die Wurzeln dieser mit Aus-
nahme der Wurzel l notwendig sämtlich eigentliche Wurzeln.

2.

Nachdem dieses vorausgeschickt ist, soll nun unsere Untersuchung
hauptsächlich handeln von den aus (3? Gliedern bestehenden Functionen von
folgender Form:

die wir der Kürze wegen mit folgendem Zeichen [r, E] bezeichnen werden.
Die einzelnen Glieder eines solchen Ausdrucks sind Producte aus Potenzen
von r in Potenzen von E; die Exponenten jener bilden eine geometrische
Eeihe, die Exponenten dieser eine arithmetische Beihe. Die Exponenten

l? #"? #2a> #3<x? • • - 5 #aßT~a

sind alle nach dem Modul n incongruent und daher jene Potenzen von r
unter einander verschieden; weiter fortgesetzt aber würden sie dieselbe Eeihe

von Neuem beginnen, da g"^=l (mod. n) und daher r f l f° tT=r ist Die
ändern Factoren

1 7? T?2 738 I?ßY~l, xi, Jti , M , . . ., M

aber bilden 7 gleiche Perioden, da jßß= l, E^"1 = E u. s. w. ist. Hieraus
geht hervor, dass die Function [r, E] auch so dargestellt werden kann:

E
-H

' -H + *•'

+ •

-t-'

•+i*

•-4-r1 '

+

-4-.

oder mit Einführung des Zeichens im Artikel 343 der „Arithmetischen Unter-
suchungen (vgl. oben S. 405):

3.

Nehmen wir für die Wurzel r die Einheit, so erhalten wir:

[l, E] = l + E + E2 + E* + • • • + E*!"1
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und der Wert dieses Ausdrucks ist =ß?, wenn auch für E die Wurzel l
genommen wird, dagegen =0 für jeden ändern Wert von E. Bleibt da-
gegen r unbestimmt und setzt man E = l, so ist:

[r, !] =

oder mit Anwendung der in den „Arithmetischen Untersuchungen" einge-
führten Bezeichnung: [r, 1] = (ß?, 1), d. h. es wird [r, 1] aus einer Periode
von p7 Wurzeln bestehen, von denen eine r selbst ist. Sooft a = l ist,
wird diese Periode sämtliche Wurzeln r, r2, r3, . . ., rn~l umfassen, nur in
anderer Reihenfolge.

Man merke noch folgende Relationen, deren Grund von selbst ein-
leuchtet:

2[r, S] = E[rg, B] = E*[rg E} oder allgemein = K],

wo k eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnet. Hieraus geht hervor,
dass die Function [r™, E] entweder = [l, E] ist, wenn nämlich m durch n
teilbar ist, oder in den übrigen Fällen auf die Form ^[r^, E] gebracht
werden kann und zwar so , dass v <c a ist. Denn wenn m nicht durch n
teilbar ist, so wird es nach dem Modul n irgend einer Potenz von g, deren
Exponent nach den „Arithmetischen Untersuchungen" passend durch ind. m
dargestellt wird, congruent sein; setzt man daher ind. w = Xa + v, was
offenbar so geschehen kann, dass v < a ist, so ist:

man hat daher jx = — X oder, wenn man einen positiven Exponenten haben
will, [x = — X (mod. ß) zu setzen.

4.

Satz. Beze ichne t r' ebenso wie r unbes t immt eine Wurzel
der Gle ichung xn—1 = 0, f e rne r E' ebenso wie E u n b e s t i m m t
eine Wurze l der Gle ichung aP—1=^0, so ist das Product

r, 2«[r, S\ x [rr, E] = [r/, EE'] + E[r* /, EE] -+• E*[rg r', EE']

, EE']+

Beweis. Führt man die Multiplikation von [r, E] mit den einzelnen
Gliedern von [/, E'] aus, so lässt sich das Product in folgender Form dar-
stellen:

[r, E]r'g

Untersuchungen über reine Gleichungen. 633

Nimmt man sodann die ersten Glieder der einzelnen vorschriftsmässig
entwickelten Teile zusammen, so ergiebt sich [ir', EE']; sammelt man

Q(

ebenso die zweiten Glieder, so entsteht E\rg /, EE'] u. s. w., woraus man
schliesslich die angegebene Form des Products erhält.

Ferner geht durch blosse Vertauschung von r, E mit /, Ef hervor,
dass dasselbe Product auch unter folgende Form gesetzt werden kann:

<*[/•/, EE'] + E'[rr'* EE'] + E'*\rr'g EE'\ \ EE'] -h •

[rr'g~\ EE'].

Hieraus folgt ferner, dass, wenn auch r", r"', . . . unbestimmt Wurzeln
der Gleichung xn — 1=0 sowie E", E"', . . . unbestimmt Wurzeln der
Gleichung x^ — 1 = 0 sind, das Product aus den Ftmctionen [r, Ä], [/, 2?],
[r", JB"], [r'", B"'], . . ., wie gross auch ihre Anzahl sein möge, gleich dem
Aggregate ist:

VJR* X'* X"*" .... [rrrs**r"ff"*'r'"9""". . ., EE'E"E'ff . . .],

wenn man für #', &", &'", . . . alle möglichen verschiedenen Combinationen
der Zahlen 0, l, 2, 3, . . ., p?— l setzt, wodurch sich im Ganzen ß^"1 ̂ ~l Glieder
ergeben werden, wenn mit |x die Anzahl jener mit einander multiplicierten
Functionen bezeichnet wird.

5.
Die Formel, durch welche wir im vorigen Artikel das Product aus be-

liebig vielen Functionen dargestellt haben, ist allgemein und setzt keinen
Zusammenhang zwischen den Wurzeln r, r', r", r"', . . . oder zwischen den
Wurzeln jft, E', E", E'"} . . . voraus. Ohne Mühe leitet man hieraus her,
dass, wenn die Wurzeln r', r", r'", ... als Potenzen von r, die Wurzeln
jß', E", Jß"', ... als Potenzen von E betrachtet werden dürfen, die einzelnen
Teile des Products unter der Form EM[rm, J2X] enthalten sein werden, wo
der Fjxponent X für jeden einzelnen derselbe ist, nämlich I^^=EE!S'K"...
Daher reduciert sich nach dem, was wir im Artikel 3 angegeben haben,
ein solches Product auf die folgende Form:

B" [rg\ B'" \

wo die einzelnen Coefficienten A, B, £', B", B'", ... von der Form sind:

h + h' E + h" E* -t- h'" E* + • • • + Ä*""1 "̂1

und Ä, Ä;, Ä", /&"', . . . bestimmte ganze Zahlen bezeichnen.
Der einfachste Fall ist der, wo r = / = r" = / " = • • • sowie

E = E'=E"=E'"='» gesetzt wird; dann geht unser Product über in
die Potenz [r, B]\ die somit stets auf die oben angegebene Form gebracht
werden kann.
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6.

Setzt man daher X = ß, so wird die Potenz [r, JRf folgende Form
erhalten :

A fr
&'.

+ B(fr, 1) + B" (fr, 9^ + ' ' • + &*~1} (fr,

Wenn demnach nicht nur der Wert der Wurzel E (und daher auch
die Werte der Coefficienten -ä, B> J?', ...), sondern auch die Werte der
einzelnen Aggregate von fr Gliedern (ß?, 1), (ß?, g), ... als bekannt voraus-
gesetzt werden, so wird der Wert von &' ohne Weiteres bekannt sein, so
dass der Wert von [r, B] mittelst der Formel -JW gefunden werden kann.
Dieser Ausdruck lässt ß verschiedene Werte zu, so dass es zweifelhaft
erscheinen könnte, welchen man nehmen müsse; man zeigt aber leicht, dass
dies völlig willkürlich ist, sobald E eine eigentliche Wurzel der Gleichung
aP — 1 = 0 ist. Denn in diesem Falle sind offenbar jene ß Werte der
Wurzelgrösse y¥:

[r, E], [r**, El [X*, E], . . ., O'aß~°, S],

da die ßten Potenzen dieser Functionen nach Artikel 3 unter einander
gleich, sie selbst aber den ß verschiedenen Wurzeln der Gleichung
xP — 1=0 proportional sind. Sobald aber nur die Aggregate von fr Gliedern
(ß7> 1)5 (ßT? 9) t • • • bekannt sind, ist die Wurzel r selbst nur insoweit
bestimmt, als sie in dem Complexe (ß-y, 1) enthalten sein muss, und es
bleibt willkürlich, welche wir aus diesem Complexe für r nehmen. Diese
Wurzeln aber sind r, ^ , r9 , . . ., und daher können wir auch von den

oc 2cc
Functionen [V, El [r* , El [r9 , El ... irgend eine für [r, E] nehmen.

Diese Schlüsse würden nicht gelten, wenn E nicht eine eigentliche
Wurzel der Gleichung #ß — l = 0 wäre. Denn nimmt man an, dass E eine
eigentliche Wurzel der Gleichung #p/ — 1 = 0 sei, wo ß' ein Teiler von ß
ist, so ergiebt sich leicht, dass

[r, B] - V , M], V K\ = [r*, El...

wird und daher in dem Complex der ß Functionen [r, Ä], \rg , jR], ...
[v9 ", E] nur ß' verschiedene vorkommen, also auch von den Werten des
Ausdrucks j/ft7 nicht mehr als ß' zulässig, die übrigen ß — ß' aber zu ver-
werfen sind. Ulan sieht aber leicht, dass man in diesem Falle nicht bis
zur ßten Potenz der Function [r, E] aufzusteigen braucht, sondern dass
schon die Potenz [r, Ef' sich auf unsere Form

fr A + B(fr, 1) + B' (fr, p) + B" (ßT, £2) + ' ' ' '
reduciert Wir erhalten daher [r, E] durch einen Ausdruck wie j/ft, undes
ist gleichgültig, welchen Wert dieses Ausdrucks wir nehmen.
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Ebenso wie [r, E] kann man auch die Funktionen [r, JR2], [r, jß8], . . .
oder allgemein [r, Ek] bestimmen; denn offenbar wird, wenn man annimmt,
dass durch Substitution der Potenzen JR2, JS8, . . ., if an Stelle von E in
0' die Functionen 0", V", ..., 0(*} entstehen, [r, .Ä2]ß=&", [r, .R3]ß= &'",...
und allgemein [r, EJc]^=&® sein, weshalb auch diese Functionen durch
Wurzelgrössen dargestellt werden können, [r, JB2] = j/ö77, u. s. w. Indessen
ist es nicht zweckmässig, sich dieser Wurzelausdrücke zu bedienen, sobald
irgend eine Grosse durch eine Function von [r, El [r, E2], . . . auszudrücken
ist. Da nämlich die Werte der einzelnen nicht vollständig bestimmt sind,
so würde es zweifelhaft bleiben, welche man unter einander combinieren
könnte; offenbar aber ist dies keineswegs willkürlich; denn man sieht leicht,
dass, sobald für [r, E] ein bestimmter Wert genommen wird, auch alle
Functionen [r, E*l [r, .ß3], . . . völlig bestimmte Werte erhalten müssen, die
aber durch die Wurzelgrössen nicht angezeigt werden. Man hat daher diese
zu verwerfen und andere Ausdrücke zu ermitteln, mit deren Hülfe [r, JR2],
[r, E*l . . . rational durch [r, JRJ und bekannte Grossen dargestellt werden,
was wir leicht auf folgende Weise bewirken.

Nach dem Satze des Artikels 4 und nach dem, was wir im Artikel 5
dargelegt haben, lässt sich auch das Product [r, Ek] x [r, Ef~k auf eine
solche Form

ßT A + B (fr, 1) + £'(ßY, <7) + £"(ßY, + B

bringen, wo J., 5, B', B", ... rationale Functionen von E sein werden.
Setzt man daher die Producte

[r, JB4] x [r, Jß]ß~4 = O""
u. s. w.,

so werden auch ö", ft'", 8"", . . . rational angebbare Grossen und

0""

U. S. W.

sein. Diese Ausdrücke stellen somit die Werte der Functionen [r, JB2],
[r, E*l . . . rational dar, wofern nicht [r, E] = 0 ist, in welchem Falle sie
unbestimmt werden; wir können aber streng beweisen, dass niemals [r, 22] = 0
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werden kann, sooft wenigstens r eine von l verschiedene Wurzel bezeichnet,
obwohl wir die Darlegung dieses Beweises, um nicht hier allzu weitläufig
zu werden, uns auf eine andere Gelegenheit vorbehalten müssen.

Die Auseinandersetzungen des vorigen Artikels sind vorteilhaft, wenn
die Aufgabe gestellt ist, von den Perioden von ß-y Gliedern zu den Perioden
von 7 Gliedern herabzusteigen. Denn man sieht leicht, dass man, wenn R
eine eigentliche Wurzel bezeichnet, erhält:

ß(7, I)=(ß7,

ß(7, /)= Cß7,

= Cß7,

1 [r, E]

r, E]

[r, [r,

U. S. W.

Wenn hier für die einzelnen [r, JR], [r, J22], . . . die Wurzelausdrücke
ß ß
1/fF", VW7, ... genommen würden, so würde der Wert einer jeden Keihe
unter ßß-1 Werten zweifelhaft sein, während er doch, wenn man die ratio-
nalen Ausdrücke für [r, jß3], . . . nimmt, keiner ändern Zweideutigkeit unter-
worfen ist, als derjenigen, welche der Natur der Sache nach unvermeidlich
ist. Diese Bemerkung scheint der Aufmerksamkeit Lagrange ' s entgangen
zu sein, der unsere in den „Arithmetischen Untersuchungen" Artikel 360
angeführte Methode, bei der wir nicht ohne Vorbedacht mit Übergehung von
Wurzelausdrücken nur rationale Ausdrücke angegeben hatten, vereinfacht zu
haben glaubte, während er jene für diese substituierte. (Traue de la resolu-
tion numerique des equations; edition 2Ceme, page 311.)

Ferner dürfte es kaum nötig sein, darauf hinzuweisen, dass, sobald die
Werte der Perioden (7, 1), (7, #*), . . . oder nur einer von ihnen ermittelt
sind, die W-erte aller übrigen Perioden von 7 Gliedern rational daraus hergeleitet
werden können. Mithin erfordert das Absteigen von Perioden mit ß7 Gliedern
auf Perioden von 7 Gliedern die Auflösung der Gleichungen #ß = l , #ß=ft',
und alle übrigen Operationen werden rational ausgeführt.

9.
Alles dies war fast auf dieselbe Weise in den „Arithmetischen Unter-

suchungen" behandelt worden; einiges aber war dort mit Unterdrückung des
Beweises, den hier nachzutragen nicht unangebracht sein dürfte, mitgeteilt
worden. Wir haben daselbst behauptet, dass die En twick lung des

ß
Wertes de rWurze lg rös se ]/^\ welche, wenigstens wenn 0' eine imaginäre
Grosse ist, die Teilung sowohl eines Verhältnisses als auch eines Winkels
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in ß Teile zu erfordern scheint, nur von der le tz teren abhängt und
die erstere immer auf die A u s z i e h u n g einer einzigen Quadrat-
wurze l r educ ie r t w e r d e n kann. Dies beweisen wir fo lgender-
maassen.

Bezeichnet man wie oben die imaginäre Grosse i/— l mit i und setzt

man $'=P-\-iQ und irgend einen Wert des Ausdrucks )/W=p 4- fy, so
dass P, QipiQ reell sind, so ist bekanntlich, wenn die positiven Grossen
E, e und die Winkel .F, f so bestimmt werden, dass

P=.EJcos.F, Q==EsinF, p = e cos/',
ist,

und f gleich irgend einem der Winkel:

~F, 360°), 720°), . . . , ~(F+ (ß - 1)360°).

Es wird daher f durch die Teilung des Winkels F in ß Teile bestimmt
o _

werden, der Ausziehung der Wurzel J/J57 aber können wir in folgender Weise
aus dem Wege gehen. Jedes Product rkEK hat seinen reellen Teil gemein-
schaftlich mit r~kR~K, die imaginären Teile aber, welche den Factor i
enthalten, sind in diesen Producten gleich aber von entgegengesetztem Vor-
zeichen. Hieraus folgt unmittelbar:

und daher:
[r""1 "1 = p — ig = e(cos/*— * sin/*)

Jenes Product wird aber nach dem Satze des Artikels 4:

= [l, 1]
= ßT + Ä(ßT, g*-

welche Grosse bestimmbar ist, wenn E und alle Perioden von ß7 Gliedern
als bekannt vorausgesetzt werden. Die Bestimmung von e erfordert also
nur die Ausziehung einer Quadratwurzel.

In dem speciellen Falle, wo a = l ist, sind die einzelnen Perioden
(ß7, /- 1), (ßT, /"— 1), « . . . offenbar gleich r + r2 + r3 -h r4 -f- • • • • -i- rn~l

und daher:

wenn man annimmt, dass r und E von l verschiedene Wurzeln darstellen,
und somit stets e= ]/n („Arithmetische Untersuchungen" Artikel 360 am Ende,
vgl. oben S. 437).
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10.
Bisher haben wir unsere Untersuchung in grösster Allgemeinheit geführt,

so dass sie beliebige Werte der Zahlen a, ß, 7 umfasst; von jetzt aber werden
wir zu dem specielleren Falle, wo a = l ist, und der uns den Weg zu den
fruchtbarsten und elegantesten Untersuchungen bahnen wird, übergehen.
Es stelle daher das Zeichen [r, E] die Function dar:

wo n eine Primzahl, r unbestimmt eine Wurzel der Gleichung xn—1 = 0
(die Wurzel l nicht ausgenommen), E unbestimmt eine Wurzel der Gleichung
</—1 = 0 ist; hierin bezeichnet ß einen gegebenen Teiler von n — l,
endlich g eine ganze Zahl, welche eine bestimmte primitive Wurzel für
den Modul n ist. Ferner setzen wir der Kürze halber

1-t-r + r3 + r3 H f-r
n~l = s

woraus hervorgeht, dass s = n wird für r = l und = 0 für jeden ändern
Wert von r, und ebenso S = n — l für E = l, aber S = 0 für jeden ändern
Wert von B.

Nach Artikel 3 haben wir somit:

ferner für jeden durch n nicht teilbaren ganzen Wert von m:

oder allgemeiner:

wo ind. m der Exponent einer nach dem Modul n zu m congruenten Potenz
der Zahl g ist. Wendet man diese Transformation auf das an, was wir im
Artikel 5 dargelegt haben, so folgt, dass das Product aus zwei oder mehr
solchen Factoren wie [/, E1*] auf die Form sich reduciert:

wo A und B rationale Functionen von E mit ganzzahligen Coefficienten
sind und X das Aggregat aller Werte von H ist. Von grosser Wichtigkeit
wird es sein, derartige Transformationen auf einen einfachen Algorithmus
zurückzuführen, zu welchem Zwecke wir insbesondere die Natur des
Products aus zwei Functionen näher betrachten müssen.

11.
Das Product [r, E^] x [r, E*] wird nach dem Satze des Artikels 4 gleich

[r», E^] + J?V+1, ̂ +v] + Ä2fV'+1, E^] + rfV*1, E^] -f- • • •

Untersuchungen über reine Gleichungen. 639

Unter den n— l Exponenten 2, g 4- l, g2 4- 1, g* 4- 1,
kommt nur einer vor, der durch n teilbar ist, nämlich g
entsprechende Glied unseres Aggregates wird also sein:

, 9*~* -f- 1
4- l • das

dieses Glied ist gleich 0, sobald E^+v nicht gleich l ist, und gleich
(n — l)J?i(n~1)l* = ±(w— 1) für JBM'V = 1. Die übrigen Teile unseres
Aggregates, deren Summe wir gleich Q setzen, werden in folgender Weise
transformiert:

U. S. W.

Hieraus folgt:

ß = [r, x

wenn für x der Eeihe nach die Werte l, g, g2, p3, ,.., 0W~~2, den einen
p*(n-i) ausgenommen, substituiert werden, oder, was dasselbe ist, wenn für
x die Werte l, 2, 3, 4, . . ., n — 2 substituiert werden, da diese Werte jenen
(wenn auch in anderer Reihenfolge) nach dem Modul n congruent sind.

Nehmen wir an, dass die ganze Zahl y zu x nach dem Modul n
reciprok d. h. so bestimmt sei, dass xy = l (mod. n) ist, so wird
ind. x = — ind. y (mod. n — 1) und

ind. (x -f- 1) 4- ind. # = ind. (## -H #) = ind. (l -f- y) (mod. M — 1).

Daher wird

[xind. # — (fA-f- v) ind. (# -f- 1)^ — jxind. # — (JA -f- v{ ind.
= v ind. y — (jx + v) ind. (^ -f- 1).

— ind.

Demnach ist auch, da die zu l, 2, 3, . . . , n — 2 reciproken Zahlen mit
diesen, nur in anderer Reihenfolge genommen, übereinstimmen.

n. = [r V ind< y ~

wenn man für y der Reihe nach die Zahlen l, 2, 3, . . ., w— 2 substituiert
Ebendieselbe Formel geht unmittelbar aus I. hervor, da offenbar die Zahlen
fx, v unter einander vertauscht werden können.

Nimmt man endlich an, dass die ganze Zahl z zu x+ l nach dem
Modul n reciprok oder x#-\-2= l (mod. n) sei, so ist:

ind. (l — z) = ind. x + ind. ß (mod. n — 1),
ind. (x H- 1) = — ind. & (mod. n — 1),
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und daher:

fx ind. x — (|x 4- v) ind. (x -f-1) = [x [ind. (l — #) — ind. z\ 4- (p. 4- v) ind. #
= p. ind. (l — #) 4- v ind. #.

Wir erhalten somit, da, wenn x die Werte l, 2, 3, .. ., w — - 2 durch-
läuft, die Zahl $ die Werte 2, 3, 4, ..., w — l durchlaufen muss (wenn
auch in anderer Keihenfolge), den dritten Ausdruck:

III. Q = [r, X

wenn wir der Keine nach für $ die Werte 2, 3, 4, . . . , n— l setzen, oder
wenn man lieber will:

= [r R^*] x 2-B
|lind<(n+1~^+vind>*

= [r, ^+v] x

Da man ind.(l — z) = %(n — 1) 4- ind.(# — 1) hat, so kann man unser
Product auch so darstellen:

[r, If] X [r, Bv] = JB*(<|-1)|1{[1 *] 4- [r, Jf +v] x

+ [r, E^] x

wo stets die für # zu substituierenden Werte 2, 3, 4, . . ., n — l sind.
Übrigens kann man in allen diesen Formeln für die Zahlen

p,ind.# — (|x4- v) ind. (#4- 1), vind.# — (JA 4- v) ind. (y 4- 1),
JA ind. (l — #)-{-vind.£, u. s. w.

offenbar ihre kleinsten Eeste nach dem Modul ß substituieren.
Wenn jx 4- v = 0 (mod. ß) ist, so ist

[r, Sf] x [r, tf] = (n-

x

4- (r + r* + r* + . . . + r71'1)

12.

Das Product [l, jR^] x [r, J^v] wird nach dem Satze des Artikels 4:

• +

= [r,

= [r, Jf +v] x (l + & + E^ +

= [r, ^+VJ x ̂ =

Hiernach lässt sich das Product [l, 2P] x [l, R*] entwickeln in

n—l ,.

Nunmehr kann man ohne Mühe allgemein das Producfc[rm, -R^xfr771', .$*']
ermitteln; denn da [rm, ̂ ] = ^-fxind'm[r, ̂ j für einen durch n nicht
teilbaren Wert von m und = [l, E*] für einen durch n teilbaren Wert von
m wird, und da eine ähnliche Transformation für den ändern Factor
[rm', E^] gilt, so reduciert sich die Multiplikation entweder auf die Aufgabe
des vorigen Artikels oder auf diejenigen Fälle, die wir im gegenwärtigen
Artikel betrachtet haben.

13.
Nachdem wir gezeigt haben, wie man das Product aus zwei Factoren

entwickelt, wird die Entwicklung eines Products aus mehreren Factoren
keiner Schwierigkeit unterliegen. Ist das Product [r, E^] x [r, Bv] auf die
Form A [l, E***v] -h -B [r, ^+VJ gebracht, so ist klar, dass, wenn ein dritter
Factor [r, R*] hinzutritt, das Product = C[l, R^+1f] + D[r,
werden wird, wenn man setzt:

und
[r, x [r, E"] =

C=Bc

D = Sd + A { l + ̂ +V

Hiernach kann [r, R? leicht auf die Form A[l, R*] + B\r, JB*] gebracht
werden.

Beispielshalber wollen wir die Potenzen der Function [r, R] für w = 11,
ß = 5 entwickeln, wobei wir g = 2 setzen. Hiernach entsprechen

den Zahlen: l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
die Indices: 0, l, 8, 2, 4, 9, 7, 3, 6, 5.

Wir haben daher zur Entwicklung des Quadrats [r, R]2 nach Formel I im
Artikel 11:

f X = l , V = l

Werte von a? ........... 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9.
ind.tf .............. 0. 1. 8. 2. 4. 9. 7. 3. 6.
2ind.(#+l) ........... 2. 16. 4. 8. 18. 14. 6. 12. 10.
Kl. Rest von ind. x — 2 ind. (x + 1) (mod. 5) 3. 0. 4. 4. 1. 0. 1. 1. l,

woraus wir erhalten:

Q = [r, Jß2] x { 2 + *R 4- Ä3 + 2R* }
und

1) [r, JR]2= [l, Tu2] 4- [r, #2] x { 2 + 4B 4- £3 4- 2jß* }.

Ebenderselbe Ausdruck ergiebt sich aus Formel III des Artikels 11,
nämlich :
Werte von g ............. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.
ind.* . . . ............. 1. 8. 2. 4. 9. 7. 3. 6. 5.
incl.(n + l"_0) ........... 5. 3. 3. 7. 9. 4. 2. 8. 1.
Kl. Rest von ind. g + ind. (n 4- l — *) (mod. 5) 1. 4. 0. 1. 3. 1. 0. 4. 1.

Gauss.
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Auf ganz analoge Weise findet man:

2) [r, Ä2] x [r, E] = [l , 53] + [r, 53] x { 2 4- E + 452 4- 253 }
3) [r, B*] x[r, 5] = [l, -R4] -i- [r, 54]xJ2 + 45 4- 53 -t- 254 }.

Endlich wird:

4) [r, 54]x[V,5;] = [l, 1] + [r, l]x{l 4254-252 + 253+ 254}.

Multipliciert man die Gleichung 1) mit [r, K] und substituiert man für
[r, B2] x [r, 5] seinen Wert aus 2) sowie ferner

[l , 52] x [r, 5] = [r, 53] x { 2 + 25 -h 252

so leitet man hieraus die Gleichung her:
[r, 5] s = [ 1 5 JR3] x { 2 + 45 4- .R3 + 254 }

4- [r, 53] x { 12 4- 225 4- 1852 + 2453

und ebenso:

[r, 5]4 = [l, B*] x { 12 + 225 + 1852 + 2453 4 1554}
-4- [r, 54] x { 164 4- 1705 + 20552 4- 180 53 -l- 19054]

[r, 5]5=[1, 1] x{l644-1705+20552+18053-t- 190 54}
4- [r, 1] x { 1836 4- 18305+ 179552 4- 182053 + 181054}
= 1640 4- 17005 + 205052 + 180053 + 190054

4- (1836 4- 18305 + 179552 4- 182053 + 181054) (s — 1)
= 918^5 — 98Ä — (65 + 4152 4- 1653 + 2654>

+ 665 4- 45152 + 17653 + 28654.

14.
Die Rechnung, welche im Vorhergehenden in der Weise durchgeführt

ist, dass sie auf alle Werte von r und 5 ausgedehnt werden kann, lässt
sich beträchtlich zusammenziehen, wenn wir 5 gleich von Anfang an als
eigentliche Wurzel der Gleichung #ß— l = 0 betrachten. Unter dieser Vor-
aussetzung reduciert sich das Product [r, 5 ]̂ x [r, 5V] auf die Form
B[r, 5ll+v], sobald p, 4- v durch ß nicht teilbar ist. Ist aber JJL-H v durch
ß teilbar, so wird jenes Product gleich (w—l)5Uw~1)M-+ [r, l]25lxind'a:, wenn
man für ind.# alle Werte 0, l, 2, 3, . . ., n — 2 mit Ausnahme von %(n— 1)
substituiert. Hieraus folgt leicht (wenn JA und somit auch v durch ß nicht
teilbar ist), dass in diesem Falle ist:

{ « - l - [r, 1] }

für jeden ändern Wert von r.

[r, tf] x [r, tf] = rf("

und dahsr =0 für r= l und =nR^n

Da ferner 5*(w~1)M>= 4- 1 oder =—1 wird, je nachdem — 0 — jx eine ge-

rade oder ungerade Zahl ist, so wird unser Product im ersteren Falle = n,
im letzteren = — n.
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Ferner folgt hieraus, dass man

[r,52]x[n5]==4''[r'53]

643

setzen kann, wodurch man erhält:

endlich :

[r, B]* = A' A" A'" [r, 54]
U. S. W.

[r, 5]ß= ± nA'A"A'" . . . A®~*\

wo das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem
gerade oder ungerade ist.

ß

Hieraus geht also hervor, dass, nachdem der Wert von [r, 5] gefunden
ist, die übrigen Functionen

hier viel leichter bestimmt werden können, als in denjenigen Fällen, wo a
nicht gleich l ist, worauf wir schon in den „Arithmetischen Untersuchungen"
(Artikel 360, III vgl. oben S. 437) hingewiesen haben. Durch eine ein-
gehendere Betrachtung der Natur der Functionen A', A", ... lassen sich
diese Operationen noch mehr vereinfachen.

15.
Im Artikel 9 haben wir gezeigt, dass der Wert der Function [r, 5]

auf die Form j/w(cos/*-H sinf) gebracht werden kann, und auf dieselbe
Weise werden sich die Functionen [r, 52], [r, 53] u. s. w. bis zu [r, 5ß-1]
auf eine ähnliche Form bringen lassen. Setzen wir:

[r, 5] = |/n (cos/" +i sin/7)

[r, 52] = j/w^cos/1" + i sin/"')

[r, 53] = |/w (cos/""4-1 sin/*")
U. S. W.,

so wird:
A' =

A" = i/« [co8(f + /"— /"") + • sin (f+ f'- D

U. S. W.
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Bringt man die Functionen Ä, A', A'", ... auf die Formen

A =a' (cos&' -Hsinfe')
4" = a" (cos 6" + »sin 6")
A"'=a'"(cos V"+i sin V")

U. S. W.,

und zwar so, dass alle a', a", a'", . . . positiv sind, so ergiebt sich hieraus, dass

a'= a"= a'"= - - • = n

• x — j ^ist, wenn — 0 — gerade, oder0

"= 1(180°+ &' 4-

wenn — 0 — ungerade ist, und sodann

[r, E] = j/w(cos/*+ t sin/')

[r, ^2j _ |/^(cos(2f — 6') + i sin(2/v— 6'))

[r, B»] = j/^(cos(3/'r— 6'— &") + t sin(3/"— fc;- &"))
U. S. W.

Endlich ist nach den Formeln des Artikels 8:

n — l \ l i/n .
-p-,lj = ~-p +±p- {cos /^ 4- cos(2f-&') + cos(3r-&f--&") 4- - • •

+ cos((ß - l)/*— &'— fer/- ftm ----- &(ß~2))}

+^^{sin/''+ sin (2^— 6') + sin (S/"— 5'— 5;/) H ----

H- sin ((ß — l)/*— &'— fe"— 6'" ----- &(ß~2))} ,

und ebenso ergeben sich die Werte der Functionen ( — = — ,^\ f — - — ,^2\

f — ö — 5^31 • • • ? wenn man in dieser Formel für f respective f -- ß — ,

360% Q360°Ä ... . 360% . . 360%
f—- 2— g—, /*— - 3—^—, . . . substituiert , wobei E = cos —^ -- h i sm — ̂ ~

P P P ß
vorausgesetzt ist.

16.
Eine neue Vereinfachung leitet man aus folgender Bemerkung her. Da

nach Artikel 14

± [r, E] x [r, E*~l] = [r, &] x [r, E^2] = ± [r, 2ff] [r, .Rß-3] = • - . = »

ist, wo (im ersten, dritten, u. s. w. Producte) das obere oder untere Zeichen
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zu nehmen ist, je nachdem — « — gerade oder ungerade ist, so muss sein:

im ersteren Falle:

cos (f+ f®~») = cos (f"+ f (ß~2)) = cos (/"'+ /<ß -3)) = • . . = l,

im letzteren Falle:

— cos (f+ />(ß~1)) = cos(/"'+ /i(ß"2)) = — cos (/""+ /<ß-3)) == . . . = l,

und in beiden Fällen:

sin öT+ /(ß-a)) = sin (/"'+ /-(ß~2)) = sin (/*"' + /<ß-3)) = • • • = 0.

Daher kann man setzen:

im ersteren Falle: /•(p-1)= — /", ^-2)= —/", /<P-3>= —/"",..•
im letzteren Falle: /<ß-1)==1800--/i', /(ß-2)=180°— f, /<ß^=1800— r'v

Hieraus aber folgt, dass

im ersteren Falle

im letzteren Falle aber

ist, so dass die Anzahl der Functionen A\ A!', A'",
reduciert. Hieraus folgt ferner, dass

im ersteren Falle:

. sich auf die Hälfte

2 cos f+ 2cos (2/"~y

(wo das letzte Glied offenbar = cos 0 = l ist), oder

f = I2&'+ 26"+ • • •

—

+ 2 cos^(ß-l)/'- y-

ist, je nachdem ß gerade oder ungerade ist, und
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im letzteren Falle:

f = (2&'+ 26"+ •

[Art. 16. 17]

p^, l) = - jj- + y { 2 cos (2/"~ 6') + 2 cos (4/" - 6' - &"- &"') + •

ty {2sin/'+ 2sin(3/'— 6'-6") + • • • + 2sin ((# - 1) f- V- b"

oder
1} + 180°)

=- + y 2cos W— *') + 2cos(4/"-- v— v—
-f- 2 cos ((iß — 1) f - &'— 6"

2sin /"4-2sin(3f - 6'— &") + • • • - 2)/"— &'— 6"

je nachdem £ß gerade oder ungerade ist. Von den übrigen Perioden von

— 0 — Gliedern gilt dasselbe, was wir oben angemerkt haben. Allgemein
P

scllliesst man also hieraus, dass zur Bestimmung dieser Perioden die Teilung
des ganzen Kreises in ß Teile, von welcher die Construction der Winkel
V, b", V", . . . rational abhängt, ferner die Teilung des Winkels fc'-h V'+ b"'+

... in ß Teile, endlich die Ausziehung der Quadratwurzel j/w erforderlich
ist. Wenn nun sogleich ß = £(w — 1) gesetzt wird, so fallen jene Perioden

*> u -x ^ ^ u. n • ^ ™- i !offenbar mit den doppelten Cosinus der Winkel
360° « o, 2 - , 3

360°
n ' ~ n 7 ' n

i(w — l) zusammen, so dass die Teilung des Kreises in n Teile ab-
H

hängt von der Teilung des ganzen Kreises in £(n — 1) Teile, von der Tei-
lung eines Winkels, welcher nach Ausführung jener Teilung construiert

werden kann, in ^(n—1) Teile und von der Wurzelgrösse ^n. Wenn
QßAO

man bis zu dem Sinus der Winkel , . . . fortgehen soll, so ist noch

eine Operation mehr erforderlich.

Untersuchungen über reine Gleichungen.
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Wir nehmen zur besseren Erläuterung das Beispiel des Artikels 13
wieder auf, wo wir fanden:

— 2JR2— B»

Nimmt man für E den Wert cos72°-f- i sin 72°, so ist:

A'= A'"= 2 cos 72° - 3 cos 144° +t (2 sin 72°— sin 144°)
A" = — 3 cos72° + 2 cos 144° + i( sin72° + 2 sin 144°).

Es werden daher die Winkel &', ft", ... durch die Gleichungen bestimmt
werden:

. _, 2sm72° — sin 144°
1) sm&' =

2)

3)

cos b' =

tangö —

2 cos 72° — 3 cos 144°
,/n

2 sin 72°— sin 144°

„,
COS b

sin 72° 4-2 sin 144°

yTT
—3cos72°-i-2cosl440

/rr
sin 72°+ 2 sin 144°

6)

Jede der Gleichungen l, 2, 3 genügt zur Bestimmung des Winkels &',
wenn der Quadrant, in welchem er zu nehmen ist, bekannt ist; dieser wird
aus den Vorzeichen der Grossen 2 sin 72° — sin 144°, 2 cos 72° — 3 cos 144°
entschieden werden müssen; dasselbe gilt vom Winkel &".

In unserm Falle wird b' zwischen 0 und 90°, b" zwischen 90° und
180° genommen werden. Wenn Zähler und Nenner der Gleichung 3) mit
— 3 cos 7 2° 4- 2 cos 1 44° multipliciert werden, so geht sie über in die
folgende:

^ - - sin72° -4- 13 sinl44°}

und ebenso geht aus Gleichung 6), wenn Zähler und Nenner mit
2 cos 72°— 3 cos 144° multipliciert werden, die folgende Gleichung hervor:

^ - f — 13 sin 72° — sin 144° }•
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Hieraus ergeben sich die numerischen Werte:

[Art. 18]

tang&' = + 0,4316226944, logtangfc' =9,6351042715, Z>' = 23°20'46". 04603
tang&"= —0,8355819332, logtang&"=9,9219890411^,&"=140° T 6". 52441,

woraus folgt:

5/"'= 186°48'38". 61647, /"= 37°21'43". 723294.

Wir erhalten daher:

l T/11
(2, !) = -£-4--^y-{2 cos 37°2i'43". 723294 + 2 cos 51°22'41". 400558}

(2,2) = — -i+̂ -{2cos325°21'43". 723294 4 2 cos267°22'41". 400558}

l i/TT,
(2,4) = —̂ 4-J -̂{2cos253°21'43''. 723294 4- 2 cosl23°22'41". 400558}

(2, 8) = — 4+-^r-{2cosl81°21'43''. 723294-4-2 cos339°22'/41//. 400558}v > / 5 5 i j

i i/n",
(9 5) = -1 4- -^r- 2 cos 109°21'43". 723294 4- 2 cos 195°22'41". 400558 ,

o o

und hieraus findet man:

Q(?f\O

(2, 1) = 4- 1,6825070652 = 2 cos -yy-

(2, 2) = 4- 0,8308299 = 2 cos -yy-

(2, 4) = =2 cos

(2, 8) = =2 cos

(2, 5) = =2 cos

1440°
11

2880°
11

1800°
~TT'

18.

Ein anderes Beispiel liefert uns die Gleichung x17 —1 = 0, die wir
nach einer ändern Methode schon in den „Arithmetischen. Untersuchungen"
behandelt haben. Wir setzen also n = 17, ß = 8, g = 3. Daher entsprechen

den Zahlen: 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. 14. 15. 16
die Indices: 0. 14. 1. 12. 5. 15. 11. 10. 2. 3. 7. 13. 4. 9. 6. 8.
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Hieraus finden wir:

A' = 4"""= * 4- 2J2 4- 2#2 -f- * -t- 3J24 4- 4£5 4-
A" = A"//' = 2 + 3.B-r- * + J23+ .ß4 4- 3JR5 -H
4"'= 4"" =3-f 3Ä4-2JR2H-3Jß3-f *

oder, da in diesem Falle E* -f- 1 = 0 ist:

A1 = J/""^ — 3 — 2Ä —
A" = 4'"" = l — 4£2

4'"= ̂ "" = 3 + 2R 4- 2Ä3.

Setzt man daher .#= cos 45° •+• i sin 45°, so wird:

A'= A"""= - 3 - 2»'/2, ^"= A"'"= l — 4*, ^i'"= 4""= 3 -h

Man findet daher die Grossen &', &", &/;' durch die Gleichungen:

sin &'=_J sin ̂ = - | , sin &'''= + |p

cos 6'= — y jy, cos 5"= 4- ]/ yy, cos &'"= 4- |/ jy

rö~ /"g~
taug y= + |/ -g-, tangy« - 4, tang»"'« 4- ]/ -g-,

und aus diesen ergiebt sich:

5'= 223°18'49'/, &"= 284°2/10", V"= 43°18'49f/= &'— 180°.
4/'= 550°39/48//, f'= 137°39'57".

l 117 , i(2, 1) = — g +Jy-{2cosl37°39'57'/+2cos 52°l'5/'+2cos265038'52"4-l}

l 1/17 f ,
(2, 3) = — -g+-^-{2cos 92°39/57''4-2cos322°l/5"+2cosl30038'52''— l}

l 1/17",
(2, 9) = _- + J - { 2 c o s 47°39/57'/-f-2cos232°l/5'/+2cos355038/52//4-l}

l 17 i i(2, 10) = — F + -V- ( 2 cos 2°39/57//-f 2cos 142°l/5//-f- 2 cos 220°38'52//— l }
0 o l

1 1/17 f i
(2, 13) = — ̂  + JV~ 2cos317°39'57"-h2cos 520l'5"4-2cos Sö^S'öa'^l }

'

(2, 5) = — 4- -r-{2cos272°39'57"4-2cos322°l/5'/4-2cos310°38'52"— l}
0 o l

1 1/17" /
(2,15) = — -g 4- -^g- {2 cos 227°39/5r+ 2 cos 232°!'5"4- 2 cos 175038'52"4-1}

(2,11) = —i + i-5-{2cosl82°39/57//4-2cosl42°l/5//4-2cos 40°38'52"—l)o o l J
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(2, 1) = 4- 0,092268 = cos =u \ (

(2, 3)

360°

= cos -360°

= cos 360°(2, 9)=

1(2,10)=

(2, 13) = 4- 0,93247 = cos - 360°

-g (2,11) =

:COSyy360°

Q

:COSjy360°

7
:COSyy360°.

* *
*

Von diesen allgemeineren Untersuchungen über die Functionen [r, JS],
welche die zweite in den „Arithmetischen Untersuchungen" Artikel 360 (vgl.
oben S. 434) begonnene Theorie der reinen Gleichungen in helleres Licht
setzen und erweitern, gehen wir zur genaueren Betrachtung gewisser
specieller Fälle über (wenn nämlich für ß bestimmte Werte genommen
werden); es ergeben sich hieraus mehrere nicht minder fruchtbare wie
elegante Erörterungen, von denen einige allerdings schon in den „Arith-
metischen Untersuchungen", aber nach einer anderen Methode behandelt
worden, andere aber als völlig neu zu betrachten sind. Die Entwicklung
des wunderbaren Zusammenhanges aber zwischen diesen Untersuchungen
und der höheren Arithmetik, welche dadurch sehr bedeutende und bisher
unvermutete Erweiterungen erfahren hat, behalten wir uns für eine demnächst
zu veröffentlichende Abhandlung vor. — Übrigens werden wir in der ganzen
folgenden Untersuchung annehmen, dass für r eine eigentliche Wurzel der
Gleichung xn—1 = 0 und für R eine eigentliche Wurzel der Gleichung
jfi— 1 = 0 genommen wird.

19.

Wir beginnen mit dem Werte ß = 2, wo also für E der Wert — l zu
nehmen ist. Unsere Function [r, JK] wird daher:

and man hat:

[r, S] --

Untersuchungen über reine Gleichungen. 651

und allgemein, wenn X eine beliebige durch n nicht teilbare ganze Zahl
bezeichnet:

[/, R] = -h [r, JB], wenn X quadratischer Rest von n
[/, jß] = — [r, Ä], wenn X quadratischer Nichtrest von n ist.

Ferner werden offenbar, wenn die unter den Zahlen l, 2, 3, ..., n — l
enthaltenen quadratischen Beste von n unbestimmt mit a und die Nicht-
reste von n innerhalb desselben Intervalls mit b bezeichnet werden, die
Zahlen

l, 9*, A •-..,/~3,

wenn man auf die Eeihenfolge keine Rücksicht nimmt, nach dem Modul n
den Zahlen a und ebenso die Zahlen

den Zahlen b congruent sein, so dass [r, E] = 2ra — 2r wird.
360°

Wenn wir daher = w und r = cosfoo -l- isiuku setzen, so wird:n

[r, E] = 2 cos fl#ü> — 2 cos bJcu -f- »2 sin ##u> — »2 sin bku.

Nun ist nach Artikel 14 das Quadrat der Function [r, JB] gleich + M
oder gleich — w, je nachdem ^ von der Form 4# +1 oder 4^ — l ist, und
daher ist in dem crsteren Falle [r, R] = ± j/X in dem letzteren [r, Jß] = ± e |/̂ ,
das der Wurzelgrösse vorgesetzte Vorzeichen aber bleibt zweifelhaft. Hieraus
ergeben sich die folgenden Summationen:

I. Wenn n von der Form 4# -f-1 ist:

= 0.

II. Wenn n von der Form 4# — l ist:

2 cos äkw — 2 cos bku = 0

Ferner wird, da offenbar der ganze Complex der Zahlen a, b mit den
Zahlen l, 2, 3, . . . , n — l übereinstimmt,

Ira : r -f- r2 -h r3 •+• < n—i

und somit:
2cosa#ü> 4- 2cos&#ü> = — l
2sina#ü> -f- 2sin&Äxo = 0.

Hiernach ergeben sich aus den vorigen Summationen die folgenden:
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I. Für den ersten Fall:

> = — 4- zt -

[Art. 19]

= — i HF i

= 0.

II. Für den zweiten Fall:

2 sin &#ü> =

Diese Summationen sind nach einer nicht sehr verschiedenen Methode
schon in den „Arithmetischen Untersuchungen" Artikel 356 (vgl. oben S. 425)
ermittelt worden; zwar vermag keine von beiden Methoden die Zweideutig-
keit des der WurzelgrÖsse vorzusetzenden Zeichens zu beseitigen, doch haben
wir diese Lücke neulich in einer besonderen Abhandlung ausgefüllt, wo wir
bewiesen haben, dass für Jc=l in allen angegebeneu Formeln die oberen
Vorzeichen genommen werden müssen.

Beweis einiger Sätze über die Perioden der
Klassen der binären Formen zweiten Grades.

Satz I. Die Anzahl der (eigentl ich primitiven) Klassen mit
derselben De te rminan te , welche zur Pten Po tenz erhoben, wo P
en twede r eine Pr imzahl oder die Po tenz e iner Pr imzahl gleich
pn ist, die Hauptk lasse K h e rvo rb r ingen , ist entweder gleich l
oder gleich einer Potenz derselben Primzahl p.

Beweis. Es sei (Ö) die vollständige Gruppe aller in Eede stehenden
Klassen und n ihre Anzahl. Da die Hauptklasse K notwendig in (ß)
enthalten ist, so ist der Satz evident, wenn sie allein darin vorkommt.
Kommen aber noch andere darin vor, so wird die Anzahl der in der Periode
einer jeden enthaltenen Klassen eine Potenz von p sein. Es sei A eine
von ihnen und es werde vorausgesetzt, dass ihre Periode (3l) p" Klassen
enthalte, welche alle in (Ö) enthalten sein werden. Wenn nun die Klassen
dieser Periode (3l) den Complex (Ö) erschöpfen, so hat mau p" = n, und
der Satz wird bewiesen sein; wenn nicht, so sei B eine beliebige nicht in
(3l) enthaltene Klasse von (ö), und man nehme an, dass ihre Periode
entwickelt sei, bis man zu einer Klasse bB gelangt, welche gleichzeitig
unter den Klassen von (3l) vorkommt, was notwendig eintreten muss, da
wenigstens die Hauptklasse dieser Periode und der Periode (3l) gemein-
schaftlich ist. Setzt man nun voraus, dass bB die erste Klasse in der
Periode B ist, welche auch in (3l) vorkommt, oder dass b so klein wie
möglich ist, so behaupte ich:

1. dass b eine Potenz von p ist. Denn es ist klar, dass man, wenn
man b=p^h, bB — iA und hk=I (mod. p*) setzt (was möglich ist),
JcbB = p^hkB=p^B = ikA hat, d. h. dass p^B auch unter den Klassen von
(3l) sich findet, woraus folgt, dass h= l und b= p^ ist.

2. dass, wenn man die Klassen K, B, 2B, ..., (b — 1) B mit (33)
bezeichnet, alle Compositionen einer Klasse von (3l) mit einer Klasse
von (33) p*+^ verschiedene Klassen geben werden. Denn nimmt man
m A H- nB = m'A -i- n'B und n = n' an, so hat man notwendig m = m';
ist n > n', so hat man (n — n') B = (m'— m) A, was unmöglich ist, wenn
man nicht n = ri hat.
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3. dass diese #a+^ verschiedenen Klassen unter (Q) enthalten sind,
was evident ist.

Wenn nun diese jpa~*~^ Klassen den Complex (G) erschöpfen, so ist der
Satz bewiesen; wenn nicht, so wähle man eine andere unter jenen nicht
enthaltene Klasse von (Q) aus, etwa C, und setze ihre Periode fort, bis
man zu einer Klasse gelangt, welche bereits unter den aus (8l) und (33)
zusammengesetzten Klassen enthalten ist. Durch eine der vorigen ähnliche
Schlussreihe zeigt man, dass der Exponent dieser Klasse eine Potenz von
p sein muss, =^T, und dass die Composition der p* ersten Klassen der
Periode von C mit den p*+ p bereits gefundenen Klassen p*+$+t verschiedene
Klassen giebt, welche alle unter (Q) enthalten sind. Wenn diese Klassen
noch nicht (Q) erschöpfen, so behandle man in derselben Weise eine
vierte Klasse D u. s. w. und es ist klar, da (ß) aus einer endlichen Anzahl
von Klassen besteht, dass diese Operationen ebenfalls aufhören werden
und dass n gleich einer Potenz von p wird.

Satz u. Wenn die Anzahl aller Klassendes Hauptgeschlechts
durch aaü^cT ... ausgedrückt wird, wo a , f c , c . . . ve rsch iedene
Primzahlen bezeichnen, so giebt es in diesem Geschlechte
aa, 6P, CT, . . . Klassen, welche, zur Potenz a", 6^, CT, ... respective
erhoben, die Hauptklasse hervorbringen.

Beweis. Sind A, A', A",... sämtliche Klassen, welche zur Potenz
oß erhoben die Hauptklasse K hervorbringen und ist (3l) der Complex der-
selben, haben ferner JB, £', JB", . . . , (33), sowie 0, C', G", . . . , (6) u. s. w.
analoge Bedeutungen, so behaupte ich, dass aus der Composition aller
Klassen von (9l) mit allen Klassen von (33) mit allen Klassen von (6) u. s. w.
unter einander verschiedene Klassen hervorgehen. Denn wenn A -+- B -f- 0+ . . .
= A'+ B'+ C'-h . . . ist, so hat man, wenn man A — A'= A", B — JS'= B",
u. s. w. setzt:

mithin, wenn man zur Potenz tf CT . . . erhebt, (feß CT . . .) A"= K, woraus sich
leicht ergiebt A"= ITund A = A' und auf dieselbe Weise hat man: B = 2?',
C = C', u. s. w. Die Gesamtheit dieser Klassen sei gleich (S). Ferner
ist klar, dass alle diese Klassen zum Hauptgeschlechte gehören. Endlich
kann es keine Klasse in dem Hauptgeschlechte geben, die nicht unter (£)
enthalten wäre. Es sei ...

Über den Zusammenhang zwischen der
Anzahl der Klassen, in welche die binären
Formen zweiten Grades zerfallen, und ihrer

Determinante.

i.
i.

Es sind schon dreiunddreissig Jahre verflossen, seit ich die Prinzipien
des wunderbaren Zusammenhanges, welchem die vorliegende Abhandlung
gewidmet ist, entdeckte, wie ich schon am Schlüsse der „Arithmetischen,
Untersuchungen" bemerkt habe. Aber andere Beschäftigungen zogen mich
lange Zeit hindurch von dieser Untersuchung ab, bis ich in neuerer Zeit
wieder zu ihr zurückzukehren und durch erneute Bemühungen sie zu er-
weitern vermochte. Da jedoch dieser neue Teil der höheren Arithmetik
die Grenzen einer Abhandlung überschreitet, so soll diese erste Abhandlung
den Formen mit negativer Determinante gewidmet sein; die Formen mit
positiver Determinante aber, welche eine ganz eigentümliche Behandlung
erfordern, müssen einer ändern Abhandlung vorbehalten bleiben.

2.
Die Grundlage des ganzen Gegenstandes bildet eine eigentümliche

Untersuchung über die Anzahl aller Combinationen der ganzzahligen Werte,
welche zwei unbestimmte ganze Zahlen innerhalb eines vorgeschriebenen
Gebietes annehmen. Offenbar kann diese Aufgabe auch unter geometrischer
Fassung dargestellt werden, nämlich die Anzahl der complexen Zahlen
zu ermitteln, deren Darstellung innerhalb einer vorgeschriebenen Figur
fällt. Die Beschaffenheit der Figur wird von der Beschaffenheit der sie
umgebenden Linie und somit entweder von einer einzigen Gleichung zwischen
den Coordinaten #, y (wenn der Umfang eine in sich zurückkehrende
Kurve ist) oder von mehreren solchen Gleichungen (wenn er aus mehreren
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gekrümmten oder geraden Teilen besteht) abhängen, und es wird unserm
Belieben überlassen sein, ob wir die den complexen ganzen Zahlen ent-
sprechenden Punkte, welche etwa auf dem Umfange gelegen sind, der Anzahl
zuzählen, oder von ihr ausschliessen wollen.

Bei der analytischen Darstellung jener Aufgabe können jene Grenz-
bedingungen immer so ausgedrückt werden, dass entweder eine oder mehrere
gegebene Functionen P, §, .72, . . . der Veränderlichen #, y positive oder
nichtnegative (je nachdem der Wert 0 ausgeschlossen oder zugelassen wird)
Werte erhalten sollen.

So ist z. B., wenn die vorgeschriebene Figur ein Kreis ist, dessen
Radius = j/CJ ist, während sein Mittelpunkt in einen einer ganzen
complexen Zahl entsprechenden Punkt fällt, die analytische Bedingung die,
dass A — x2 — y* nicht negativ sei, wofern wir, was wir immer annehmen
werden, die Punkte, welche auf der Peripherie selbst liegen, beibehalten
wollen. Ist die Figur ein Dreieck, so müssen die drei linearen Functionen
ax -h T)y 4- c, a'x -h Vy 4- c', a"x + Wy 4- c" nichtnegative Werte haben,
und ähnlich in ändern Fällen.

3.
Eine exacte Lösung der Aufgabe muss, allgemein zu reden, in der

Weise vorgehen, dass zunächst aus der Natur der Bedingungen die eine
Veränderliche z. B. x in Grenzen eingeschlossen werden muss, innerhalb
deren die einzelnen ganzen Werte der Keine nach verlaufen, und ermittelt
werden muss, wieviele ganzzahligen Werte der ändern Veränderlichen y
jedem einzelnen Werte von x entsprechen; die Anzahlen dieser müssen
sodann zu einer Summe vereinigt werden. In speciellen Fällen giebt es
meistenteils specielle Kunstgriffe zur Abkürzung der Arbeit.

Ist z. B. die Figur wie oben ein Kreis mit dem Radius j/GT, so sei r
die grösste unterhalb j/Ä liegende ganze Zahl oder ]/~A selbst, wenn A
ein Quadrat ist. Ebenso seien r', /', r'", ..., r^ die grössten unterhalb
l/A — l, yA — 4, ]/A — 9, . . . , |/J. — r2 respective liegenden ganzen
Zahlen. Dann ist die gesuchte Anzahl:

= fr + l + 2(2/4- 1) -H 2(2r"4- 1) 4- 2(2/"4- !) + • • •
= i + 4r 4. 4/4- 4r"+ 4/"H ----- h ^W.

Kürzer ist in diesem Beispiel die folgende Methode. Es sei # die
grösste unterhalb ]/%A gelegene ganze Zahl (oder gleich j/pf, sobald
dieses eine ganze Zahl ist) und ebenso seien /5+1) ,
grössten unterhalb — fa-t-1)2, jM — (q -f- 2)2, j/4 — fe + 3)2,

— r2 gelegenen ganzen Zahlen. Dann ist die gesuchte Anzahl:

4r 4- •

Über die Klassenanzahl der binären Formen.

Nach dieser Formel ist die Anzahl ermittelt worden:
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A

100
200
300
400
500
600
700
800
900
1000

317
633
949
1257
1581
1885
2209
2521
2821
3149

A

1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000
8000
9000
10000

3149
6293
9425
12581
15705
18853
21993
25137
28269
31417

A

10000
20000
30000
40000
50000
60000
70000
80000
90000
100 000

31417
62845
94237
125629
157 093
188453
219901
251 305
282 697
314197.

4.
Für u n s e r n Zweck is t eine genaue Bes t immung nicht

er forder l ich , v ie lmehr nur die Ermi t t lung eines Ausdrucks ,
we lche r die genaue Anzahl in bel iebiger A n n ä h e r u n g ergiebt,
sobald man die Grenzen ins Unendliche erweitert. Vor allen Dingen müssen
wir aber, da dies etwas willkürliches enthält, die Sache genauer entwickeln.

Wir nehmen also an, dass die Functionen P, $, Jß, .. . ausser den
Veränderlichen x, y ein konstantes Element k enthalten, so dass die ein-
zelnen Functionen JP, Q, E, . . . homogene Functionen der drei Grossen
#, y, Je sind. Auf diese Weise wird die durch die Gleichung P = 0, Q = 0,
E = 0, ... bestimmte Figur von Je abhängen derart, dass verschiedenen
Werten von Je ähnliche und mit Bezug auf den Coordinatenanfangspunkt
ähnlich gelegene Figuren entsprechen, und die analogen linearen Dimen-
sionen werden den Werten von Je, die Flächeninhalte aber den Werten von
Je2 proportional sein. Bezeichnet man nun die Anzahl der Punkte innerhalb
der Figur mit J/, den Flächeninhalt mit F, so müssen offenbar mit
wachsendem Je auch M und V wachsen; wächst aber Je ins Unendliche, so
werden sich M und V beliebig weit dem Verhältnis der Gleichheit nähern,
oder, wenn man elementare Klarheit wünscht, es wird, wenn eine beliebig
kleine Grosse X gegeben ist, immer eine solche Grenze angegeben werden
können, dass für jeden diese Grenze übersteigenden Wert von Je sicher
M
-y zwischen l — \ und l -f- X liegen muss. Nach der üblichen Ausdrucks-

weise kann man dies so andeuten: es werde M= V für einen unendlichen
Wert von Je.

In unserem Beispiel findet die erforderliche Bedingung statt, wenn man
Je = JA setzt, und es wird die Kurve ein Kreis, dessen Flächeninhalt = nA
ist, wo n: den halben Umfang eines Kreises mit dem Radius l bezeichnet.
Die oben angegebenen Zahlen lassen die Convergenz deutlich erkennen.
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Wenn es sich übrigens der Mühe lohnte, würden wir den Beweis dieses
Satzes in aller Strenge führen können; indessen unterdrücken wir denselben
an dieser Stelle lieber und gehen zu schwierigeren Sachen über.

5.
In dieser Abhandlung wird die Grenze durch eine einzige Gleichung

von der Form ax2 + ^Ixy -f- cy2 = A dargestellt, wo a, fc, c ganze Zahlen
sind und b2 — ac eine negative Zahl ist, die wir gleich —D setzen. Offen-
bar wird die die Figur bestimmende Kurve eine Ellipse, und es ergiebt sich
leicht, dass die Quadrate der Halbachsen die Wurzeln der Gleichung

_ b2)q2—A(a -f- c)q -\-A2 = 0, oder gleich A
a + c ± J/4&2 -f- (a — c)2

sind. Das Product dieser Wurzeln wird
A2

der Ellipse = -=•

ac — b2

2(ac — b2)

= -^r, somit die Fläche
A?
D

Hieraus folgt also, dass die Anzahl aller Combinationen von ganzzahligen
Werten der Veränderlichen #, y, für welche der Ausdruck ax2 -h 2bxy + cy2

den Wert A nicht übersteigt, mit wachsendem A sich beständig mehr der

Grosse ,— - nähert und für ein unendlich grosses A diesem Werte gleich-

gesetzt werden muss. Ferner ist klar, dass es in dieser Hinsicht gleichgültig
ist, ob die Combination x = 0, y = 0 den übrigen zugezählt oder davon
ausgeschlossen wird. Auf diese Weise ist also die gesuchte Anzahl (im
letzteren Sinne) nichts anderes, als das Aggregat der Anzahl der Darstel-
lungen der einzelnen Zahlen l, 2, 3,..., A durch die binäre Form zweiten
Grades ax2 + 2bxy -h cy2, und da von jenen Zahlen die einen überhaupt nicht
durch diese Form dargestellt werden können, die ändern mehr oder weniger

Darstellungen besitzen, so ist die Grosse als mittlerer Wert der An-
VD

zahl der Darstellungen einer unbestimmten positiven Zahl durch irgend
eine Form, deren Determinante gleich — D ist, zu betrachten.

6.
Bevor wir zu einer a l l g e m e i n e n Dar legung des Fo lgenden

übergehen , schien es uns gut, einige b e s o n d e r e Fälle zu entwickeln,
damit man die Art und Weise der Argumentation leichter durchdringen
könne. Wir nehmen daher zunächst die Form x2 + y2 wieder auf, für
welche somit die Anzahl der Darstellungen einer unbestimmten Zahl den
mittleren Wert rc erhält. Die Anzahl der wirklichen Darstellungen einer
gegebenen Zahl aber wird ohne Schwierigkeit aus den in den „Arithme-
tischen Untersuchungen" begründeten allgemeinen Prinzipien bestimmt. Be-
zeichnen wir mit f(A) die Anzahl der Darstellungen der Zahl A, so ist
dieselbe gleich 4, wenn A= l oder = 2 oder eine Potenz von 2 ist; gleich

8, wenn A eine Primzahl von der Form 4w 4- 1 oder das Product einer
solchen Primzahl in eine Potenz von 2 ist; gleich 0, wenn A eine Prim-
zahl von der Form \n -f- 3 oder durch eine solche Primzahl, aber nicht
durch das Quadrat derselben, teilbar ist; endlich allgemein

entweder = 4 (a + 1) (ß + 1) (7 + 1) . . .
oder = 0,

je nachdem, sobald die Zahl A auf die Form ^Scfb^ $ , . . . gebracht ist,
wo a, &, c, . . ungleiche Primzahlen von der Form 4^+1 bezeichnen, S aber
das Product aus den Primzahlen von der Form 4n 4- 3 ist, wenn etwa solche
unter den Factoren der Zahl A vorkommen, je nachdem also die Zahl 8
ein Quadrat ist oder nicht. Es ist also klar, dass f(A) einzig und allein
von der Art und Weise abhängt, in welcher die Primzahlen 3, 5, 7, 11. 13, ...
unter den Factoren der Zahl A vorkommen, so dass man allgemein setzen muss

wenn wir voraussetzen , dass (3), (5), (7), ... so genommen werden, dass,
wenn p eine Primzahl bezeichnet,

erstens (p) = l ist, falls p in A nicht aufgeht,
zweitens (p) = a -f- l ist , falls p von der Form 4n + l und p" die

höchste in A aufgehende Potenz ist,
drittens (p) = Q ist, falls p von der Form 4w-t-3 und der Exponent

der höchsten in A aufgehenden Potenz von p ungerade ist, endlich
viertens (p) = l ist, falls p von der Form 4^ + 3 und der Exponent

der höchsten in A aufgehenden Potenz von p gerade ist.
Offenbar ist der erste Fall unter dem zweiten und vierten enthalten.
Auf diese Weise schreiten also die Glieder der Keine /"(l), /'(2), /*(3),

/"(4), . . . höchst unregelmässig fort, obwohl, je grösser die Anzahl genommen
wird, der mittlere Wert = ir um so genauer daraus entstehen muss. Das
Aggregat /*(!) + f(2) -f- /*(3) H ----- h f(A) wollen wir mit F(Ä) bezeichnen.

7.
Setzen wir nun allgemein f(m) 4- f(^n)=f(m\ so sieht man leicht, dass

wird, d. h. es wird f(A) von der Beziehung von A zu 3 unabhängig sein,
so dass die Irregularität der Eeihe /"(l), /*(2), f(3), /*(4), /" (5), f(6), . . .
nicht nur später anfangen, sondern auch viel geringer sein wird. Setzen
wir ferner:

F(A).
so ist:

F(3J) + f(S) + /"(6) + /X9)

Hieraus folgt leicht, dass, wenn A ins Unendliche wächst,
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gesetzt werden muss, oder dass der mittlere Wert der Glieder der Reihe
r«, m», /m m, ...

= 3*
ist.

Setzt man allgemein: — f(m)-\-f(bm) = f'\m)^ so wird in ähnlicher
Weise :

/"'(A) = 4(7). (11). (13)..-,

oder es fallen aus der neuen Reihe /""(l), f'(%), ... die von der Relation
zu 5 abhängenden Unregelmässigkeiten heraus. Und setzt man das Aggregat

r o) + r ( • + r« = F"(
so wird:

= — F'(m) + F'($m\

woraus folgt, dass, wenn m ins Unendliche wächst,

F"(5m) = f 7t • 4w

gesetzt werden muss, oder dass der mittlere Wert der Glieder der Reihe
gleich f • £rc ist.

Wenn wir in derselben Weise weiter fortgehen, indem wir neue Reihen
bilden, bis wir die Factoren (7), (11), (13), (17),... nach einander fort-
geschafft haben, s'o werden diese sich mehr und mehr der Unveränderlichkeit
nähern und die mittleren Werte werden der Reihe nach die neuen Factoren
8 12 12 16 20 __ . .

~ö~> 77"? Tä> T7 5 Tö"' • • • erhalten ? wo die Nenner die Primzahlen in natur-i 11 i «5 i i iy
licher Reihenfolge, die Zähler aber um eine Einheit grösser oder kleiner
sind, je nachdem jene Primzahlen von der Form 4n — l oder 4^+1 sind.
Da nun, wenn dieser Process ins Unendliche fortgesetzt wird, der konstante
Wert 4 dem mittleren Werte immer näher kommen muss, so erhalten wir:

4 4 8 12 12 . . „
= = * ' ' ' - m m t

oder-
11 13

* 3 + 1 5 — 1 7 + 1 11 + 1 13 — 1

Werden die einzelnen Brüche in unendliche Reihen entwickelt:

_
3 + 1

5

1+ JL
3 ^ 9

L
27

l l l
5 — 1~~ 5 +25 +I25 H

_Z_-l_i + i. __ L . .
7 + 1"" 7^49 343"^

U. S. W.,
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so entwickelt man das Product leicht in:

_ _ _. _ _
3 5 7 9 1 1 1 3 '"'

und die Summe dieser Reihe ist, wie allgemein bekannt, gleich ^TT. In der
That ist auf umgekehrtem Wege schon längst hieraus die Gleichheit zwischen
^TC und dem unendlichen Producte f *f *f • • • von Eule r abgeleitet worden
(Introä. in analysin 4nf. T. I, Cap. XV, § 285).

An z w e i t e r S te l le betrachten wir die F o r m x2 + 2#2, für welche
die Anzahl der Darstellungen einer unbestimmten Zahl einen mittleren Wert

gleich —j= haben wird. Bezeichnet man mit f(Ä) die Anzahl der Dar-
]/2

Stellungen der gegebenen Zahl A durch jene Form, so ist dieselbe gleich 2
für A=l oder A = 2 oder wenn A eine Potenz von 2 ist; ferner ist
f(A) = 4, wenn A eine aus der Reihe der Primzahlen, deren quadratischer
Rest — 2 ist, oder der Primzahlen von der Form 8# + l, 8& + 3, also
A = 3, 11, 17, 19, 41, 43, ... ist; endlich ist f(Ä) = 0, wenn A eine Prim-
zahl ist, von welcher — 2 quadratischer Nichtrest ist, nämlich eine Zahl
aus der Reihe 5, 7, 13, 23, 29, 31, ... oder von der Form 8Ä + 5 oder 8Ä + 7
ist. Allgemein muss man setzen

entweder f(A) = 2(a -
oder f(A) = 0,

je nachdem, wenn die Zahl A auf die Form 2 fxSa*v CY ... gebracht ist, wo
a, b, c, .. . ungleiche Primzahlen von der Form 8Ä+ l, 8# + 3 bezeichnen,
dagegen S das Product aus den übrigen Zahlen (von der Form 8 # + 5,
8& + 7) ist, wenn solche unter den Factoren der Zahl A enthalten sind,
je nachdem also S ein Quadrat ist oder nicht. Hierauf gehen wir durch
ganz ähnliche Schlussfolgerungen wie im vorigen Artikel von der Reihe
/(l), /*(2), /X3), /"(4), f(5), . .. oder 2, 2, 4, 2, 0, 2, ... nach und nach zu
immer mehr konstant werdenden Reihen fort, deren mittlere Werte der Reihe

n _*_ 2_ _?i_ % ü_ TC 2 6 8
]/¥' j / f ' 3 ' j /f ' 3 ' 5 ' ^ ' 3 ' 5 ' r

dass wir zu der Gleichung gelangen:

sind, und -zwar so,

1/2" 3 '5 ' 7 '11*13 '17 *19 ' " 5

wo die Nenner die natürliche Reihe der Primzahlen bilden, die Zähler aber
um eine Einheit kleiner sind als die Nenner, sobald diese von der Form
8Ä + l oder 8Ä + 3, dagegen um eine Einheit grösser sind als die Nenner,
sobald die letzteren von der Form 8Ä + 5 oder 8# 4- 7 sind.
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II.
1.

Es sind schon sechsunddreissig Jahre verflossen, seit ich die Prinzipien
des in dieser Abhandlung zu behandelnden wunderbaren Zusammenhanges
entdeckt habe, wie ich schon am Schlüsse der „Arithmetischen Unter-
suchungen" bemerkte. Andere Beschäftigungen aber hatten mich lange Zeit
hindurch von dieser Untersuchung abgezogen, bis ich erst kürzlich wieder
zu ihr zurückzukehren und durch erneute Bemühungen sie zu erweitern
vermochte. Da jedoch der Umfang dieses neuen Teils der höheren Arith-
metik die Grenzen einer Abhandlung überschreitet, so soll diese erstere
Abhandlung den Formen mit negativer Determinante gewidmet sein; die
Formen mit positiver Determinante aber, welche eine ganz eigentümliche
Behandlung erfordern, sollen einer zweiten Abhandlung vorbehalten bleiben.

2.
Zu unserm Zwecke bedürfen wir eines Satzes, der an sich zwar arith-

metisch ist, dessen Natur man aber bequemer und deutlicher durch in
geometrische Form gekleidete Betrachtungen vor Augen führen kann.

Ist in einer unendlichen Ebene eine durch eine irgend wie beschaffene
Linie begrenzte Figur gegeben, so lässt sich ihr Flächeninhalt annähernd
bestimmen, wenn man die Ebene in Quadrate teilt und die Anzahl sowohl
derjenigen, welche ganz innerhalb der Figur liegen, als auch derjenigen,
welche ven dem Umfang der Figur geschnitten werden, zählt, und wird
offenbar die Fläche mit Kecht kleiner oder grösser sich ergeben, je nach-
dem die letzteren Quadrate entweder weggelassen oder zu den ersteren
hinzugezählt werden. Wenn man aber die letzteren auf der Grenze
gelegenen Quadrate nach Massgabe irgend welchen Prinzips teils aus-
schliessen teils zuzählen wollte, so wird der Fehler bald positiv bald
negativ sein können, notwendig aber kleiner sein als das Aggregat aller
auf der Grenze gelegenen Quadrate, Je kleiner die Quadrate genommen
werden, um so genauer wird auf diese Weise die Fläche bestimmt werden,
und eine derartige Annäherung wird man ins Unendliche fortsetzen oder
die Quadrate so klein nehmen können, dass der Fehler kleiner wird als
irgend eine gegebene Grosse. Obwohl dies schon an und für sich evident
sein dürfte, wollen wir doch nicht verfehlen, es durch einen strengen Beweis
zu begründen.

Je zwei Quadrate können entweder nur einen Winkelpunkt oder zwei
oder gar keinen gemeinschaftlich haben; im ersten und zweiten Falle sollen
sie einander benachbart, im dritten von einander getrennt heissen. Offenbar
giebt es Quadrate, die sämtlich einander benachbart sind, nur je vier und
daher müssen unter je fünf verschiedenen Quadraten wenigstens zwei von
einander getrennte vorkommen. Da nun die Entfernung zwischen zwei in
getrennten Quadraten liegenden Punkten nicht kleiner als die Seite der
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Quadrate, die wir mit a bezeichnen wollen, sein kann, so wird offenbar,
wenn ein Punkt, welcher von irgend einer Stelle eines Quadrats ausgegangen
ist, der Reihe nach das zweite, dritte, vierte Quadrat durchschneidet und
schliesslich zum fünften Quadrat gelangt, die Länge des Weges sicher nicht
kleiner sein als a. Und da aus ähnlichem Grunde, wenn die Linie fort-
während andere Quadrate durchläuft, der Teil zwischen dem fünften und neunten
Quadrat, ferner zwischen dem neunten und dreizehnten Quadrat u. s. w.
nicht kleiner sein kann als a, so schliessen wir leicht, dass eine in sich
zurückkehrende Linie, welche im Ganzen n verschiedene Quadrate berührt

hat, sicher nicht kleiner als . sein kann. Umgekehrt also kann eine

4l
geschlossene Linie, deren Länge gleich l ist, sicher nicht mehr als 4 H

d

verschiedene Quadrate berührt haben. Da die Fläche dieser = 4a2 -f- 4a/,
wenn a ins Unendliche abnimmt, kleiner werden kann als jede gegebene
Grosse, so gilt dasselbe umsomehr von dem Fehler der Quadratur, über die
wir oben gesprochen haben.

3.
Ein Prinzip für die Zulassung oder Ausschliessung der auf der Grenze

der Figur gelegenen Quadrate kann auf viele verschiedene Arten aufgestellt
werden; das einfachste scheint jedoch zu sein, nur auf die Lage des
Mittelpunktes eines jeden Quadrats Rücksicht zu nehmen, so dass die
Quadrate, deren Mittelpunkte innerhalb der Figur liegen, zugelassen, die-
jenigen aber, deren Mittelpunkte ausserhalb der Figur sich befinden, aus-
geschlossen werden, während es dem Belieben überlassen bleibt, ob man die
Quadrate, deren Mittelpunkte zufällig auf der Peripherie selbst liegen,
lieber zulassen oder ausschliessen will. An Stelle der Mittelpunkte könnte
man auch jeden beliebigen ändern in den einzelnen Quadraten analog
gelegenen Punkt nehmen.

Auf diese Weise kommt die Sache darauf hinaus, dass wir uns in
einer Ebene gleichweit von einander abstehende und auf äquidistanten
Geraden derart gelegene Punkte denken, dass Quadrate entstehen. Ist dies
geschehen, so können wir dem Satze des vorigen Artikels zufolge behaupten,
dass die Anzahl der in der Figur enthaltenen Punkte multipliciert mit dem
Quadrat der Entfernung zweier benachbarten Punkte, so nahe man will,
gleich dem Flächeninhalt der Figur wird, wenn nur jene Entfernung hin-
reichend klein genommen wird, oder, um in der gewöhnlichen Redeweise
zu sprechen, dass jenes Product die Fläche darstellt, wenn die Entfernung
unendlich klein ist.

4.
Die Kurve, welche durch folgende Gleichung zwischen den recht-

winkligen Coordinaten p, q

ap2 -h %bpq + cq2 = l
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dargestellt wird, ist ein Kegelschnitt, und zwar eine Ellipse, wenn a, c und
ac — b2 positive Grossen sind; der von dieser Ellipse umschlossene Flächen-

Der Wert der Grosse ap2 4- %bpq 4- cq2 istinhalt findet sich =•

ausserhalb der Ellipse überall grösser als l, innerhalb der Ellipse kiemer
als l, negativ aber nirgends.

Man denke sich ein System von Punkten über die Ebene, in welcher
die Ellipse gelegen ist, so zerstreut, dass sie Quadrate bilden, deren Seiten
gleich X und den Coordinatenachsen parallel sind, wobei es gleichgültig
ist, ob der Coordinatenanfangspunkt oder der Mittelpunkt der Ellipse mit
irgend einem, dieser Punkte zusammenfällt oder nicht. Ist die Anzahl der
Punkte innerhalb der Ellipse mit Hinzuzählung derjenigen, welche etwa
auf der Peripherie gelegen sind, gleich m, so ist nach dem Satze des

vorigen Artikels
— b2 die Grenze der Grosse wX2, der sie sich, soweit

man will, nähert, wenn X ins Unendliche abnimmt.
Wenn man annimmt, dass der Anfangspunkt der Coordinaten mit irgend

einem Punkte des Systems zusammenfällt, so werden, wenn man p = X,r,
q = ky setzt, offenbar für die einzelnen Punkte des Systems x und y ganze
Zahlen sein, und umgekehrt wird jede Combination garizzahliger Werte der
Grossen x, y irgend einem Punkte des Systems entsprechen. Hiernach ist
die Zahl m nichts anderes, als die Anzahl aller Combinationen von ganz-
zahligen Werten der Grossen #, #, für welche F nicht grösser wird als Jf,
wenn wir der Kürze wegen die Function oder die Form zweiten Grades

ax2 4- 'Zbxy 4- cy2 mit F und die Grosse -p mi* M bezeichnen. Die Deter-

minante dieser Form ist b2 — «c, wofür wir — D schreiben werden. Daher
wird unser Satz jetzt so aus zusprechen sein.

Satz L Die Anzah l m aller C o m b i n a t i o n e n von ganzzah l igen
Wer ten der Unbes t immten #, #, für welche der Wert e iner Form
mit der negat iven De te rminan te — D die G r e n z e M n icht über -

schrei te t , wird gleich —7=, al lerdings nur nähe rungswe i se , aber

mit e iner ins Unend l i che wachsenden A n n ä h e r u n g , w e n n M ins
U n e n d l i c h e wächst . Es b r a u c h t kaum darauf h ingewiesen zu
w e r d e n , dass die u n e n d l i c h e A n n ä h e r u n g hier (und e b e n s o im
Folgenden) nicht so zu v e r s t e h e n ist, als ob die Di f f e renz

zwischen -7= und m selbst ins Unend l i che abnähme , v ie lmehr
!/D

wird sich das Verhäl tnis zwischen d ie sen Grossen i m m e r mehr

der Einheit nähern , oder es wird -- r= — l ins Unend l i che ab-
myD

nehmen .

5.
Um die Auszählung wirklich auszuführen, kann man so verfahren, dass

für die einzelnen ganzen zwischen den Grenzen — \ ~f\ und ~^~V~JT £e~

legenen Werte von x je zwei der Gleichung F=M entsprechende Werte
von y berechnet werden, woraus man die Anzahl der ganzen zwischen diesen
gelegenen Zahlen ohne Weiteres erhält. Da diese Anzahl für entgegen-
gesetzte Werte von x dieselbe ist, so sind wir beinahe von der Hälfte der
Arbeit befreit. Man kann die Sache auch so durchführen, dass man die
Werte von x zählt, welche den einzelnen Werten von y zwischen den Grenzen

entsprechen. Durch zweckmässige Verbindung beider

Methoden kann die Arbeit noch mehr erleichtert werden, was wir jedoch
hier nicht ausführlicher darlegen; es möge genügen, wenn wir über den
einfachsten Fall Einiges hinzufügen.

Ist die Form F=x2 + y2 oder die Kurve ein Kreis und bezeichnen
r, /, r", /",..., r(r) die grössten ganzen Zahlen, welche respective kleiner
sind als

/M, /Jf—1, j/Jf—4, yM— 9, ...,

oder diese selbst, wenn etwa unter diesen Grossen ganze Zahlen enthalten
sind, so ist die gesuchte Anzahl:

m = 2r 4-1 4- 2(2/4- 1) 4- 2(2r"4- 1) 4- 2(2r'"4- 1) H h 2(r(r)4- 1)
=- i 4- 4r 4- 4/4- 4r"4- 4/"-j h 4r(r).

Einfacher aber erreichen wir dasselbe, wenn wir mit q die grösste
unterhalb j/^^f (oder diese Grosse selbst, wenn sk eine ganze Zahl ist)
liegende ganze Zahl bezeichnen, mit Hülfe der Formel:

m = 402 4-1+ 4r 4- 8 (r^i; 4- r«™ 4- r«™ 4-

Auf diese Weise sind folgende Anzahlen ermittelt worden:

M

100
200
300
400
500
600
700
800
900

1000

m

317
633
949

1257
1581
1885
2209
2521
2821
3149

M

1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000
8000
9000
10000

m

3149
6293
9425
12581
15705
18853
21993
25137
28269
31417

M

10000
20000
30000
40000
50000
60000
70000
80000
90000
100 000

m

31417
62845
94237
125629
157 093
188 453
219 901
251 305
282 697
314 197.
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6.

Den Satz des Artikels 4 verallgemeinern wir noch folgendermassen:
Satz II. Wenn nicht alle Combina t ionen von ganzzahl igen

Werten der Grossen #, y, für welche F den Wert M nicht über-
schreitet , zu sammeln sind, sondern nur in gewissen Zwischen-
räumen, näml ich diejenigen, in denen x einer gegebenen Zahl G
nach einem gegebenen Modul g und y einer gegebenen Zahl H
nach einem gegebenen Modul h congruent Ist, so wird die
Anzahl m' dieser Combina t ionen näherungsweise ausgedrückt

werden durch - = 9 und zwar wird die Annäherung ins

Unend l i che z u n e h m e n , wenn M ins Unendl iche wächst.
In der That setzt man x = gx'-+-G, # = %'-{-#, so ist offenbar m'

die Anzahl aller Combinationen ganzzahliger Werte der Grossen x ', #', für
welche

+ f X* + D + *(' + f
den Wert M nicht überschreitet Wenn wir daher in der Ebene uns ein
System von Punkten denken, welches zwar ebenso wie im Artikel 4 verteilt
ist, aber doch so, dass nicht der Anfangspunkt der Coordinaten sondern der

^X 7/X
Punkt, dessen Coordinaten p = — * g = -— sind, mit irgend einem

ff *^
Punkte des Systems zusammenfällt, so wird m' die Anzahl der Punkte
innerhalb einer Ellipse, deren Gleichung

agipi + 2bghpq 4- cWg2 = l

ist, mit Hinzurechnung der etwa auf der Peripherie selbst gelegenen
Punkte ausdrücken. Und der Flächeninhalt dieser Ellipse, welcher gleich

= - — ist, wird die Grenze sein, welcher sich das Product

m'^2==ir? ins Unendliche nähert, wenn X ins Unendliche abnimmt oder MM
ins Unendliche wächst.

Übrigens ist klar, dass dieser Satz auch den Fall umfasst, wo nur die
eine der beiden Unbestimmten #, y sprungweise fortschreiten soll, während
der Wert der ändern keiner Bedingung unterworfen ist. Denn offenbar ist
dies dasselbe, als wenn entweder h oder g gleich l gesetzt wird.

7.
Die bisherigen Auseinandersetzungen sind von der Beschaffenheit der

Coefficienten der Form ax2 4- 2bxy 4- cy2 unabhängig; von jetzt an werden
wir aber voraussetzen, dass diese Coefficienten ganze Zahlen seien. Auf

diese Weise wird jede Combination ganzzahliger Werte der Grossen #, y
ganze Werte der Form selbst hervorbringen oder der Darstellung irgend
einer ganzen Zahl durch jene Form entsprechen. Hieraus geht hervor,
dass der Complex aller Combinationen von ganzzahligen Werten der
Grossen #, y, durch welche die Form .F=a#24- Vbxy 4- c«/2 einen die
Grenze M nicht übersteigenden Wert erhält, derselbe ist wie der Complex
aller Darstellungen der ganzen Zahlen, welche die Grenze M nicht über-
schreiten, oder der ganzen Zahlen bis zu dieser Grenze einschliesslich,
wenn sie selbst eine ganze Zahl ist. Wenn wir daher der Kürze wegen die
Anzahl der verschiedenen Darstellungen einer bestimmten ganzen Zahl n
durch die Form F mit F(n) oder, insofern eine Zweideutigkeit nicht zu
befürchten ist, einfach mit Fn bezeichnen, so ist die oben durch m dar-
gestellte Zahl gleich FQ 4- Fl + F2 4- F3 4- • • • 4- FM9 und der erste
Satz nimmt die Form an:

Satz HI. Das Aggregat FQ-+-FI 4- F% 4- F3 H ----- \-FM wird

nähe rungswe i se ausgedrückt durch - = , wo die Annäherung ins
VD

U n e n d l i c h e zunimmt, wenn M ins Unendliche wächst.

8.
Zu dem dritten die Darstellungen aller Zahlen betreffenden Satze

wollen wir noch einen ändern hinzufügen, welcher sich nur auf die
ungeraden Zahlen bezieht. Offenbar können durch die Form F keine
ungeraden Zahlen dargestellt werden, wenn a und c gleichzeitig gerade
Zahlen sind; daher ist die Untersuchung auf die übrigen drei Fälle
beschränkt.

I. Sooft a ungerade, c gerade ist, wird eine ungerade Zahl dargestellt,
wenn man x einen ungeraden Wert beilegt, während der Wert von y will-
kürlich bleibt. Daher lehrt der Satz II, wenn man 0 = 2, 0=1, A = l
setzt, dass die Anzahl aller Combinationen solcher Werte von #, y, für
welche die Form einen ungeraden die Grenze M nicht übersteigenden Wert
erhält, bei ins Unendliche wachsendem M mit unendlicher Annäherung durch

dargestellt wird.

II. Ist a gerade, c ungerade, so ist zur Darstellung einer ungeraden
Zahl erforderlich, dass«/ ungerade sei, weshalb wir, wenn wir p = l, A = 2,
H=l setzen, zu demselben Schlüsse gelangen.

III. Ist sowohl a als auch c ungerade, so muss entweder ein ungerader
Wert von x mit einem geraden Werte von y oder ein gerader Wert von x
mit einem ungeraden Werte von y combiniert werden, damit sich ein
ungerader Wert der Formel ergebe. Die Anzahl aller Combinationen sowohl
der ersteren wie auch der letzteren Art, für welche der Wert der Form die
Grenze M nicht überschreitet, wird mit unendlicher Annäherung durch
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—-= ausgedrückt; mithin wird die Anzahl aller Combinationen, welche
4yl)
ungerade die Grenze M nicht überschreitende Werte der Form hervorbringen,

auch hier mit unendlicher Annäherung durch ausgedrückt.

Da nun der Complex aller solcher Combinationen nichts anderes ist,
als der Complex aller Darstellungen aller Zahlen l, 3, 5, 7, . , . , M> sooft M
eine ungerade ganze Zahl, oder aller Zahlen l, 3, 5, 7, . . . , M — l, sooft M
eine gerade ganze Zahl ist, so haben wir den

Satz IV. Das Aggrega t

je n a c h d e m M u n g e r a d e ode r ge rade ist, w i r d mit u n e n d l i c h e r

A n n ä h e r u n g a u s g e d r ü c k t durch — -=, fa l ls F e ine Form ist, in

welcher der e ine oder j ede r der b e i d e n C o e f f i c i e n t e n a, c un-
gerade ist.

[III.]

Es sei C der Complex der Kepräsentanten sämtlicher Klassen der
eigentlich primitiven Formen für die Determinante — D. Wir bezeichnen
durch (n) die Anzahl aller Darstellungen der Zahl n durch Formen aus dein
Complex C. Es sei p eine ungerade Primzahl. Dann ist

1. (pn) = (n\ wenn p ein Teiler von D,
( Teiler von x2 -\- D,2. (pri) = (n) 4- (h)} XT. ... .. _ ( Teiler von

o ) \ / \ /TA r wenn 19 Nichtteiler vonZM XT. , , , .,3. (pn) = — (n) -h (h) J ^ [ Nichtteiler

wo % = beliebig und Ä nicht teilbar durch p.

(Ä) = QJÄ) = (p3^) =
- 2 (Ä), (*%) = 3 (Ä), (p'/*) = 4 (Ä), - - •
= 0, (p%) = (Ä), (^3Ä) - 0, (^Ä) = (Ä),

Im Falle 1. ist:
„ „ 2. „

3. „

Aus jeder eigentlich primitiven Klasse für die Determinante —D, deren
Anzahl = X, sei eine Form ausgewählt, und der Complex dieser Formen sei L.

Man bezeichne durch f ( A ) die Anzahl sämtlicher Darstellungen der
Zahl A durch Formen aus L.

( A \
—), wenn p" die höchste Potenz der Prim-
P J

/ A \
zahl p ist, welche in J. aufgeht; ferner f(A; p, q) = /* , wenn

eine andere Primzahl ist, deren höchste in A aufgehende Potenz == #ß, und

( A \
« ß T j , wenn r eine dritte Primzahl, deren

höchste in A aufgehende Potenz rT ist, u. s. w.

[IV.]

Man bezeichne durch (n) die Anzahl der Werte x aus dem Complexe

0, l, 2, 3, 4, ..., pn-l,

für welche x2—D = x2—ap^ durch pn teilbar ist.

1) [A ungerade z. B. =7. 2) p gerade z. B. =6

(2)= P

(6) =j>3

(7)=J>»
(8) = 0
(9) = 0
U. S. W.

Man mache nun:

aNp aEp

(7)
(8)
U.

dann

f(P)

= 0
= 0
s. w.

ist:

==0)'

(7)
(8)

U,

= 2p3

= 2p3
, S. W.

/<n V/— fqy
\~) —' \y)

(4)-f = (4)'

U. S. W.

Es ist folglich,

i
1 +

= (0'+ (3)'

= l + (2)'+ (4)'

U. S. W.

= T gesetzt,

P P

Also T=l.
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[V.]

Die mittlere A n z a h l der Klassen*) für die negative Determinante —D
ist sehr nahe

wo bezeichnet:

Die wahre Anzahl aber wird durch folgende Formeln ausgedrückt, wo
der Kürze wegen m für die mittlere, M für die wahre Anzahl geschrieben
ist; jp, q stellen sämtliche ungeraden in D nicht aufgehenden Primzahlen
dar, und zwar jenes die Teiler, dieses die Nichtteiler von #2 -h D; r
bedeutet die in D aufgehenden Primzahlen.**)

I.

II.

III. NB.

IV.

V.

s m x Product aus

M= x Product aus

x Product

-p3_j_^2 g3_g2 y 3_ y

jp3 __ l * g3 _ l * r3 _ l

p + l g — l r 2 — l
p
p

> — l

-y?xProduct aus
pH- l g — l r2— l

Jf=

NB. Die Formel III wird unmittelbar aus der Vergleichung der beiden
Arten, die darstellbaren Zahlen bis zu einer gewissen Grenze zu zählen,
abgeleitet.

Satz. Die Anzahl der Klassen, in welche sämtliche eigentlich primi-
tiven binären Formen für die negat ive De te rminan te —D zerfallen,
ist gleich

-7 x T/D x Product aus — x —=—,
4 r p q r2 '

*) [Vgl. „Arithmet. Unters.«, Art. 302 (oben S. 350); die dortige Formel weicht
um eine Constante 8 von der hier im Text vorkommenden ab.]

**) [ungeraden.]

p alle [ungeraden] Primzahlen, deren Nichtrest — D ist,
q alle [ungeraden] Primzahlen, deren Rest — D ist,
r alle [ungeraden] in D aufgehenden Primzahlen;

ir /— _ , , r2— l
-r i/D x Product aus — ̂  —

wo im Nenner das positive Vorzeichen denjenigen Brüchen, deren Nenner
unter der Form der Nichtteiler, das negative aber denjenigen vorzusetzen
ist, deren Nenner unter der Form der Teiler von #2-f- D enthalten sind;
diejenigen Brüche aber, deren Nenner zu D nicht prim sein würden, sind
ganz wegzulassen.*)

± £ =b £ ± • • •) cotg 0 d= cotg 3$ ± cotg 59 ± • • • ± cotg

wenn man setzt ^ = ^r, JV= | . | D und für n alle zu D primen Zahlen

mit dem wie oben bestimmten Vorzeichen nimmt.**)

Für posi t ive Dete rminanten ist die Anzahl der Klassen***)

*) [Bezeichnet man mit m alle positiven ganzen Zahlen, die relative Primzahlen
zu 2Z) sind, und benutzt man das durch Jacob i verallgemeinerte Symbol von
Legendre, so ist die obige Regel für die Zeichenbestimmung in folgender Weise
zu berichtigen: in der vorhergehenden Formel ist der Nenner:

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem die Zahl m ein Product
aus einer geraden oder ungeraden Anzahl (gleicher oder ungleicher) Primzahlen ist;
dagegen ist im Zähler der nachfolgenden Formel:

**) [Siehe die weiter unten folgende Note zu diesem Fragment.]
***) [In der nachfolgenden Formel bedeutet D die positive Determinante und es ist:
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wo T, U die kleinsten der Gleichung t2 - Du2 = l genügenden Werte der
Grossen t, u bezeichnen.

iog(r+

[VII]

Für eine negative Determinante — jp, welche*) eine Primzahl von der
Form 4w+ l ist, ist die Anzahl der Klassen**) = (a — ß), wo a die Anzahl
der quadratischen Eeste im ersten Quadranten

1 , 2 - 3 - . -K*-!),

ß die Anzahl der Nichtreste bezeichnet.

[VIIL]

l = 2m -h a — l (mod. 8),

wo m die [halbe] Anzahl der Klassen für die Determinante — p ist.

P

17
41
73
89
97
113
137
193
233
241
257
281
313
337
353
5
13
29

m

2
4
2
6
2
4
4
2
6
6
8
10
4
4
8
1
1
3

a

+ 1
+ 5
- 3
+ 5
+ 9
— 7
-11

n

+ 13
+ 15
+ 1
+ 5
+ 13
+ 9
+ 17
+ 1

3

+ 5

b

- 4
+ 4
— 8
- 8
+ 4
+ 8
+ 4
+ 12
+ 8
+ 4
+ 16
-16
-12
+ 16
+ 8
+ 2
— 2
+ 2

f

— 4
+ 9
+ 27
+ 34
+ 22
+ 15
+ 37
+ 81
+ 144
+ 64
+ 16
+ 53
- 25
-148
+ 42
+ 2
+ 5
+ 12

2m + a — 1 — b
8

+ 1
+ 1
+ 1
+ 3
+ 1

1

-1
-2
+ 2

l

0
+ 5
+ 1
0

+ 3

a

3
3
1
9
5
9
3
11
15
13
15
9
5
7
15

P

2
4
6
2
6
4
8
6
2
6
4
10
12
12
8

0
0

+ 1

*) [d. h. wenn p eine positive Primzahl von der Form 4w + l ist.]
*) [Die Anzahl der Klassen ist =2 (ex — ß)].
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P
37
53
61
101
109
149
157
173
181
197
229
269
277
293
317
349
373
389
397

m

1
3
3
7
3
7
3
7
5
5
5
11
3
9
5
7
5
11
3

a

+ 1
— 7
+ 5
+ 1
— 3
— 7
— 11
+ 13
+ 9
+ 1
— 15
+ 13
+ 9
+ 17
— 11
+ 5
— 7
+ 17
— 19

b

— 6
— 2
- 6
— 10
+ 10
— 10
— 6
+ 2
+ 10
— 14
+ 2
+ 10
+ 14
+ 2
+ 14
+ 18
+ 18
-10
— 6

f

— 6
+ 23
+ 11
— 10
+ 33
+ 44
— 28
+ 80
— 19
— 14
— 107
— 82
— 60
+ 138
+ 114
— 136
+ 104
— 115
+ 63

2m + a — 1 — b
8

+ 1
0

+ 2
+ 3
— 1
+ 2
0

+ 3
+ 1
+ 3
— 1
+ 3
0

+ 4
— 2
0

— 2
+ 6
— 1

a ß

[IX.]
Verteilung der quadratischen Reste in Octanten.

# Primzahl; (r) Anzahl der quadratischen Eeste von^>, welche zwischen

(r — 1) f und r f liegen.
o o

Erster Fall; ^ = 8«4-1.
2< Anzahl der Klassen für die Determinante — p
Zu Anzahl der Klassen für die Determinante —2p

(1) = (8) = i(2»+ * + ««)

P

17
41
73
89
97
113
137
193

2w

4
10
18
22
24
28
34
48

t

2
4
2
6
2
4
4
2

u

2
2
8
4
10
4
6
10

(1)

2
4
7
8
9
9
11
15

(2)

1
3
3
6
4
7
8
10

(3)

0
0
5
2
7
5
7
13

P

233
241
257
281
313
337
353
401

2»

58
60
64
70
78
84
88
100

t

6
6
8
10
4
4
8
10

w

4
10
8
4
18
12
12
6

(1)

17
19
20
21
25
25
27
29

(2)

15
14
16
19
16
19
21
26

(3)

11
13
12
11
21
21
19
19
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Zweiter Fall, p = Sn + 5.

2t Anzahl der Klassen für die Determinante —jp;
2u Anzahl der Klassen für die Determinante — 2p.

(1) = (3) = (6) = (8) = i(2» - * + t.)
(2) = (7) = i (2w + 3« — M + 2)

[IX. X]

P

5
13
29
37
53
61
101
109
149
157
173

2n

0
2
6
8
12
14
24
26
36
38
42

t

l
l
3
1
3
3
7
3
7
3
7

w

1
3
1
5
3
5
3
5
3
13
5

(1)

0
1
1
3
3
4
5
7
8
12
10

(2)

1
1
4
2
5
5
11
8
14
9
15

(4)

0
0
1
1
2
2
4
5
7
6
8

P

181
197
229
269
277
293
317
349
373
389
397

2n

44
58
56
66
68
72
78
86
92
96
98

t

5
5
5
11
3
9
5
7
5
11
3

u

9
5
13
5
11
9
7
13
13
7
21

(1)

12
12
16
15
19
18
20
23
25
23
29

(2)

13
15
15
24
17
23
22
24
24
31
22

(4)

8
10
10
13
14
14
17
17
19
20
19

Drit ter Fall, p = 8^ + 3.

t Anzahl der Klassen für die Determinante — p
2u Anzahl der Klassen für die Determinante — 2p.

(1) = (4) = (7)=i(2* + *-f«)
(2) = (5) = (8) = J(2n - t -f- u)
(3) = i(2w-M + w-|-2)
(6) = £(2^ — t — w + 2).

.P
3
11
19
43
59
67
83
107
131
139

2n

0
2
4
10
14
16
20
26 l
32
34

t

1
3
3
3
9
3
9
9
15
9

u

1
1
3
5
3
7
5
3
3
7

(1)

0
1
1
2
5
3
6
8
11
9

(2)

0
0
1
3
2
5
4
5
5
8

(3)

1
2
3
5
7
7
9
10
13
13

(6)

0
0
0
1
1
2
2
4
4
5

^
163
179
211
227
251
283
307
331
347
379

2n

40
44
52
56
62
70
76
82
86
94

t

3
15
9
15
21
9
9
9
15
9

u

11
3
5
7
7
15
17
11
5
11

(1)

8
14
14
16
19
16
17
20
24
23

(2)

12
8
12
12
12
19
21
21
19
24

(3)

14
16
17
20
23
24
26
26
27
29

(6)

7
7
10
9
9
12
13
16
17
19

Über die Klassenanzahl der binären Formen.

Vier ter Fall. p = Sn + 7.

t Anzahl der Klassen für die Determinante —p
2u Anzahl der Klassen für die Determinante — 2p.

(1) =£(2^4-2* — «0
(2) = (3) = (5) = i(2» + w + 2)
(4) = (6) = (7)=i(2n-« +2)
(8) = i(2» — 2 * + i*).
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P

1
23
31
47
71
79
103
127
151
167

2n

0
4
6
10
16
18
24
30
36
40

t

1
3
3
5
7
5
5
5
7
11

u

2
2
4
4
2
4
10
8
6
6

(1)

0
2
2
4
7
6
6
8
11
14

(2)

1
2
3
4
5
6
9
10
11
12

00

0
1
1
2
4
4
4
6
8
9

(B)

0
0
1
1
1
3
6
7
7
6

P

191
199
223
239
263
271
311
359
367
383

2n

46
48
54
58
64
66,
76
88
90
94

t

13
9
7
15
13
11
19
19
9
17

u

4
10
16
4
6
12
6
6
20
12

(1)

17
14
13
21
21
19
27
30
22
29

(2)

13
15
18
16
18
20
21
24
28
27

(4)

11
10
10
14
15
14
18
21
18
21

(8)

6
10
14
8
11
14
11
14
23
18

[X.]

Verteilung der quadratischen Reste in Zwölftel.

p Primzahl; (r) Anzahl der quadratischen Eeste von p, welche zwischen

— p und ^p liegen.

Erster Fall. # =

2t Anzahl der Klassen für die Determinante — p
4u Anzahl der Klassen für die Determinante — 3p.

(2) = (4) = (6) = (7) = (9) = (11) = i(6n - 3t + 2«)
(3) = (5) = (8) = (10)

P

73
97

193
241

n

3
4
8

10

t

2
2
2
6

u

3
3
6
3

0)

5
6

11
14

(2)

3
4
9
8

(3)

2
3
5

11
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Z w e i t e r Fall, p = 24w + 13.

2t Anzahl der Klassen für die Determinante — p
4u Anzahl der Klassen für die Determinante — 3p.

(1) = (3) = (10) = (12) = 4(2^ + 1 + 0
(2) = (6)= (7) = (11) = K^-M-0
(4) = (9) = i(2rc+l-*+2^)
(5) = (8) = $(2n + l - f -1 — 2«0.

Vie r t e r Fall, p = 24^ + 17.

2£ Anzahl der Klassen für die Determinante — p
2u Anzahl der Klassen für die Determinante — 3p.

(1) = (2) = (6) = (7) = (l 1) = (12) =-^6« + 3 + 1*)
(3) = (10) = f (6n + 6 + '6t
(4) = (9)
(5)= (8)

P

13
37
61
109
157
181
229

n

0
1
2
4
6
7
9

t

1
l
3
3
3
5
5

u

1
2
2
3
4
3
3

(1)1

1
2
4
6
8
10
12

(2)

0
1
1
3
5
5
7

(4)

1
3
3
6
9
8
10

(8)

0
0
2
3
4
7
9

P

17
41
89
113
137
233
257

n

0
1
3
4
5
9
10

t

2
4
6
4
4
6
8

u

3
3
3
9
9
15
9

0)

1
2
4
6
7
12
12

(3)

1
3
6
4
5
8
12

W

0
0
1
4
5
9
8

(5)

0
1
3
2
3
5
8

Drit ter Fall, p ~ 5.

Anzahl der Klassen für die Determinante — p
Anzahl der Klassen für die Determinante — 3p

(1)= (2) = (6) = (7)-(ll) = (12) = W

(3) = (10) = £(2^+14-0
(4)= (9)=4(2^-* + *0
(5)= (8) = i(2w + l — M).

P

5
29
53
101
149
173
197
269

n

0
1
2
4
6
7
8
11

t

l
3
3
1
7
7
5

11

u

1
3
5
5
7
9

11
7

0)

0
i
2
4
6
7
8

11

(ä)

1
3
4
8
10
11
11
17

(4)

0
1
3
3
6
8

11
9

(5)

0
0
0
2
3
3
3
8
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Eingehendere Betrachtung gewisser auf die
Teilung des Kreises bezüglicher

Untersuchungen.

367.*)
Was wir im letzten Teile des siebenten Abschnitts von Artikel 355 an

dargelegt haben, stellt jedenfalls schwerwiegende Proben von der grossen
Fruchtbarkeit der Lehre von der Teilung des Kreises sowie von dem wun-
derbaren Zusammenhange dar, welcher diese Disziplin mit verschiedenen
arithmetischen Untersuchungen verbindet. Wir konnten daselbst aber, an
Kaum und Zeit allzusehr beschränkt, dieses Feld, welches unsere Bemühungen
durch um so reichere Ernte belohnt, je weiter wir in ihm fortschreiten,
nur leise streifen. Wir beabsichtigen daher, eine oder die andere der dort
begonnenen Untersuchungen hier von Neuem wieder aufzunehmen und aus-
führlicher zu behandeln, und sicherlich wird der Leser nicht ohne grosses
Staunen sehen, dass die Lösung mehrerer Probleme, die Jedermann für
himmelweit hiervon verschieden gehalten hätte, auf diesem Fundamente ruht.

368.
Den fruchtbarsten Gegenstand liefert die im Artikel 356 angefangene

Untersuchung, wo wir, nachdem der Complex der Wurzeln der Gleichung
xn— 1 = 0 (mit Ausschluss der Einheit) in zwei Klassen geteilt worden war,
das Aggregat in jeder der beiden Klassen zu bestimmen lehrten, und zwar
ergaben sich dieselben = — i -H i }/ft und — ̂  — ^ ^n für den Fall, wo n
von der Form 4n -f-1, oder = — £ -h % j/—?&und — £ — •£ j/— n für den
Fall, wo n von der Form 4n + 3 ist. Indessen hatten wir uns daselbst
nicht allein die Beschränkung auf den Fall, wo n eine Primzahl ist, auf-
erlegt, sondern auch, was von noch viel schwererer Bedeutung ist, das

l. das Vorwort des Herausgebers.

Vorzeichen der Wurzelgrösse unbestimmt gelassen oder hatten es vielmehr
verabsäumt, diese nur kurz angedeutete Bestimmung durch einen strengen
Beweis zu bekräftigen. Diese Lücke müssen wir daher vor Allem ausfüllen.

369.
Es sei nun also n eine beliebige ganze positive Zahl, R eine solche

Wurzel der Gleichung xn — 1 = 0, dass keine niedrigere Potenz von ihr als
die ni& der Einheit gleich wird (vgl. Artikel 359, II, oben S. 434), und es
werde mit [X], wie im siebenten Abschnitt, die Potenz .^bezeichnet, so dass
[0] == l, [1], [2], [3], . . . , [n— 1] sämtliche Wurzeln der Gleichung xn — l = 0
darstellen. Ferner bezeichnen wir das Aggregat

[0] + m + [4] + [9] + • . . + [(n- l)2] mit Z [Et]

und allgemeiner

[0] + [X] + [4X] + [9X] + • . • + [\(n - l)2] mit 2[£>X],

so dass £1 unbestimmt die Quadrate der Zahlen 0, l, 2, 3, . . . , n — l be-
deutet. Offenbar wird also, ebenso wie allgemein [X] = [JA] ist, wenn X, JA
irgend welche (positive oder negative) nach dem Modul n congruente ganze
Zahlen sind, auch 2 [£1X] = 2 pQjx] sein, wenn X = JA ist. Nach diesen Vor-
bereitungen haben wir die folgende Aufgabe.

370.
Aufgabe. Das Product aus den be iden Aggregaten 2[£1] und

2[— >Q] zu bes t immen.
Auflösung. Da n2 = 0, (n + l)2 = l, (n -t- 2)2 = 4, . . . (mod. n) ist, so

ergiebt sich leicht, dass

2 [Q] = [1] + [ 4] + [ 9] + [16] + • • • • + M
= M + [ 9] + [l 6] + [25] + . . - • + [(n -+- l)2]
= [9] + [16] + [25] + [36] H ------ (-[(« + 2)2]

oder allgemein
= [*2] + [(* + l)2] + [(k + 2)2] + [(* + 3)2] + -

wird. Hieraus ist:

[- ff] x Z[Q] = [0] + [2* H- i] + [4* + 4] + [6t + 9] + •
4-[(«-l)

Demnach entwickelt sich 2[— £l]x2[£l] in

+ [0] + [1] -H 4] + [ 9] + • • • H- [(n- l)2]
+ [0] + [3] + [ 8] + [15] + • • • + \n*- 1]
+ [0] + [5] + [12] + [21] H ----- h [w2 + 2w — 3]
+ [0] + [7] + [16] + [27] H ----- h [w2 + 4w-5]

+ [0] + [2n - 1] + [4»] + [6» + 3] [3w2 — 6w + 3]
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Summiert man die einzelnen Vertikalreihen, so erhält man:

und in diesem Ausdrucke werden alle Teile ausser dem ersten verschwinden,
wenn n ungerade ist, denn dann werden alle Zähler l — [2w], l — [4w],
l — [6^], . . . , dagegen keiner der Nenner l — [2], l -— [4], l — [6],
l — [8], . . . , l — [2w — 2] gleich Null. Ist aber n eine gerade Zahl, so
ist auch unter den Nennern einer gleich 0, nämlich l — [w], welchem das

l _ rn2-\
-Glied entspricht; die Summe der Teile aber, aus denen dieses

Hier sind von Neuem zwei Fälle zu unter-

* T- _ r -i

entstanden ist, wird gleich
scheiden. Ist n gerademal gerade, so wird ^2 = 0 (mod. n) und daher
[^2] = 1; ist aber n ungerademal gerade, so wird ^n2 = ̂ n (mod. n) und
daher notwendig [%n2~\ = — l . Hieraus folgt endlich :

1. Für einen ungeraden Wert von n wird das gesuchte Product = n;
2. Für einen gerademal geraden Wert von n wird dasselbe = 2n;
3. Für einen ungerademal geraden Wert von n wird dasselbe = 0.

371.

Es verlohnt sich, die Natur des Aggregates 2[>Q] näher zu betrachten.
I. Da man für die Quadrate 0, l, 4, 9, 16, ... ihre kleinsten Reste

nach dem Modul n substituieren kann, so ist ersichtlich, dass, wenn M un-
bestimmt die quadratischen Reste von n unter den Zahlen 0 bis n — l und
m die Anzahl der Wurzeln der Congruenz x^^M (mod. n) bezeichnet,
2 [jQ] = Im [M] wird. Wie die Zahl m bestimmt wird, haben wir in den
Artikeln 104 und 105 gezeigt (vgl. oben S. 72 u. 73).

II. Ist n eine (ungerade) Primzahl, so wird für M~0: m = l, für
jeden ändern Wert von M aber m = 2. Ist aber n eine Potenz einer un-
geraden Primzahl, etwa gleich y, so wird m = 2 für jeden durch p nicht
teilbaren Wert von Jf, — — — — — — — — — — — —

372.

Ist n eine (ungerade) Primzahl, so bestehen die Reste M aus der Null,
für welche m = l ist, und %(n — 1) ändern Zahlen, für welche m = 2 ist.
Bezeichnet man diese Reste (mit Ausschluss des Restes 0) unbestimmt durch
JA, so ist unsere Reihe = 14- 22r^. Bezeichnet man ferner mit v unbe-
stimmt alle übrigen Zahlen unterhalb n, deren Anzahl ebenfalls gleich
%(n — 1) ist und welche sämtliche quadratischen Nichtreste von n unter-
halb n umfassen, so ist offenbar:

=1 4- r r3 H -1 -l — r
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Setzt man daher die Summe unserer Reihe oder l -h 22^=^, so wird:
l + 2V= — A sowie 2r* — 2rv = A.

Nach Artikel 356 wird somit A = ± rfn oder = ± L/—n, je nachdem

n = l oder ~ 3 (mod. 4) ist. Das Vorzeichen aber wird hierdurch %noch
nicht bestimmt.

Substituiert man in unserer Reihe, die wir durch II bezeichnen wollen,
für r eine andere gleichartige Wurzel der Gleichung xn —1 = 0, etwa
r'=rx, so möge daraus die Reihe II' hervorgehen.

373.

Wenn n das Quadrat oder eine höhere Potenz einer Primzahl, etwa
= _p1tist, so werden einige der Reste M aus den durch jp nicht teilbaren
Zahlen bestehen, andere werden durch p2 aber nicht durch eine höhere
Potenz von p teilbar sein, wieder andere werden sich durch p* aber nicht
durch p5 teilen lassen und so fort bis zu denen, welche durch p*~2 aber
nicht durch pn~1 oder durch p*"1 aber nicht durch jp71, je nachdem tc ge-
rade oder ungerade ist, teilbar sind; hierzu tritt endlich noch der Rest 0,
welcher der einzige durch p* teilbare ist (vgl. Artikel 102, oben S. 70).
Bezeichnet man nun mit jx unbestimmt die quadratischen Reste der Zähl p
unterhalb p mit Ausschluss der Null (deren Anzahl =%(p— 1) ist), so
werden jene verschiedenen Arten von Resten folgendermassen dargestellt
werden. Die ersten, welche durch p nicht teilbar sind, werden dargestellt
durch JA + #p, wo für k alle ganzen Zahlen von 0 bis pn~1 — l zu setzen
sind, so dass die Anzahl aller in dieser Form enthaltenen Reste
= -k(P — l)^1^1 i8*» für jeden dieser wird m = 2. Die Summe aller in II
diesen Resten entsprechenden Glieder ist gleich

_
• ——

rp— l
= 0.

Die zweite Klasse der Reste wird dargestellt durch jxp3-!-^3, wo für
k alle ganzen Zahlen von 0 bis pK~* — l zu setzen sind, so dass die
Anzahl aller in dieser Form enthaltenen Reste = %(p — 1)^TC~3 ist; für
jeden einzelnen aber wird m = 2p. Die Summe der hieraus entstehenden
Glieder in II wird gleich

_ 1

rp — l
= 0,

wofern TC >» 3 ist. In analoger Weise wird die dritte, vierte u. s. w. Klasse
dargestellt durch pp*-l-kp5, jjip6 4- kp7 , . .,, wo für Je alle ganzen Zahlen
von 0 bis zu pK~5 — l, p*~7 — l, ... respective genommen werden müssen;
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für diese wird m = 2p2, m = 2p3, ... Und die Summe der aus der dritten,
vierten, u. s. w. Klasse entstehenden Glieder in 2 verschwindet, wenn
^>5, rc>7, ... respective ist.

Hieraus folgt für den Fall, wo rc gerade ist, dass in II nur diejenigen
Glieder übrig bleiben, welche dem Reste 0 entsprechen und die gleich l
sind. Für diese aber ist m=p^n, so dass die Summe aller Glieder in II
gleich p** wird.

Bemerkungen.

L Zu Seite 589-601.
Artikel 237. Vgl. Arithmetische Untersuchungen, Artikel 61 u. 62, oben S. 41 u. 42.
Artikel 239. Vgl. Arithmetische Untersuchungen, Artikel 53, 55 u. 65, oben

S. 35, 36 u. 44.
Artikel 241. Wenn n = 2V und v^ 3 so existiert zwar keine Zahl p von der

angegebenen Art, aber die ganze Untersuchung wird hierdurch nicht wesentlich ge-
ändert.

Artikel 201. Vermutlich sollte die hier bemerkte Schwierigkeit durch die Ein-
führung höherer Potenzen von p als Moduln beseitigt werden. Vgl. Artikel 363 S. 621,
372 S. 626, 373 S. 627.

II. Zu Seite 602-629.
Artikel 338. Wegen der Anspielung auf einen versprochenen Beweis des im

ersten Abschnitt dieses Artikels enthaltenen Satzes kann man Artikel 44 der Arith-
metischen Untersuchungen oben S. 29, vergleichen.

Artikel 348. Bei der Behauptung, dass die Coefficienten Ä, B', . . . des ent-
wickelten Products ganze rationale Zahlen sind, wird auf das sechste Kapitel ver-
wiesen, in welchem aber die Theorie der Gleichung #T — 1 = 0 nur für den Fall
behandelt wird, dass T eine Primzahl ist; die Form des Beweises im Artikel 349 führt
zunächst auf folgende Ergänzung. Wird das entwickelte Product in die (für alle
Wurzeln der Gleichung &T = l geltende) Form

gebracht, so sind die Coefficienten E, F, . . ., N ganze rationale Functionen von x mit
ganzen rationalen Coefficienten; da ferner das Product ungeändert bleibt, wenn fl
durch 0* ersetzt wird, wo k irgend eine zu T prime Zahl bedeutet, so gilt dasselbe
von dem Ausdruck S, und hieraus ergiebt sich ohne Schwierigkeit, dass alle diejenigen
in S enthaltenen Potenzen von ft, deren Exponenten s einen und denselben grössten
gemeinschaftlichen Teiler mit T haben, auch identische Coefficienten haben müssen ; da
endlich eine jede Summe solcher Potenzen ft* immer eine ganze Zahl ist, so leuchtet
ein, dass der Ausdruck 5, und folglich auch das in Rede stehende Product eine ganze
Function von x mit ganzen Coefficienten ist, was zu zeigen war. Ebenso geht aus
dieser Betrachtung zugleich die Richtigkeit der Bemerkung am Schlüsse des Para-
graphen hervor. Andere Gründe lassen indessen vermuten, dass dem Verfasser schon
damals das allgemeine Theorem über die Transformation der symmetrischen Functionen
(Demonstratio nova altera theorematis omnem functionem etc., Artikel 4) bekannt war,
aus welchem sich die obigen Sätze als unmittelbare Folgerungen ergeben.
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Artikel 302. Das Zeichen R —S (mod. P) oder auch R = S (mod. P, p)
bedeutet hier und im Folgenden, dass die Differenz R — S nach dem Modul p den
Teiler P hat. — Das unvollständige Citat kann auf Arithm. Unters. Artikel 49
bezogen werden.

Artikel 354. Durch Multiplikation mit #v — l ergiebt sich, dass die Summen
gleich hoher Potenzen der Wurzeln der beiden Gleichungen (P, pÄV+f) = 0, (P, p*) = 0
einander eongruent sind (mod. p) und hieraus folgt die Congruenz (P, p V+')^(P, p )
(mod. p\ sobald m < p ist (vgl. Artikel 244); ist aber m ̂  p, so lässt sich der
Coefficient der Potenz xm~p in einer Gleichung nicht mehr aus den gegebenen Potenz-
summen ihrer Wurzeln nach dem Modul p bestimmen, weil er in den hierzu dienenden
N e w t o n' sehen Formeln mit dem Factor^ behaftet ist. In der That darf man aus der Con-
gruenz je zweier gleich hoher Potenzsummen der Wurzeln der Gleichungen A = Q, 5=0
allgemein nur folgern, dass A = 5l̂ (£, B == 5BP© (mod. p) ist, wo (£ den grössten gemein-
schaftlichen Teiler der beiden Functionen A, B nach dem Primzahl-Modulus p be-
zeichnet, St, 2$ aber ganz unbestimmte Functionen sind. Es ist zu vermuten, dass
der Verfasser die Allgemeingültigkeit des Satzes aus der Theorie der Transformation
der symmetrischen Functionen und speciell aus dem folgenden Satze abgeleitet hat:
Ist in Bezug auf einen beliebigen Modulus p die Differenz R(x) — S(x) teilbar durch
die Function P(#), und sind a, £, c, ... die Wurzeln der Gleichung P(#) = 0, so
sind die Functionen

(x - R(a)) (x - R(Vj) (x - R(c)) ... und (a? - S (a)) (x - S(b)) (x — S(c)) ...
einander nach dem Modul p congruent.

7 T>

Artikel 355. Es wird im Artikel 368 gezeigt, dass P und -=- keinen gemein-
ax

schaftlichen Teiler haben, wenn P keinen Factor mehr als einmal enthält.
l 1

Artikel 361. Hier bedeutet der Exponent -=- in dem Zeichen (?, pT) jede
K

ganze positive Zahl k' von der Beschaffenheit, dass kk' = l (mod. v) wird, wo v
die kleinste positive ganze Zahl ist, für welche x*— l durch £ nach dem Modul p teilbar
wird; hierbei ist vorauszusetzen, dass £ nicht durch x teilbar nach dem Modul p, und
ausserdem, dass k relative Primzahl zu v ist. Die Richtigkeit der Behauptung, dass

6' durch (£, p *) teilbar ist (mod. p), ergiebt sich aus Artikel 354.
Artikel 303. Die Schlussbemerkung bezieht sich vermutlich auf die Einfüh-

rung von Moduln, welche Potenzen der Primzahl p sind; vgl. Artikel 251, 372, 373.

Artikel 367. Die Wurzeln der Gleichung x3 + x2 — 2x — 1 = 0 sind die

zweigliedrigen Perioden, in welche die Wurzeln der Gleichung = 0 zerfallen.x — l
Artikel 372. Wegen des unvollständigen Citats vgl. Artikel 251, 363.

III. Zu Seite 653, 654.
Dieses Fragment bezieht sich auf »Arithmetische Untersuchungen," Artikel 306, IX.

IV. Zu Seite 655-677.
a) Zu I und II.

Die zweite Formel für die Anzahl der innerhalb des Kreises liegenden Punkte
(I. Artikel 3 und II. Artikel 5) ergiebt sich aus der Betrachtung des in denselben
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eingeschriebenen Quadrats, dessen Seiten den Coordinatenachsen parallel sind; die
Vergleichung beider Formeln führt zu dem auch arithmetisch leicht zu beweisenden
Satze :

aus welchem sich wieder die Richtigkeit der ersten von den folgenden beiden Regeln
ergiebt, die sich auf einem besonderen Blatt vorfanden:

„Auflösungen der Gleichung ^2 + y2^A\ Formel:

1 + 4J/3 + 4 \/\A + 82 (\/ A — n* — n),

wo bei jeder Wurzel der Bruch weggelassen und von n = l bis n = l/Ä „(soll
heissen J/| Ä)" summiert wird.

Andere Formel:

A A A A A

wo bei jedem Teil der Bruch weggelassen."
Diese letztere Formel folgt aus dem später (I. Artikel 6) zur Anwendung kommen-

den Satze über die Anzahl der verschiedenen Darstellungen einer bestimmten Zahl
durch die Form x2 + y2 (vgl. Arithm. Unters. Artikel 182 Anmerk., oben S. 150),
welcher leicht in den folgenden umgeformt werden kann: Die Anzahl der verschiedenen
Darstellungen einer positiven ganzen Zahl m durch die Form x2 + y2 ist gleich
4 (a — 5), wo a, b die Anzahlen der Teiler von m bedeuten, welche respective von der
Form 4 w + l, 4 w- + 3 sind. Aus der Vergleichung dieser arithmetischen Formel mit
der (in I Artikel 5 oder II Artikel 4) durch geometrische Betrachtungen gewonnenen
mittleren Darstellungsanzahl erhält man leicht und in aller Strenge das bekannte
Resultat

n
4

welches in der Abhandlung durch eine ähnliche Vergleichuug, aber mit Hülfe un-
endlicher Producte abgeleitet wird.

b) Zu III und IV.
Ist C der Complex aller positiven nicht eigentlich äquivalenten eigentlich primi-

tiven Formen von negativer Determinante — /), und legt man den Variabein dieser
Formen je zwei Werte bei, welche relative Primzahlen zu einander sind, so ist die
Anzahl aller Darstellungen einer positiven ganzen Zahl m gleich e^(ra), wo e die
Anzahl der Auflösungen der Gleichung t* + Du2 — l und fy (m) die Anzahl derjenigen
Wurzeln der Congruenz n2 + Z)EEO (mod. m) bedeutet, für welche die drei Zahlen

% 2n und - ohne gemeinschaftlichen Teiler sind (Arithm. Unters. Artikel 180, vgl. oben
S. 147). Der Factor e ist = 4 für D — l, in allen anderen Fällen = 2. Ist ferner
m— p* p'* p"* ..., wo p', p", p" . . . von einander verschiedene Primzahlen be-
deuten, so ist <\>(m) = <Kp1t)<Kp'll')<Kp"*') • • •; bedeutet 51 (m) die Anzahl der Wurzeln
der Congruenz w2 + D=:-0 (mod.w), und bedient man sich des vonLegend re ein-

) = l +f -— )geführten, von Jacob i verallgemeinerten Zeichens, so is



686 Bemerkungen. Bemerkungen. 687

wenn p nicht in 2 D aufgeht, sonst aber = 2l(pK) 5l(pn+1); die Anzahl 2l (p*)

lässt sich immer leicht bestimmen (Arithm. Unters. Artikel 104, vgl. oben S. 72),
für die Folge reicht aber die Bemerkung aus, dass 2l (p*) immer von TT unabhängig
wird, sobald ir eine gewisse Grosse überschreitet.

Legt man den Variabein der in dem Complex C enthaltenen Formen alle ganz-
zahligen Werte ohne Ausnahme bei (Arithm. Unters. Artikel 181, vgl. oben S. 148), so

wird die Anzahl (m) aller Darstellungen der Zahl m gleich e/(m), wo f(m) = 2<]>(~~äj

ist, und das Summenzeichen sich auf alle quadratischen Teiler p.2 der Zahl m bezieht.
Hieraus folgt unmittelbar:

und
/(p")

welche Reihe so lange fortzusetzen ist, als die Exponenten ir, TT — 2, TC — 4,
negativ werden. Wenn p nicht in 2 D aufgeht, so folgt hieraus:

.. nicht

und allgemein, wenn m relative Primzahl zu 2 Z) ist:

wo das Summenzeichen sich auf alle Teiler n der Zahl m bezieht.
Aus diesen Bemerkungen ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit der im Text

(III, l, 2, 3) aufgestellten Sätze über die Anzahl (w), wenn man für den ersten
derselben noch die Bedingung hinzufügt, dass D nicht durch p2 teilbar sein darf
(die Bestimmung der Klassenanzahl ist schon in den »Arithmetischen Untersuchungen"
Artikel 256 auf den Fall zurückgeführt, in welchem D durch kein Quadrat teilbar
ist). Zugleich findet man, auch ohne Rücksicht auf diese Beschränkung, dass die
unendliche Reihe

den Wert
p2

l

i
oder

l

p p \ p / p
hat, je nachdem 2Z) durch die Primzahl p teilbar oder nicht teilbar ist.

c) Zu V.

Die zu Formel III hinzugefügte Bemerkung giebt den Weg an, auf welchem der
Verfasser zur Bestimmung der Anzahl k der in dem Complex C enthaltenen Formen
gelangt ist. Aus geometrischen Betrachtungen (vgl. I Artikel 5 und II Artikel 4) er-
giebt sich, dass der Grenzwert, welchem sich der Quotient

mit unbegrenzt wachsendem m nähert, d. h. die mittlere Anzahl der Darstellungen
einer unbestimmten positiven ganzen Zahl

ist; ein zweiter Ausdruck für denselben Grenzwert lässt sich auf verschiedene Arten
aus der Natur der im Vorhergehenden bestimmten Anzahl (m) = e/(m) der Dar-
stellungen der Zahl m ableiten. Der zu diesem Zweck von dem Verfasser zunächst
eingeschlagene Weg scheint nach den vorhandenen Bruchstücken (I Artikel 7 und 8;
III und IV) folgender gewesen zu sein.

Ist $ (m) irgend eine Function der positiven ganzen Zahl m, und p irgend eine
Primzahl, so kann man aus $(m) immer eine neue Function $'(m) ableiten, deren
Wert unabhängig davon ist, ob und wie oft p als Factor in m enthalten ist, und
welche für alle durch p nicht teilbaren Zahlen m mit 0 (m) übereinstimmt; eine solche

Function erhält man, wenn man wo P* die höchste in m auf-

gehende Potenz von p bedeutet; und man kann sagen, dass die Function O'(m) aus
$(m) durch Elimination der Primzahl p entsteht. Bildet man auf diese Weise aus
/(m) eine neue Function /(m) durch Elimination der Primzahl 2, aus dieser die
Function /' (m) durch Elimination von 3 u. s. f., so wird jede folgende dieser Functionen
einen regelmässigeren Verlauf haben, als die vorhergehenden; eliminiert man eine
Primzahl nach der anderen, wie sie ihrer Grosse nach auf einander folgen, so wird
eine solche Function %(m) für unendlich viele Werte von m den Wert /(!) = !
haben und namentlich für alle diejenigen Werte von m, welche kleiner sind als die
zuletzt eliminierte Primzahl. Durch unendliche Fortsetzung dieses Processes nähert
man sich immer mehr der Punction /°°(w), welche für alle Werte von m den Wert
l hat, und deren mittlerer Wert folglich ebenfalls gleich l ist. Gelingt es nun, den
mittleren Wert irgend einer Function 0(w) durch denjenigen der nächstfolgenden
&' (m) auszudrücken, so wird man auch den mittleren Wert der Function f(m) durch
eine unendliche Kette von Operationen finden können.

Ist p die Primzahl, durch deren Elimination O'(m) aus 0(m) entsteht, so ist
$(m) = $'(w)/(pTC), wenn pK wieder die höchste in m aufgehende Potenz von ^be-
deutet. Für diesen Fall, dass p nicht in 2Z> aufgeht, findet man leicht, dass

ist; setzt man zur Abkürzung:

e (m) = a (i) + a (2) + • • • + a o»)
&(m) = a*(i) + af (2) + • • • 4- a'o»),

so ergiebt sich:

und hieraus, wenn man mit w, tu' respective die mittleren Werte der Functionen
&(w), O'(m) bezeichnet:



688 Bemerkungen.

Wenn aber die Primzahl p in 2D aufgeht, so findet zwar zwischen den Functionen
$(w) und $'(m) im Allgemeinen keine so einfache Beziehung mehr statt; indessen
ergiebt sich auf ähnliche Art leicht, dass in diesem Falle CD = to' wird. Ein anderer
Weg, die Beziehung zwischen u> und w' in beiden Fällen abzuleiten, ist folgender.
Setzt man

8 (m) -

wo das Summenzeichen sich auf alle Zahlen p bezieht, die nicht durch p teilbar und
ausserdem nicht grösser als m sind, und bezeichnet man mit w', m", m'", . . . resp.

die grössten in — , — , — , • • • enthaltenen ganzen Zahlen, so ist

0 (m) = a (m) + * (m')f(p) + B (m")/(p2) + S (m"') /(p3) + • • •
B'(m) = § (m) 4. 8 (m') + S (m!') + S (m'") H ----

und hieraus folgt:

was mit dem oben gefundenen Resultat übereinstimmt (vgl. die Note zu III und IV).
Der mittlere Wert der Function f(m) ist daher gleich dem unendlichen Product

n i1l /-DMi — p p
in welchem p alle in 2Z) nicht aufgehenden Primzahlen durchlaufen muss, und
hieraus folgt:

el/D= el/i>fT i- "l-f:^
p /p

Hinsichtlich der Strenge dieser Deduction bleibt aber ein Bedenken übrig, welches
sich auf die Methode bezieht, den mittleren Wert der Function /(m) durch successive
Elimination aller Primzahlen zu bestimmen; denn wenn es auch einleuchtet, dass der
Wert der durch Elimination der ersten n Primzahlen erhaltenen Function /^ (m) mit
dem der Function /°°(m) = l übereinstimmt, so lange m kleiner bleibt als die zuletzt
eliminierte Primzahl, und dass also durch die Wahl eines hinreichend grossen Wertes
n diese Übereinstimmung bis zu jeder vorher vorgeschriebenen Grosse der Zahl m
getrieben werden kann, so ist hiermit allein doch keineswegs erwiesen, dass mit un-
begrenzt wachsendem n der mittlere Wert der Function /^ (m) sich dem mittleren
Werte der Function jf00 (m), d. h. dem Werte l unbegrenzt nähert. In welcher Weise
der Verfasser diese Lücke auszufüllen gedachte, lässt sich aus den vorhandenen
Papieren nicht mit Sicherheit bestimmen; doch führt die schon oben (in der Note
zu I) mitgeteilte Formel

A_ A_ A_ A_ A_ -..

für die Anzahl der Paare von Zahlen, deren Quadratsumme den Wert A nicht über-
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trifft, zu der Vermutung, dass der Verfasser mit Umgehung des unendlichen Pro-
ducts , für den mittleren Wert der Function / (m) unmittelbar die unendliche Reihe

±
n

gefunden habe, in welcher n der Grosse nach alle positiven ganzen Zahlen durch-
laufen muss, die relative Primzahlen zu 2D sind. Die einfachste Art, diesen Ueber-
gang anzudeuten, scheint die folgende zu sein.

Ist (JL der grösste aller derjenigen Teiler einer Zahl w, welche relative Primzahlen
zu 2Z> sind, und setzt man 0(m) =/(p.), so ist $(m) diejenige Function, welche
durch Elimination aller in 2D aufgehenden Primzahlen aus / (m) entsteht, und deren
mittlerer Wert nach dem Obigen mit demjenigen der Function/(m) übereinstimmt.

Danun$(m) = 2 (—— J ist, wo n alle Teiler von p., d. h. alle diejenigen

Teiler von in durchläuft, welche relative Primzahlen zu 2D sind, so ergiebt sich
die der obigen analoge Formel

(2) + - n

wo in der Summe rechter Hand der Buchstabe n alle relativen Primzahlen zu 2D

durchläuft, und von den Quotienten — immer nur die grösste in ihm enthaltene
n

ganze Zahl beizubehalten ist. Ordnet man die Glieder dieser Reihe so, dass die Zahlen n

ihrer Grosse nach auf einander folgen, so nimmt der Factor — fortwährend ab oder
n

doch wenigstens nie zu, und die Reihe bricht ab, sobald n>m wird. Ausserdem
ergiebt sich aus dem Fundamentaltheorem in der Theorie der quadratischen Reste
und aus der Verallgemeinerung desselben, dass die Summe von je cp(4Z>) auf ein-

/ _ jT)\
ander folgenden Werten des Factors f - l verschwindet, woraus folgt, dass die Summe

von noch so vielen auf einander folgenden Werten desselben ihrem absoluten Wert
nach die endliche nur von der Determinante D abhängige Grosse A = cp(2Z)) nie-
mals übertrifft. Verbindet man diese beiden Bemerkungen mit einander, so findet

man leicht, dass die Summe aller auf das Glied ( - ) — folgenden Glieder ab-

solut genommen kleiner als A — ist, und dass folglich der Quotient B (m) : m bei

unendlich wachsendem m die in der angegebenen Art geordnete, convergierende un-
endliche Reihe

zum Grenzwerte hat. Nachdem so der gemeinschaftliche mittlere Wert der Functionen
$(m) und/(m) gefunden ist, erhält man unmittelbar:

Es verdient noch bemerkt zu werden, dass die Artikel 6 und 8 der Abhand-
lung II auf eine in mancher Beziehung einfachere und auch leicht auszuführende
Behandlungsweise des Problems hindeuten, bei welcher nur die Darstellungen un-
gerader oder sogar nur solcher Zahlen betrachtet werden, die relative Primzahlen zu
2D sind.
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d) Zu VI und VIL

Die Art, wie der Verfasser die Summation der Reihe z* ( ) ~~ ausgeführt hat,
**\ n Jn

ergiebt sich aus einigen speciellen Beispielen, welche sich auf einzelnen Blättern
vorfinden.

Ist D E=3 (mod. 4), so folgt aus dem Fundamentaltheorem in der Theorie der
quadratischen Reste mit Benutzung der Reihe

1 . 1 . 1 .
cotang w = - + -

dass
U U — 7T tt-f-TT U — 2rt tt + 2tt

'—ZA l ^fn\l 1(— D\l
(— J» =

ist, wo v alle relativen Primzahlen zu 2D durchläuft, die kleiner als D sind; setzt man

/ — r • S i r , . . 2rcy — l*=i} Cos-jj-hssm-£-==r

und bezeichnet man mit p alle relativen Primzahlen zu Z>, welche nicht grosser als
D sind, so lässt die vorstehende Summe sich leicht in die folgende umformen:

2l..
wendet man nun die für jede Wurzel ü> der Gleichung m^ = l gültige Formel

in welcher a die Zahlen l, 2, 3, . . . , D — l durchlaufen muss, an, so erhält man
durch Umkehrung der Summationsordnung

n J n ±D\D

Die auf jx bezügliche Summation lässt sich bekanntlich mit Hülfe der in der
Abhandlung: „Summierung gewisser Reihen von besonderer Art" (vgl. oben S. 463)
bewiesenen Sätze ausführen; beschränkt man sich auf den Fall, in welchem D durch
kein Quadrat teilbar ist, so findet man allgemein:

wo f -=r- J = 0 gesetzt werden muss, falls a keine relative Primzahl zu D ist. In dem

Fall D = 3 (mod. 4) erhält man daher:

wo a' alle relativen Primzahlen zu Z) durchläuft, die kleiner als-~-D sind; da endlich

s = 2 ist, so wird die Anzahl der Klassen

Ist dagegen Z)~l (mod. 4), so erhält man mit Benutzung der Reihe

cosecw =
U U — 71 u — u-\-%n

auf ähnliche Weise
n-l

2)1- 2(-o U-H
V7I

wo die Buchstaben v und p, die frühere Bedeutung haben; schliesst man den evi-
denten Fall D— l aus und wendet die für jede Wurzel u> der Gleichung v>D = l
(mit Ausnahme von w = 1) gültige Formel

= 1 + >V

l

^S»*-*'

in welcher a" die Zahlen l, 2, 3, ..., ~r (D — 1) durchlaufen muss, an, so ergiebt

sich, wieder unter der Beschränkung, dass D durch kein Quadrat teilbar ist:

2
/-ZA l _ü_v/a

l"J^= VD2l(-D

und hieraus, da e = 2 ist:

Ganz ähnlich würden sich die Fälle behandeln lassen, in welchen D gerade ist. —
Was die Bestimmung der Klassenanzahl für positive Determinanten D betrifft, so

finden sich ausser der im Text mitgeteilten Schlussformel nur einzelne geometrische
Figuren vor, welche Hyperbelsectoren von endlichen Dimensionen darstellen, und
neben denselben Ungleichungen, durch welche die Punkte, deren Coordinaten die
Variablen der quadratischen Formen sind, in das Innere eines solchen Hyperbel-
sectors gedrängt werden. Diese Hyperbelsectoren treten an die Stelle der Ellipsen,
welche den quadratischen Formen mit negativer Determinante entsprechen, und durch
die Bestimmung ihres Flächeninhalts ergiebt sich wieder die mittlere Darstellungs-
anzahl, wenn nämlich nur solche Darstellungen zugelassen werden, bei welchen die
Variabein den eben erwähnten Ungleichungen Genüge leisten. Andererseits dienen
diese Ungleichungen dazu, aus den unendlich vielen Darstellungen einer Zahl m,

welche alle zu einer und derselben Wurzel n der Congruenz n* — D ̂ 0 f mod. —%- J

gehören und welche den sämtlichen Auflösungen der Gleichung $—Du2= l entsprechen
(vgl. Arithmetische Untersuchungen Artikel 205), eine einzige zu isolieren und alle ändern
auszuschliessen. Die Anzahl aller zugelassenen Darstellungen derZahl m durch den
Complex aller nicht eigentlich äquivalenten eigentlich primitiven Formen ist dann gleich
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dem Wert der Function / (m) , in welcher nur — D durch D zu ersetzen ist, und
aus der Betrachtung der Eigenschaften derselben ergiebt sich, wie früher bei nega-
tiven Determinanten, ein zweiter Ausdruck für die mittlere Darstellungsanzahl; die
Vergleichung desselben mit dem vorher durch geometrische Betrachtungen abgelei-
teten Werte führt dann unmittelbar zu der Bestimmung der Anzahl der Klassen.

e) Zu VIII.
Hier bedeutet p eine positive Primzahl von der Form 4n-f-l; die Bezeichnung

stimmt mit der in der Abhandlung: Theorie der biquadratischen Reste I Artikel 23
(vgl. oben S. 531) angewendeten überein; es ist also

^ = a2 + £2. a=i(mod.4); b = af(mod.p);

die mit a, ß bezeichneten Zahlen sind durch die Zerlegung p = a2-f-2ß2 bestimmt.
Der im Text aufgestellte Satz hängt mit dem biquadratischen Character der

Zahl 2 zusammen; da nämlich (vgl. Theorie der biquadratischen Reste I. Artikel 21,
oben S. 529)

-
2 4 £EEE/2 (mod. p)

ist, so folgt aus der Congruenz

6= 2m -f- a — l (mod. 8)
die andere

2 4 ~ / (mod.

und umgekehrt jene aus dieser. Der Beweis dieser letzteren Congruenz ergiebt sich
leicht auf folgende Art. Ist (x die Anzahl der quadratischen Reste «i, welche zwischen
0 und l p liegen, so ist (nach VII):

m = 2 fx — | (p — 1),

und die Anzahl der quadratischen Reste «2, welche zwischen \p und \p liegen, ist
= \ (p — 1) — fi. Ist nun p^l (mod. 8), also die Zahl 2 quadratischer Rest, so
stimmen die Zahlen 2«j und p — 2«2 im Complex mit den Zahlen at und «3 überein,
und bezeichnet man das Product dieser Zahlen mit A, so ergiebt sich:

P-1 * / ,N ..

und folglich:
^ jx 2{x m

2 4 = (- 1) =/ =/ (mod. p).

Da ferner in diesem Fall b = Q (mod. 4) und folglich

ist, so erhält man die zu beweisende Congruenz:

2 4 =/ 2 (mod.jp).

Ist dagegen p = b (mod. 8), also die Zahl 2 quadratischer Nichtrest, so stimmen
die Zahlen 2«, und p —2a 2 mit den sämtlichen zwischen 0 und ^/> liegenden
quadratischen Nichtresten überein; bezeichnet man ihr Product mit B und das Product
der Zahlen crj und «2 wieder mit A, so ist

/—AB, (—1) » 2 A'-

Erhebt man diese beiden Congruenzen zum Quadrat, indem man berücksichtigt,
dass

ist, so erhält man:

2 =— l (mod. p)

und hieraus A* = + l; da nun A ein Product aus quadratischen Resten, also A2

ein Product aus biquadratischen Resten und folglich selbst ein biquadratischer Rest
ist, so muss A2 = -{- l sein, weil — l ein biquadratischer Nichtrest ist. Hieraus folgt:

(-1) 4

und
,P-5

2 4 =(-1) /=/ =/ 4 (mod. p).

Da endlich in diesem Fall b = 2 (mod. 4) und folglich

ist, so erhält man wieder die zu beweisende Congruenz:
p—l q—l

2~T~EE/7*~f~~T~(mod.p).

f) Zu IX.

Es sei p eine positive ungerade durch kein Quadrat teilbare Zahl und

/p
wo sr alle relativen Primzahlen zu p durchlaufen muss, welche zwischen (r— 1)-|

p
und r ig liegen; bezeichnet man die Anzahlen der nicht eigentlich äquivalenten
eigentlich primitiven Formen für die Determinanten —p und — 2p respective mit Q,
und C2, so ist (vgl. Di r ich le t Recherches sur diverses applications etc. § 11 in
Cre l l e ' s Journ. XXL).

C, =203.+ S.), C2 = 2(^-
oder

je nachdem _p=El oder ^3 (mod. 4) ist. Bedenkt man ferner, dass die Zahlen s{ und
52 im Complex mit den Zahlen 2sj und p — 2s4, und ebenso die Zahlen s3 und $4 im
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Complex mit den Zahlen 2s2 und p —- 2s3 übereinstimmen, und dass im Falle p — l
(mod. 4) die Summe Si -f- #2 + S3 -f- S4 = 0 ist, so ergeben sich in beiden Fällen
noch zwei neue Relationen zwischen den vier Summen $15 $2, $3, 84, so dass jede
derselben durch Ci und <72 ausgedrückt werden kann. Man erhält auf diese Weise:
wenn p == l (mod. 4) ist:

'2N

und wenn ^> = 3 (mod. 4) ist:

Ist p eine Primzahl, so findet man hieraus unmittelbar die im Texte angegebenen
Formeln für die Anzahl der quadratischen Reste, welche in den einzelnen Octanten
enthalten sind.

g) Zu X.

Es sei p eine positive und durch kein Quadrat teilbare Zahl von der Form
6/1 ± l und

wo sr alle relativen Primzahlen zu p durchlaufen muss , welche zwischen (r — 1) —
\u

und r £= liegen; bezeichnet man die Anzahlen der nicht eigentlich äquivalenten

eigentlich primitiven Formen für die Determinanten — p und — 3p mit (7ls <73, so
findet man leicht (vgl. Dir ichle t , Recherches etc. § 11 oder die Note zu VI und VII):

oder:

je nachdem p EE l oder = 3 (mod. 4) ist. Berücksichtigt man ferner, dass

die Zahlen sl und s2 mit den Zahlen 2^t und p — 2s6

„ „ s3 und s4 „ „ „ 2s2 und p — 2ss

» „ sb und *6 » » » 2 5 3 u n d p — 2«4

und ebenso
die Zahlen «1? «a> % mit den Zahlen 3«i, 3%— p, p —

„ m 84, S6, SQ „ „ „ 3«2, 3«6— p, p--

übereinstimmen und dass im Falle p = l (mod. 4) die Summe ^ + S2 4- ̂ 8 4- Ä4

4- Ä5 4- £6 = 0 ist, so erhält man ausser den beiden obigen noch vier neue Relationen
zwischen den sechs Summen $1, £2, • . ., £6, so dass dieselben ^amtlich aus C\ und
C3 bestimmt werden können. Man erhält auf diese Weise,

wenn p = l (mod. 4) ist:

5,0=

und wenn p = 3 (mod. 4) ist :

Ist p eine Primzahl, so findet man aus dem ersten System die im Texte an-
gegebenen Formeln; für die ändern Fälle erhält man ähnliche Formeln aus dem
zweiten System.


