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Ubungsblatt 12

Aufgabe 1. Seien p eine Primzahl und n € {p, 2p}. Zeigen Sie, dass die Galoisgruppe des Polynoms
X™-1eQ[X] zyklisch ist.

Beweis. ITm Beweis zur Aufgabe 2 zeigen wir, dass fiir alle n € N gilt
Gal(X" - 1) = Gal(Q(()| Q) = (Z/nZ)",
wobei ( eine primitive n—te Einheitswurzel in Q ist. Ist p = 2, so gilt fir n=2-2=4
(Z[nZ)" =(Z]4Z)" = (3).
Fir n=p =2 gilt B
(Z[nZ)" =(Z/22)" = (1).

Sei nun p > 2, so erhalten wir fiir n = p, dass (Z/nZ)" = (Z/pZ)" eine endliche multiplikative
Untergruppe eines Korpers und somit zyklisch ist. Ist n = 2p, so gilt nach dem chinesischen Restsatz
(ZInZ) = (Z[2pZ)" = (Z[22)" x (ZpZ)" = (Z[pZ)" .

Also ist in allen Fillen die Gruppe (Z/nZ)" zyklisch. O

Aufgabe 2. Bestimmen Sie die Galoisgruppe des Polynoms X' - 1€ Q[X].

Nach Proposition 4.23 ist X" -1 = []g), ®a, wobei @4 das d-te Kreisteilungspolynom ist. Der
Zerféllungskorper von X™ -1 ist also L := Q(Cq4y,---,C4, ), Wobei (4, eine primitive d;—te Einheits-
wurzel ist und 1 =d; < dy <...<dk-1 < di = n die Teiler von n durchlauft. Nun kann man aus ¢, die
anderen vorkommenden primitiven Einheitswurzeln zuriickgewinnen. Das Element Q,? ist eine d—te
Einheitswurzel, denn

() =qr=1

und sie ist primitiv

n

T (%,Cnl)  geT(n, %
Also erhalten wir den Zerfallungskorper L = Q(Cqy,---,Ca,) = Q(¢r). Fiir n = 15 liefert das Korollar
4.20 und der chinesische Restsatz

Gal(L|Q) 2 (Z/15Z2)" 2 (Z[3Z)" x (Z|5Z) = Z|2Zx T JAZ,

wobei (Z/57)" als endliche multiplikative Untergruppe vom Korper Z /57 zyklisch der Ordnung 4
ist.

Aufgabe 3. Es bezeichne ¢ die Eulersche ¢—Funktion. Zeigen Sie, dass fiir n € N
(1) die Gleichung ¢(n) = nT1,n,p prim(1 —p71) gilt,
(2) die Gleichung n = ¥ 4ey, 41 ¢(d) gilt,
(3) fiir a € N mit ggT(a,n) =1 die Kongruenz a®(™ =1 mod n gilt und
(4) es nur endlich viele m € N gibt mit ¢(m) = n.
Beweis. (1) Sei n =]],ep p® die Primfaktorzerlegung von n, so gilt nach Lemma 4.15

p(n) =1 o) =T p*(1-p") = (H pe")~(H(1—p1)) =n[J(1-p").
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(2) Es gilt

{1,...,n}=J{k|1<k<n, ggT(k,n)=d}
d|n

und fiir alle d|n

¢(%) {1 <k <n, sgT(k,n) = d}]|.

Wir erhalten also

n=[{1,...,n}|
={J{k|1<k<n, ggT(k,n)=4d}
d|n
:zlz|{k\1skgn7 ggT(k,n) = d} |
d|n
-T5(5)
d|n

Alternativ kann man mittels Vorlesung auch wie folgt argumentieren

n=deg(X"-1)= deg(H <I>d) =Y deg(®q) = Z‘:¢>(d).
dln

d|n d|n

(3) Sei a € N mit ggT(a,n) =1, so gilt @€ (Z/nZ)". Das Lemma von Lagrange liefert

@MDY 0o 21 mod .

(4) Sei p>n+1,sogilt p+ m, denn ansonsten gelte nach dem ersten Teil der Aufgabe n<p—1 |
¢(m) = n, ein Widerspruch. Aus dem Kleinen Fermat folgt

p"—1=p?" 120 mod m.

Also ist m ein Teiler von p™ — 1 und da es nur endlich viele Teiler von p™ — 1 gibt, ist die
Behauptung bewiesen.
O

Aufgabe 4. Essei ( eine primitive 12—te Einheitswurzel iiber Q. Bestimmen Sie alle Zwischenkorper
der Erweiterung Q(¢)|Q.

Nach Korollar 4.20 und dem chinesischem Restsatz gilt mit L := Q(()
Gal(L|Q) = (Z/12Z)" = (Z[3Z)" x (Z|AZ) = Z[2ZxZ |2 Z.

Die Gruppe Gal(L|Q) ist also die Kleinsche Vierergruppe und die Untergruppen wurden in Blatt
11 Aufgabe 2 berechnet. Sie lauten

{idp}, {id, o} fiir 0 € Gal(L|Q) und Gal(Z|Q).
Nach Korollar 4.20 werden die Elemente von Gal(L|Q) durch folgende Zuordnungen induziert
Ok - C = Ck7

wobei k € {l|1<1<12, ggT({,12) = 1} = {1,5,7,11}. Die Galoiskorrespondenz liefert also die
folgenden Unterkorper

JALEA . L, plidrsos} _ Q(C3)7 plidnsor} _ Q(<2)’ JALCIZLITS Q(<3 -2() = Q(\/ﬁ)7 [CGal(LIQ) Q.


https://www.math.uni-bielefeld.de/~syahiate/Algebra1/U11.pdf
https://www.math.uni-bielefeld.de/~syahiate/Algebra1/U11.pdf

Wir berechnen im Folgenden exemplarisch L4295} und Liideou},
Das 12-te Kreisteilungspolynom ist X% — X2 + 1 und daraus folgt

L=Q[¢]={a+bC+cC®+d(*|a,b,c,deQ}.
Sei z:=a+ bC+ cC?+d¢3 e L mit
a+bC+cCi+dP =z =05(2) = a+bC+cC0+dC* = a+ b+ +d¢P = (a+c)-bC—cCP+(b+d)C,
wobei (5 = (¢* = ¢(¢?-1) = ¢~ und ¢1° = =2 + 1 benutzt wurde. Ein Koeffizientenvergleich liefert
b=c=0,also gilt z = a + d¢? und somit L1275} = {4+ d¢3 | a,d € Q) = Q(¢?).
Dasselbe Vorgehen fiir L1711} Jiefert
a+bC+eC®+dP =z =011(z) = a+ b +eC®?+d¢* = a+ b + e+ dC% = (a+e)+bC—cCP - (b+d)C.
Ein Koeffizientenvergleich liefert ¢ = 0, —2d = b und somit erhalten wir z = a +-d{ +d¢® = a+ d (> -

2¢). Also gilt LUdeond = £41d(¢3-2¢) | a,d € Q} = Q(¢3-2¢) und wegen (¢3-2¢)? = 3¢%(-¢?+1) = 3
erhalten wir insgesamt L9271} = Q(1/3).



