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Ubungsblatt 2

Aufgabe 1. Sei H eine Untergruppe von G vom Index 2. Zeigen Sie, dass H ein Normalteiler von
G ist.

Beweis. Da der Index |G : H| = 2 ist, existiert ein ¢ € G\ H. Somit gilt offensichtlich

gH # H # Hg
und
HUgH =G = HUHjg.

Insgesamt erhalten wir
gH = (HUgH) \H=G\H= (Hqu) \ H = Hy.
Also ist H ein Normalteiler. O

Aufgabe 2. Zwei Elemente h, h’ € G heiflen konjugiert, wenn es ein ¢ € G mit ' = ghg~*! gibt.

1. Zeigen Sie, dass Konjugiertheit von Elementen eine Aquivalenzrelation auf G ist. Thre Aqui-
valenzklassen werden Konjugiertenklassen von G genannt.

2. Zeigen Sie, dass eine Untergruppe H < G genau dann ein Normalteiler von G ist, wenn H
eine Vereinigung von Konjugiertenklassen von G ist.

3. Bestimmen Sie die Konjugiertenklassen der symmetrischen Gruppe Ss.

Beweis. 1. Sei h € G, so gilt h = ehe und somit die Reflexivitdt der Relation. Sei zusétzlich
B’ € G mit h' = ghg~! fiir ein g € G, so gilt h = g~'h’g, d.h. die Symmetrie der Relation. Fiir
die Transitivitit sei zusitzlich b’ = g’h’g’~?! fiir ein A" € H und ¢’ € G. Somit gilt

W'=g'h'g™" = g'ghg™ gt = (g'g)h(g'9) ",
d.h. die Transitivitdt der Relation.

2. Sei R C @ ein minimales Represintentsystem der obigen Aquivalenzrelation und {K, | r € R}

die dazugehorigen Konjugiertenklassen. Nach Definition gilt K, = (J grg~! fiir r € R.
geG
Sei nun R’ C Rmit H = |J K,. Offensichtlich gilt gK, g~ = K, fiir alle g € G und r € R.
reR’
Somit erhalten wir

gHg ' =g ( U Kr> gt = (&)= |J K- =H.

reR’ reR’ reR’

Letzteres ist dquivalent zu gH = Hg.

Sei nun H ein Normalteiler. Da H abgeschlossen unter Konjugation ist, d.h. gHg~! = H ist,
gilt fiir jedes Element aus H, dass die dazugehorige Konjugiertenklasse in H enthalten ist.
Sei also R’ C R minimal, sodass jedes Element von H in einer Konjugiertenklasse K, mit
r € R’ enthalten ist. Aus vorherigem folgt, dass K, C H fiir alle r € R’ und somit insgesamt

H= | K,
reRr’
O

3. Es ist leicht nachzurechnen, dass die Konjugiertenklassen von S3 wie folgt lauten

Kia = {id}, Ko = {(12), (13), (23)} und K155, = {(123), (132)}.



Aufgabe 3. Seien Hi, H, Untergruppen von G mit H; C Hy, und H; habe endlichen Index in G.
Zeigen Sie,

1. dass auch H, endlichen Index in G hat und

2. dass
|GIH1| = |G : H2| . |H21H1|
gilt.
Beweis. 1. Sei Ry C G ein minimales Representantensystem von Linksnebenklassen von Hp in
G, so gilt |G : Hy| = |R1| < oo. Wihle Ry C G ein minimales Representantensystem von

Linksnebenklassen von Hs in G, so ist zu zeigen, dass |Rz| < |Ry] gilt.

Seien 7,1’ € Ry, so zeigen wir, dass rH; = v’ H; genau dann wenn r = 7’ gilt. Wenn r = 1/, so
ist offensichtlich rH; = ' H;. Andersherum sei 7Hy = 7' Hy, so gilt rHy D rH; = ' H; C r' Hs.
Also sind die Nebenklassen rHs, 7’ Hy nicht disjunkt und miissen somit iibereinstimmen.

Da zusitzlich jedes r € Ry sich in einer Nebenklasse von r’ € R; befindet, kénnen wir o.E.
annehmen, dass Ry C R gilt. Aus vorherigem folgt |Ra| < |Ry].

2. Seien Ry C G ein minimales Reprisentantensystem von Linksnebenklassen von Hs in G, Ry C
G ein minimales Représentantensystem von Linksnebenklassen von H; in G und R; 2 C Hj
ein minimales Représentantensystem von Linksnebenklassen von Hy in Hy. Wir werden zeigen,
dass

G/H1 = {’I‘THl ‘ re€ Ry, T € RLQ},

genauer, {r7 | r € Ry, 7 € Ry 2} bildet ein minimales Représentatensystem von Linksneben-
klassen von H; in G.

Sei gH; € G/H; mit g € Ry, so existiert genau ein r € Ry mit g = rHs. Also existiert genau
ein hy € Hy mit g = rhy. Das Element hy ist in genau einer Nebenklasse 7H; mit 7 € R »,
d.h. es existiert genau ein h; € Hy mit hy = 7hy. Insgesamt gilt also

ng =rhoHy = rrhiHy = r7H; € {’I‘?Hl | r€ Ry, T € RLQ},
woraus G/Hy = {r7Hy | r € Ry, 7 € Ry 2} folgt.
Als néchstes zeigen wir, dass r7H; paarweile disjunkt fiir alle 7 € Ry, 7 € Rj 2 sind. Seien
hierfiir ', 7" € Ry und 7,7 € Ry o mit v'7H, = r”7H;. Offensichtlich gilt

r'Hy=7"vHy D r'rH, =r"7H, C r"tHy = 1" H,

und somit gilt v’ = r”. Aus letzterem folgt 7 = 7.
Wir erhalten somit wegen |G : Ha| = |Ra| < oo (Teil 1)

|G : Hi| = |G/ H,]

=| |J {r7H: |7 € Ri2} |
7€ Ro

= Z | {T?Hl |7€ Rlyz} |
rERo

=D |Riyl
rERo

= |Ra| - |R12

= |GH2| . ‘HQ : Hl‘
O

Aufgabe 4. Sei G = {e, a1, az, a3} eine Gruppe der Ordnung 4, die nicht zyklisch ist, d.h. G # (g)
fiir alle g € G.



1. Zeigen Sie, dass a? = e gilt fiir alle 7 € {1,2,3} und dass, fiir jede Permutation i,7,k der

)

Indizes 1,2, 3 die Relation a;a; = a;, gilt.
2. Zeigen Sie, dass die Automorphismengruppe

Aut(G) ={¢: G — G | ¢ Automorphismus von G}

zur symmetrischen Gruppe S3 isomorph ist.

3. Bestimmen Sie eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sy, die zu G isomorph ist.

Beweis. 1. Nach Fermat's kleinem Satz gilt ord(a;) | |G| = 4 fiir alle 1 < ¢ < 3, d.h. ord(a;) €
{1,2,4}. Da G nicht zyklisch ist, sind die Ordnungen der Elemente von G maximal zwei und
da a; # e fiir alle 1 < 4 < 3 gilt, folgt ord(a;) = 2. Letzteres ist gleichbedeuted mit a? = e fiir
alle 1 <3 < 3.

Seien 4,5 € {1,2,3} mit 7 # j, so betrachte a;a;. Angenommen a;a; = a;, so gilt a; = e, ein
Widerspruch. Analog, wenn a;a; = a;, so folgt a; = e, ein Widerspruch. Also folgt a;a; = ax
mit £ € {1,2,3} und @ # k # j.

2. Betrachte die folgende Abbildung
Y83 = Aut(G), o= [fo e e, a; > agey).

Wir zeigen im Folgenden, dass 1 ein Isomorphismus ist. Sei 0 € S3, so ist f, offensichtlich
bijektiv. Aulerdem gilt

fiir alle 4,7,k € {1,2,3} mit ¢ # j and ¢ # k # j, d.h. f, ist ein Homomorphismus und somit
ist 1) wohldefiniert.
Des Weiteren ist leicht zu sehen, dass ¥ ein Homomorphismus ist, denn seien 01,09 € S3, so
gilt

1/)(0'10’2)(%') = fcnaz(ai) = Qg 05(i) = fO’l(aO'z(i)) = fa1f02(ai) = 1/’(01)1/)(02)(%‘)
und analoges gilt fiir ¢ (o102)(a;e) = ¥ (0102)(ea;). AuBerdem ist ¢ injektiv, denn seien oy, oy €
Ss mit Y(01) = fo, = fo, = ¥(02), so gilt fiir alle 1 <7 <3

oy (i) = fdfz(ai) = fal(ai) = Qg (1),

woraus o1 = oz folgt. Aus | S3 |>| Aut(G) | folgt nun die Bijektivitidt von ).
O

3. Wir benutzen Blatt 1 Aufgabe 1 und erhalten mit a4 := e die Einbettung G < Sym(G) = S,
mit

e —id, @ — (14)(23), az — (24)(13), a3 — (34)(12).

Also ist die Untergruppe {id, (14)(23), (24)(13), (34)(12)} < S4 zu G isomorph.



