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Ubungsblatt 4

Durchweg sei R ein kommutativer Ring mit 1.
Aufgabe 1. Zeigen Sie:
1. Ist R ein Integritétsbereich, so auch der Polynomring R[X].
2. In diesem Fall ist die Einheitengruppe R[X]* von R[X] isomorph zu R*.

Beweis. 1. Seien f,g € R[X]~ {0} mit f(X) = ZaiXi, g(X) = ZbiXi , myn €Ng, a, #0 % by,
i=0 1=0

0=F(X)g(X) = Z(Zalbkz) ,

k=0 \i=0

und fg =0, so gilt

wobei a; = b; =0 fiir ¢ > n,j > m. Insbesondere gilt

n+m n—-1 k
0= Z Aibpam-i = (Z a; bn+m—i) + A by + ( Z a; bn+m—i) = p b,
———

i=0 i=0 . i=n+1

Da R ein Integritdtsbereich ist und a, # 0 # b,, gilt, folgt a,b,, # 0, ein Widerspruch.

Lemma 0.1. Seien f,g € R[X], so gilt deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Beweis. Seien f,ge R[X] mit f(X) = ZaiXi, g(X) = ZbiXi und m, n € Ny. Fiir f =0 oder

=0 =0
g =0 ist die Aussage offensichtlich korrekt. Seien also f # 0 # g und a,, # 0 # b,,, so gilt

F(X)g(X) = i (fj aibki) X"

k=0 \i=0

nin(Zazbm)

k=0 \i=0

Es gilt also deg(fg) = n + m = deg(f) + deg(g). a

Sei f € R[X]*, so existiert ein eindeutiges g € R[X] mit fg = 1. Somit folgt mit dem obigen
Lemma

0 = deg(fg) = deg(f) +deg(g),

d.h. deg(f) =0 = deg(g). Somit kénnen wir f eindeutig einem Element aus R* identifizieren. Sei
andersherum f € R*, so fasse f als (konstantes) Polynom auf, welches offensichtlich invertier-
bar in R[X] ist. Diese beiden Identifikationen sind zueinander inverse Ringhomomorphismen,
sodass insbesondere gilt R* ~ R[ X ]*.

O



Aufgabe 2. Setze L= {Zale eR[X]|m = }

1. Zeigen Sie, dass L ein Unterring von R[X] ist, jedoch nicht ein Ideal in R[X].
2. Zeigen Sie, dass L isomorph ist zum Faktorring R[X][Y]/(X? - Y3).

Beweis. 1. Offensichtlich ist L eine additive Untergruppe von R[X]. Es bleibt also nur noch die
Abgeschlossenhelt bezughch der Multiplikation zu zeigen. Seien hierfiir f, g € L mit f(X) =

Zai , 9(X) = Zb Xt so gilt
=0

1000 -5 (§ 00

k=0 \i=0
Da f,g e L folgt mit k=1
1
Z aibi-; = apby + a1 bo = 0,
i=0

d.h. fg e L.
Die Menge L ist kein Ideal, denn mit 1e Lund X ¢ L gilt 1- X = X ¢ L.

2. Betrachte die Zuordnung

¢:R[X][Y]~ L Z ainiyjH Z ainBHQj,

(i.3)el (i.5)el

wobei I € N2 endlich ist. Wir zeigen im Folgenden, dass ¢ ein Ringepimorphismus mit ker(¢) =
(X2 - Y3) ist.
Zunichst stellen wir fest, dass {37+ 25| 7,5 € No} = Ng \ {1} gilt.
Aus vorherigem folgt wegen 1 ¢ {3i+2j | 1,5 € No} die Wohldefiniertheit von ¢, denn sei
p(X,Y)= > a;X'Y7 e RIX][Y], so gilt

(4,4)el

d(p)(X)= Y. ayX**H

(4,5)el
und somit ist ¢(p) € L. Da ¢ die R-lineare Fortsetzung der Zuordnung X'Y7 > X372 g,
ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus von (R[X][Y],+) nach (L,+). Seien f,g € R[X][ Y] mit
FX,Y)= ) ayX'Y7 g(X,Y)=X"Y!, s0 gilt
(4,9)el

¢(fg)(X):¢( > ain“’“Yj”)

(4.5)el
z ain3(i+k)+2(j+l)
(4,5)el

_ ( Z aUX3”23)X3k+2l
(i,5)el

=o(f)o(9)(X).

Wegen der R-Linearitit von ¢ gilt die obige Gleichung auch fiir beliebige g € R[X][Y].
Insgesamt erhalten wir, dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist.
Um die Surjektivitidt zu beweisen, reicht es wegen der R—Linearitéit von ¢ aus zu zeigen, dass

{X* |k eNg~ {1}} cIm()



gilt. Dies folgt aus der Tatsache {3i +2j | i,5 € No} = Np ~ {1}, denn sei k& € Ng ~ {1}, so
existieren 4,5 € No mit 34 + 2j = k und somit ¢(X*Y7?) = X372 = X* € Im(¢).

Als nichstes berechnen wir den Kern von ¢. Zunichst gilt offensichtlich, dass ¢(X?2 - Y?) =
X6-Xx%=0,d.h. (X2 - Y3) c ker(¢). (Ein kiirzerer Beweis der folgenden Tatsache wird unten
in der Bemerkung gegeben.)

Seinun p € R[X][ Y] mit p(X,Y) = Z a; X' Y7 und ¢(p) = 0. Sogilt ¢(p)(X) = Y. ay X3+ =

(4,9)el (i,5)el
0.Wir sortieren die Summe um und fassen Summanden zusammen, indem wir die folgende Par-
tition von I einfithren. Sei I = Ugen, Jr mit I := {(4,7) € I | 31 +2j = k}, so gilt

0=o(p)(X) = Z( > aij)Xk

keNo \(2,5)elk

und damit

Z aij =0

(i,5)ely
fiir alle k € No. Wir werden zeigen, dass ¥(; j)er, ag X'Y7 € (X2 - Y?) fiir alle k € Ny und

damit gilt auch p € (X? - Y3). Fixiere also ein k € Ny mit |I;| =t n € N, denn fiir n = 0 gilt
Yigyen, a5 X Y7 =0€(X? - Y?). Wegen

0= Z a,-j
(4,5)€lk

< Alm = — Z Q4

(1.3)el N {(1,m)}
fiir ein fixiertes (I, m) € I, + @ erhalten wir
Z ainin= Z (ainin—ainlYm).
(i-g)ely (1,3)eN{(1,m)}

Betrachte die Summanden aini Y? —vainl Y™, Wegen 3i+2j = 3l +2m gilt ¢ = [ genau dann,
wenn j = m. Ist i = [, so gilt a; X' Y7 —a; X'Y™ =0¢€ (X? - Y3). Nehme also o.E. an, dass
1> 1, so gilt auch m > j. Somit erhalten wir

ay X'V - ay X'Y™ = ay X YT (X - YY)

Da 3(i —1) +2(5 — m) = 0 nur die ganzzahligen Losungen der Form ¢ — [ = 2« und j — m = -3«
mit « € Z besitzt, wobei wir hier nur positive a betrachten, gilt

ay XY - ay X'Y™ = a0y XPYT (X)) - (YVP)?).
Wegen a™ — b™ = (a—b)(a™ 1+ a"2b+...+ab™ 2+ b™ 1) fiir beliebige a, b € R erhalten wir
4 XY - ay XY™ = a XY (X)) - (YV?)*)
=ay X' YI(X2 - Y?).
(X2 g x2 o yd oy X2y yslerhy e (2 - v,
Insgesamt gilt also p € (X2 - V3).
Da ¢ ein surjektiver Ringhomomorphismus mit ker(¢) = (X 2_ Y3) ist, liefert der Homomor-

phiesatz R[X][V]/(X?-Y?) = L.
O

Bemerkung 0.2. Alternativ und insbesondere eleganter kann man die Aussage ker(¢) € (X%-Y3)
wie folgt zeigen.

Zuniichst stellen wir fest, dass X™Y™ = (X2 - Y3)X™2Y" + X™2Y "3 fiir n,m € No mit m > 2
gilt. Sei f € R[X][Y], so existieren also nach vorherigem fo,f1 € R[Y] und g € R[X, Y] mit

FX,Y) = f(Y) + A(Y)X + (X2 - Y2)g(X, V).



Insgesamt erhalten wir also fiir f € ker(¢)

0=¢(f)(X)
= (X%, X7)
= o(X?) + i(X*) X%+ (X° - X%)g(X7, X?)
= o(X?) + A(X*) X7,
Da deg(fy(X?)) = deg(fo(X?)X?3) gilt, muss fo = f =0 gelten.

Aufgabe 3. Der Ring R[X] der formalen Potenzreihen mit Koeffizienten in R ist definiert wie folgt.
Als Menge ist

R[X]=RN ={(ao,a1,...) | a; € R fiir i ¢ Np}.
Addition und Multiplikation sind definiert wie im Polynomring R[ X ].

1. Zeigen Sie, dass R[X]* = {ZaiXi eR[X]]ape R*} gilt.
2. Sei R ein Korper. Bestimmen Sie alle Ideal von R[X].

Beweis. 1. Seien f,g € R[X] mit f(X) = ZaiXi und g(X) = ZbiXi, so gilt nach Definition
=0 i=0

o/ k
F(X)g(X)=)" (Z )
k=0 \i=
k
Also gilt genau dann fg =1, wenn agby = 1 und Z a;bi_; =0 fiir alle k£ > 1.

=0

Ist nun f € R[X]*, so gilt a9 € R*, d.h. f € {ZalX eR[X]|apeR* } Ist andersherum
=0
f(X)= ZaiXi € {ZaiXi €eR[X]|apeR" } so betrachten wir g(X) = Zb X" mit by = ag*
=0 =0 =0

n—1
und b, = —a(]l Z an—;b;. Es gilt agby = aoao_l =1und fur k>1
7=0

k k
Y aibpoi = ap_ib;
i=0 i=0
k-1
= (Z akibi) + ap by

=0
k-1 k-1
= (Z ak_ibi) +ap | —aq Z ap—j b;
=0 3=0
k-1 k-1
= (Z akibi) - Z ag—j b
i=0 7=0
=0

Somit ist f eine Einheit in R[X].

2. Wir zeigen im Folgenden, dass die Ideale von R[X] der Form {0} und (X™) mit n € Ny
sind. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass fiir ein beliebiges f € R[X] \ {0} ein u € R[X]*

und n € Ny existieren, sodass f(X) = X™u(X). Sei also f(X) = ZaiXi € R[X] ~ {0} mit

=0



n € Ny minimal, sodass a, # 0 (d.h. a, € R*), so gilt f(X) = X" (ZaiXi_”). Nach Teil (1)

=n

ist u(X) = ZaiXi_" eine Einheit.

Sei nun I < R[X] ein von {0} verschiedenes Ideal, so kénnen wir ein Element f € I mit
f(X) = X"u(X) wihlen, sodass n € Ny minimal und » € R[X]* ist. Es ist I = (X™), denn
offensichtlich gilt wegen X" = f(X) - u(X)™*

(X™)crI

und andersherum mit g € I ~{0} mit g(X) = X™v(X), m € No und R[X]* gilt nach Definition
m > n und somit
g(X) = X"X™ " (c) e (XT),

dh. ITc(X™).
O
Aufgabe 4. Ein Element r heif3t nilpotent, falls ein n € N existiert mit ™ = 0. Zeigen Sie:
1. Die Menge N(R) der nilpotenten Elemente in R ist ein Ideal von R.
2. Fiir u e R und r e N(R) gilt stets u+r € R*.
Beweis. 1. Zunichst rechnen wir nach, dass N(R) eine additive Untergruppe von R ist. Of-

fensichtlich ist 0 € N(R) und fiir alle » € N(R) gilt auch -r € N(R). Es bleibt also die
Abgeschlossenheit begiiglich der Addition zu zeigen. Seien ry, 5 € N(R) mit ™ = )2 = 0, so
konnen wir wegen der Kommutativitdt der Multiplikation in R und 1 € R den binomischen
Lehrsatz anwenden. Es gilt

"N (g +
1+ M2 _
(r1+m)™mt2 = Z ( )rlkr;”m k

k
ny+ng
B n1 +n2 k ny+ng—k M+ M\ b piina—k
= T + T T
1T k 172
]()=TL1+1

=0,

also ist N(R) eine additive Untergruppe.
Seien 7 € R und s € N(R) mit s" =0, so gilt (rs)™ = r™s™ = 0. Somit erhalten wir, dass N(R)
ein Ideal ist.

2. Zunichst stellen wir fest, dass u + r genau dann invertierbar ist, wenn v ' (u +7) = 1+ u~lr

-1
invertierbar ist. Sei also u+ 7 € R*, so gilt offensichtlich (v (u+ 7)) = (u+r)tueR*. Ist
u~(u + r) invertierbar, so gilt

((u‘l(u + 7“))_1 u_l) (u+r)= ((u‘l(u + 7“))_1 u_l) vt (u+r) =1,

dh. u+re R*. Da N(R) ein Ideal ist, gilt wegen des ersten Teils des Lemma u™'7 € N(R).
Es reicht also aus die Situation fiir u = 1 zu betrachten.
Sei nun f(X) := und die Potenzreihenentwicklung durch folgenden Ausdruck gegeben

1+X

S~ >(0) (D" Y :
1+X Z Z(1+X)|’g;iok!Xk_,;(_1)ka’

k=0

wobei f(F)(X) = (—1)’“#. Letzteres lidsst sich einfach mittels vollsténdiger Induktion

nach k beweisen.
Da r e N(R) gilt, ldsst sich der Ausdruck f(r) berechnen und es gilt

F(r) =Y (1),
k=0



wobei ™ = 0. Somit gilt
(Q+7)-f(r)= zn:(—l)kr’C +(zn:(_1)k7~k+1)
k=0 k=0

— i(—l)ka +(7§(_1)k17,k)
k=0

k=1

= i(—l)’%’c +(-1) (i(—l)krk) +1+(=1)"pntl
k=1 k=1

=1.

Insgesamt erhalten wir also

(1+r)=f(r).



