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Ubungsblatt 5

Aufgabe 1. 1. Fiir z = a+ bV/d € Q(V/d) sei Z := a - b\/d. Zeigen Sie, dass N (z) = zZ fiir jedes
z € Q(V/d) gilt, und folgern Sie, dass N multiplikativ ist.

2. Zeigen Sie, dass fiir d € {-2,-1,2,3} die Abbildung
n:0g~ {0} > No, a+bV/d~|a® - b2d|
eine euklidische Normabbildung ist, beziiglich derer der Ring O, euklisch ist.
3. Zeigen Sie die gleiche Aussage wie in (2) fiir
de{-11,-7,-3,5}.

Beweis. 1. Fiir z = a + b\/d gilt N(z) = N(a+ bV/d) = a®> - db? = (a + b\/d)(a - b\/d) = zZ. Sei
zusiitzlich y = e + f\/d, so erhalten wir

7y = (ae + bfd) + (af + be)Vd = (ae + bfd) — (af + be)Vd = (a - bV d)(e - fV/d) = Z7.
Aus letzterem folgt nun schliellich
N(zy) = zyzy = zyzy = 22yy = N(2)N(y).

2. Fiir d € {-2,-1,2,3} gilt d # 1 mod 4 und somit ist Oy = Z & Z+/d. Stelle zuniichst fest,
dass fiir alle ¢ € Q Zahlen ¢; € Z und ¢, € Q existieren, sodass ¢ = q; + ¢ und |go| < % Ist
q-lq] < %, so setze q) := | ¢], ansonsten setze ¢ := | ¢| + 1. Seien nun a,b € O4 mit b # 0, so
existieren 7, 7, € Q mit § =z + z3/d € Q(\/d). Nach der anfiinglichen Feststellung existieren
@1, 22 € Z, sodass fiir s := z{ — 21 und sy := x5 — 22 gilt |s1],]82] < % Mit 7 := b(s; + 32\/3) und

Ti=2 + Vv deOy gilt nun
bx+r:bx+b(sl+52\/g):b((x1+31)+(x2+32)\/3):b%:aeC’)d
und damit auch 7 = a - bz € O4. Aulerdem gilt mit -3 < d <4
—1:—£4<—5§dgsf—s§d<i+3é:1
und somit die Abschétzung
n(r) = |N (b(31 + 32\/3))‘

= IN(O)| [N (51 + 52V/d)|
=[N (D)]-[sf ~ s3]

N————
<1

<n(b).

3. Fiir d € {~11,-7,-3,5} gilt d # 1 mod 4 und somit ist O4 = Z&Z Y2, Stelle zuniichst fest, dass
fir t e (-3, 2]nQund g e Qein ¢ € Zund go € (-3 (1 + ¢), 2(1 - ¢)] existieren, sodass ¢ = g1+
gilt. Letzteres sieht man, indem man ¢’ := ¢ + % € Q betrachtet. Nach dem 2. Teil der Aufgabe

—%, %] mit ¢’ = ¢f + ¢5. Insbesondere gilt ¢ = ¢’ - % =q + (qé - %)

und setze g1 := ¢f und go = g5 — £. Somit gilt ¢ € (—% - 57%— %] = (%(1 +1), %(1 - t)]

existieren ¢; € Z und ¢ € (



Seien a,b € Og mit b # 0 und ¢ = 2] + Tywg mit 27,75 € Q, so wihle, wie zuvor besprochen,
T, 22 € Z mit t = x) — 39, |t < %, s € (—%(1+t),%(1—t)] und =] =z + 8, 14 = 23 + t. Mit

-12<d <5< 16 gilt
2 2 _ 2
4 \2 2 4 4 4 \2
und somit erhalten wir fiir 7 := a —zb € Oy
n(r) = |N(b(s+twg))|
1 1

(-3 -i
s+—t] ——t
2 4

<1

=n(d)-

<n(b).

Aufgabe 2. Finden Sie Erzeuger fiir die folgenen Ideale in O_y:
1. (1+34,5+10%),
2. (1+3:,2+4i,4+54,...).

Zunéchst beweisen wir folgendes Hilfslemma.

Lemma 0.1. Sei R ein Hauptidealring und (aq,...,a,)<\ R mit a1,...,a, € R, so gilt (a1,...,a,) =
ggT(ala"'aan)'

Beweis. Da R faktoriell ist, existieren der ggT und nach Definition by, ..., b, € R mit g; ggT(as,...,a,) =
a; fiir alle 1 <7 < n.

n n
Sei z = Z ria; € (a1,...,a,) mit r; € R, so gilt mit y = Z r;b;
i=1 i=1

n n
ggT(ah ceey a’n)y = Z T3 ggT(ah RN af’n)bz = Z Tia; =T,
i=1 i=1

d.h. z e (ggT(ay,...,a,)) und somit gilt (a1,...,a,) € (geT(ar,...,a,)).

Da R ein Hauptidealring ist, existiert ein d € R mit (ay,...,a,) = (d), also existieren by,...,b, €
R mit db; = a;. Daraus folgt, dass es ein r € R gibt, sodass dr = ggT(ai,...,a,). Somit gilt
geT(a1,...,a,) €(d)=(a,...,a,) und damit auch (ggT(ai,...,a,)) < (d)=(a1,...,a,). O

1. Nach vorherigem Lemma reicht es also aus, den ggT von 1+3¢ und 5+10¢ in O_; zu berechnen.
Fiihre hierfiir den euklidischen Algorithmus durch. Es gilt

5+10¢ 7 1.
=———q.
1+31 2 2
Wihle nun A, A2 € Z, sodass |A1 — %| < % und |A\g - (—%)| < % gelten. Seien A\; =3 und Ay =0,

so gilt
5+100= (A1 +X2t)(1+32) +(2+4) =3(1+32) +(2+1).

Da 2+i ein Teiler von 1+3i ist, gilt ggT'(1+34,5+10%) = 2+ und somit gilt (1+34,5+107) = (2+1).
2. Im Folgenden zeigen wir, dass (1 + 34,2+ 44,3 +54,...) = (1-14). Es gilt fiir alle n e N
n+(n+2)i=(-1+(n+1)i)(1-1),

d.h. (1 +34,2+44,3+54,...) € (1-14). Andersherum konnen wir, analog zum ersten Teil,
nachrechnen, dass ggT(1 + 34,3 +57) = 1 — ¢ gilt. Somit erhalten wir

(1-4)=(1+34,3+54) c(1+34,3+5i,4+6i,...).



Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass der Ring O_5 nicht euklidisch ist.

Beweis. Zunichst beweisen wir das folgende Lemma, dass die Einheiten in O_5 charakterisiert.

Lemma 0.2. Sei w € O_5 und es gilt w ist genau dann invertierbar, wenn N(w) = 1. Insbesondere
gilt Oy = {x1}.

Beweis. Wenn w invertierbar ist, so gilt 1= N(1) = N(ww™) = N(w)N(w™'), d.h. N(w™") =1. Ist
weO_s mit 1= N(w) =ww, so gilt w™! =@ und somit ist w invertierbar. O

Angenommen O_5 wire euklidisch, so auch faktoriell und somit ist jedes irreduzibles Element prim.
Betrachte das Element 9 = 3% = (2 +/5)(2 - v/5) € O_5. Im Folgenden zeigen wir, dass 3, (2 +/5)
und (2 - /5) irreduzibel sind.
Nehmen wir an, dass 3 reduzibel ist, so gibt es z,y € O_5, die jeweils keine Einheiten sind und 3 = zy
erfiillen. Es gilt 9= N(3) = N(z)N(y) und damit N(z) € {1,3,9}. Da z keine Einheit ist, impliziert
das vorherige Lemma, dass N(z) # 1 gilt. Ist N(z) =9, so ist N(y) = 1, ein Widerspruch zur Wahl
von y. Also gilt N(z) =3. Mit z = a + bv/=5 gilt 3= N(z) = a® + 5b%, woraus b = 0 und a? = 3 folgt,
d.h. a ¢ 7, ein Widerspruch.
Betrachte nun 2 + /=5 und argumentiere analog. Angenommen 2 + /=5 ist reduzibel, so existieren
z,y € O_s, die jeweils keine Einheiten sind und fiir die 2 + /=5 = zy gilt. Es gilt 9 = N(2 + /-5) =
N(z)N(y) und somit ist N(z) € {1,3,9}. Wie zuvor kann nur N(z) = 3 gelten, aber aus letzterem
folgt mit z = a + /-5

3=N(z)=a®+5b°

und somit b = 0 und a? = 3, ein Widerspruch. Der Fall 2 — /=5 lisst sich genauso beweisen.

Man sieht schnell, dass 3 und 2 + /5 nicht assoziiert sind, denn es gilt 0*; = {-1,1}.

Insgesamt sind also 3, 2++/5 prim, aber in faktoriellen Ringen gilt die eindeutige Primfaktorzerlegung,
ein Widerspruch. O

Aufgabe 4. Seci K ein Korper und R = K[X][Y]/(X? - Y?). Zeigen Sie, dass die Restklassen X
und Y der Elemente X und Y in R, d.h. die Bilder der jeweiligen Elemente unter der natiirlichen
Reduktion K[X][Y] - R, jeweils irreduzibel in R sind, nicht jedoch prim.

Beweis. Nach Blatt 4 Aufgabe 2 gilt K[X][YV]/(X?-Y3) =2 {Z a; X" |neNg,a; € K,a; = O} = L,
i=0

vermdge der Zuordnung X — X2 und Y ~ X2, Wir konnen also statt X, Y die Polynome X3

und X? in L betrachten. Als erstes zeigen wir, dass X3 irreduzibel ist. Seien hierfiir f, g € L mit

X3 =f(X)g(X), so gilt mit
3 = deg(X®) = deg(fg) = deg(f) +deg(g)

(deg(f),deg(g)) € {(0,3),(1,2),(2,1),(3,0)}. Da die Moglichkeiten (1,2) und (2,1) wegen der De-
finition von L ausscheiden, gilt also deg(f) = 0 oder deg(g) = 0. Letzteres ist dquivalent zu f € K*
oder g € K*, woraus die Irreduzibilitdt von X2 folgt. Analog zeigt man die Irreduzibilitit von X?2.
Nun zeigen wir, dass X2 nicht prim ist. Betrachte f(X) = X% = g(X) € L, so gilt X3 | f(X)g(X) =
X8, aber X3 } f(X)=X*=g(X). Folglich ist X? nicht prim.

Betrachte nun X2 und f(X) = X3 = g(X). Es gilt X?| f(X)g(X) = X, aber X2 + f(X) =g(X) =
X3 in L. Folglich ist X2 nicht prim. O
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