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Ubungsblatt 10

Aufgabe 1. Sei C ein binirer (24,2'2,8)-Code, der die 0 enthilt. Weiter sei C der in der letzten
Koordinate punktierte Code von C.

(a) Zeigen Sie, dass A11 = A1o = 1288, A15 =506, A1 =253 und Aag = 1.
(b) Zeigen Sie, dass 4| d(u,v) fir alle u,v e C.

Beweis. (a) Nach Vorlesung ist C ein perfekter (23,2'2,7)-Code. Offensichtlich ist Ao = 1 und
wegen der Minimaldistanz A4; = 0 fiir 1 <4 <6. Wir berechnen im Folgenden A; fiir 7 <4 < 23.
Da C perfekt ist, bilden die 3—Sphiren um die Codeworter eine Uberdeckung des [F33.
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also A; = o = 253. Im Folgenden zdhlen wir die Vektoren vom Gewicht 4. Es gibt

e Berechnung von A7: Es gilt
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insgesamt ( ) von ihnen und sie befinden sich alle in den 3-Sphéren der Codewdrter vom

4
Gewicht 7. In den jeweiligen Sphéren liegen genau (g) Vektoren vom Gewicht 4.

(5)-45) )

=506. Im Folgenden zdhlen wir die Vektoren vom Gewicht 5. Es gibt

e Berechnung von Ag: Es gilt

also Ay = G0

3
insgesamt (253) viele von ihnen und sie befinden sich alle in den 3-Sphéren der Codeworter

vom Gewicht 7 und 8. In den 3-Sphéren um Codeworter vom Gewicht 8 liegen jeweils (2)
Vektoren vom Gewicht 5. In den 3-Sphéren um Codeworter vom Gewicht 7 liegen genau
(;) Vektoren vom Gewicht 5.

e Berechnung von Ag: Es gilt
23 9 8 7 N(23-7
=A A A A
(6) 9(3)+ 8(2)+ 7(1)+ 7(2)( 1 )
also Ag = 0.

e Berechnung von Ajg:

()= nls) o) 4G4 GI) )+

e Berechnung von Aqq:
23 11 10 9 9\/23-9 8 8\ (23 -8
(8):A“(3)+Am(2)+A9(1)+A9(2)( 1 )+A8(0)+A8(1)( 1 )

)

also A1 = 1288.

e Berechnung von Ajs:
23 12 11 10 10\/23 - 10 9 9\(23-9
(9):A12(3)+A”(2)+A10(1)+A10(2)( 1 )+A9(0)+A9(1)( 1 )

+A8(23_8)+A8(23_8)(8)+A7(23_7),
1 2 1 2

also A9 = 1288.



Dasselbe Vorgehen liefert die restlichen Werte.

(b) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass 4 | wt(c¢) fiir alle ¢ € C. Sei u € C, so betrachte den Code
C' = u+ C, der dieselben Parameter wie C' hat. Nun gilt mit denselben Argumenten wie aus

der Vorlesung fiir ¢/ = u + v, dass 4 | wt(c") = d(0,¢") = d(0,u +v) = d(u, v) fir alle v e C.
O

Definition. Seien t,v,k, A € N und S eine Menge mit v Elementen, auch Punkte genannt, und B
ein System von k—elementigen Teilmengen von S, auch Blocke gennant. Das Paar heifit t-(v,k, A)-
Design, falls jede t-elementige Teilmenge S in genau A Blocken liegt.

Sei (S,B) ein t-(v, k,\)-Design. Wir nummerieren die Punkte und Blocke

52{81,...,81,} undB:{Bl,...,Bb}.

_____

1 ,s;eB;
my = j j
0 ,sonst

heif$t Inzidenzmatrix des t-(v, k, \)-Designs (S, B).

Bemerkung. FEine andere Nummerierung der Punkte und Blocke fihren zu Spalten- und Zeilen-
vertauschungen.

In jeder Zeile von M stehen genau k Finsen und v — k Nullen. Sei A1 die Anzahl der Blocke, die
einen festen vorgegebenen Punkt enthalten, so steht in der entsprechenden Spalte von M genau Ay
Einsen und b — A1 Nullen. Das folgende Lemma liefert, dass die Anzahl der Einsen in den Spalten
ubereinstimmt.

Lemma. Sei (S,B) ein t-(v,k,A)-Design, S; € S mit |S;] = j, 0<j <t und \; die Anzahl der
Blocke, die S; enthalten. So gilt
b .
L))
t=J t=

Insbesondere ist \; unabhdingig der Wahl der Punkte in S;, b= X = )\E}C; ist die Anzahl der Blécke

des Designs und Ay = )\EE} ist die Anzahl der Blicke die einen festen Punkt enthalten.

t—1
Beweis. Im Folgenden bestimmen wir auf zwei verschiedene Arten die Anzahl aller (¢—j)-elementigen
Teilmengen von S, die disjunkt zu S; und die in einem Block enthalten sind, der S; beinhaltet.

Einerseits: Wahle einen Block, der S; enthélt, und wahle aus diesem Block genau ¢ - j weitere
Punkte. Dies liefert (]:_) Moglichkeiten. Dies fiihrt wegen A; vielen Blocken, die S; enthalten, zu

J
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Andererseits: Wéhle (¢ - j) beliebige Punkte aus S \ S; und fasse sie in einer Menge U zusammen.
Die t-elementige Menge S; u U liegt in genau A vielen Blocken. Wir erhalten somit

()

Theorem. Sei (S,B) ein 2-(v, k, A)-Design mit b = v und A\ = k. So haben je zwei Blocke genau A
gemeinsame Punkte.

O



Beweis. Sei M € 2" die Inzidenzmatrix von (S, B) beziiglich einer Nummerierung der Punkte und
Blécke. Der Vektor Me; gibt an, welche Blocke den Punkt s; € S enthélt und somit gibt (Me;)*(Me;)
die Anzahl der Blocke an, die die Punkte s;,s; € S enthalten. Da ein 2-(v, k, A)-Design gegeben ist,
gilt mit 1<4,5<v

AtoLi=]

(M'- M), ;= (Me;)" (Mej) = {,\ sonst.

Mit anderen Worten
M" M=\ -NE, +\J,

wobei J = (1),x, die Einsmatrix ist. Somit erhalten wir mit & = A\
M-J=kJ=MJ=J-M
und damit
M-M' =M (M =NE, + X)) M =M\ = N)E, +AM - J- Mt = (A = \)E, + \J.

Mit anderen Worten gilt
A1oyi=]

(M'Mt)z',j :{

A, sonst.

Die Eigenschaft M - M* = (A = \)E, + A\J heifit gerade, dass je zwei Blocke genau A gemeinsame
Punkte besitzen.

Es fehlt noch der Nachweis der Invertierbarkeit von M. Wir zeigen dafiir, dass M?- M invertierbar
ist. Offensichtlich ist 0 # A\; — A, denn nach dem obigen Lemma gilt fir t =2 und j =1

A(k=1) = A(v-1).

Die Zahl \; — ) ist ein Eigenwert von M - M* dessen Eigenraum die Dimension n -1 hat. Auflerdem
ist der Einsvektor ein weiterer Eigenvektor zum Eigenwert (k + (v —1)A) # Ay = \. Also ist MM
invertierbar und wegen der Multiplikativitat der Determinante ist auch M invertierbar. O

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass es (bis auf Nummerierung der Punkte) genau ein 2-(11,5,2)-Design
gibt.

Beweis. Wir untersuchen zunéchst die Eindeutigkeit. Sei (5, B) ein 2-(11,5,2)-Design, so gilt b =
v =11, \; =k =5 und ¢t = 2. Wahle eine Nummerierung der Punkte und der Blocke, sodass die
erste Zeile der Inzidenzmatrix gegeben ist durch (1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0). Nach obigen Satz haben
je zwei Blocke genau zwei gemeinsame Punkte. Nach eventueller Umnummerierung der Punkte,
aber nicht der Blocke, diirfen wir annehmen, dass die zweite Zeile (1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0) ist.
Kombinatorische Uberlegungen mit Hilfe des obigen Satzes liefert die Inzidenzmatrix

1111 100O0UO0O0O0
1100 01 1 1000
101 0010O0T1T1O0
1001 001 0101
100 01 0 01O0T11
M=101100010011
01010001110
0 0001T1O0O0T1O01
00110101001
001 01011100
00011110010

Die Matrix M liefert insbesondere die Existenz eines 2-(11,5,2)-Designs. Eine ausfiihrliche Unter-
suchung ist in [Eb, Section 2.8] zu finden. O



Aufgabe 3. Sei C ein erweiterter Golay-Code Gog. Zeigen Sie, dass (2, B), wobei Q = {1,...,24}
und B = {Tr(c) | ¢ € Gag, wt(c) =8}, ein 5-(24,8, 1)-Design ist.

Beweis. Der bindre Code Goy ist ein perfekter [24,12, 8]-Code mit Ag = 759 Worter vom Gewicht 8.
Die 759 Worter enthalten in ihren 3-Sphéaren alle 759(?) = (2; ) Vektoren vom Gewicht 5. Gegeben
also eine 5-elementige Teilmenge U von 2, so befindet sich der dazugehérige Vektor v mit Tr(v) = U
in genau einer 3-Sphére eines Codeworts ¢ vom Gewicht 8. Also gilt U < Tr(c). O

Aufgabe 4. Beweisen Sie, dass der duale Code eines Reed-Solomon-Codes (bis auf Aquivalenz)
auch ein Reed-Solomon-Code ist.

Beweis. Sei

1 1
G = 0:1 an
k-1 k-1
aq a,

die Erzeugermatrix eines [n, k, n — k+ 1] Reed-Solomon-Codes C iiber dem Korper mit ¢ Elementen.
Betrachte die Matrix

1 1
ay e a. —
S = ) " € IFE;” Dxn
n-2 n-2
aj ceooal

Es gilt tk(S) = n—1 und somit dim(Kern(S)) = 1. Sei v = (v1,...,v,)" € Kern(.$)~ {0}, so zeigen wir
im Folgenden, dass v; # 0 fiir alle 1 < ¢ < n. Angenommen, v; = 0 fiir ein 4, so entsteht durch Streichen
der i-ten Spalte von S die Matrix S € ]Ffzn_l)x("_l). Es gilt 7= (v1,...,0i_1, Vi1, - .-, V) € Kern(S).
Allerdings ist S invertierbar, woraus v = 0 folgt.

Sei nun v = (vy,...,v,)" € Kern(S) ~ {0}, so gilt mit

v a1V a12v1 .. aln_k_lvl

M = : : ¢ Frx(n=k)
: : p
Uy GpUp afl Up oo aﬁ’k’lvn

gerade G- M =0. Die Spalten von M liegen also im Kern(G) = C*. Fiir die ersten n — k-Zeilen von
M ist

”n a1m a12v1 . aln_k_lvl 1 a1 ... a{“k‘l
det : : = V1 Up_pdet] : +0.
2 —k-1 —k-1
Un—k On-kUn—k Gq pUn-k --- Gy p  Up_k 1 ap-rp ... @)%
Also ist tk(M) = n - k. Da dim(C*) = n -k, bilden die Spalten von M eine Basis von C*, d.h.
U1 e Un,
a1v ) —k)xn ., . . .
Mt = 1 non e "™ igt eine Erzeugermatrix von C*. Da v; # 0 fiir alle
a{’_k_lvl aﬁ_k_lvn
i, ist Mt dquivalent zu
1 . 1
ay ce ap,
apkto a:f_k_l
und somit ist C'* dquivalent zu einem Reed-Solomon Code. O
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