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Aufgabe 1. Sei (A,-) eine endliche abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass gilt
p(A):=[]a=1

acA

auler A besitzt genau eine Involution z. Dann ist p(A) = z.
Beweis. Weil A abelsch ist, ist H := {a € A| a? =1} eine Gruppe. Wegen ord(a) =ord(a™!) fiir alle
a € A erhalten wir
p(A)= [ e J] a= TJ] a=pH).
acA, a?=1 acA, a?#1 acA, a2=1

Da H eine abelsche Gruppe ist, konnen wir diese als Z-Modul auffassen. Dies induziert eine Fy =
7 |2 Z-Vektorraum Struktur auf H. Wegen | H |< oo existiert ein n € Ny mit H = FJ.
Nun besitzt H genau eine Involution z, wenn n = 1. In diesem Fall gilt

p(A) =p(H) = z.
Fiir n =0 ist offensichtlich p(H) = 0 erfillt. Mit n > 1 gilt

p(H) = Z (z1,...,2,)"

Il,...,InEFQ

Z (.Z'l,...7a?n_1,0)t+ Z (xl,...,:cn_l,l)t

T1,..., Z,_1€Fo T1,...,Tp—1€F o
= > (T, @0m1,0)" > ((z1,...,20-1,0)" +(0,...,0,1)")
ml,...,zn,_lng zl,...,m”_leFQ

2. > (T1h,@0o1,0) #2770, ...,0,1)"

T1,..,Tp-1€F2

=0.
O

Aufgabe 2. (a) Beweisen Sie zwei der noch nicht bewiesenen Bedingungen der Fehlererkennun-
gen in (7.1) (b).

(b) Zeigen Sie Lemma (7.3).
(c¢) Begriinden Sie Lemma (7.4).

Beweis. (a) Wir zeigen, dass die Priifzeichenkodierung C' = {(c1,...,¢,) € A" |11y 0i(¢;) = ¢}
Einzelfehler erkennt. Sei hierfir (c¢1,...,¢,) € C, das zu (¢1,..., ¢, ..., ¢y) decodiert wird,
wobei 1 <k <nund ¢, # ¢. Es gilt

n n

-1

n

o) [T e = (Hoxci)) (@) T1 ole) =onle) ™ oun(ch).
i=1, izk i=1 i=1, izk

Wegen der Injektivitat der Permutation oy ist letzteres genau dann das neutrale Element,

wenn ¢y = ¢j,.

Wir zeigen, dass die Priifzeichenkodierung C' Transposition benachbarter Elemente unter der
Voraussetzung erkennt, dass z - 0,110, (y) # y - 04110, (z) fiir alle z # y gilt. Sei hierfiir
(c1y-..,¢n) € C,das zu (¢, .., Cht1, Cky- - - » Cn ) decodiert wird, wobei 1 <k <n-1. Es gilt

¢ o (eper) o (cr) I1 oi(ei) =op(er) ™ orer(era) ™ o (eren) - opan(er) (1)
i=1, i#k,k+1



Seien nun z,y € A mit o;'(y) = ¢ und ox(cks1) = 7, so kann der Ausdruck (1) wie folgt
umgeschrieben werden

y_l (o410 U}EI(I))_I *TOk+1© Uil(y)-
Letzteres ist wegen der Voraussetzung genau dann das neutrale Element, wenn ci = cg1.
Wir zeigen, dass die Priifzeichenkodierung C' Sprungtransposition unter der Voraussetzung
erkennt, dass 7 0p42005 (2) # 2+ g2 0 Op-1(g) fiir alle  # z gilt. Sei hierfiir (ci,...,¢,) € C,

das zu (c1,. .., Ck+2, Cha1, Ck - - -, Cn ) decodiert wird, wobei 1 < k < n - 2. So kann man analog
zum vorherigen Fall zeigen, dass die Kodierung Sprungtranspositionen erkennt.

Wir zeigen, dass die Priifzeichenkodierung C' Zwillingsfehler unter der Voraussetzung erkennt,

dass z 04100, (2) # y-ope1 005 (y) fiir alle z # y gilt. Sei hierfiir (c1,..., ck, Cky-..ycn) € C,
das zu (c1,..., ¢, €, ..., Cn) decodiert wird, wobei 1 <k <n—1. So gilt mit z = o4 (cx) und
y =or(c)

¢ ok(er) 'O'k(cl,c)HZ':l’ #k,kﬂgi(ci) =z (ope1 005 () Yy oper 0 0n ().
Letzteres ist wegen der Voraussetzung genau dann das neutrale Element, wenn ¢, = ¢}, gilt.

(b) Sei A eine endliche abelsche Gruppe und T € Sym(A). Die Permutation T ist nach Defini-
tion genau dann antisymmetrisch, wenn fiir alle z,y € A mit = # y gilt 27 (y) + yT(z). Da A
abelsch ist, ist letzters dquivalent zu 272 T'(z) # y 1 T'(y) fiir alle 7,y € A mit  # y, d.h. inv- T
ist injektiv. Da A endlich ist, ist die Injektivitdt von inv- T &quivalent zu seiner Surjektivitét,
d.h. inv- T € Sym(A) und ist somit vollstandig.

Analog kann man unter denselben Voraussetzungen beweisen, dass 7' genau dann antisym-
metrisch ist, wenn invo T vollstdndig ist.

(¢) Wir beweisen, dass es genau dann einen Priifzeichencode auf einer endlichen abelschen Gruppe
A gibt, der Nachbarschaftstranspositionen erkennt, wenn A eine vollstandige Permutation be-
sitzt.

Sei C eine Priifzeichenkodierung mit assoziierten Permutationen o; (1 < i < n), die Nach-
barschaftstranspostionen erkennt. Nach Vorlesung gilt ;41 0 071 (y) # yois1 o 07 (x) mit
z # y. So ist g;41 0 0‘2-_1 eine vollstdndige Permutation von A. Sei andersherum T eine
vollstindige Permutation von A, so setze o; := T% fiir 1 < i < n. Bs gilt 20,41 0071 (y) =
2T(y) # yT(2) = Yoo 0 07 () fitr 7 # 4.

O

Aufgabe 3. Sei A eine abelsche Gruppe der Ordnung a € Ng.

(a) Zeigen Sie: Ist A eine zyklische Gruppe, dann besitzt A zu jedem Teiler d von a genau eine
Untergruppe der Ordnung d.

(b) Zeigen Sie, dass auch fiir allgemeines abelsches A zu jedem Teiler d von a eine Untergruppe
der Ordnung d gibt. Ist diese im Allgemeinen eindeutig?

(a) Beweis. Seien A = (z) und a = d-k fiir ein 1 < k < a, so hat die Untergruppe (z*) die Ordnung
d. Sei nun H eine Untergruppe von A der Ordnung d, so zeigen wir im Folgenden, dass
H = (2*) gilt. Betrachte den folgenden Gruppenepimorphismus

7TZZ—>A, 1»—);1;

Es existiert ein n € Ng mit 771(H) =nZ. D.h. n(n) = 2" ist ein Erzeuger von H und damit

folgt n = 4 = k.

O



(b) Beweis. Nach dem Hauptsatz endlich erzeugter abelscher Gruppen existieren ¢ € Ny und Primzahlpoten-

zen 1<r <...<r, sodass A= @, Z/r; Z. Insbesondere gilt a = Hf;l r; und fir einen Teiler
d von a existieren somit (nicht zwigend eindeutige) di, ..., d; mit d; | r; fiir alle 1 <4 < ¢ und
d = dy---d;. Da die Faktoren Z [r; Z zyklisch sind, existieren nach Teilaufgabe (a) Untergruppen
H; <Z[r; Z der Ordnung d;. Die Untergruppe H = H; @ ... ® H; € A hat nun die gewlinschte
Ordnung |H| = [Tt |Hi| = dy---d; = d. O
Die Eindeutigkeit ist i.A. nicht gegeben. Betrachte hierfiir zwei endliche Gruppen G; und Go
mit jeweils gerader Ordnung. So existieren nach dem Satz von Cauchy g; € G; und g2 € G5 mit
ord(g;) =ord(gz) = 2. Die Untergruppen (g1} x {1} und {1} x{g2) von G; x Gz sind verschieden
und der Ordnung zwei. Man kann z.B. Gy = Go = Z /27 wéhlen.

Aufgabe 4. Untersuchen Sie den ISBN-Code in Beispiel 7.1 (¢) daraufhin, ob er Einzelfehler, Nach-
barschaftstranspositionen, Sprungtranspositionen oder Sprung-Zwillingsfehler erkennt.

(1) Wir zeigen, dass der ISBN-Code C = {(c1,...,c10)" € Z/11Z|0 = Y10 (11 - i)} Einzelfehler
erkennt. Sei hierfiir (cy,...,c10)" € C, das zu (c1,...,¢4,...,c10)" decodiert wird, wobei
1<k <10 und ¢, # ¢;. Es gilt

10 10 10
_kcllc_ Z Ci'i:_kcllc_ Z Ci'i"'zci'i:k(ck—c;c).
i=1, i#k i=1, 1k i=1,

Da Z /117 ein Korper ist, ist obiger Ausdruck genau dann 0, wenn ¢ = ¢;,.

Der ISBN-Code ist eine Priifzeichenkodierung und somit folgt die Erkennung von Einzelfehlern
aus Aufgabe 2 (a).

(2) Wir zeigen, dass C Nachbartranspositionen erkennt. Sei hierfiir (ci,...,¢c10)" € C, das zu
(Cly.vvy Chiyls Chy- -, c10)t decodiert wird, wobei 1<k <9. Es gilt
10
—(k+1)cp — kegsr — Z ci- i
i=1, izk,k+1
10 10
=—(k+1)ck - kegsr - > Ciri+ Yy i
i=1, itk k+1 i=1

= - (]C + 1)Ck - k}C]ﬁ_l + k’Ck + (k' + 1)Ck+1

=—Ck + Ck+1-

Letzteres ist genau dann 0, wenn cx = 1.

(3) Wir zeigen, dass C Sprungtranspositionen erkennt. Sei hierfiir (c1,...,c10)" € C, das zu
(Cly- -+ s Chy2,s Cht1, Chy- -+, C10)" decodiert wird, wobei 1 < k < 8. Es gilt
10 10
—kcgro — (K +2)cg — Z ci-i+Zci-i:2(ck+2—ck).
i=1, izk,k+2 i=1

Letzteres ist genau dann 0, wenn ci = cjyo.

(4) Wir zeigen, dass C' Sprungzwillingsfehler erkennt. Sei hierfiir (ci,...,c10)" € C mit c; = gy,
das zu (c1,..., Cpy Che1, Chs - - -, C10)" decodiert wird, wobei 1 < k < 8. Es gilt wegen c; = cj2
und ¢, = ¢,

10 10
—kep = (k+2)chg— Y. i+, ciri=2(k+1)(ck - cp).
i=1, 2k, k+2 iz

Da 1<k <9 gilt, ist 2(k + 1) # 0 und somit ist die Gleichung genau dann 0, wenn cg4o = ¢ =

o7
Ck = Cria-



