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Ubungsblatt 5

Aufgabe 1. Essei (4,) eine endliche abelsche Gruppe und ¢ : A — A, x> 2. Zeigen Sie, dass

(a)
(b)
(a)

¢ genau dann injektiv ist, wenn |A| ungerade ist.

Bestimmen Sie die Anzahl der Quadrate von A4, falls |A| gerade ist.

Beweis. Da A abelsch ist, ist ¢ ein Gruppenhomorphimsmus. Die Injektivitdt ist also
gleichbedeutend mit Kern(y) = {1}. Ist die Gruppenordnung ungerade, so ist nach Lagrange
die Ordnung jedes Elements ungleich zwei und somit ist der Kern trivial. Ist andersherum der
Kern trivial, so besitzt A kein Element der Ordnung zwei. Da A endlich ist, folgt aus den
Sylowséatzen, dass A ungerade Ordnung hat. O

Nach dem Hauptsatz endlich erzeugter abelscher Gruppen gilt A ~ @®°_; Z[p' Z, wobei t € Ny,
p; sind Primzahlen fiir 1 <4 < ¢ und e; € N fiir 1 <4 < t. Beachte, dass @!_, Z[p{'Z eine
abelsche Gruppe bzgl. der Verkniipfung + ist, d.h. die Menge der Quadrate ist
{2x |z e®!_Z/p Z}. Nun ist genau dann z = (21,...,2;) € ®,_, Z [p{* Z ein Quadrat, wenn
z; € Z[p{' Z ein Quadrat fiir alle 1 < ¢ < ¢ ist. Nach der vorherigen Teilaufgabe ist fiir p; > 2
die Anzahl der Quadrate von Z /p;"* Z genau p;”.

Betrachte nun die Komponenten Z /p{* Z fiir p; = 2. Sei I ¢ {1,...,t} die maximale Indexmenge
mit p; =2 fiir 4 € I. Da A gerade ist und |A| = Hfﬂ pit gilt, ist I nicht leer. Die Quadrate von
Z /2% Z fir i € I sind gerade

{20 |2 eZ )27} ={[y]| 0 <y <2%, y ist gerade},

wobei [y] die Nebenklasse in Z /2% Z mit Reprasentanten y ist. Offensichtlich ist die rechte
Menge in der linken enthalten. Nehme andersherum an, dass es ein [z] € Z /2% Z gibt mit
20 =(2k+1)+1-2% k,leZund 0 <2k +1 < 2% (mit anderen Worten 2z = 2k + 1 mod 2%).
Wir erhalten dadurch die widerspriichliche Aussage 2(z —k) —1=1-2%.

Also besitzt die Gruppe Z /2% Z genau % -2¢ = 2¢71 yerschiedene Quadrate und somit hat A

_ _ A .
genau [T,y 297 [Tere pf° = P2EIC N § it = % verschiedene Quadrate.

Aufgabe 2. (a) Wie erkennt der EAN13-Code das Vertauschen zweier Ziffern?

(b)

(a)

Konstruieren Sie einen 1-fehlerkorrigierenden linearen binéren (7,4)-Code mit der Eigenschaft:
Das Syndrom von e; ist gleich ¢ in dualer Schreibweise.

Fiir den EAN13-Code C = {(c1,...,c13) | £5 o c2is1 + X°_; 3¢os = 0} zeigen wir:

(1) Der Code erkennt das Vertauschen zweier Stellen mit geraden oder ungeraden Index nicht.

(2) Der Code entdeckt das Vertauschen einer Stelle mit ungeraden Index mit einer Stellle mit
geraden Index, es sei denn ihre Differenz ist fiinf.

Die Aussage (1) ist klar. Zu (2): Seien ¢ = (¢1,...,¢13) € C und 1 < i < 13 ungerade und
1 <j <13 gerade. So liefert der Kontrollterm des modifizierten Wortes, dessen i-te und j-te
Komponenten vertauscht sind,

-3¢j - ci+3¢; +¢j =2(¢; - ¢5).

Letzeres ist genau dann 0, wenn ¢; — ¢; € {0,5}.

Der Fall ¢ gerade und j ungerade lasst sich analog beweisen.



air ... Q17

(b) Sei H:=| a1 ... agr | die Kontrollmatrix eines [7,4]>-Codes und es soll gelten:
asy ... Qast

1 a1 0 a12 1 ai7

0 = as1 :Hel, 1 = az2 :H827 ceey 1 = az7 =H€7.

0 asy 0 azo 1 asr
1 01 01 01

Also gilt H == 0 1 1 0 0 1 1 |, dh. die Spalten sind gerade die Zahlen eins

00 01 1 11

bis sieben in der dualen Schreibweise. Nun bleibt zu zeigen, dass C := Kern(H) ein 1-
fehlerkorrigierender [7,4]-Code ist.

Die Lange ist n = 7.
Da der Rang von H offensichtlich drei ist, ist die Dimension des Kerns C' k = 4.

Die Minimaldistanz ist
d(C) =wt(C) =min{r e N| es gibt r linear abhéngige Spalten in H} = 3.
Somit ist C ein 1 = l%J—fehlerkorrigierender Code.

Lemma. Seien C ein [n, k, d]-Code tiber dem Kérper K, G = (I, | A) € K¥*™ und H = (—At | In_k) €
K(=Fxn wobei wir mit I die Einheitsmatriz bezeichnen. So ist genau dann G eine Erzeugermatriz
von C, wenn H eine Kontrollmatriz von C ist.

Beweis. Sei G eine Erzeugermatrix von C, so gilt wegen H - Gt = (—At | In,k) - ( jkt ) = 0 gerade
C cKern(H). Wegen dimg (Kern(H)) =n-tk(H)=n-(n-k) =k gilt C =Kern(H). Also ist H

eine Kontrollmatrix von C.
Die andere Implikation lasst sich analog beweisen. O

Bemerkung. Man kann zeigen, dass ein [n, k]-Code C bis auf Aquivalenz eine Erzeugermatriz der
Form G = (I, | A) mit A e K*("=F) besitat.

Aufgabe 3. Finden Sie die Minimaldistanz eines ternéren linearen Codes C' mit Erzeugermatrix
01 2 1
G:( 102 2 )

Wir zeigen, dass die Minimaldistanz des Codes d(C') = 3 entspricht. Betrachte dafiir die Erzeuger-

10 2 2
o
matrix G’ = 0 1 2 1 )vou C.
Offensichtlich gilt n = 4 und k = 2. Damit induziert G’ mit dem obigen Lemma die Kontrollmatrix
1 1 1 0
1 :( 1201 )
Es gilt

d(C) =wt(C) =min{r e N| es gibt r linear abhéngige Spalten in H}.

1 0
ist die Minimaldistanz d(C') = 3. Die Parameter von C' sind somit [4,2,3].

Die Spalten von H sind paarweise linear unabhéngig, aber z.B. ( 1 )+2~( 1 )+2~( ? ) =0. Also



Aufgabe 4. Sei K ={ai,...,a,} ein Korper mit ¢ = 2! Elementen. Beweisen Sie, dass

1 ... 1 00
G=| a1 ... ag 1 O
a12 ag 0 1

Erzeugermatrix eines [¢ + 2,3, ¢]-MDS Codes ist.

Beweis. Wegen der ¢ + 2 Spalten der Erzeugermatrix ist der erste Parameter n = ¢ + 2.

Nach Definition bilden die Zeilen ein Erzeugendensystem des linearen Codes C'. Da die letzten drei
Spalten linear unabhéangig sind, sind es auch die drei Zeilen. Somit hat der Code die Dimension
drei.

Die erste Zeile von G ist ein Codewort ¢ mit Gewicht wt(c) = ¢. Somit erhalten wir

d(C)= min wt(v)<wt(e) = q.
(C) vﬁélir{lo}w(”) wt(c) = q

Wir zeigen im Folgenden, dass d(C) = ¢ gilt. Dazu betrachten wir alle 3 x 3-Minoren von G. Fiir
1<i<j<r<qund wegen der Charakteristik zwei erhalten wir also

1 1 1

a; a; ar| %0, (Vandermondsche Determinante)
2 2 2

a; a’ af

4 ' T

1 1 0 1

a; a; O:w av:aj_aﬂi¢07

a? aj2 1 v

1 1 0 1 1

a a 1f= 2 a2 = (a; - ¢;)* #0 und

a? an 0 i

1 00 1 0

a; 0 1)= a2 1 =1.

al 1 0f I

Da die obigen Determinanten nicht Null sind, existiert kein Codewort (# 0) mit Gewicht kleiner oder
gleich ¢g—1. Mit anderen Worten die (nicht-trivialen) Codeworter haben maximal zwei Eintrage gleich
Null und somit ist die Minimaldistanz d(C') = ¢. Also bestitzt C die Parameter [¢ + 2,3, q].
Offensichtlich ist C' auch ein MDS-Code, denn d(C) = ¢ = (¢+2)-3+1=n-k+1=n-log,(|C|)+1.
O



