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Aufgabe 1. Weisen Sie die Existenz eines [32,28,5]- und eines [28,24, 5]-Codes tiber dem Korper
Fos nach.

Beweis. Sei (n,k) € {(32,28),(28,24)}, so gilt 1 < k < n <28 =256. Also existieren Reed-Solomon
Codes mit Paramter [n,k,n—k+1] =[n,k,5]. O

Aufgabe 2. Sei K = Fy und seien Py, ..., P, alle Punkte des K™. Weiter sei K[x1,...,%,] der
Polynomring in m Unbekannten und V die Menge der Polynome, indem jedes z; nur mit einem
Exponenten e; € {0,1} auftaucht, fiir 1 < i < m, und V,. die Menge der Polynome in V vom Grad
hochstens r, wobei fiir den Grad von f € V,

F=2Mew, .., em)ate oz,

gilt Grad(f) =max{e; +...+ ey | A(e1,...,en) £0}. Flir r <m ist

RM(T7 m) = {(f(P1)7 s 7f(Pn)) |f € VT‘}
ein Reed-Muller Code r-ter Ordnung. Wie lauten die Parameter von RM(r, m)?

Sei p: K™ — K™ ! die natiirliche Projektion auf die ersten m -1 Koordinaten und p,, : K™ — K
die natiirliche Projektion auf die letzte Koordinate. So kénnen wir bis auf Aquivalenz der Codes
annehmen, dass p(P;) = p(Pjsom-1) und p,, (P;) =0 fiir 1 <4 <2m7L,

Wir benutzen im Folgenden die Plotkin-Konstrution aus dem Satz (10.5) aus der Vorlesung und zeigen
damit, dass die Parameter [n =2", %7 (7;,’), 2™="] fiir m € N und 0 < r < m lauten.

Theorem. Seien C; [n, k;]-Codes tiber dem Kérper K fiir i = 1,2 mit Minimaldistanzen d; = d(C;).
Dann st
C=0C « CQZ{(C,C+d)|C€ Cl,dE CQ}SK2n

ein linearer [2n, ki + ko ]-Code iber K mit Minimaldistanz d(C) = min{2d;, do}.
Wir zeigen zunéachst, dass
[2™,1,2™] - Wiederholungscode ,r=0

RM(r,m) ={RM(r,m—-1) < RM(r-1,m-1) ,0<r<m
K% ST =M.
Ist » = 0, so ist V. = {0,1} ¢ K[x,...,%p] und somit RM(0,m) = {(0,...,0),(1,...,1)} der
[2™,1,2™]-Wiederholunscode. Ist r = m, soist V,, = (z*---z5" | e; € {0,1}) x und somit RM(m, m) =
K?". Als nichstes zeigen wir

RM(r,m) =RM(r,m—-1) s« RM(r-1,m-1)
fiir 0 < r < m. Seien

¢ = (F(p(P1)), .. [ (p(P2n1))) € RM(r, m-1) und d = (g(p(P1)), .., 9(p(Pyn-1))) € RM(r-1, m-1)

mit fe V. S K[z1,...,Zm-1] und g€ V,_1 € K[m1,...,Zm-1]. So gilt mit

h(zry o zm) = f(21, o Tme1) + T g (21, - oy 1)



die Gleichung

(Cy c+ d) = (f(P(Pl)), .- 7f(p(P2m*1))7f + g(p(Pl))v S f g(p(PQ'""l))) = (h(Pl)v . vh(Pn))
Wegen Grad(h) < max{Grad(f),1+ Grad(g)} < rist h e V. € K[11,...,%,] und somit (¢,c+ d) €
RM(r, m), d.h.

RM(r,m) 2 RM(r,m—-1) o« RM(r-1,m-1).
Sei andererseits ¢ = (f(P1),...,f(Pr)) e RM(r,m) mit f € V,. € K[z1,..., 2], so existieren g, h €
K[x,..., %] mit

flo,oooyzm) =g(@1, .oy 1) + b (21, .o Tpe1)

und Grad(g) < r und Grad(h) < r—1. So gilt mit ¢’ = (g(p(P1)),...,g(p(Pan-1))) und d’ =
(h(p(P1)), ..., h(p(Pyn-1)))
c=(f(P1),-- . f(Pn)) = (g(p(P1)); - g(p(Pon-1)), g + h(p(P1)), ., g + h(p(Panr))) = (¢, ¢'+d").
Also ist ¢ e RM(r,m —1) «« RM(r-1,m -1), d.h.

RM(r,m) c RM(r,m—-1) o« RM(r-1,m-1).
Als néichstes beweisen wir, dass die Parameter von RM(r, m) gerade [n =2", Y7, (3”), 2" sind.
Die Blocklinge ist offensichtlich n = 2-2™~! = 2™, Die Berechnung der Dimension erfolgt mittels
vollstandiger Induktion nach m. Fir m =1 gilt

2

[
™

dimg (RM(r,1)) = {

Sei nun m > 1, so gilt nach obigen Theorem

dimg (RM(r,m)) =dimg (RM(r,m - 1)) +dimg (RM(r-1,m-1))
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Die Minimaldistanzen lauten fir r € {0, m} offensichtlich

d(RM(0,m)) =2™ =2™"" und
d(RM(m,m))=1=2m"",

Seinun 0<r<m. Fir m=2ist r=1und V; ={0,1,21,21 + 1,20, 20 + 1} € K[21,22]. Mit
K™ =T3={(0,0)",(1,1)",(1,0)",(0,1)"}
erhalten wir
RM(1,2) = {(0,0,0,0),(1,1,1,1),(0,1,1,0),(1,0,0,1),(0,1,0,1),(1,0,1,0)}.

Also hat RM(1,2) Minimaldistanz 2 = 2271, Sei m > 2, so folgt aus der Induktionsvoraussetzung
und dem obigen

d(RM(r,m)) = d (RM(r,m —1) oc RM(r -1, m 1)) =min{2.2m" 177 2(m=D-(r=1y _ gm-r,



Aufgabe 3. Konstruieren Sie einen bindren 1-fehlerkorrigierenden [15,11]-Code.

Der Hamming-Code Hams(4) erfiillt die Bedingungen. Die Parameter sind

241 24 -1
2-172-1

—4,3] = [15,11,3].

Aufgabe 4. Sei C ein binérer [n, k, d]-Code. Es gibt einen zu C dquivalenten Code mit Erzeuger-
matrix

1 ... 10 ...0
G = .
(et e ")

Dabei habe die erste Zeile das Gewicht d. Zeigen Sie, dass G einen [n—d, k-1, d']-Code mit d’ > g
erzeugt.

Beweis. (1) Zunéchst leiten wir die Erzeugermatrix G her. Da d die Minimaldistanz von C ist,

existiert ein Codewort ¢ € C' mit wt(c) = d. Sei ¢, ca, ..., cx—1 eine Basis von C, so definiere
die Erzeugermatrix
c
G= ;
Ck-1

Die erste Zeile von G enthilt genau n — d Nullen. Also kénnen wir eine monomiale Matrix
A wihlen, sodass die erste Zeile von G := G - A gerade (1,...,1,0,...,0) ist, wobei die ersten
d Eintrdge 1 und die letzten n — d Eintrdge 0 sind. Die so entstande Matrix hat also die
gewiinschte Form

G
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—_—
=
Q
o
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N —

Sei C; der von G erzeugte Code fiir ¢ = 1,2. Als néchstes berechnen wir die Parameter von Cs.
Die Léange von Cs ist offensichtlich nach Konstruktion n — d. Da die Matrix G k-viele linear
unabhéngige Zeilen besitzt und die erste mit (n — d)- viele Nullen endet, gilt rk(G2) < k — 1.
Nehmen wir also an, dass rk(Gs) < k — 2, so fithren wir elementare Zeilenumformung von G
durch, die die erste Zeile ignorieren, und eine Zeile erzeugen, die mit n — d viele Nullen endet.
Seien o.E. die ersten beiden Zeilen nach Anwenden der elementaren Zeilenumformungen gerade

1 ... 1 | 0 ... 0

vo... vg | 0 ... 0)
Nun gilt allerdings wt(vy,...,vq,0,...,0) > d und damit v; = ... = v4 = 1. Da sich der
Zeilenrang von G durch die elementaren Zeilenumformungen nicht dndert, erhalten wir also
rk(G) < k, was ein Widerspruch zu der Dimension von C' ist. Also gilt dimp,(Cs) = k- 1.
Im Folgenden zeigen wir, dass d’ > % ist. Sei v € Cy mit wt(ve) = d’. Das Wort vy erhalten
wir durch elementare Zeielnumformungen von Gs. Fiihren wir dieselben Zeilenumformung in
G durch, so erhalten wir das Codewort (v, v9) € C mit vy € Cy. Offensichtlich gilt

wt(v, v2) = wt(vy) + wt(ve) = wt(v) + d’ > d.

%, so ist d' = wt(ve) > g. Ist wt(vy) > g, so gehe zu dem Codewort
(vf,v2) = (v1,v2) + (1,...,1,0,...,0) € C iiber. Es gilt wt(v;) < % und wir befinden uns im

vorherigen Fall. Insgesamt erhalten wir also d’ > g.

Ist nun wt(vy) <

O



