Lineare Algebra II: Prisenziibung 5
-Sophiane Yahiatene-

Aufgabe 1 (Nachtrag) Sei R ein kommutativer unitidrer Ring und ay, ..., a,, n € N, paarweise teiler-
fremde Ideale. Zeige: (;_; a; = [\ a;.
Aufgabe 2

a) Sei R ein Integritéitsring mit 1 und a € R. Zeige: Ist (a) ein Primideal, so ist a irreduzibel.

b) Sei R ein Hauptidealring und a € R. Zeige: Ist a irreduzibel, so ist (a) prim.

Bemerkung:
Jedes Primideale in IK[X] wird von genau einem irreduziblen Polynom erzeugt.

Definition: Sei K ein Koérper und a € K. Das normierte Polynom m, € K[X] \ {0} mit deg(m,)
minimal und m,(a) = 0 heifit das Minimalpolynom von a.
(Die Existenz und Eindeutigkeit eines Minimalpolynoms wird in Aufgabe 3 bewiesen)

Aufgabe 3 Sei K O IR ein Korper und fasse ihn als R-Vektorraum auf.
a) Zeige, dass K = C ein IR-Vektorraum der Dimension zwei ist.
b) Ist dimg (K) = n (n € N), so zeige die folgenden Aussagen:

i) Jedes a € K besitzt genau ein Minimalpolynom m, € R[X]| mit deg(m,) < n.

ii) Sei a € K mit Minimalpolynom m, vom Grad zwei. Gebe eine R-Basis von R[X]/(m,) an
und folgere R[X]/(m,) = C als R-Vektorraume.

Tipps zu 3b):
i) Betrachte die Menge I := {f € R[X]|f(a) = 0} und zeige, dass I ein Ideal ist.
ii) Betrachte den Grad der Erzeuger der Nebenklassen von K[X]/(m,,).



