Lineare Algebra I1
-Sophiane Yahiatene-

Aufgabe 13.1 Es scien f;; differenzierbare Funktionen in einer Variablen x.

f11($) f12($) fln(ff)

Di=|fu(@) fo@) . f@|= 3 (sgn(o)

fur@) far(@) o fan(a)

d d
%(fij(m))gi,jgn = dr Z sgn(o H Frot) (2

ceS,

= 3 Gonto)g; [ e

oceS,

=D (89” Z io(i) (2

oceS, i=1

= Z( Z s91(0) fio (i) (@
i=1 “o€&S,

n

:ZDZ‘

i=1

H from (z )

k= 1k;£z

H Jro(k) (T

k=1,k#i

. 10 1 0 0 1 0 0 .
Aufgabe 13.2 Sei V = {I = (0 1) JH = <O 1) U= <O 0) , L= <1 0)} eine geordnete Ba-

sis des Vektorraums Matk (2,2) mit char(K) # 2 und

adU : Matg(2,2) - Matk(2,2); X — [U,X] := UX — XU eine lineare Abbildung, so berechnet sich

die Darstellungsmatrix bzgl. V folgendermaflen:

dementsprechend lautet die Darstellungsmatrix

0 0 00
0 0 01
My (adU) =15 5 o o
0 0 00

)=UI—-IU=0-T4+0-H+0-U+0-L
)=UH—-HU =0-1+0-H+ (-
adU(U)=UU —-UU =0-T+0-H+0-U+0-L
)=UL-LU=0-1+1-H+0-U+0-L

2)-U+0-L



Aufgabe 13.3 Seine U,V endlich dimensionale Vektorriume iiber dem Kérper K und b: U x V — K
eine bilineare Abbildung. Bezeichne ly(u) := b(u,-) und r4(v) := b(-,v), d.h. lp : U = V*; u — I (u) und
rp: V= U*; u s rp(v) sind linear.

Seien U = {uq, ...,un}t, V ={v1,..c,om}, U* = {ui,...,u:} und V* = {v],...,v},} Basen von U, V,U*, V*,
wobei u} (u;) = 6;; und v} (v;) = di;.

Seien z = Y7, Nu; € Uund y = Y7, piv; € V, so gilt

b(z,y) = Z Z Xifib(ug, vj).

1<i<n 1<5<m

Also beschreibt B = (b(u;,v;)) mit

1<i<n;1<j<m
blr,y)=1| : | B

die Bilinearform bzgl. der Basen U, V.

1. Behauptung: B ist die Darstellungsmatrix von ry bzgl. V,U*

Beweis.

. n
rp(vj) =B [ 1] = (bij)i<i<n = Zbijuf cU V1< j<m,
=1

wobei der Vektor | 1 | an der j-ten Stelle eine Eins und sonst nur Null stehen hat.

0
Der Vektor (b;;)1<i<n bildet also die j-te Spalte der Darstellungsmatrix, sodass M}Y.(r,) = B
gilt. O

2. Behauptung: B? ist die Darstellungsmatrix von I, bzgl. U, V*

Beweis.
0\ " 0
b(uj)=|1| B=B"[1] = (bji)ici<n = ijivf eV*V1<j<m,
: : i=1
0 0
woraus mit analoger Begriindung MY, (1) = B? folgt. O

Behauptung: b ist regulér < 7y, [, injektiv

Beweis. Wenn b reguliir ist, so ist B nach Definition invertierbar, sodass r, = B und [, = B! invertierbar
sind, also insbesondere injektiv.

Sind andersherum I, 7, injektiv, so gilt unter anderem nach der Dimensionsformel dim(U*) = dim(U) =
rk(ly) = rk(B) = rk(B') = rk(rp,) = dim(V) = dim(V*), d.h. B, B" sind quadratische Matrizen.
AufBlerdem sind sie injektiv, also auch surjektiv. O



Aufgabe 13.4 Sei Matg(n,n) der Vektorraum der reellen n x n-Matrizen und es sei q(A) := tr(AA?)
fir A € Matg(n,n).

q(A+ B) —q(A) — q(B) = tr(AA' + AB' + BA' + BB") — tr(AA") — tr(BB")
tr(AA") + tr(AB") + tr(BA") + tr(BB") — tr(AA") — tr(BB")
tr(AB") + tr(AB")

2tr(AB")

Dementsprechend ist b(A, B) := q(A + B) — q(A) — q(B) = 2tr(AB") billinear und offensichtlich
gilt auch q(AA) = A\2q(A). Also ist q eine quadratische Form.

q ist pOSitiV deﬁnit, da fir A = (aij)lgidgn gllt

0=q(A) =tr(AA") = tr((zaikajk)gi,jgn) = Z Zazk Za” Sa;;=0V1<ij<n
=1 k=1

k=1

Aufgabe 13.5 Sei K ein Korper der Charakteristik ungleich 2 und ¢(z1,.
quadratische Form auf K™.

Benutze Satz 18.2, um ¢ in folgende Gestalt zu bringen q(y1,....,yn) = > ., biy?. Betrachte allgemein
das folgende Vorgehen:

ey Tp) = Zigj a;jx;T; eine

Sei b die von ¢ erzeugte Billinearform.

1. Wenn ¢ = 0, so ist ¢ bereits in der obigen Form, also nehme an ¢ # 0.
So existiert ein u € K™, sodass q(u) # 0 und setze U :=< u >.

2. Ist q,, =0, so ergénze die {u} einfach zu einer Basis von V. Ist q,. = 0, so fithre Schritt 1. fiir
U+ durch.
Induktiv erhilt man also eine Basis {uq, ..., un}, sodass V =< uy >1 ... L< u, > gilt.

Fiir diese Basis hat ¢ die gewiinschte Form.

1

1. q(z,y)t = 2y = (zy) (9 (2)) (2) ist eine quadratische Form in K?2.
2

Sei uy := G) und es gilt q(u;) = 1.

Sei ug = (11) und es gilt g(uz) = =1, b(uy,u2) = 0.

Somit ist
K? =< u >1l<us >

und in dieser Basis hat die symmetrische Billinearform b die Gram’sche Matrix

= 2)

und die neuen Koordinatenachsen £ := R - T <(1)) =R -uy, n:=R-T (2) =R - us.

Die quadratische Form in den neuen Koordinaten lautet ¢'(yi,y2)! = y? — 3.



Abbildung 1

2. q(z,y)t =222 — 22y +y? = (zy) (_21 _11) (Z) ist eine quadratische Form in K?2.

Sei ug 1= G) und es gilt q(uy) = 1.

Sei ug 1= 1 ) und es gilt g(uz) =1, b(u1,uz) = 0.

-1
Somit ist

K2 =< u; >1l<ug >

und in dieser Basis hat die symmetrische Billinearform b die Gram’sche Matrix

o= 7)

und die Koordinatentransformationsmatrix lautet

(Y

und die neuen Koordinatenachsen £ := Ruq, 7 := Rus.
Die quadratische Form in den neuen Koordinaten lautet ¢'(y1,y2)" = y? + v3.

Abbildung 2

cq(z,y)t = 2? — 4oy + 4y? = (zy) (_12 _42> (;) ist eine quadratische Form in K2.

Sei ug 1= (}) und es gilt g(u;) = 1.

Sei uy 1=

;) und es gilt g(ug) =0, b(ug,uz) = 0.

Somit ist
K?=<u; >L<uy >

und in dieser Basis hat die symmetrische Billinearform b die Gram’sche Matrix



1 0
o= (5 o)
und die Koordinatentransformationsmatrix lautet

(1)

und die neuen Koordinatenachsen £ := Ruq, 1 := Rus.
Die quadratische Form in den neuen Koordinaten lautet ¢'(y1,y2)" = y3.

Abbildung 3



