Lineare Algebra II
-Sophiane Yahiatene-

Aufgabe 20.1 Sei V ein K—Vektorraum und ® €End(V).
a) Behauptung: I = {P € K[X]|P(®)V = 0} ist ein Ideal in K[X]

Die Aussage léasst sich elementar nachrechnen.

b) Behauptung: Das Minimalpolynom von ® mg teilt das charakteristische Polynom x¢

Beweis. Nach Cayley-Hamilton ist x¢ € Ip = (mq>), woraus die Behauptung folgt. O

¢) Behauptung: Jeder irreduzible Teiler des charakteristischen Polynoms y¢ teilt das Minimalpolynom
me.

Beweis. Nach der Weierstraff Normalform ist V direkte Summe zyklischer Unterrdume (V;, ®;)1<;i<r
mit dazugehorigen Minimalpolynomen p;, fiir die p;|pi+1 und xo = (—=1)"pq - ... - p,- gilt.

Sei @ ein irreduzibler Teiler des charakteristischen Polynoms, so teilt ) den Faktor pu,. Dann ist
@ auch ein Teiler von kgV(u;|1 <i <r)=ms. O

Aufgabe 20.2 Sei A eine Matrix.
Behauptung: A ist genau dann diagonalisierbar, wenn das Minimalpolynom m4 von A das Produkt
paarweise verschiedener Linearfaktoren ist.

Beweis. Wenn A mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten aq, ..., a, diagonalisierbar ist, so gilt

V= é Eig(4, a;) @ ker(A — a;Id)

i=1

;»H —aId)V =0
ﬁH —al EIA(V) (mA)

:>mA|H —a;)

Sei nun ma = [;_, (X — a;) mit a; # a; (i # j), so wird im Folgenden V = @_, ker(A — a;1d) gezeigt.
Sei my, := H (X —ay) fir1<k<r
i=1,i%k
=geT(mpl<k<r)=1

;»ahkeﬂ{[X]:thmk=1
év—th Ao YoeV

=V = Z mi(A)V
k=1
Auflerderdem gilt

0=ma(A)v=(A—arld)mp(Av Yo eV, ke{l,..,r}
= my(A)V Cker(A — arld)

=V= Zker(A —a;ld) = E:Eig(A7 a;)



und da der Schnitt paarweise verschiedener Eigenrdume trivial ist, folgt

V= @ ker(A — a;Id).

O
Aufgabe 20.3 Sei N := (n;;)1<i j<n eine Matrix mit n;; = 0 fiir alle > j.
Behauptung: N ist nilpotent
Beweis.
A *
X~ (A) = det(AMd — N) = det =)\"
0 A
Nach Cayley-Hamilton gilt
0=xn(N)=N"
O
2 0 00
. 4 R 02 00 )
Aufgabe 20.4 Seien V = K*, ® € End(V) und A = M4 (®) = 00 3 ol Fir W C V
0 01 3
definiere das Verschwindungsideal I (W) = {P € K[X]|P(®)(W) = 0}.
a)
I@(el) = (X — 2)
Iq;(@g) = (X — 2)
Ig(es) = (X - 3)%)
Ip(es) = (X —3)
b)
Iq>(< e1,62 >) = (X — 2)
Ip(< eg eq>) = ((X — 3)2)
c)

Ip(< e1,e2,e3,e4 >) =Ip(V) = (X —2)((X —3)?) = (X —2)(X —3)?)
=me = (X —2)(X — 3)?
Aufgabe 20.5 Seien V ein endlich dimensionaler K—Vektorraum, ® €End(V), Pi, P, € K[X] und

kgV(Py, Py) =: H, so gilt (H) = (Pl) N (PQ).
Behauptung: ker(H (®)) =ker(P;(®))+ker(Pa(P))

Beweis. Seien Fy, Fy € K[X]: H = F1 P, = F»Ps, so gilt ggT(Fy, F) = 1, denn sei G :=ggt(Fy, F), so
folgt

JE, By e K[X]: Fy = ExG, Iy = E2G
= GEWPL=F1P=H=FP =GEP,

= g = Flc:P1 = 7Elgpl =F P € (Pl) N (Pg)

= (EvPr) = (P) 0 (Py) = (H) deg(H)> deg(E1 )
=GekK

=G=1



Oder man argumentiert schneller.
Es gilt %Pl = %PQ =kgV(P;, P2) und aufgrund der Minimalitidt von kgV (P, P») = H gilt G € K.
Sei v €kerP;(®) = {v € V|P;(®)v = 0} fiir i € {1, 2}, so gilt offensichtlich
P(®)v=0
=F;(®) o Pi(®)v=H(®)v =0
=kerP;(®) C kerH(®P).
Sei andersherum v €kerH(®) und A1, Ay € K[X]: A1 F) + AoFy = 1.

Al(q)) o Fl(q))'l) +A2(¢) @) FQ((I))’U =7

=:v1 =v2
Nun gilt fir ¢ € {1,2}

Pi((b)’l)z‘ = Pl(é) (@) Al((l)) o Fi((I))U = AZ(CI)) o H(‘I))’U =0
=0

= v =v; + v € kerP; (D) + ker P5(P)



