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? ? ?

Sei K ein Körper.

Aufgabe 1. Seien V ein K-Vektorraum und U1, . . . , Ur K-lineare Unterräume von
V . Zeigen Sie, dass die folgenden Eigenschaften äquivalent sind:

(1) V =
⊕r

i=1 Ui,
(2) V =

∑r
i=1 Ui und Ui ∩

∑
j 6=i Uj = 0 für i = 1, . . . , r.

Zeigen Sie weiter: Ist dimV <∞, so sind (1) und (2) auch äquivalent zu

(3) dimV = dim

(
r∑
i=1

Ui

)
=

r∑
i=1

dimUi.

Aufgabe 2. Sei A ∈ Matn(K) mit charakteristischem Polynom χA und sei

φA : Matn(K)→ Matn(K), M 7→MA.

Zeigen Sie, dass für das charakteristische Polynom von φA gilt:

χφA = χnA.

Hinweis: Stellen Sie die lineare Abbildung φA bezüglich einer geeigneten K-Basis von
Matn(K) durch eine Matrix dar.

Aufgabe 3. Betrachten Sie, für x ∈ R, die Matrix

A(x) =


5 −2 8 −1
0 3 x 0
0 0 5 −1
0 0 0 1

 ∈ Mat4(R).

(1) Zeigen Sie, dass λ = 5 ein Eigenwert von A(x) ist, und bestimmen Sie die
algebraische Multiplizität mA(x)(5).

(2) Nach Proposition 2.14 der Vorlesung gilt dimR V5(A(x)) ≤ mA(x)(5). Für
welche Werte von x ∈ R gilt dimR V5(A(x)) = mA(x)(5)? Für welche gilt
dimR V5(A(x)) = 1?

Aufgabe 4. Es sei A =

(
1 1
1 0

)
∈ Mat2(R).

(1) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom χA und die Eigenwerte von A.
(2) Diagonalisieren Sie A.
(3) Zeigen Sie: Es gibt eine Folge (un)n∈N reeller Zahlen mit der Eigenschaft, dass

An+1 =

(
un+2 un+1

un+1 un

)
.

Bestimmen Sie eine lineare Rekursionsgleichung für die Glieder dieser Folge.
(4) Schließen Sie, dass mit φ := (1 +

√
5)/2 und ψ := (1−

√
5)/2 gilt:

un = (φn − ψn)/
√

5 für alle n ∈ N.


