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Alles Urdenken geschieht in Bildern ARTHUR SCHOPENHAUER

Die Algebra ist nichts anderes als eine symbolische Natiggeometrischer Sachverhalte,
die Geometrie ihrerseits — das ist in Figuren vianperte Algebra

SOPHIE GERMAIN

Vorab: Dies ist eine Zusammenfassung des Stoffes der Vorlesuragrig&itare Algebra und Geome-
trie: Ringe und Symmetriegruppen” im Sommersemester 2@1dka Uni Bielefeld. Die Horer sind
Lehramtsstudenten (Grund-, Haupt- oder Realschule) mib&lisn Haupt- oder Nebenfach.

Diese Zusammenfassung ersetzt keinesfalls die MitsatieiftVorlesung, und sie eignet sich nicht
als alleinige LernquelleUberdies besteht eine groRe Wahrscheinlichkeit, daserdiext Tipp- oder
sonstige Fehler enthalt. Falls Sie einen finden, bin ickkibdan wenn Sie mich drauf hinweisen.
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Part |
Gruppen, Ringe, Korper

1 Gruppen, Eigenschaften, Untergruppen

[13.4.2010]

Definition 1.1. Ein Paar(G,*) mit einer MengeG und einer inneren zweistelligen Verknupfurg
auf G heil3tGruppe wenn folgende Axiome erfillt sind:

Abgeschlossenheit: Fir alle Gruppenelementegilt: axb € G.

Assoziativitat: Fur alle Gruppenelemerateé undc gilt: (axb)xc=ax (bxc).

Neutrales Element: Es gibt ein neutrales ElemesatG, mit dem fir alle Gruppenelemente
gilt: are=exa=a.

Inverses Element: Zu jedem Gruppenelemamixistiert ein Elemena ! € G mit axa ! =
-1
a xa=e

Eine Gruppg(G, ) heildtabelschoderkommutatiy wenn die Verknupfung * symmetrisch ist, d. h.,
wenn zusatzlich das folgende Axiom erfullt ist:

o Kommutativitat: Fur alle Gruppenelemerdaindb gilt axb=bxa.

(Beispiele: s. wikipedia, oder eines der Lehrbuicher)
(Einschub: komplexe Zahlen, s. wikipedia, oder eines dérliigcher)
[15.4.2010:]

Bemerkung 1.2. Eigenschaften einer Gruppe:

e Das neutrale Element einer Gruppe ist eindeutig bestimmt:

e Esgilt die Kiirzungsregel: Aus+b = axc oderbxa = cxa mit Gruppenelementea b, c folgt
jeweilsb =c.

e Daraus ergibt sich, dass die Verkniipfungstabelle einapf ein Lateinisches Quadrat ist, bei
dem in jeder Zeile und in jeder Spalte jedes Gruppenelenardigeinmal vorkommt.

¢ Die Gleichungasxx = b ist stets eindeutig losbar und die Losungxst a~t «b. Ebenso hat
x*a= b die eindeutige Losung=bxa .

¢ Das zu einem Gruppenelemeninverse Elemena? ist eindeutig bestimmt.

e Esgiltet=eund (arl)_l =a

e Fir alle Elemente gilfaxb) > =btxa L.



Falls (G, %) eine Gruppe ist untd C G, dann heil3tJ Untergruppevon G, falls (U,x*) wieder eine
Gruppe ist. Das kann auch so ausgedriickt werden:

Definition 1.3. In der obigen Situation heifkt Untergruppe vorg, falls gilt:

e abeU=axbeU,und

eacU=aleU

2 Permutationen

Definition 2.1. Eine bijektive Abbildungf : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} hei3tPermutation

f_1234
\4 3 21

Kirzer: Notation in Zykelschreibweise:

Als Wertetabelle, z.B.

f=(14)(23)
[20.4.7]

Bemerkung: Die Zykeldarstellung ist eindeutig.

Definition 2.2. (und Satz)Die Menge aller Permutationen a{f,2, ... n} bezeichnen wir mits,.
Mit der Komposition (Hintereinanderausfiihrung) von Fumken, kurzo, ist ($p, o) eine Gruppe.

Bemerkung 2.3. Das Inverse einer Permutatidrerhalt man durch “Umdrehen” der einzelnen Zykel.

Bsp: f = (1234)(567), dannf~1 = (1432(576).

Bemerkung 2.4. |$y| =n!

Dabei bezeichngM| einfach die Anzahl der Elemente vh
Bemerkung: (S, o) ist nicht kommutativ!
Bemerkung: (Satz von Cayley)ede endliche Gruppe lasst sich als Untergruppe gindarstellen.

“Darstellen” heifdt hier: “ist isomorph zu”. Und isomorphifRe Gleich bis auf Umbenennung und
Umsortierung der Elemente.

Definition 2.5. |G| heif3tOrdnungvon G.

Satz 2.6. (Satz von Lagrangelst U Untergruppe einer Gruppe G, so itt| Teiler von|G|.

Definition. % heiRtIndexvonU in G.

Folgerung 2.7. Ist |G| Primzahl, so hat G nur zwei Untergruppen: G selbst §iu}.
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Fakt. Jede Permutation lasst sich als Produkt von Zweierzykietyklen der Lange 2) schreiben.
Bsp: (12345 = (12) 0 (23) o (34) o (45)

Definition 2.8. Sei f € $,. Dann ist dasSignumvon f, kurz: sgrif), gleich 1, fallsf Produkt von
gerade vielen Zweierzyklen ist, urdl sonst.

Satz 2.9.sgn(f) = (—1)¥, wobei k die Anzahl der Zyklen von f mit geradénge ist.

Satz 2.10. 4, = {f € S| sgn(f) = 1} ist Untergruppe vors, vom Index 2.4, heilRtalternierende
Gruppe

[22.4.]

3 Andere wichtige Gruppen

3.1 Die zyklischen Gruppen,

Modulorechnenb modn heil3t: der ganzzahlige Rest vbigeteilt durchn. Z.B. ist 17 durch 5 gleich
3, Rest 2. Alsoist 17 mod 5 gleich diesem Rest, also 2. In @amdéforten:

Definition 3.1. a=b modn, fallsnb—a.

Dabei heil3tp|q: pist Teiler vong. Im Bsp oben: BL7— 2, also gilt 17=2 mod 5.

Definition 3.2. (und Satz)G, := ({0,1,2,...,n—1},+ modn) ist eine Gruppe (mit Addition mod
n als Verknupfung).G, heildtzyklische Gruppéder Ordnungn).

Gy ist endlich,|Gy| = n.

Bemerkung 3.3. ¢, ist kommutativ.

Obiges ist nur eine der Realisierungen dgr Man kann sie auch als Untergruppe dgrdarstellen:

Mit a = (123...n) ist die Gruppg{id,a,a?,...,a" 1}, o) isomorph zurG, (also einfach eine andere
Darstellung derselben). Dabei heddt= aca, a® = acaoausw.

Oder: sie ist auch Symmetriegruppe verschiedener Muster@dgenstande.

[ Diashow: Wappen, Ornamente, Felgen,... Alle diese Bifded ich in der google-Bildersuche,
Begriffe: Felgen, Rosette, Ornament; bzw wikipedia: Il&an, Flssen ]

3.2 Die Diedergruppen?d,

Anschaulich: Die Symmetriegruppe eines regulandtcks enthalh Drehungen (also eing,), aber
noch mehr: auch noahSpiegelungen. Diese Symmetriegruppe hBigdergruppgsprich: Di-eder).

[27.4.]
Definition 3.4. (und Satz)Seia= (123...n) und

)  fallsngerade
(2n)(3n—1)--- (5L oLy fallsnungerade



Dann istD, = ({id,a,&,...,a" 1, b,boa,boa’ ...,boa"},0) eine Gruppe. Diese heiRlieder-
gruppe(der Ordnung 8).

Bemerkung 3.5. D, ist nicht kommutativ (fuim > 2).

Bemerkung 3.6. Als Gruppen sind’, und D, isomorph (also i.Wes. gleich). VereinbaginWann
immer wir von Symmetriegruppen reden, wollen \wirund D, unterscheiden: Erstere enthalt id und
eine 180-Grad-Drehung, zweitere id und eine Spiegelung.

D, enthalt id, eine 180-Grad-Drehung und zwei Spiegelund2amit ist 2, die Symmetriegruppe
eines Rechtecks, oder auch einer Rapte

3.3 Die Tetraedergruppe?

Nummerieren wir die 4 Ecken eines regularen Tetraederdatrdchten alle Symmetrien, so erhalten
wir:

Bemerkung 3.7. Es bezeichn& die Symmetriegruppe eines regularen Tetraed€rsst isomorph
zu S4. Falls wir Spiegelungen ausschlief3en, so erhalten wirgie

[29.4.. Bastelstunde mit zometool]
[4.5.7]

4 Ringe (und Korper)

Definition 4.1. Ein Ring ist eine Meng® mit zwei inneren binaren Verknupfungen “+” und,“so
dass gilt

1. (R +) ist eine kommutative Gruppe,
2. (R,-) ist abgeschlossen
3. (R,) ist assoziativ

4. Es gelten die Distributivgesetze:
a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c firalleab,ceR

So ein Objek{(R, -) (abgeschlossen und assoziativ) heil3t adalbgruppe
Das neutrale Element vdiiR, +) heil3tNullelement/on R und wird einfach mit O bezeichnet.
Ein Ring heil3t kommutativ, falls er beziiglich der Multi@dtion kommutativ ist.

Ab jetzt schreiben wir fiir die Verkniipfungen in einem Rimgner+ und-. Das inverse Element von
abzgl Addition bezeichnen wir alsa, das inverse Element bzgl Multiplikation as?.

Definition 4.2. Eine nichtleere Untermend eines Ringef hei3tUnterring von R, wenrlJ zusam-
men mit den beiden alf eingeschrankten Verkniipfungen vBwieder ein Ring ist.
Ein Ring Sheif3tOberring (oder Erweiterung) eines Ring&wennR ein Unterring vorSist.
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Besitzt ein Ring ein neutrales Element beziglich der Mlikation, so nennt man dieses die Eins

(oder das Einselement) des Ringes. Dieses Element wird baz&ichnet und hat die Eigenschaft
l-a=a-1=a fiuralleacR.

Ein Ring mit Einselement wird auch unitarer Ring genannt.

Definition 4.3. SeiR ein unitarer Ring. Gelten die folgenden zusatzlicheneBsghaften, so heifldt
(R,+,-) Korper.

1. (R\ {0},) ist kommutative Gruppe.

2. (R,-) istnullteilerfrei, d.h. es gibt keine Elemengeb € Rmita-b = 0.

Insbesondere gilt in einem Korper: es gibt zu jedemR ein inverses Element bzgl der Multiplika-
tion. D.h., fir jedesa € Rexistierta € R, sodass-a t=a!.-a=1.

Bsp fur Ring:(Z,+,-). Bsp fur Kérper:(R, +,-) und(Q,+,-). (Jeder Korper ist natiirlich automatisch
ein Ring.)

Bsp fur einen nicht unitaren Ring2Z, +).

Definition 4.4. (und Satz)Sei R ein unitarer Ring. Ein Elemerd € R heil3tEinheit falls es ein
Inverses bzgl Multiplikation besitzt (falls es alb@& R gibt mita-b = 1).
Alle Einheiten eines Rings bilden di&nheitengruppéR*,-).

5 Endliche Ringe

[6.5.: Fallt ausnahmsweise aus.]
[11.5.]]

Satz 5.1.(Gy,,+ modn,- modn) ist unitarer kommutativer Ringif n > 2.
Satz 5.2.Ein Element a voriG,,+ modn,- modn) ist Einheit genau dann, werggT(a,n) = 1.

Folgerung 5.3. (Gy,+ modn,- modn) ist Kdrper genau dann, wenn n prim ist.

5.1 Teilbarkeit und Primzahlen

Definition 5.4. Eine Zahlm € N heiR3tTeiler einer Zahln € 7Z, falls es eink gibt, so dassn-k = n.
(Also fallsn/m=ke Z.)

Definition 5.5. Eine Zahin € Z hei3tPrimzahl| falls 1 undn die einzigen Teiler vom sind.

Definition 5.6. Dergrofite gemeinsame Teileonmundn (kurz: ggT(m, n)) ist max{q | gjn undgm}.

Man konnte den ggT von undm Uber die Primfaktorzerlegung vanundm zu finden. Das ist aber
i.Allg. knifflig (siehe [wik], Stichwort RSA Factoring Challenge). Daher:



(Erweiterte) Euklidischer Aborithmus

Gegeberk > m> 0. Frage:ggt(k,m) =7

Schritt 0:a; :==k, a:=m,n:=2; (c1:=1,¢6:=0,d1:=0,dr:=1)

Schritt 1:q, := max{r € N | a,_1 —ran > 0}, &y11:= a-1— Onadn,
(Cnt1:=Cn-1—0nCn, Ony1:=0n 1—0ndh)

Schritt 2:Fallsa,, 1 = 0: STOP, sonsh := n+ 1, weiter bei Schritt 1.

Beim Abbruch é,,1 = 0) ista, = ggT(k,m) (und ggTk,m) = c,k— d,m).

Der liefert auch Losung zu folgender Frage:

Satz 5.7.Gegeben e Nund ab € {0,1,...,n—1}. Die Gleichung ax=b modn hat eine bsung
(in X) genau dann, wenggT(a,n)|b. Es gibt dann genaggT(a,n) Losungen.

[13.5.: Feiertaqg]
[18.5.7]
Wie genau finden wir die Losungen var=b modhn, falls es sie gibt:

Bemerkung 5.8. Berechne mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmugdiisungp,qvong:=
9gT(a,n) = pa+qn.

e Fallsg jb: Es gibt keine Losung.

e Fallsg|b: Die Losungen sind = %b + %” wobeik=0,1,...,g—1.

Mit Satz 5.7 beweist man nun Satz 5.2, denn: &in G, ist ja laut Definition Einheit, wenn esc G,
gibt mita-x=1 modn.

Mehr Interessantes uber endliche Ringevin{], unter “Ring.(mathematics)”.

6 Der RingZ|i] der Gaul3schen Zahlen

C:={a+bi|a,b € R} ist die Menge dekomplexen ZahlenDabei isti die imagirére Einheit Die
(bzw eine) Zahl mit der Eigenschaft= —1. Die naturrliche Weise, komplexe Zahlen zu addieren ist

(a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i
und die Multiplikation ist
(a+bi) - (c+di) = (ac—bd) + (ad+ be)i.
Nun seiZl[i] = {a+bi|a,b € Z}.
Satz 6.1. (Z][i], +, ) ist ein kommutativer urérer Ring. (Und(C,+, -) ist ein Korper.)

Wichtig:



Definition 6.2. Zu einem Element = a+ bi in C heil3tx = a— bi daskomplex konjugierte (Element)

Dabei istxx immer reell:
XX = (a+ bi)(a— bi) = (& — (—b?)) 4 (ab— ab)i = a® + b?
Daher definiere einen GroRRenbegriff, &@mplexe Nornfvon x):
N(x) = N(a+ bi) := a® + b?

Lemma 6.3. Seien xy € Z[i]. Es gilt:

(@ N(x)eZ

(b) N(xy) =NX)N(y).
Satz 6.4. Die Einheitengrupp€.[i]* ist ({1,—1,i,—i},-).

[20.5.7]

Motivation: Wie kann Algebra genutzt werden, um eine zathearetische Frage zu beantworten.
Hier: Welche (Prim-)Zahlen kann ich als Summe von zwei Qag&dhlen schreiben? Dazu: Die
entsprechung von PrimzahlenZnsind Primelemente ifi|i]:

Bezeichnung:Ein x € Z|i], fur dass gilt: aug|x folgt y = +1; +i +Xx; +ix heiRtPrimelement
Wie sehen die aus?

Lemma 6.5. (a) Vx € Z[i] : X|N(x).

(b) vx,y € Z[i] : xly = N(X)[N(y).

[25.5.]]

Also: Um Teiler vonx zu finden, finde erst die Teiles,ny,...,nc vonN(x). Finde danry; € Z]i] mit
N(yj)=n; (j=1,...,k). Das sind moglich@eiler vonx.

Dabei wollen wir Elemente ifL]x] als “gleich” auffassen (zumindest bzgl inrer Teilereiggasten),
falls sie durch Multiplikation mit einer Einheit auseinamcervorgehen.

Definition 6.6. Fallsx = £y oderx = iy, so heilBerx undy assoziiert (zueinander)

Z.B. 2+iund 1- 2i sind assoziiert zueinander, depin(2+i) = 1—2i).

Lemma 6.7. Ist N(x) prim in Z, so ist x Primelement ifi[i].

Damit kdnnen wir fur Elemente ifi[i] eine Primfaktorzerlegung durchfiihren.

Bemerkung 6.8. Die Primfaktorzerlegung ifd[i] ist eindeutig (bis auf assoziierte Zahlen).

Dabei heif3t “eindeutig”, dass die Faktoren eindeutig sbislauf zu ihnen assoziierte Zahlen. 5
(2+1)(2—1)=(1-2i)(1+2i), aber 2+ ist assoziiert zu ¥ 2i usw.)

[27.5.7]
(Erweiterte) Euklidischer Aborithmus inZi]
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Genau wie oben (s. S. 9), nur in Schritt 1:
Findeq, so das®y,+1 = a1 — gnan, WobeiN(a,1) < N(a,) < N(a,_1), und zwar so:

Berechnea,_1/a, und runde das auf ganze Zahlen. Sonst alles wie gehabt. (Been kann man
Pech haben, z.B./2+i kann man auf runden, oder auf 4 i. Dann: ausprobieren, was klappt.)

Wie sehen Primelemente %ii| aus? Dazu

Lemma 6.9. Seien ab € Z. Dann gilt & +b?=0 mod 4 oder €+b*=1 mod 4 oder & +b?>=2
mod 4

Satz 6.10.Die Primelemente ifZ[i] sind
(@) 1+i.
(b) Primzahlen irZ der Form p=3 mod 4

(c) Die Zahlen a+ bi und a— bi, falls & + b? Primzahl inZ ist.

Nun kann damit ein zahlentheoretisches Resultat bewiesetean.

Satz 6.11. Eine Primzahl ungleich 2 ist Summe zweier Quadratzahleragetann, wenn = 1
mod 4

7 Die PolynomringeZ|x] und Q|x]
Notation: Z[a] ist der kleinste Ring, des undZ enthalt. BspZ[i], siehe letztes Kapitel. Analog fur

QIa]. Istx eine Element ohne bestimmte Eigenschaften (also weder+ - - - +x € Z, nochx" € Z)
so fuhrt das zu:

Definition 7.1. Die PolynomringeZ[x] und Q[X] sind definiert durch:
Z[X = {anX"+aq_1x" 14 fax+ag|ne Ny, ac € Z (0<k<n)}

QX = {aX"+a,_1x" 1+ +ax+a|ne Ny, a e Q (0<k<n)}

Die Elemente davon heil3étolynome

Statt immera X" + a,_1x" 1+ - - - + a;x+ ag zu schreiben, schreiben wir auch karz

a+b: <kiakx"> + (kibk)(k> = ki(akerk)Xk
(5o (3) E(p)e

Satz 7.2.(Z[x],+,-) und (Q[x],+, ) sind kommutative, urite Ringe.

Rechenregeln:

Definition 7.3. Der Grad eines Polynomas ist die hochste auftretende Potenz wan a.

11



Definition 7.4. Ein Polynoma € Z[x] hei3tTeiler (in Z[x] [bzw in Q[X]]) von b € Z[x], falls esc € Z[x]
[bzw c € Q[X]] gibt, so dass-c = b.

Ob a Teiler vonb ist, ermittelt man durch Polynomdivision (swik]). Falls die ohne Rest aufgeht,
ista Teiler vonb.

Satz 7.5.Seien ab, € Q[x], Grad(a)>Grad(b). Dann existiert genau ein Paagre Q[x], so dass gilt:
a=qgb+rund Grad(r)jGrad(b).

Damit:
(Erweitertej Euklidischer Aborithmus inZ[x]

Alles wie gehabt (s. S. 9), auRer: “Grof3e” heildt hier: ®oein bzgl Grad; und, wird bestimmt aus
a1 unda, durch Polynomdivisionan_1/an.

[8.6.7]

Bemerkung 7.6. Beim Bestimmen des gggwie oben erhalt man den ggT @[x] vona undb. Falls
a,b € Z[x], und man mdchte wissen gauch Teiler inZ[x] ist, muss getestet werden, ob ¢ Z[X|

, und (b) obg auch Teiler inZ[x] vona und vonb (zwei weitere Polynomdivisionen).

Evtl wird ausg ein Teiler inZ[x] erst, nachdem mag durch den ggT (irZ) seiner Koeffizienten
geteilt hat.

Bemerkung 7.7. Ist p Teiler vonq in Z[x], p = pmX™+ -+ + piX+ Po, 4 = guX" + - - + Q1X+ Qo,
n>m2> 1, so gilt: pm|gn und po|Qo.

Damit kann man manchmal Faktoren von Polynomen raten. Bowi&eil I. Zum Abschluss eine
kurze Zusammenfassung der algebraischen Objekte, didshieikennengelernt haben:

Gruppen Ringe & ist Korper?)
(R,+) (R,+,-) ja
(Q,+) (Q,+,) ja
(Z,+) (Z,+,") nein
(Gh,+ modn) | (Gy,+ modn,- modn)  nur firn prim
(Dn,0) (Z[i],+,") nein
(Sh,0) (Z[X],+,") nein
(An,0) Q[ +,) nein

Die in den ersten vier Zeilen der Tabelle entsprechen eranffenbar, die Ringe sind Erweiterungen
der jeweiligen Gruppen. In den Zeilen 5 bis 7 gibt es keinetsolEntsprechung, die sind nur aus
Platzgriinden nebeneinander aufgefihrt.

12



Part Il
Symmetriegruppen

8 Prasentationen von Gruppen

[10.6.:]

Wir mochten Gruppen nun beschreiben durch einige Elem@&Bteeuger”) und Beziehungen zwis-
chen denen (“Relationen”).

Definition 8.1. Ein Alphabet Aist eine Menge von Buchstaben, z£ b,c,...}. Ein Wort (UberA)
ist eine endliche Sequenz der BuchstabeA mit Exponenten ir¥.

Exponenten irZ, weil mit a auch sein Inverses ! in der Gruppe liegt, sowie deren Potenzen (z.B.
a® = aaaaaodera 3 = a lala 1. Dabeiista’ = e das neutrale Element.

Definition 8.2. (a) Ein Wort heiRtreduziert falls es keine Paar@a1,a ta, bb~! usw enthalt.
(b) Zwei Worte stellen dasselbe Gruppenelement dar, fallsishedurch Ausnutzen der Relationen
(und den daraus folgenden Gleichungen) ineinander ke lassen.

Bsp: D3 = (a,b|a® = b? = (ab)? =€), und darin ist z.Baba= b, denn:(ab)? = abab= e < ababb=
eb=Db < aba=bh.

Definition 8.3. Eine Darstellung(A|R) einer Gruppe durch ein Alphabét (Erzeuge) und einer
MengeR von Gleichungen aus Worten liber diesem AlphaBetigtione heildt Prasentationeiner
Gruppe.

Bemerkung 8.4. Eine Gruppe kann viele verschiedene Prasentationen haben

[15.6.:]

Definition 8.5. SeiA = {a,b,...} (n Buchstaben) so heill}, = (A| ) (keine Relationen) diéreie
Gruppevom Rangn.

Notation: Ein beliebiges Wort bezeichnen wir mit, seine Buchstaben mit;, wo, ..., Wy, Also
W= WiW2: - - Wn.

Lemma 8.6. Ist w= wyw, - -W, ein Wort, so ist sein Inverses W= w, w1, ---w; 'wy*

Definition 8.7. Ein gerichteter Graph dst ein PaarV,E), wobeiV = {1,2,...} die Knotenmenge
vonC undE = {(],k)| j,k € V} die Kantenmenge
Ein ungerichteter Graph Gst ein Paa(V,E), wobeiV = {1,2,...} undE = {j,k| j,ke V}.

Zur Anschauung von Graphen und mehr siele]].

Definition 8.8. Der Cayleygraph CG) einer Gruppés = (A|R) ist gegeben durch die Knotenmenge
V, die die Elemente vos enthalt, sowie die Kantenmenge

E={(g,h)|Ixe A: gx=h}

13



Figure 1: Cayleygraphen vafy (links, endlicher Graph) und va®, (rechts, unendlicher Graph).

Die gerichteten Kanten markieren wir mit Pfeilen, vgmachh. Falls wir eine Doppelkante sehen
(g — hundh — g) so ersetzen wir sie durch eine ungerichtete Kante (ohn§.Pfe

Bsp: Siehe Fig. 1, Seite 14.

Definition 8.9. Die freie abelsche Grupp@zom Rangn) ist

Kn:=(ag,@...,8n|&am = amak (L <k <m<n)).

Bemerkung 8.10. D, = (a,b|a" = b? = (ab)® =€)

[17.6.7]

9 Isometrien und Symmetrien

Definition 9.1. Einelsometrieist eine bijektive langenerhaltende Abbildung viA— R? (bzw von
RY — RY).

Die Menge aller Isometrien voR? (bzw RY) ist eine Gruppe, dieuklidische Gruppe B) (bzw
E(d)), mit Hintereinanderausfuhrung als Verknuipfung.

Dabei istRY einfach derd-dimensionale Raum, mit dem Ublichen Abstands- bzw Libgagriff.
“Langenerhaltend” heil3t genau das, was man sich daruotstelit: f ist langenerhaltend, falls fur
allex,y € R? gilt: Abstandg,y) = Abstand € (x), f(y)).

Definition 9.2. Ist f Isometrie, so heil3t jeder PunRtmit f(P) = P Fixpunktvon f.

Drehungen, Spiegelungen und Verschiebungen (“Tranakxti) sind Isometrien. Wir sehen gleich,
dass das fast alle sind: Aul3erdem gibt's noch Gleitspiegeln.

Die ldentitat ist natUrlich auch eine Isometrie, sie kafsVerschiebung (um 0), oder Drehung (um
0, oder um 360 Grad) interpretiert werden.
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Offenbar gibt es zwei Sorten: entweder eine Isometrie biRlechtshander auf Rechtshander ab,
oder auf Linkshander. Die erste Sorte hafientierungserhaltendo.-e.), die zweiterientierung-
sumkehrendo.-u.).

Satz 9.3. Eine Isometrie der Eber&? mit Fixpunkt ist eine Drehung, falls sie o.-e. ist, ansonste
eine Spiegelung.

Eine Isometrie der Ebene ohne Fixpunkt ist eine Translafiaits sie o.-e. ist, ansonsten eine Gleit-
spiegelung.

Drei Punkte in der ebene heil3kallinear, falls sie auf einer Geraden liegen.
Satz 9.4. Jede Isometrie der Ebene mit drei nicht-kollinearen Fixgan ist die Identit.

Korollar 9.5. Eine Isometrie der Ebene ist eindeutig bestimmt durch diaksdBeier nicht-kollinearer
Punkte.

Satz 9.6. Das Produkt zweier Spiegelungen entlang paralleler Siéetpsen ist eine Translation
senkrecht zu diesen Spegelachsen, um das doppelte deadshdta Spegelachsen.

Das Produkt zweier Spiegelungen an zwei nicht-parallelpiegglachsen ist eine Drehung um den
Schnittpunkt dieser Achsen, um das doppelte des Winkedstemi diesen.

Bemerkung 9.7. Also lasst sich jede Isometrie (2) als Kombination von maximal drei Spiegelun-
gen darstellen:

(a) Spiegelungen: 1 Spieg.
(b) Drehung: 2 Spieg.
(c) Translation: 2 Spieg.
(d) Gleitspiegelung: 3 Spieg.

Definition 9.8. SeiM ein Muster in der Eben®?. Ist f eine Isometrie mitf (M) = M, so heift
f Symmetrievon M. Die Menge aller Symmetrien vokl ist die Symmetriegruppeon M, kurz:

Sym(M).

SeiGy 4 die Symmetriegruppe von “unendlichem Karopapier”, also sler Zerlegung der Ebene in
gleichgroRe Quadrate, so dass an jeder Ecke 4 Quadrateaadefitiegen.

Allgemein: SeiGpq die Symmetriegruppe der Zerlegung der Ebene in reguyléEeke, so dass an
jeder Eckeg Stuck aneinanderliegen.

Wir haben geometrisch hergeleitet, unter Benutzung vorolkar9.6:
Gasa = (a,b,cla® =b? = ¢? = (ab)* = (ac)> = (bc)* =€), und (in denUbungen)
Ge3 = Ggg = (a,b,c|a® = b? = ¢ = (ab)® = (ac)® = (bo)® = e).
[22.6.]]

Definition 9.9. Eine Spiegelungsgruppést eine Symmetriegruppe eines MustersHf, die von
Spiegelungen erzeugt wird.
Eine Coxetergruppeést eine Gruppe mit Prasentation

(St,...,Sn|(sjs0)™ =€),

mit m;; = 1, mjx = my; undmy > 2 fur j # k.

15



Klar ist: Jede Spiegelungsgruppe ist eine Coxetergruppeispile fur Spiegelungsgruppen (und
somit Coxetergruppen) sir 4, G 3 Sowie die Diedergruppet,.

Ziel: Alle Symmetriegruppen (und somit erst recht alle Spieggdanuppen) ebener Muster zu bes-
timmen. Dazu:

[24.6.]

10 Orbifold-Notation

Ein sehr gutes System zur Notation von SymmetriegruppeaCbhifold-Notation. Zu einem gegebe-
nen MustemM geht man so vor wie im folgenden beschrieben.

1. Drehzentrer finden.

(a) Falls durchP eine Spiegelachse laufe.rot markieren, und eine rote Zamtiranschreiben,
wennn einn-zahliges Drehzentrum ist. Falsauf keiner schon beriicksichtigten Spiegelachse
liegt (insbesondere, werihdas erste rote Symbol bekommt) ein rotedranschreiben.

(b) Sonst P liegt auf keiner Spiegelachsel blau markieren, und eine blaue Zahbran-
schreiben, wenn ein n-zahliges Drehzentrum ist.

2. Danach: Gibt es Spiegelachsen, die kein Drehzentrunaktenti? Diese (rot) einzeichnen. Falls
diese Spiegelachse noch nicht beriicksichtigt wurde (dsinen bereits markierten Punkt

lauft): ein rotes« dranschreiben.

3. Danach: Gibt es eillirakel? D.h., kann ich von einem Teil des Musters zu seinem Spiidelb
gelangen, ohne eine Spiegelachse zu kreuzen? Einen séfmm rot markieren, ein rotes
dranschreiben.

4. Falls nichts von den obigen: gibt es &ifunde® D.h., es gibt zwei unabhangige Translationen
(d.h., in verschiedene Richtungen), 8eauf sich abbilden: Einen blauerhinschreiben.

Wichtig: Immer nur verschiedene Punkte markieren. ZweikBisind verschieden, wenn sie nicht
durch eine Symmetrie des Musters aufeinander abgebildetenwdodnnen.

Nachdem dies getan ist: Alle Symbole sammeln, d.h. alleéfghdllex, x undo. Diese hinter-
einander schreiben, und zwar so: Blaue Symbole nach linke. Zahlen absteigend ordnen. Rote
Symbole nach rechts, Stermezuerst, dann Zahlen, dante. Die so erhaltene Zeichenkette heifdt
Signaturdes Musters.

In der Signatur brauchen wir die Farben nicht mehr: Allend x sind rot, alle Zahlen rechts eines
auch, Zahlen links dess blau. Falls kein vorkommt, sind alle Zahlen blau.

Wir ordnen den Symbolen Kosten zu:

Symbol{o 2 3 4 5 6 --- N
Blau: E > 1 Z 3 4 &5 N—1 1
uro 2 3 4 5 & N
Symbol 2 3 4 5 6
ROt: Ey >]<_ - 1 1 3 4 5 N-—1 O;
uro i 3 8 10 12 N P
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Satz 10.1.(Magisches Theorenif 2-periodische ebene Muster).
Die mbglichen Signaturen eines 2-periodischen ebenen Mustatgenau die, die insgesamt 2 Euro
kosten und keir enthalten.

Bsp: 632 kostet +5/12+1/3+ 1/4 = 2 Euro. Damit kdnnen wir herleiten:

Bemerkung 10.2.Es gibt genau 17 Symmetriegruppen 2-periodischer ebenstavliDas sind genau
die mit folgenden Signaturen:

¥632 %442 %333 #2222 %%, X, x X, 632 442 333 2222 0, 42, 3%3,2%22 22, 22 .

Dass dies alle moglichen Signaturen sind, leitet man ats Bal und der Tabelle daruber ab: es
gibt genau 17 Signaturen, die exakt 2 Euro kosten. Dass die @le auftreten, dazu sahen wir 17
Beispiele in der Vorlesung und in déibungen.

[29.6.]]

11 Symmetriegruppen splarischer Muster

Betrachten wir nun Muster auf einer Kugel, z.B. auf einembali3 Diesen konnen wir genau wie
ebenen Mustern ihre Signatur zuordnen, nach demselbempRezeim letzten Kapitel.

Satz 11.1.(Magisches Theoreniif spharische Muster).
Die mbglichen Signaturen eines sjptischen Musters sind genau die, die insgesam% Euro kosten
und keineo enthalten. Dabei ist g die Zahl der Symmetrien des Must&iso(@= | Sym(M)|)

Damit kbnnen wir herleiten:

Satz 11.2.Die Symmetriegruppen s@fischer Muster sind die mit den Signaturen
332 432 532 22N,NN, 332 %432 %532 22N, *NN, 3%2, 2% N, Nx, Nx,

wobei Ne N, N > 2.

Dass dies alle moglichen Signaturen sind, leitet man chstéaus der Kostentabelle oben her. Damit
erhalten wir allerdings zusatzlich die MoglichkeitéfN und «xMN. FurM # N gibt es aber kein
spharisches Muster mit dieser Signatur.

Dass die anderen Signaturen alle vorkommen, davon Uhgirrean sich wieder mittels konkreten
Beispielen fur jede einzelne Moglichkeit (s. VorlesunglWbungsblatt 12).

[1.7.7]
Friesgruppen

SeiM ein Muster in der Eben®&?, das nur eine unabhangige Translation enthalt. Solchstéu
heiBenFriesmustey deren Symmetriegruppdfiesgruppen

Bsp.
-+ pdpdpdpdpdpdpdpdpdpdp - - -

EERD 0,0.0,0,0.0,0,0.0,:0.0,0,:0.0.0,0.0.0,0.0, CRL
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---EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE- - -

Solche Muster kdnnen wir um démuator einer Kugel wickeln, so dass sich die Bausteine ndiieh

oft, sagen wirN mal, wiederholen.N kdnnen wir dazu beliebig gro3 wahlen. So erhalten wir ein
spharisches Muster, dessen Signatur (mindestend) einthalt. Davon gibt es genau sieben (s.0.).
Also gibt es maximal sieben Friesgruppen.

Satz 11.3.Es gibt genau sieben verschiedene Signatuiefriiesgruppen:

2200, 0000, 00X, 005, 2% 00, %2200 UNM 5 0000

Nach den obigetberlegungen brauchen wir zum Beweis des Satzes nur nockigenz dass alle
sieben Moglichkeiten auch wirklich vorkommen ($bungsblatt 13). Damit erhalten wir auch:

Satz 11.4.(Magisches Theorentif Friesmuster).
Die mbglichen Signaturen eines Friesmusters sind genau diegndgesamt 2 Euro kosten und min-
destens eime enthalten.

Nun gibt es noch ebene Muster, dieine Translation als Symmetrie haben. Dazu brauchen wir
zunachst:

Satz 11.5.Sei M ein Muster ilR?, Sym(M) enthalte keine Translation. Dann gilt entweder

(@) Alle f € Sym(M) haben einen gemeinsamen Fixpunkt. D.h., es gibt einen Pysktdassifr alle
f € SymM) gilt: f (P) =P. Oder

(b) Sym(M) enthalt unendlich viele Drehungen, und die Menge derer Drehreerist unendlich aus-
gedehnt.

Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir wiederum:

Lemma 11.6. Seien fg, h drei Spiegelungen.

(a) Haben fg,h einen gemeinsamen Fixpunkt (d.h., es gibt P ifi®) = P = g(P) = h(P)), dann ist
fgh eine Spiegelung an einer Geraden durch P.

(b) Sonst ist fgh Gleitspiegelung.

Damit folgen fast direkt zwei Resultate:

Korollar 11.7. Jede Symmetriegruppe eines endlichen Mustei®?imat einen gemeinsamen Fix-
punkt.

Satz 11.8.Ist die Symmetriegruppe eines endlichen Mustef®3rendlich, so ist es eine zyklische
Gruppe, oder eine Diedergrupp®.

Insbesondere konnen die folgenden Falle eintreten: &k8ymmetrie (aul3er der Identitat)i = {e};
nur eine Spiegelung als Symmetrie (au3er der Identitat):

Die Forderung nach einer endlichen Symmetriegruppe isterdig, denn betrachte etwa einen (per-
fekten) Kreisring als Muster. Der hat unendlich viele Synmea, namlich etwa jede Spiegelung an
Geraden durch den Kreismittelpunkt. Dessen Symmetriggrigt nicht “endlich erzeugt”, d.h., sie
hat keine Darstellung als Prasentation mit endlich viéereugern.

[6.7.7]
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12 Von Signaturen zu Pasentationen

Wir kdnnen nun ebenen und spharischen Mustern (fallsisi# nu exotisch sind) ihre Signatur zuord-
nen. Das legt die Symmetriegruppe fest. Wie aber konnemliese “klassisch” hinschreiben? Viele
Mathematiker kennen die Orbifold-Notation gar nicht! Ahlmaktisch jeder Mathematiker kennt
Prasentationen von Gruppen. Die erhalt man so:

1. Fir jede blaue ZahA notieren wir einen Erzeuger mit einem griechischen Budiestaa
(B,v,...), und eine Relationa” = e.

2. Fur jede Gruppe roter Symbole der Fof#B- - -N mit n Zahlen notieren wirn+ 1 Erzeuger
mit lateinischen BuchstabeR; Q,R, ..., W, sowie einen weiteren Erzeuger mit einem griechis-
chen Buchstaberk, sowie Relationen

PP— (PQA=Q*=(QRE=R=-..=(vWN=W?=¢g A 'PA=W
(Falls nur ein« ohne rote Zahl: zwei ErzeugarP; RelationenP? = ¢, A~1PA = P).
3. Fur ein (blaues) (“Wunder”) zwei ErzeugeB, T, sowie eine RelatioSTST 1 =e.
4. Fir ein (rotes)<: Zwei ErzeugeiZ, d, sowie eine Relatio@? = .

5. Zum Schluss eine weitere Relation (“globale RelatioRPodukt aller vorkommenden griechis-
chen Buchstabeafy---A---0=e.

Es ist praktisch, die Erzeuger an die Signatur zu schreiteeh) folgendem Schema:
Bsp. Signatur«632 liefert:* xP 623R2S. Daran liest man ab:

P?=(PQ°=Q°=(QR*=R*=(R9?=S=¢ A 'PA=S Ar=e
WegenA = eist P = S also kdnnen wir die Prasentation vereinfachen zu:

Ges = (PQR|IP?=Q°=R* = (PQ° = (QR®= (RP?=¢).

Bsp. Signatur 3« 3: liefert: 3" «P 32, Daran lesen wir ab:
a®=e=P’=(PQ>*=0Q% MNPA=Q ar=e

AlsoistA = a1, somitQ = aPa 1. Wir konnen daher die ErzeugeundQ durcha undP darstellen,
das spart uns zwei Erzeuger. Wir erhalten die Prasentation

(a,P|a® =e=P? = (PaPa 1)3).

(Die RelationQ? = e scheint weggefallen zu sein. Die durfen wir weglassen| sieiaus den anderen
folgt: EsistjaQ? = (aPa~1)2 = aPataPat=aPPal=aP’al=aal=e)

[8.7.7]
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13 Eulerscher Polyedersatz

Definition 13.1. Ein ungerichteter Graps (vgl. Def 8.7) heilstzusammerimgend falls fur alle
Paare von KnoteR,y in G ein Kantenzug vox nachy fiihrt.
G heil3t planar, falls er so gezeichnet werden kann, dass diteKaich nicht kreuzen.

Satz 13.2.Sei G ein zusammeahgender planarer Graph mit v Knoten, e Kanten und &drlen.
Dann gilt: v—e+ f = 2.

[13.7.]

Damit konnten wir die Satze 10.1 und 11.1 beweisen (langeress, siehe Vorlesungsmitschrift oder
[CBG]).

[15.7.]]

14 Reguhre Polytope (Platonische Krper)

Definition 14.1. Ein Polygonist ein geschlossener Kantenzug in der Ebene. Ein Polygbail3t

konvex falls (a) seine Kanten sich nicht schneiden und (b) funyeizZPunktex,y des Polygons (im
Innern oder auf dem Rand) die Strecigeganz inP liegt.

Ein Polygon hei3tegular, falls es konvex ist, alle seine Kanten gleich lang sind Uledlanenwinkel

gleich grof3.

Regulare Polygone sind genau dieseEcke mit gleichlangen Kanten und Innenwinl@g180’,
wobein > 3. Insbesondere gibt es unendlich viele verschiedeneaegRiolygone.

Definition 14.2. Ein Polytopist ein endlicher Teil des Raum&s, dessen Rand aus endlich vielen
Polygonen besteht.

Ein Polytop P heil3tregular, falls (a) P konvex ist, (b) seine Flachen alles gleiche (kongruuente)
regulare Polygone sind, und (c) an jeder Ecke gleichviietien zusammenstol3en.

Satz 14.3.Es gibt genau ifnf verschiedene regife Polytope: Tetraeder, Wfel, Oktaeder, Do-
dekaeder und lkosaeder.

Eigentlich misste es heiRen “regulares Tetraeder” wsmn es gibt auch “schiefe” (nichtregulare)
Tetraeder. Das “regular” lassen wir aber im folgenden weg.

Fur Polytope gilt auch (oder gerade) der Eulersche Potgatie Fallsy die Zahl der Ecken ise die
der Kanten und die der Fachen, gilt fur konvexe Polytope imnver e+ f = 2.

Ein anderer Name fiir regulare Polytope ist “Platoniscliegér’. Mehr zu denen unter “Platonische
Korper” in [wik].

Definition 14.4. SeiP ein konvexes Polytop. DatialePolytop zuP ist das, das die Flachenmittelpunkte
von P als Ecken hat.

Man Uberzeugt sich, dass das duale Polytop des Tetraedstservdas Tetraeder ist, das des Wurfels
das Oktaeder, und das des Dodekaeders das Ikosaeder. (ldelemt: Das duale des dualen ist eine
verkleinerte Kopie des urspriinglichen Polytops.)
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Die Symmetriegruppe des Tetraeders«382, die des Wiirfels und des Oktaeders«#82 und die
des Dodekaeders und des lkosaeders53P.

Definition 14.5. Ein PolytopP heil3teckentransitioder vertex-transitiv), falls zu je zwei Eckety
von P immer einf € Sym(P) existiert, so das$(x) =y.
Analog definiert markantentransitivund flachentransitiv

Regulare Polytope sind alles: ecken-, kanten- und fl&ctuesitiv.
[20.7.7]
Wenn wir weniger von dem Polytop verlangen bekommen wir:

15 Archimedische und Catalanische Krper

Definition 15.1. Ein ecken-transitives Polytop heiBémireguéir. Ist es ausBerdem kantentransitiv,
heil3t egquasiregudr.

Insbesondere gilt, dass alle Ecken eines semiregulargtopse gleich aussehen. D.h., es treffen sich
dort immer die gleiche Konstellation von Flachen. Dahemuteen wir folgende Notation: Ist die
Ecke im Uhrzeigersinn umgeben von einerikck, einemm-Eck, einem¢-Eck..., dann notieren wir
das Polytop al$n.m.¢...).

Es gibt zwei unendliche Serien von semiregularen Polytofp&rismen und Antiprismen. Daneben
sind die funf regularen Polytope auch semiregular. Aulkesen gibt es exakt 13 weitere semiregulare
Polytope. Diese heil3earchimedische Krper.

(Bilder unter ik], “semiregular polytopes”).

Die Symmetriegruppen der semiregularen Polytope si@@N (Prismen), 2N (Antiprismen), sowie
die der regularen Polytope:332, x432 und«532. Mit zwei Ausnahmen: Das.3.3.3.4) hat Sym-
metriegruppe 432, dg8.3.3.3.5) hat 532.

Unter den archimedischen Korpern gibt es zwei, die auctekaransitiv sind(3.4.3.4) und(3.5.3.5).

Die flachentransitiven Polytope gehen aus den semiregjudurch Bildung des dualen Polytops her-
vor. Die dualen der archimedischen Korper heif@atalanischeKdrper (nach dem Mathematiker
Catalan). Benannt werden sie nach ihren dualen Polytogerarthimedischen Korpern, nur mit eck-
igen Klammern: Das duale 3.4.3.4) (auch Kubooktaeder) i$8.4.3.4], das Rhombendodekaeder.
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Ich kenne kein Buch, das genau den Inhalt dieser Vorlesurfgasmn

Den Teil | — Gruppen, Ringe und Korper — findet man in fast jadélgebrabuch. Z.B. im Bib-
liothekskatalog suchen: “Einfihrung Algebra” liefereile Treffer. Obacht: “Lineare” Algebra (Vek-
toren, Matrizen,...) behandeln wir hier nicht. Online Ygibar sind — vom Netz der Uni aus — [S-P]
und [KRA].

Der Anfang von Teil Il (Kap 8 und 9) findet sich z.B. in [R]. DeeR von Teil Il steht dagegen so nur
in einer Quelle, namlich [CBG].
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