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Was ist eine Funktion?

I Etwas, das ”einem Funktionsgraph entspricht / ihn erzeugt”

I Eine Größe (y als ”Funktion” von x)
I Eine ”Maschine”: Input x , Output y

I von der reellen Achse auf die reelle Achse
I . . . von Mengen in Mengen

I . . . wobei jedem x höchstens ein y zugeordnet wird

I . . . oder mehrere y?
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Ein langer Weg . . .

I Antike: gebogene Kurven,

I geradlinig und krummlinig eingeschlossene
Flächen,

I Winkel”funktionen” (Wertetabellen)

I aber: Kein Funktionsbegriff, kein
Integralbegriff!
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Nicolaus von Oresme (1323-1382)

Erste “Funktionsgraphen”:
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Elissa (aka Dido) gründet Karthago

Karthago wird neunten oder achten Jahrhundert v. Chr. von
phönizischen Siedlern aus Tyros gegründet. Zerstört um 146 v.Chr.
von den Römern.

Problem der Dido: Welche ebene Form der Fläche 1 hat den
kleinsten Umfang?
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Die Entstehung des Funktionsbegriffs

1697: Das Isoperimetrische Problem (Problem der Dido)

Jakob (Jacques) Bernoulli (1654-1705) Johann Bernoulli (1667-1748)

I Keine Funktion

I Statt dessen ”Verhältnis” (Exponent) von PZ zu BF bzw. PF
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Johann Bernoulli und die Funktion

Im Briefwechsel Leibniz – Johann Bernoulli zwischen 1694 und
1698: functio oder fonction, zunächst ohne Definition.
Johann Bernoulli über das Isoperimetrische Problem in den
Memoires de l’Académie des Sciences (1706):

Dies ist das Problem, das der verstorbene M.
Bernoulli im Jahre 1697 vorgestellt hat. M.
Bernoullis Bruder, an den es insbesondere adressiert
war, hat es nicht nur gelöst, sondern gelöst, nachdem
er es noch allgemeiner (und damit noch schwerer)
formuliert hatte. Er veränderte Potenzen von Werten
[Appliquées] zu etwas, was er Funktionen nannte.
Die Funktionen von Werten umfassen, neben allen
Potenzen (perfekten und nicht perfekten) alle Multi-
plikationen oder Divisionen mit irgendeiner Konstan-
ten oder einer Abszisse in einer Potenz nach Wahl.
So stellt beispielsweise das Produkt eines Wertes,
der zum Kubus erhoben wurde, mit einer konstan-
ten Größe, geteilt durch das Quadrat der Abszisse,
eine Funktion des Wertes dar. Die Potenzen sind also
nur ein Spezialfall der allgemeineren Funktionen.
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Johann Bernoulli und die Funktion

1718: Zusammenfassung des Isoperimetrischen Problems durch
Joh. Bernoulli. Darin folgende:

I Keine Unterscheidung zwischen Methode und Größe.

I Aber: Primär als Größe gedacht

I Im gleichen Aufsatz: ΦRc für Auswertung der Funktion Φ an
der Stelle (Strecke) Rc .
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Leonard Eulers Definiton IA

I Euler: Schüler von Johann
Bernoulli

I Introductio in Analysin Infinitorum.
Tomus Primus (1748):
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Leonard Eulers Definiton IA

Analysis des Unendlichen Band I (fehlerhafte Übersetzung):
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Leonard Eulers Definiton IA

I Funktionen werden nicht nur als algebraische Ausdrücke
gedacht.

I Funktionen meist als ”Methode”

I Aber: Euler hat (in seinem Sinne) stetige Funktionen im Kopf,
d.h. in einem geschlossenen Ausdruck formulierbare. Funktion

f (x) =

{
−x , falls x ≤ 0

x , falls x > 0

ist nicht Euler-stetig (”gemischte Kurve” ).

I Mehrdeutige Funktionen nicht ausgeschlossen
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Leonard Eulers Definiton IB

Aber: Analysis des Unendlichen Band II (1748):

I Ganz neue Sicht! Funktion als Graph

I Eulers Funktionen jetzt ”stetig differenzierbar”

I Angeregt durch Differenzialgleichung (D’Alembert)
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Leonard Eulers Definiton II

Nochmals eine Wende: Institutiones calculi differentialis (1755):

I Algebraische Ausdrücke nicht nötig, um Funktion zu definieren
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Bei Euler: Funktionen auch als Potenzreihen (vgl. Vorlesung 8)

ex =
∞∑
n=0

1

n!
xn = 1 + x + x2/2 + x3/6 + x4/24 + · · ·

Schon bei den Bernoullis: trigonometrische Reihen

A0 +
∞∑
n=1

(An cos nx + Bn sin nx).

Bsp:

f (t) = 4
π

(
sin t + 1

3 sin 3t + 1
5 sin 5t + 1

7 sin 7t + · · ·
)

(1)

= 4
π

∞∑
k=1

sin ((2k − 1)t)

2k − 1
(2)
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Das ist die Rechtecksfunktion:

a- a
Problem: Klappt das auch wirklich, f so darzustellen? Also

I Konvergieren die Reihen?

I Wo genau?

I Was heißt hier Konvergenz?

I Welche f lassen sich darstellen? (stetige? diff-bare?)

Darum kümmerten sich nachfolgende Generationen. (Siehe auch
Mathematische Methoden für Biowiss. III) Insbesondere:
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Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
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Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

I Wurzelfunktion wird zum Spezialfall der Exponentialfunktion

I Mehrdeutige Funktionen durch Notation gekennzeichnet:

((x))
1
2 = ±

√
x .

I Sinus, Cosinus und Logarithmus spielen mit.
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Joseph Fourier (1768-1830)

(1822) ”Im Allgemeinen
repräsentiert die Funktion fx eine
Folge von Werten oder
Ordinaten, von denen jeder
beliebig ist. Die Abzisse x kann
eine unendliche Zahl von Werten
annehmen, [und] gibt es eine
entsprechende Zahl von
Ordinaten fx . Alle haben
bestimmte Zahlenwerte, die
positiv, negativ oder Null sind.
Man nimmt keinesfalls an, dass
diese Ordinaten einen
gemeinsamen Gesetz unterworfen
seien; sie folgen auf einander
ganz beliebig, und jede von ihnen
ist für sich gegeben.”
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Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)

CBER DIE DAB8TELLUXG GA~Z WILLK~LICHEB

FUNCTM~EN DURCH SIXU8- UND COSINUSREtHEN.

Dte merkwUrdi~enKeihen~we!c!tein cinem bfstnnmtenIntervatteFn«c-

ttonen da.t'ste)!en.welche ganx gesetx!ossind oder in verschiedenHt)'Dh'Hen

dièses ïnterva!)s~anx verschiedenenGesetxenfoi~et).habenscit dct' He~t'On-

dHn~fdef HMtthemtttisebcnW~'tMctckt'edut'ch FfWtttKKsu Xttttttt'ieheAnwen-

duu~enm der anatytischenBeha.ndiun~physHktdMchcrProbicnM~t'unden, dass

es xwecktaitssigefsebeint,die ft)r (hefbtgettdenBandedièsesWerkesbcsttmmtcn

Axsxngeaus don neuestenArbeiten Qbo' einige Theite der umthentatischen

PhysikdurchdieEntwickdmtgeinigerder wichti~stendieserHeiheneinzn~'iten.

§. L

Maodenkesichuntcr « und xwei festeWerth~und unt~r.r pim' vt'r-

anderiichcGrosse, wetche nach und n&chtdlc zwischen<f ttn't !it'~cnden
Wertheanm'htnensot!. Kntsprichtnun jedcmA' ein einxi~fcs,cndiiches uttd

zwar so, duss,w&hrendx das IntervaUvon ft bis &steti~ dtx'chtHuft,y==/(~)
sichebenfa)!saHm~Michvct'andert.so heisst y eine stetigeoder continuiriiche*)
Functionvon x fttr diesesIntervall. Es ist dabei gar nicht rtôthig,dassy in

diesen)g&HzenIntentée noch demselbenGesetze von x abhangigsei, ja nMn

bmucht nicht einma!an eine durch mathematischeOperationenausdrftekbarc

Aithan~i~keitzu denken. Geometrischd:t)'gcstc!!t.,d. h. A'und aïs Abscisse

und OrduMttegedacht, et'sch&inteine stetige Fonction &!seine.XHannmenh&n-

g'e'tîde em~ voïf dër jedër xwiscticnf<und &ënthatfeheh Abscissenu)' e!h

Punkt entspt'iettt. DièseDe<nMtionsebreH~tden einzetnettThfiteRfter Gttfv~

kein gemeinsamcsGesetxvor; man kann sich diesetbeans den ve!'sc!)ieden-

aftigstenThci)enxusamntengcsetxtnder ganx gcsctxios~cxcichnetdcnkpn. Es

*)t)t onFotgendennurvon:ftttigen.t'nn<'tioMendieRedeseinwird.sohitnoderXusaix'~hne
Nachthei)wct;b)eibet<.

Aus: Über die Darstellung ganz willkürlicher Funktionen durch Sinus- und Cosinusreihen (1837).
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Richard Dedekind (1831-1916)

Was sind und was sollen die Zahlen
(1893):
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Übersicht Funktionen

(aus: A. Loos, G.M. Ziegler: Panorama der Mathematik, ≥ 2015)
Der “naive” Begriff (Funktion = stetig und differenzierbar, oder
Funktion = algebraischer Ausdruck) wurde durch den modernen
Begriff abgelöst.
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Dennoch dachte man lange bei “Funktion” etwa an stetige
Funktion; und dass stetige Funktionen fast überall differenzierbar
sind; und als trigonometrische Reihe oder Potenzreihe geschrieben
werden können. Böses Gegenbeispiel I:

Gustav Lejeune Dirichlet
(1805-1859):
f (x) : R→ [0, 1], definiert durch

f (x) =

{
0, falls x ∈ Q
1, sonst.

ist nicht als trigonometrische
Reihe darstellbar (1829) (gut,
und erst recht nicht stetig). Ist
aber eine Funktion, die man
hinschreiben kann:

f (x) = lim
m→∞

lim
n→∞

(cos m!πx)n

Fanny Hensel Wilhelm Hensel

Abraham Mendelssohn

Felix Mendelssohn-Bartholdy

Sebastian Hensel

Kurt Hensel

Julie Hensel

Lea Menselssohn

Rebecka Henriette MendelssohnJohann Peter Gustav Lejeune Dirichlet
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Weierstraß-Monster

Böses Gegenbeispiel 2: Karl Weierstraß (1815-1897, geb. in
Ennigerloh): Eine Funktion, die überall stetig, aber nirgends

differenzierbar ist: f (x) =
∞∑
n=0

an cos(bnπx)

- 2 - 1 1 2
x

- 2

- 1

1

2

f (x)
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”Pathologische Sonderfälle”

”Jetzt erleben wir, wie eine ganze
Masse grotesker Funktionen
auftaucht, die sich alle Mühe zu
geben scheinen, den anständigen
Funktionen, die zu etwas nütze sind,
so wenig wie möglich zu ähneln. [. . . ]
Wenn früher eine Funktion erfunden
wurde, geschah dies im Hinblick auf
einen praktischen Zweck; heute
erfindet man sie absichtlich nur dazu,
die Argumentation unserer Väter zu
widerlegen, und zu etwas anderem
werden sie nie taugen.”

Jules Henri Poincaré (1854-1912), 1899
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Verallgemeinerungen I: Distributionen

I Oliver Heaviside: Ableitung der Sprungfunktion (1893)
I Paul A.M. Dirac: δ-Funktion (1920er Jahre)
I Sergei Sobolev (1908-1989) und Laurent Schwartz

(1915-2002): Theory of Distributions (1950), Erweiterung des
Differentialoperators auf Distributionen.
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Problem: wir brauchen (für Physik) die δ-Funktion mit

δ : R→ R, δ(x) = 0 für x 6= 0,

∫
R
δ(x)f (x)dx = f (0).

Daraus folgt
∫
R
δ(x) = 1

(setze f (x) = 1).

Klappt mit üblichem
Funktionen- bzw
Integralbegriff nicht.
Intuitiv: δ Grenzwert von
immer schmaleren
Funktionen fn mit∫
R

fn(x)dx = 1.
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Distributionen, aka verallgemeinerte Funktionen

Vorteil:

I Einheitliche Behandlung von Maßen und Funktionen

I Alle Funktionen sind differenzierbar

I Einfachere Behandlung von Fouriertransformation

Formale Definition:

I Sei S die Menge aller rapidly decreasing functions, oder
Testfunktionen. D.h.

I φ ∈ S beliebig oft differenzierbar
I φ ∈ O(x−n) für alle n ∈ N (”f fällt schneller als jedes Polynom

für x → ±∞”)

Bsp: φ(x) = e−x
2

ist Testfunktion, oder ”Polynom mal e−x
2
”.

Definition: Jede lineare Abbildung von S nach R heißt
Distribution.
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Praktisch: Schreibe 〈g , φ〉 für ”g angewandt auf φ”. (g ist die
Distribution, φ ist die Testfunktion)

I Definiere δ durch 〈δ, φ〉 = φ(0) (ist linear)

I Definiere δa durch 〈δ, φ〉 = φ(a)

I f ”normale” Funktion (z.B. Polynom):
〈f , φ〉 =

∫
R f (x)φ(x)dx (ist endlich, da φ rapidly decreasing!)

I µ Ihr Lieblings-(wahrscheinlichkeits-)maß:
〈µ, φ〉 =

∫
R φ(x)dµ.

Jetzt muss man alles aus Analysis hierfür erneut machen:
Ableitung einer Distribution definieren, Ableitungsregeln,
Integral,... alles von vorn!
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Z.B. die Ableitung der
Heaviside-Funktion h(x),
aka Sprungfunktion:

h(x) =

{
1 für x ≥ 0
0 für x < 0

h′(x) =?
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h′(x) =?

〈h′, φ〉 =
∫
R h′(x) · φ(x)dx

=
(
h(x)φ(x)

)∣∣∣∞
x=−∞

−
∫
R h(x)φ′(x)dx

= 0− 0− (
∫∞

0 φ′(x)dx)

= −(φ(x)
∣∣∣∞
x=0

) = −(φ(∞)− φ(0)) = −0 + φ(0) = φ(0)

= 〈δ, φ〉.

Also h′ = δ. Magic.

Aus der Rechnung oben erhalten wir:
Lemma: 〈f ′, φ〉 = −〈f , φ′〉.
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Ableitung der δ-Funktion: 〈δ′, φ〉 = φ′(0).

So leitet man nun Ableitungsregeln her, Ableitungen von
Polynomen, Kettenregel, (Produktregel,hm)..... sowie
Fouriertransformierte, Laplacetransformierte...

Es geht aber auch etwas verloren: Einfacher Zugang z.B.,
Schulmathematik reicht nicht aus.

Oder: Produkte von Distributionen sind nicht unbedingt wieder
Distributionen.

Daher z.B. in “Mathematische Methoden der Biowissenschaften
III” keine Distributionen, sondern herkömmliche Funktionen.
Eine andere Verallgemeinerung:
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Kategorientheorie

I Saunders MacLane, Samuel Eilenberg
(1945)

I Kategorientheorie: Erweiterung der
Algebra

I Kategorien
I Klasse C von Objekten
I Klasse von Pfeilen (Morphismen)

(Elemente von Mengen zu jedem Paar
von Elementen aus C)

I Abgeschlossene Verknüpfung von
Pfeilen: f ◦ g ist Pfeil

I Assoziative Verknüpfung von Pfeilen:
f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h

I Identitätspfeil: ∀A ∈ C : idA(x) = x ist
Pfeil

I Funktoren
I strukturerhaltende Abbildungen zwischen
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Kategorie:

I C : Klasse von Objekten, hier:
{A,B,C}.

I Klasse von Pfeilen:
{idA, idB , idC , f , g , h}.

Kann z.B. sein:

I A,B,C Vektorräume, f , g , h
lineare Abbildungen

I A,B,C Gruppen, f , g , h
Homomorphismen

I A,B,C Zahlen, Pfeil für ≤ (hier:
A ≤ B ≤ C )

I A,B,C Haskell-Programme, idA ist
id :: A->A. Und f :: A->B

usw.

A

B

C

idA

B

C

id

id

f

g

h
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Kategorie:

I C : Klasse von Objekten

I Klasse von Pfeilen

Kann z.B. sein:

I Kategorie K-Vekt alle
Vektorräume über K mit lin. Abb.

I Kategorie Grp: alle Gruppen mit
Homomorphismen.

I Kategorie Z: (Z,≤).

I Kategorie Hask: alle Haskell-Typen
mit allen Haskell-Programmen

A

B

C

idA

B

C

id

id

f

g

h
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Funktoren sind nun (strukturerhaltende) Abbildungen zwischen
Kategorien. F : X→ Y ist Funktor, wenn:

I Objekte werden Objekte
I Pfeile werden Pfeile
I F (idA) = idF (A) für alle A ∈ X
I F (g ◦ f ) = F (g) ◦ F (f ) für alle Pfeile f , g

Damit lassen sich Ergebnisse aus dem einen “Reich” (z.B.
Gruppen) in Ergebnisse aus einem anderen “Reich” (z.B.
topologische Räume) übersetzen. Insbesondere hilfreich bei “was
sind die richtigen Definitionen?”

Sowohl Distributionen als auch Pfeile
und Funktoren sind also
Verallgemeinerungen von “Funktion”.
Es gibt noch andere
Verallgemeinerungen des
Funktionenbegriffs, mehr oder weniger
erfolgreich.

f : M → N, x 7→ f (x)
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Eine sehr kurze Geschichte der Mathematik

(aus: Panorama der Mathematik, A. Loos und G.M. Ziegler)

I Bis 500 v.Chr.: “Wissenschaft von den Zahlen”, dominiert von
praktischer Anwendung.

I 500-300 v.Chr.: Griechische Mathematik nimmt Zahlen als
(Längen-)Maße wahr. Die Griechen finden einen geometrischen
Blick auf die Dinge. Anwendungen sind nicht mehr der einzige
Grund, um Mathematik zu studieren: Sie wird zu einer
intellektuellen Beschäftigung, die religiöse und ästhetische Elemente
in sich vereint.

I 17. Jahrhundert: Die Entwicklung der Differential- und
Integralrechnung führte zu einem neuen, gewaltigen Schub in den
Anwendungen, denn nun können erstmals nicht-statische Probleme
angepackt werden. “Nach Newton und Leibniz wurde Mathematik
zu einem Studium von Zahlen, Formen, Bewegung, Änderung und
Raum.”
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Eine sehr kurze Geschichte der Mathematik

I 18./19. Jahrhundert: Die Mathematik beginnt sich in der Folge von
der Physik abzulösen und zu einer eigenständigen Wissenschaft zu
entwickeln, die die mathematischen Werkzeuge untersucht, die in
der Zeit zuvor entwickelt wurden.

I 20. Jahrhundert: Es findet eine Wissenexplosion statt. Neue Gebiete
(Kategorientheorie, Kombinatorik, Theoretische Informatik...)
Manches ist “abstract nonsense” und wird vergessen; mnaches ist
abstract nonsense und nützlich, manches ist von Vornherein nützlich
(“Angewandte Mathematik”: Optimierung, Biomathe,...).
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Eine extrem kurze Geschichte der Mathematik
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