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Kapitel 1

Einfuhrung

1.1 Differentialformen, Sitze von Green und Stokes

Sei w = P(z,y)dr + Q(x,y)dy eine 1-Form auf U C R?. Zum Beispiel, ist f: U — R eine
(glatte) Abbildung, so ist df = %dfc + g—idy eine 1-Form.
Frage 1.1. Wann gibt es ein f, sodass w = df?

Notwendige Bedingung:
or  0Q

dy oz
Behauptung 1.3. Sei U konvex. Dann ist die Bedingung (1.2) auch hinreichend.

(1.2)

Beweis. Satz von Green = Fiir jede geschlossene abschnittsweise glatte Kurve C' C U gilt

/(de+Qdy // 6_@_6_P )dz dy = 0. (1.4)

Sei (zg,y0) € U fest. Fir ein (z,y) € U wihle eine Kurve C’, die (xg, o) mit (x,y)
verbindet. Definiere

flz,y) = /,de+Qdy.
Die Eigenschaft (1.4) liefert, dass f von der Wahl von C’ unabhingig ist. 0J
Im Allgemein ist die Bedingung (1.2) nicht hinreichend.
Beispiel 1.5. U = R?\ {0},

Yy T
SR A R —
w $2+y2 $+$2+y2y

Gibe es ein f mit w = df, so wire auch |, g1 w = 0, wobei St der Kreis ist (z.B. parametrisiert
durch ¢ — (cost,sint)). Das liefert einen Wiederspruch, denn [, w = 27 # 0.
NB: Der Beweis der Behauptung 1.2 geht nicht durch, weil S* # 0D mit D C U.

Bemerkung 1.6. Man kann zeigen, dass fiir eine beliebige geschlossene abschnittsweise glatte

Kurve C' C R?\ {0} gilt
Y T
/C<_x2 n de:E + O dey> = 27mn,

wobei n € Z.
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Seinun U C R3, w= Pdz+ Qdy + Rdz. Wenn w = df fiirein f: U — R, dann haben
wir notwendigerweise

OR _0Q 9P OR

OR oR @_3P
dy 9z’ 0z Ox

= . 1.
ox dy (.7

, un

Behauptung 1.8. Sei U konvex. Dann ist die Bedingung (1.7) auch hinreichend.

Der Beweis ist analog, man benutze nur anstatt des Satzes von Green der Satz von Stokes:

/CdejLQdijRdz://E(g—j—%) dydz—l-(aa—]:—g—f) clzd:v—l—(%—aa—];) dx dy.

Behauptung 1.9. Die Bedingung (1.7) ist auch im R? \ {0} hinreichend.

Beweisidee. Sei C' C R3 eine beliebige geschlossene abschnittsweise glatte Kurve. Dann gibt
es eine abschnittsweise glatte Fliche ¥ C R3, s.d. ¥ = C. Falls 0 € X, liefert eine (kleine)
Storung ' C R3\ {0},s.d. 9%’ = C. O

Im Allgemein ist die Bedingung (1.7) nicht hinreichend.

Beispiel 1.10. U = R3 \ {z — Axis},

Yy Xz
- - dr + —————dy.
w $2+y2 w+x2+y2y

Schlussfolgerung. Die Bedingung (1.7) ist hinreichend, sobald U keine “Locher” der Kodi-
mension 2 enthilt.

1.2 Ansatz einer Konstruktion.

Sei X C R” eine beliebige Teilmenge (verstanden als topologischer Raum). Definiere 7 (X)
als die freie abelsche Gruppe erzeugt durch (orientierten) geschlossenen Kurven, d.h.

Ce Zl<X) — C =nC; —i—nkC'k,

[oosn -

Bemerkung 1.11. Wenn Cj, eine geschlossene Kurve, die durch eine Abbildung f: [0,1] — X
parametrisiert ist, 2C; kann man als die Kurve mit der Parametrisierung f o ¢(t) verstehen,

wobei
2t t €0,
t — ? 210
#(0) {Zt—l tels,1].

wobei n; € Z. Definiere

=)

Ahnlich, bedeutet —C} die Kurve Cy mit der umgekehrten Orientierung, d.h. die Parametrisie-
rung ist t — f(—t).

Entwurf 3 19. Januar 2017
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Sei voriibergehend X C R? eine offene Teilmenge. Wir wollen eine Aquivalenzrelation ~

definieren, so dass
C~(C = / w= / w
C I

gilt fiir alle w = P dx + Q dy, die (1.2) erfiillen. Der Satz von Green (oder Stokes im Fall von
U C R3) schligt das Folgende vor:

C~C' & FEmitdr=CuU-C" (1.12)

Hier sind C und C’ orientierten Kurven, Y ist eine orientierte Fliche und 0¥ = C U —C" als
orientierte Kurven. Diese Definition ergibt Sinn auch wenn X C R" nicht unbedingt offen ist.
Allgemeiner, ein Zykel C' = C + - - - + C}, heisst nullhomolog, d.h. C' ~ 0, falls

I mit 9X=CiU---UC,.
Dabei kann die Bedingung (1.12) als C' + (—C") ~ 0 geschrieben werden.
Beispiel 1.13. Nullhomologer Zykel auf der Sphere ohne zwei Punkte.

Noch allgemeiner, jede lineare Kombination der nullhomologen Zykeln ist auch nullhomo-
log.

Z1(X) D By(X) = {nullhomologe Zykeln}.

H(X) := Z1(X)/B;(X) die erste Homologiegruppe von X.

Beispiel 1.14. H,(5%\ {p,q}) 2 Z.

Probleme: Die Kurven C' diirfen Singularititen und Selbstschittpunkte haben. Das gleiche gilt
auch fiir die Flaechen ..

Allgemeiner:

Z,(X) erzeugt durch die orientierten n-dimensionalen Flichen ohne Rand

Zn.(X) D B,(X) die Untergruppe erzeugt durch die Rénder von (n + 1)-dimensionalen Fli-
chen. H,(X) := Z,(X)/B,(X) die n. Homologiegruppe von X.

Im Allgemeinen,wollen wir jedem topologischen Raum X eine Sequenz von abelschen
Gruppen Hy(X), H(X), ..., H,(X),... zuordnen, so dass gilt:

(a) Jede stetige Abbildung f: X — Y induziert eine Sequenz von Homomorphismen f,: H,(X) —
H,(Y);

®) (fog)e = fiogs id, = id.
(¢) Hy({pt}) =Z und H,({pt}) =0Vn > 1.

(d) H,(S™) = Z sobald n > 1 (kanonisch) und H;(S™) = 0 Vk > n + 1 (Allgemeiner, fiir
jede kompakte orientierte zusammenhingende Mannigfaltigkeit A/ der Dimension n gilt:
H,(M)=Zund Hy,(M) =0Vk >n+1).

Dabei zwei stetige Abbildungen heilen homotop (f =~ ¢), wenn es eine stetige Abbildung
h: X x [0,1] gibt, so dass gilt:

h|X><O = f und h|X><1 =4g.

Entwurf 4 19. Januar 2017
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Frage 1.15. Warum sind die Eigenschaften (a)-(e) interessant?
Um diese Frage zu beantworten, brauchen wir erst einige Hilfsiiberlegungen.

Behauptung 1.16. Ist f ein Homdomorphismus, so ist jedes f.: H,(X) — H,(Y) ein Isomor-
phismus.

Beweis. idy, = id, = (fo f1), = foo(fY)s = f. ist einen Isomorphismus und

(f=h = O
Behauptung 1.17. Sei B,, :== {z € R" | |z| < 1} der Ball. Es gilt: H,(B,) = 0Vk > 1.
Beweis. Sei c: B, — {0} die konstante Abbildung. Die Abbildung h(z,t) = tz, t € [0, 1]

ist eine Homotopie zwischen idg und ¢ © ¢, wobei ¢: {0} — B,, die Inklusion ist. Also, id =
1eoC, — Hyp(B,)=0Vk>1. O

1.3 Der Satz von Brouwer.

Behauptung 1.18. Es gibt keine stetige Abbildung g: B,, — 0B, = S™ ! mit der Eigenschaft:
g(z) = x sobald x € S 1.

Beweis. Sei n = 1. Es existiert keine stetige surjektive Abbildung ¢: [—1,1] — {£1}, da der
Zielraum nicht zusammenhéngend ist.
Sei n > 2. Angenommen, es existiert ein solches g. Dann gilt:

idsn—l = (golgn-1 —> (stn—l)* = g*O(ZSn—1>* =0 auf Hn,1(5n71> — anl(snil) = 0.
Das ist ein Wiederspruch. U
Satz 1.19 (Brouwer). Fiir jede stetige Abbildung f: B, — B, gibt es ein Fixpunkt.

Beweis. Es existiere ein f: B, — B, ohne Fixpunkte. Dann gibt es auch ein g: B, — S !

mit g|gn—1 = id. Das widerspricht der Behauptung 1.18. UJ

Entwurf 5 19. Januar 2017
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1.4 Der Grad einer Abbildung und der Fundamentalsatz der
Algebra

Sei n > 1. Wihle ein Erzeuger o € H,(S"), d.h., H,(S") =Z - «.
Definition 1.20. Fiir eine beliebige stetige Abbildung f: S™ — S™ definiere deg(f) € Z durch

Jea = deg(f)o"

Der Grad hingt nicht von der Wahl der Erzeuger, denn: f.(—a) = —f.a = —deg(f)a =
deg(f)(—a).

Lemma 1.21. Der Grad hat folgende Eigenschaften:
(i) deg(id) = 1;
(ii) deg(f og) = deg [ - degg;
(iii) f~g = deg [ =degy;
(iv) deg(konst. Abbildung) = 0.
O

Lemma 1.22. Sei S' := {2z € C | |z| = 1}. Sei ferner f,: S* — S! gegeben durch f,(z) =
2", n € Z. Dann gilt
deg f,, = n.

Beweis. Die parametrisierte Kurve
a: [0,27] — ST, a(t) = cost +sinti = e",

erzeugt H,(S"). Da f, o a(t) = €™ = cos(nt) + sin(nt)i, bekommen wir aus der Definition
des Grades, dass deg f,, = n gilt. 0

Satz 1.23 (Der Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante Polynom p(z) = 2™ +
12" V. a1z + ag, a; € C besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Identifiziere S* und Sy := {z € C'| |z| = r} = S" mittels des Homdomorphismes
St — Sh 2.

Der Beweis besteht aus drei Schritten.

Schritt 1. Sei f: C — C eine stetige Abbildung ohne Nullstellen. Fiir jedes r ist

i: Sh— st (1.24)
|/
homotop zu einer konstanten Abbildung.
In der Tat, betrachte
f(tz) 1
F(z,t) = : ze S telo,r].
|f(t2)]

Das ist eine homotopie zwischen (1.24) und einer konstanten Abbildung.

Entwurf 6 19. Januar 2017
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Schritt 2. Sei p(z) = 2™ + An_12""1 4 ... a1z + ag ein Polynom ohne Nullstellen. Es gibt ein
R > 0 mit der Eigenschaft: V'r > R ist die Einschrinkung von p/|p| auf S} homotop zu f,.

Fiir alle z € C' mit |z| > 1 gilt:

}an_lz"_l + .. a1z + a0’ < an_1]2] 1+ -+ |ad]|2] + |ao|
‘nfl

< nmax{|ay_1|,...,|ai|, |ao|}z

Sei R > nmax{|a,_1],...,|a1],|ao|} und R > 1. Fiir alle r > R und alle ¢ € [0, 1] hat das

Polynom
pe(z) = 2"+ t(a,_12" "+ .. a1z + ag)

keine Nullstellen auf S!, denn

|an-12""" 4. Larz +ag] < RV <", sobald |z =

Dann ist

_ pe(2)
PED = 10

eine Homotopie zwischen p/|p| und f,, versehen als eine Abbildung auf S!.

Sy

Schritt 3. Wir beweisen den Fundamentalsatz der Algebra.

Es existiere ein p ohne Nullstellen. Bezeichne

_ p(z)
p(2)[ 13’

qr(2)

wobei r > R. Schritt 2 = deggq, = n. Schritt | = deggq, = 0. Also, p muss ein

konstantes Polynom sein. Widerspruch.

Entwurf 7
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Kapitel 2

Singulire Homologie

2.1 Freie abelsche Gruppe

Eine abelsche Gruppe G heilit frei iiber A C G, wenn Vg € G es gibt eine einzige Darstellung
g= Zae 4 Na@, WObei n, € Z und n, # 0 nur fiir endlich viele a € A.
Eine beliebige Menge A erzeugt eine abelsche Gruppe F'(A), die ist frei iiber A. In der Tat,

F(A):={f: A—Z]| f(a) # 0 nur fiir endlich viele a € A}.

Ferner, die Funktionen

fa(x)Z{l e ac A

0 sonst,

erzeugen F'(A), d.h., F(A) ist frei tiber A.
Bemerkung 2.1. Sei f € F(A) beliebig. Dann gilt

f=> fla)f
a€A

Insbesondere, kann man F'(A) als die Gruppe aller endlichen formalen Linearkombinationen
> ac.a Naa verstehen, wobei n, € Z.

2.2 Singulire Simplizes

Seien xg, 1, . . . , T, beliebige Punkte in R™ mit der Eigenschaft: 1 —xy, . . ., £y — 2 sind linear

unabhingig.

Definition 2.2.
k

A = Az, ...,y {:E—thZHEOl Z }

i=0

heift der k-Simplex aufgespannt von xy, . . ., T.

Beispiel 2.3.

0) Wenn k =0, A(zo) = {zo}.

1) Wenn k =1, A(xg,z) ist die Strecke [zq, z1].

2) Wenn k =2, A(xg,x1,z3) ist der Dreieck mit den Eckpunkte xq, x1, 5.

3) Wenn k =3, A(xg,x1, 3, x,4) ist ein Tetraeder.

8
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Bemerkung 2.4. Die Darstellung x = Zf:o t;x; eines Punktes in A ist eindeutig. In der Tat,

thxz = ZSiCL’Z‘, th =1= ZSZ‘ >

Dabei heiBen (tg, t1, . .., 1) € [0, 1]*"! die baryzentrische Koordinaten des Punktes z € A. Ins-
besondere, jeder k-Simplex ist zum Standard-Simplex A(ey, ..., ex, er11) C R¥ isomorph,
wobei ey, . .., e, die Standard-Basis von RF*1 ist.

Definition 2.5. Sei X ein topologischer Raum und A, ein k-Simplex. Ein singulédrer p-Simplex
in X ist eine stetige Abbildung f: A, — X.

Insbesondere, ein singulédrer 0-Simplex kann als ein Punkt im X versehen werden, ein sin-
guldrer 1-Simplex kann als ein Weg im X versehen werden usw.

Bemerkung 2.6. Die Abbildung f in der obigen Definition muss nicht injektiv sein, insbeson-
dere kann das Bild von f singulér sein.

Sei f: Ay — X ein singulidrer k-Simplex. Der singulire (k — 1)-Simplex
alf Ak—l — X7 azf(t()a tee 7tk—1> = f(t07 e 7ti—1707ti7 ce 7tk)

heif3t die i-te Seitenflache von f.

(Bild )

Definition 2.7. Bezeichne Sy.(X) die freie abelsche Gruppe, die durch alle singulire k-Simplizes
erzeugt ist. Elemente von S (X ), d.h. formale endliche Linearkombinationen der Gestalt

U:Znifiv TLZGZ,
heiBen singulire k-Ketten. Die (k — 1)-Kette

k

Of =0°f —0'f+Pf—--=> (-1)f
i=0 (2.8)
do = anz 1797 f;

heifit der Rand von f bzw. o.

(Bild )

Proposition 2.9. 0;_ © 0, = 0 (kurz 0> = 0), d.h. der Homomorphismus

Su(X) 25 S 1 (X) 2 8, o (X)

ist der Nullhomomorphismus.

Beweis. Der Beweis besteht aus zwei Schritte.

Entwurf 9 19. Januar 2017
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Schritt 1. Sei f ein singuldrer Simplex. Fiir j > 1 gilt:
HO'f =00,
In der Tat,

83(8’]”)(250, ce ,tk,2> - 0’f(t0, ce ,tjfl, O,tj, ce ,tk,Q)
- f(t07 s at’i—lyovtia s 7tj—1707tj7 s atk—Q);

D)ty - thz) = P f oy tii1, 00t .o ko)
= f(to,-- - ti1, 00ty i1, 0,85, . e o).
Schritt 2. Fiir jeden singuliiren k-Simplex gilt 9(0f) = 0.
Das folgt aus der folgenden Rechnung:

k k k
(0f) =3 (~1)0"0f) = 3D (F)TOFf =3 4> (~) TIPS
1=0 1=0 j=0 j>i i<t
=D (DI O+ (—1) oo f
_ Z (_1)p+q+1apaqf + Z(_l)p+q8paqf pi=j—1,q:=i
p+1>g p>q

Korollar 2.10. im 05, C ker 05_.
Die Elemente von ker 0, heilen Zyklen, und die Elemente von im Jj, heilen Rinder.

Definition 2.11. H;_(X) := ker 0y_1/im 0y heifit die (k — 1)-te singuldre Homologiegruppe
von X (mit ganzzahligen Koeffizienten). Insbesondere, Hy(X) := So(X)/im 0;.

2.3 Eigenschaften der Homologiegruppen und induzierte Ab-
bildungen

Proposition 2.12.
X wegzusammenhingend — Hy(X) = Z.

Beweis. So(X) ist die freie abelsche Gruppe erzeugt durch die Punkte von X. Sei f ein singulé-

rer 1-Simplex, d.h. f: [0, 1] — X istein Weg im X. Nach Definition des Randes, 0f = x; — o,

wobei 1 = f(1) und o = f(0). Nach Voraussetzung, kann man zwei beliebige Punkte durch

einen Weg verbinden, d.h. fiir zwei beliebige Punkte o, z1 € X gilt: [x¢] = [x1] € Ho(X).
Definiere ein Homomorphismus «: S;(X) — Z durch

Da «(df) = 0 fiir jeden singuldren 1-Simplex, liefert v einen surjektiven Homomorphismus
Sei nun o[> n;z;]) = 0. Dann [Y° n;z;] = Y nyfz;] = (3 ni)[wo] = 0, d.h. a ist injektiv,
d.h. « ist ein Isomorphismus. 0

Entwurf 10 19. Januar 2017
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Ubungsaufgabe 2.13. Wenn X nicht unbedingt wegzusammenhiingend ist, gilt das Folgende:
Hy(X) = Z™, wobei m die Anzahl der Wegzusammenhangskomponenten von X ist.

Proposition 2.14.
Z k=0,

0 sonst.

Hy({pt}) = {

Beweis. Fiir k = 0 folgt die Behauptung aus der verherigen Proposition. Sei also £ > 0. Fiir
jedes k existiert genau ein singuldrer k-Simplex in {pt}, ndmlich die konstante Abbildung, die
wir als ¢, : A¥ — {pt} bezeichnen. Deren Rand ist

k
, 0 fur k d
ack _ Z(-l)l 0 dZ _ s l','lr ungerade
= ~—— cp—1 fur k gerade

Ck—1
Damit folgt

Sk({pt fiir £ ungerade

Zgpty = § SR

0 fiir & gerade

und

Si({pt}) fur k ungerade
0 fiir k£ gerade

Br({pt} = {
Also Hy({pt}) = Zr({pt})/Bx({pt}) = 0. U
Satz 2.15. Sei f: X — Y stetig. Dann induziert f Gruppenhomomorphismen

und fiir g: Y — Z stetig gilt:
(9o f)e=gso fu
Schlieflich gilt (idx ). = id.

Beweis. Definiere zunidchst Guppenhomomorphismen zwischen den Kettenkomplexen durch

f#ﬁ Sk<X) — Sk(Y),
o foofiro: AF — X,

Dann gilt fiir alle singuliren k-Simplizes o: A*F — X:

(f£0"(0))(to, - s tem1) = f(o(to, .- ti1,0,ti, ..o tx1))
= (f#O')(to, . 7ti—1a O,ti, e 7tk—1)
= 8i(f#0')(to, e ,tk_l),

und somit f40" = 9" f4 und f4 ist eine Kettenabbildung: f,0 = Jfy.
Insbesondere werden Zykel auf Zykel und Rinder auf Réinder abgebildet:

fa(Ze(X)) C Z3(Y),
f4#(Br(X)) C Br(Y).

Entwurf 11 19. Januar 2017
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Damit erhalten wir einen wohldefinierten Gruppenhomomorphismus zwischen den Homologie-
gruppen:
for Hy(X) = Zp(X)/Bi(X) = Z(Y)/Bi(Y) = H(Y')
fllo]) == [fy(0)].

Weiterhin gilt fiir jeden singuliren k-Simplex o: A* — X:

g# 0 J4(0) = gu(foo) =go foo=(go fly(o),
g« © f+([0]) = g:[f4(0)] = lg# © f4(0)] = [(g 0 f)x(0)] = (g © f).([o)),
(idx)#(0) = o,
(idx).([0]) = [(idx )% ()] = [o].
und somit g, o f, = (g o f), und (idx). = id. O
Bemerkung 2.16. Das gleiche Argument wie in Behauptung 1.16 zeigt nun, dass jeder Homoo-

morphismus f: X — Y Isomorphismen f,: Hy(X) — Hy(Y') induziert. Wir werden in Kiirze
sehen, dass die Voraussetzung “Homoomorphismus™ hier deutlich abgeschwicht werden kann.

Definition 2.17. Ein topologischer Raum X heifit kontrahierbar, falls es einen Punkt zp € X
gibt, so dass die Identitét id x homotop zur konstanten Abbildung c,, ist.

Proposition 2.18. Sei X kontrahierbar. Dann gilt:
H,(X) =0 fiirallen # 0.
Beweis. Definiere ¢y : S(X) — Sk(X) durch

80(2 Neo) 1= (Z Ny )00,
ep == 0firk # 0,
wobei 0¢: A® — {z0} C X der konstante singuliire 0-Simplex ist.

Bemerke, dass dies eine Kettenabbildung ist, d.h. 1 o Oy = Oey, fiir alle k.
Betrachte die Quotientenabbildung

m: AR [0,1] — AR = (AR x [0, 1)) /(AR x {1})
((to, . ,tk_l), U) — (U, (1 — U)to, cey (1 — u)tk_1>.

Sei nun h: X x [0,1] — X eine Homotopie zwischen idx und c¢,,. Definiert s: Si_1(X) —
Sk(X) wie folgt: Da 7 eine Quotientenabbildung ist und A| Xx{1} = To, existiert zu jedem
singuldren (k — 1)-Simplex o: A¥~1 — X eine eindeutige Abbildung s(o): A¥ — X mit
ho (o xid) = s(o) o m. Aus der Definition von 7 folgt nun, dass

1. 9's(c) = s(0"'o) fiiri > 0,

2. (s(0)) =o.

Also erhalten wir d(s(0)) = o — oy fiir alle singuldren 0-Simplizes 0. Und weiterhin fiir 0 €
Sk(X), k> O:

N
—_

(s(0)) = (s(0)) = S (~1) 10 (s(0)) =0 — Y (~1Vs(d o) = 5 — 5(d0). (2.19)

i=1

<.
Il
o

Insgesamt erhalten wird

Jdos+sod=1id —e = (idyx). —e.
Fiir £ > 0 ist somit die induzierte Abbildung auf Homologie idg, (x) = (idx). = x = 0, und
damit H(X) = 0. O
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2.4 Homotopieeigenschaften der Homologiegruppen

Satz 2.20. Seien f,g: X — Y homotope Abbildungen. Dann sind die induzierten Homomor-
phismen auf den Homologiegruppen gleich:

Jv = G-
Beweis. Der Beweis besteht aus drei Schritten.

Schritt 1. Sei
ne: X = X x I, n(x) = (x,t).

Fiir jede stetige Abbildung f: X —Y gilt: (f x id)unf, = 0y f4.

Dies folgt sofort aus der Beobachtung, dass das Diagramm

X
X — X x1
fl l fxid
n
Y — Y x1I
kommutiert.

Schritt 2. Es gibt eine Sequenz der Homomorphismen s\ : S,(X) — S,1(X x I) mit der
Eigenschaften:

Osy + 5310 = g — Nog; (2.21)
(f xid)yosy =s" o fu. (2.22)

Definiere s,, = s;x induktiv. Fiir n = 0 und zy € X betrachtet als ein 0-Simples, setze
Sp0 - A — X x 1, (to,tl) — (l’o,tl).

Dann gilt es: d(sp0) = (z0,1) — (x9,0), d.h. (2.21) gilt fiir n = 0. Dabei tiberprueft man die
Gleichung (2.22) direkt.

Sei s, definiert fiir alle & < n. Definiere erst s,, im Spezialfall, und zwar fiir ida, als n-
Simplex z,, € S,,(A,). Es gilt

a( M#tn — No#ln — Sn—laln ) = 7]1#3% - Uo#aln - aSn—laln

€Sn(AnxI)

(2.21)
= nl#azn - 770#8@11 - (nl#azn - 770#8211 - 5?2282271)
= 0.

In dieser Rechnung wird (2.21) fiir n — 1 anstatt n verwendet. Da A,, x I kontraktibel ist, gibt
eseina € S,_1(A x I) so dass gilt:

Mt — Nogln — Sn—104, = a.
Definiere s,,(2,) = a. Mit dieser Definition gilt (2.21) fiir 0 = 1,,.
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X
n

Im Allgemeinen, definiere s;, (o) = (0 X id)4a. Dann gilt:

I(sp0o) = 0(0 x id)ga = (0 X id)x0a

= (0 X id)#(m#zn — Nogln — Sn_lazn)
= Mp0 4y, — NopO#ly — Sp—10401, (2.22) + Schritt 1

g 7’]1#0' —_ 770#0 — Sn_laa-.

Dies beweist (2.21).
Es bleibt noch zu zeigen, dass auch (2.22) gilt. In der Tat,

(f xid)gsno = (f xid)g(o x id)ga = (f oo X id)ga = s,(fo) = s, (fg0).
Schritt 3. Wir beweisen dieser Satz.

Sei h eine Homotopie zwischen f und g. Es gilt:

Ohy o sn) + (B © $n-1)0 = hypOsp + hap($0-10) = hay (e — 1og) = far — g-
Insbesondere, fx — gu = O(hy © s,,) auf ker 0. Dies zeigt, dass f, = g.. 0J

Definition 2.23. Eine stetige Abbildung f: X — Y heit eine Homotopiedquivalenz, wenn es
eine stetige Abbildung ¢g: Y — X gibt, so dass gilt:

gof ~idy, und fog~idy.
In diesem Fall heilen die Rdume X und Y homotopiedquivalent.

Beispiel 2.24. 1) X und Y sind homdomorph = X und Y sind homotopieédquivalent;
2) R™ ist homotopiedquivalent zu {pt};
3) R™\ {0} ist homotopiedquivalent zu S"~!.

Um 3) zu sehen, definiere f: R™\{0} — S durch f(z) = z/|z|. Wenn g: S"1 — R™\{0}
die natiirliche Inklusion ist, gilt f o g = idgn-1. Auf der anderen Seite,

1

Met) = a =il

r,  zeR"\ {0},

ist eine Homotopie zwischen g o f und idgn\ {0}
Korollar 2.25.
f Homotopieiquivalenz — Vn  f.: H,(X) — H,(Y) Isomorphismus.

Beispiel 2.26.
Z k=0
Hp(R") = ’
H(RY) {O sonst.
Z k=0n-—1,

0 sonst.

Hp(R™\ {pt}) = Hp(S" ") = {
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2.5 Exakte Sequenzen

Definition 2.27. Eine Sequenz von Homomorphismen (von abelschen Gruppen)
e Ay L A S A — (2.28)
heift exakt, wenn fiir alle ¢ gilt: ker o;; = im ;1.
Einige Speziallfille:
() 0 -+ A -2 Bexakt <« injektiv;
(i) A B—0exakt <  « surjektiv;

(i) 0 > A% B—0exakt < « Isomorphismus;

(V) 0 5 A" B2y C = 0exakt < a injektiv, 8 surjektiv und ker 8 = im
Insbesondere, (3 induziert einen Isomorphismus C' = B/A.

Die Sequenz (iv) hei3t eine kurze exakte Sequenz.

Beispiel 2.29. 0 — Z —" Z — 7Z/n7Z — 0 ist eine kurze exakte Sequenz, wobei xn fiir die
Multiplikation mit einem festen n € Z steht.

Seien A, B, C' Komplexe, d.h.
A —>Al+li>Azi>Az_1—>

und analog fiir B und C. Eine Sequenz 0 — A = B £y ¢ = 0von Komplexen ist ein
kommutatives Diagramm der Art

0 0 0

Qn+1 (e 7% On—1

0 1o} 1o} 1o}
. —— Byyy — B, — B, — ... (2.30)
6n+1 Bn ﬁnfl

- — Cup

0 0 0

Dabei heif3t eine solche Sequenz exakt, wenn jede vertikale Sequenz0 — A, -+ B,, — C,, — 0
exakt ist.

Beispiel 2.31. Seien X,Y und Z topologische Rdume und f: X — Y, g: Y — Z stetige
Abbildungen. Dann hat man eine Sequenz von Kettenkomplexen

0= S.(X) 5 S.(v) 25 S.(7) — 0,

die nicht unbedingt exakt ist. Unter welchen Voraussetzungen ist diese Sequenz exakt, wird
etwas spiter beschrieben.
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Proposition 2.32. Die Abbildungen « und (3 liefern Gruppenhomomorphismen o: H,(A) —
H.(B)und 3: H.(B) — H.(C).

Beweis. Dies folgt sofort aus der Bedingung, dass (2.30) kommutiert. U

Satz 2.33. Eine kurze exakte Sequenz der Komplexen 0 — A > B Ny N induziert eine
(lange) exakte Sequenz den Homologiegruppen:

o Ho(A) %5 Ho(B) 25 Ho(C) 25 Hy i (A) 5 Hy 1 (B) — ..

Bemerkung 2.34. Die Abbildung ¢ heif3t der Bockstein—~Homomorphismus.

Beweis. Der Beweis besteht aus vier Schritten.
Schritt 1. Wir definieren .

Sei ¢ € C,, dc = 0. Da 3, surjektiv ist, gibt es ein b € B, mit 5(b) = c. Es gilt: 3(0b) =
J(B(b)) = dc = 0. Da a: A,_1 — ker 3,1 surjektiv ist, gibt es ein a € A,_1, so dass gilt:
a(a) = 0b. Wir definieren

d[c] = [a].

Es bleibt zu zeigen, dass 0 wohldefiniert ist. In der Tat, sei ¢ = ¢ + 9¢”. Fiir ¢ € C,,,, gibt es
einb” € B, mit (V') =" = B(b+00V") = c+9c". Dies heifit, dass b’ = b+0b" +a(a”),
wobei a” € A,,.Ferner, 00 = 0b+0+a(0da’). Da « injektiv ist, gilt: «’ = a+9da”, d.h. [a] = [d'].

Ubungsaufgabe 2.35. Uberpriifen Sie, dass ¢ einen Gruppenhomomorphismus ist.

Schritt 2. ker a = im 6.

Seia € A,_1 mit [a] € kera, d.h. a(a) = 0b fir ein b € B,,. Es gilt 05(b) = 5(0b) =
f(a(a)) = 0. Nach der Konstruktion von 9, gilt: §[3(b)] = [a]. D.h. ker & C im 6.
Sei a € A, 1 mit [a] € im §. Nach der Konstruktion von §, a(a) = 0b = «afa] = 0.

Schritt 3. ker § = im £.

Sei [c] € kerd. Mit den Bezeichnungen des Schrittes 1, gilt: a« = Jd’ fiir ein o’ € A,,. Die
Gleichungen
d(b— a(d)) = b — a(dd') = 0b — a(a) = 0;

B(b—ald)) = B(0) =

zeigen, dass B[b — a(d’)] = [] gilt, d.h. ker 6 C im S5.
Die Inklusion im 3 C ker ¢ folgt sofort aus der Konstruktion von .

Schritt 4. ker § = im o

Sei b € B,, mit der Eigenschaft 3[b] = 0, d.h. 9b = 0, 3(b) = Jc fiir ein ¢ € Cy,11. Da 3
surjektiv ist, gibt es ein b € B,, 1, so dass gilt: 5(b) = c. Ferner,

B(b — 0b) = B(b) — 9B(b) = B(b) — de = 0.
Es folgt, dass es ein a € A, gibt, so dass gilt: a(a) = b — db. Dabei gilt:
a(da) = da(a) = db — &b = 0.

Da « injektiv ist, bekommen wir da = 0. Dies liefert afa] = [b — 9b] = [b], d.h. ker 8 C im a.
Die Inklusion im o« C ker /3 folgt sofort aus avo 3 = 0. 0J
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2.6 Relative Homologiegruppen
Fiir jeden Unterraum A C X definiere
Sp(X, A) = S,(X)/Su(A).

Die Randabbildung auf S,,(X) induziert die Randabbildung auf S, (X, A) und wir erhalten
einen neuen Kettenkomplex:

o S (X, A) L S (X, A) L S, (X, A) L

Die Homologiegruppen dieses Komplexes H.(X, A) heifien relative Homologiegruppen. Dies
heif3t:

e Elemente von H, (X, A) sind durch relative Zyklen representiert: a € S,(X), da €
Sn—l(A);

e [a]=0€ H,(X,A) < a=0b+c, beS,1(X), ce S, (A).

Die Definition von S, (X, A) liefert sofort, dass die Sequenz 0 — S,(A) — S.(X) —
S«(X, A) — 0 exakt ist. Der Satz 2.33 liefert:

Satz 2.36. Es gibt eine lange Sequenz der Homologiegruppen:
o Hy(A) 25 Ho(X) 25 Hoy(X, A) 5 Hy 1 (A) = ...

Dabei gilt:
o i, ist durch die Inklusion 1: A C X induziert;
e j. ist durch die Projektion S,,(X) — S, (X, A) induziert;
e §la] = [Dal.
O

Seien A C X und B C Y. Eine Abbildung zwischen zwei Raumpaaren (X, A) und (Y, B)
ist eine Abbildung f: X — Y mit der Eigenschaft: f(A) C B.

Proposition 2.37. Jede Abbildung f: (X, A) — (Y, B) induziert einen Gruppenhomomorphis-
mus H,(X,A) — H.(Y, B). O

Zwei stetigen Abbildungen f,g: (X, A) — (X, B) heifien homotop (als Abbildungen zwi-
schen Raumpaaren), wenn es eine stetige Abbildung h: (X x I, A x I) — (Y, B) gibt, so dass
gilt: A(-,0) = fund h(-,1) = g. Bemerke, dass die Homotopie h in dieser Definition erfiillt:
h(A x I) C A.

Satz 2.38 (Ausschneidungseigenschaft). Seien Z C A C X mit der Eigenschaft: Z C Int A.

Dann induziert die Inklusionsabbildung (X \ Z, A\ Z) — (X, A) einen Isomorphismus der
relativen Homologiegruppen:

H.(X\ Z,A\ Z) = H.(X, A).
Beweis. Spiter. U
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2.7 Die Homologiegruppen der Sphiren
Satz 2.39. Es gilt:

7Z®7Z wennk =D0;

7. wennk = 0,n;

Hk(SO) = { und fiirn > 1 Hi(S™) = {

0 SOnSst; 0 sonst.
Beweis. Seierst k£ > 1. Seien ferner
St = {l’ = (130, s 7In+1> € Sn+1 ’ Tnt1 = 0}7
Srti={z € S" | wnp1 > 0}, St = {r e S" |z, <0}

Da S%*! homoomorph zu B, = {z € R"*? | |z| < 1,2, = 0} ist, erhalten wir, dass S}t
kontrahierbar ist. Aus der langen exakten Sequenz des Paares (S™ 1!, S™)
0 = Hysr(S™Y) = Hypr (S™,8™) 25 Hi(S™) — Hy(S™) =0 (2.40)

erhalten wir, dass ¢ einen Isomorphismus ist. Analog sieht man, dass die Abbildung

ot Hir(S") = Hipa (S, 577 (2.41)
auch einen Isomorphismus ist.
Zwischenbehauptung. Fiir alle £ > 0 gilt:

Hyq (S, S™) & Hyyq (S™F, ST,

Sei
7 = {x € S™ | zpy0 > %}

Dannist h,: Hyyq(S™,5™) — Hyy (S Z, ST\ Z) einen Isomorphismus, da die Raum-
paaren (S, S") und (S™1\ Z, ST\ Z) homotopieiquivalent sind. Nach dem Satz 2.38 ist
et Hp (S™\ Z, ST\ Z) — Hyyq (S™, ST auch einen Isomorphismus. Dies liefert
den Beweis der Zwischenbehauptung.

Eine Kombination der obigen Beobachtungen liefert eine Folge der Isomorphismen
Hia1 (S™Y) L5 Hy (8™, S50 2y Hyyy (874, 87) 2 Hy(S™)

sobald k > 1, wobei p: (S™™, S™) — (S"+1, S7*1) die Inklusion ist.
Wenn k = 0, definiere

) () sz - {5 =

Dann liefert der gleiche Argument, dass Hy(S") = Hpy1(S™) fiir alle & > 0, denn die
Sequenzen (2.40) und (2.41) haben die folgende Gestalt:

0= Hy(S™) — Hy (8™, S™) 25 Hy(S™) — Ho(S™) = Z;
0= Hy(ST) = Hy(S"") — Hy(S™F1, ST — Ho(STH) — Ho(S™™) = Z.

Isomorphismus

O
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Korollar 2.42. Die Sphdre S™ ist nicht kontrahierbar. U

Definiere allgemein

Hy(X) :=kere, wobei ¢: Hy(X) — Z, 5[2 n,xz} = Zni,
und Hy,(X) = H,(X) fiir k > 1. Mit dieser Bezeichnungen hat man

7 wenn k = 0,n;

0 sonst,

Fy(s) = {

fur alle n.

2.8 Der Satz vom Igel

Zur Erinnerung (cf. Definition 1.20): Der Grad deg f einer Abbildung f: S™ — S™ ist eine
ganze Zahl, die durch die Eigenschaft

fsa=(degf)-a  firallea € H,(S")

bestimmt ist.
Definiere die Einhcingung X f : S"*1 — S"™! yon f durch

(0,...,0,2541) wenn |z,41| = 1,

Yf(xo, ..., Tng1) = {(

(5 %) o) wenn [z < 1,

wobei t = /1 — 2.

Proposition 2.43. deg X f = deg f.

Beweis. Aus dem Beweis des Satzes 2.39 bekommt man das kommutierende Diagramm

—1

Hyg (S™Y) —2 Hyq (571, 57 2y | (S™H 8™ —s H(S))

Zf*l Ef*l Ef*l f*l
Hoat (5™ —2y H, (S, 870 Py (S ST 0 HL(S,).
Bezeichne o := § o p, ! o j,. Dann gilt:
Sf(a) =a" e fioa(z) = a7 ((deg f) - a(a)) = (deg f) -a = degXf = deg f.
0

Satz 2.44. Es gibt keine stetige Abbildung f: S*" — R*"*1\ {0}, sodass gilt: f(x) L zVr €
S2n,

Beweis. Der Beweis besteht aus vier Schritten.

Schritt 1. Sei
Sg: 8" — 5", (T, @1, .-y xp) = (=X, T1,y - ., Tp),

die Restriktion der Spiegelung an der Hyperebene {xy = 0}. Dann gilt: deg sy = —1.
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Die Sequenz der Isomorphismen

—1

Hy(SY) —2— Hy(S',8) 2 Hi(S', %) —2 Hy(S)
zeigt, dass
o(t) = (sin 27t cos 27t)

ein Erzeuger von H;(S") ist. Da s o o(t) = o(—t), haben wir s,[¢] = —[o], und somit gilt die
Behauptung fiir n = 1.

Wenn s, die Spiegelung auf S™ ist, so ist ¥s die Spiegelung auf S™*!. Die Induktion nach
n liefert der Beweis fiir alle n > 1.

Schritt 2. Sei A: S" — S™ die antipodale Abbildung x — —u. Es gilt: deg A = (—1)"1.
Die antipodale Abbildung auf S™ ist die Verkniipfung von n + 1 Spiegelungen.
Schritt 3. Sei f: S™ — S eine stetige Abbildung ohne Fixpunkte. Dann gilt: f ~ A.

Die Abbildung
t t—1
Plag) o @)+ (=1
tf (x) + (£ — 1)z
ist wohldefiniert und liefert eine Homotopie zwischen f und A.

Schritt 4. Sei f: S™ — S" eine stetige Abbildung mit der Eigenschaft: f(x) # —x fiir alle
x € S". Dann ist | homotop zur Identitditsabbildung.

f(x) # —x => Ao f hatkeine Fixpunkte = Aof~A => AcAof~ AcA
=  f~id.

Schritt 5. Wir beweisen diesen Satz.

OBdA f: S?" — S?", Die Voraussetzung f(x) L x garantiert, dass f keine Fixpunkte hat.
Nach dem Schritt 3, ist f homotop zu A.
Andererseits ist f nach Schritt 4 homotop zu id. Dies liefert der Widerspruch, denn

A~ f~id = 1=degid=deg A= (-1 = 1.
0

Korollar 2.45. Jeder stetig gekdmmte Igel hat mindestens einen Glatzpunkt. 0

Bemerkung 2.46. Jede Sphire der ungeraden Dimension 2n — 1 > 1 ldsst eine Abbildung
f: 8%~ 5 R*\ {0} zu, sodass gilt: f(x) L o Vz € S?"!. In der Tat,

Sl = {x = (20, T1, T2, T3, . . -, Ton_2, Ton_1) | ZI? = 1}
f@) = (951, —X0, T3, —T2,...,Tan—1, —$2n—2)-

Proposition 2.47. Sei [S™,S"| die Menge aller Homotopieklassen der stetigen Abbildungen
S™ — S", wobei n > 1. Die Abbildung

[S™,S"| — Z, [f] — deg f (2.48)

ist surjektiv.
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Beweis. Wenn n = 1, hat man fiir ein beliebiges k € Z eine explizite Abbildung f: S* — S1
des Grades k, und zwar fy(z) := 2*. Wenn n = 2, hat man deg ¥ f;, = deg fx = k. Die
Induktion nach n liefert den Beweis fiir alle n. U

Bemerkung 2.49. Man kann zeigen, dass die Abbildung (2.48) sogar bijektiv ist (Satz von
Hopf). Auch ist [S™, S™] eine Gruppe und (2.48) ist einen Gruppenhomomorphismus.

2.9 Gruppenoperationen auf Sphiren

Sei G eine Gruppe. Man sagt, dass GG auf einer Menge X operiert, wenn einen Homomorphis-
mus p: G — Aut(X) gegeben ist, wobei Aut(X) die Gruppe aller bijektiven Abbildungen auf
X bezeichnet. Dabei heilit die Operation frei, wenn gilt:

Ve e X Stab, :={g€ G| p(9)(z) ==z} = {e}.

Wenn X zusitzlich ein topologischen Raum ist, so fordert man auch, dass die Abbildung
p(g) fiir jedes g € G ein Homéomorphismus ist.

Satz 2.50. Z /27 ist die einzige nicht-triviale Gruppe, die auf S*" frei operiert.

Beweis. Operiere G # {e} auf S?" frei. Betrachte die Abbildung

d: G — {£1},  d(g) = deg(p(g))-

Dabei nimmt d die Werte in {41} an, da jedes p(g) ein Homdomorphismus ist. AuBerdem gilt
d(gh) = deg(p(g)p(h)) = d(g)d(h), d.h. d ist ein Gruppenhomomorphismus.

Wenn g # e, hat die Abbildung p(g) keine Fixpunkte. Nach dem Schritt 4 des Beweises des
Satzes 2.44, gilt: deg p(g) = deg A = —1, d.h. d hat trivialen Kern und ist surjektiv.

Die Zuordnung —1 — A liefert eine freie Operation von {+1} = 7 /27. O

Bemerkung 2.51. Auf ungerade-dimensionalen Spéaren konnen weitere nicht-triviale Gruppen
frei operieren. Zum Beispiel operiert U(1) = {z € C | |2] = 1} = ST auf

S = {(z0,. .. 2) €CM Y |5 =1}
mittels des Homomorphismus

W fu, fu(2) = (wzg, ..., wzy,).

2.10 Homologiegruppen von Graphen

Definition 2.52. Ein (endlicher topologischer) Graph ist ein Paar (G, V'), wobei G ein Hausdorff-
Raum ist und G D V eine endliche Teilmenge. Die Elemente von V' heilen Knoten von G.
AuBerdem sind die folgende Eigenschaften erfiillt:

e G\ V besteht aus endlich vielen Wegzusammenhangskomponenten é1, . . ., é;. Der Ab-
schluss e; jeder Komponente ¢é; ist zum [0, 1] homdomorph; Dabei heif3t ¢; eine Kante
von G

e ¢, \ ¢; besteht aus zwei verschiedenen Ecken.
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Das Ziel dieses Abschnittes ist es, das folgenden Resultat zu beweisen.
Satz 2.53. Die Gruppe H(G) ist frei und es gilt:
rk Hy(G) — 1k H,(G) = #Knoten — #Kanten =: x(G).
Dabei heifit x(G) die Euler-Charakteristik von G.

Der Beweis braucht einige Begriffe und Hilfsbehauptungen, die wir erst betrachten. Der
eigentliche Beweis wird am Ende dieses Abschnitts gegeben.

Definition 2.54. Eine Teilmenge A C B heifit Deformationsretrakt vom B, wenn gilt: Es gibt
eine Abbildung r: B — A, die eine Retraktion heifit, mit den Eigenschaften:

roy=1idy und 2or ~idp,
wobei 1: A C B die Inklusionsabbildung ist.
Es folgt unmittelbar aus der Definition, dass die induzierte Abbildungen
1.0 Ho(A) - H.(B) und r,: H.(B) — H.(A)
inverse zueinander sind. Insbesondere, sind diese beide Abbildungen Isomorphismen.

Lemma 2.55. Sei A ein Deformationsretrakt vom B, wobei A C B C X. Dann induziert die
Inklusion v: (X, A) — (X, B) einen Isomorphismus

1.0 Ho (X, A) — H.(X, B).

Beweis. Der Beweis basiert auf dem folgenden algebraischen Lemma.

Lemma 2.56 (Fiinferlemma). Seien die horizontalen Sequenzen im kommutativen Diagramm
von abelschen Gruppen

Al ? AQ > Ag > A4 > A5

Y Y Y B

Bl BQ Bg > B4 > B5

exakt. Ferner, seien fo und f4 Isomorphismen, f, ein Epimorphismus und f5 ein Monomorphis-
mus. Dann ist f3 ein Isomorphismus. 0

Betrachte das kommutierende Diagramm

Hier sind die horizontale Sequenzen die langen exakten Sequenzen der Paaren (X, A) und
(X, B). AuBerdem reprisentieren die ersten zwei sowie die letzten zwei vertikale Pfeile Iso-
morphismen. Der Beweis folgt nun aus dem Fiinferlemma. 0

Aus der langen exakten Sequenz des Paares ([0, 1], {0, 1}) folgt sofort das folgende Resul-
tat.
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Lemma 2.57. Es gilt:

7. wennk =1,
Hk(m’ 110, 1}) = {O wenn k > 1.
U
Proposition 2.58. Die Inklusion 1;: (e;,0e;) — (G, V) induziert einen Monomorphismus
10 Hi(ej,0e;) = Hp(G,V).
Ferner, gilt es:
. Z7 wennk =1,
H{GV) = e?lmzj* = {O wenn k > 1.
Beweis. Sei f;: [0,1] — e; ein Homdmorphismus, a; := f(3), und d; := f([], 2]). Bezeichne

auch A = {ay,...,a;}und D = d; U --- Ll d;. Betrachte das kommutlerende Diagramm

Hi(dj, d; \ {a;}) 2 Hylejoe;\ {a;}) «2— Hyle, 0¢;)

l l l

Ho(D,D\ A) —25 H(G.G\A) <2 H(G,V).

Alle vier horizontalen Homomorphismen sind Isomorphismen. In der Tat, oy und « sind Iso-
morphismen nach Ausscheidungseigenschaft, 5, und 3 nach Lemma 2.55.
Da

Hy(D,D\ A) = @Hk dj\{aj})g@ﬁk(ejﬁej%

erhalten wir die Behauptung dieser Proposmon. 0
Beweis des Satzes 2.53. Fiir den Beweis brauchen wir die folgende Tatsache aus Algebra.
Lemma 2.59. Jede Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ist frei. 0

Der Rest des Beweises besteht aus drei Schritten.
Schritt 1. H,(G) ist frei.

Die lange exakte Sequenz des Paares (G, V') liefert:

0— Hi(G) = Hi(G,V) = Ho(V) — Ho(G) — 0. (2.60)

Hi(G,V)istfrei = H;(G) ist frei.

Schritt 2. Sei f: A — F ein Epimorphismus zwischen zwei endlich erzeugten freien abelschen
Gruppen. Dann gilt:
A =ker f & Ao,

wobei f: Aqg — F ein Isomorphismus ist und ker f frei.

Seien fi,..., f, Erzeuger von F. Wihle by, ...,b, € A mit der Eigenschaft: f(b;) = f;.
Da ker f C A und A frei ist, ist auch ker A frei. Seien a4, ..., a; Erzeugern von ker f. Dann
gilt: A=7Z[ay,...,ax,by,...b,]. Inder Tat, sei a € A beliebig.

fla) e F = f(a) ijf]:>a—2mjb Ekerfja—ijb—szaz
Dabei ist die Darstellung a = > m;b; + > p;a; eindeutig.
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Schritt 3. Wir beweisen diesen Satz.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, ist G wegzusammenhidngend. Die exakte Sequenz
(2.60) liefert 3
0— H(G) = Hi(G,V) = Hy(V) =0,

d.h. H\(G,V) = H,(G) ® Hy(V). Dies liefert
#Kanten = rk H,(G, V) = rk Hy(G) + 1k Hy(V') = rk H,(G) + #Knoten — 1.

O
Beispiel 2.61. Der Kreis G = ¢y U ey, V = {vy,v}. Es gilt: x(G) = 0 = rkH,(G) =
rk Hy(G) = 1.
Beispiel 2.62. Das Wedge-Produkt zweier Kreise. G = eg U - - - U ey, V = {v1, v9, v3}.
(Bild )

Definition 2.63. Ein Graph (G, V) heifit planar, wenn er eine Einbettung in die Ebene R? be-
sitzt, das heift, er kann in der Ebene gezeichnet werden, so dass seine Kanten durch Jordan-
Kurven repréasentiert werden, welche sich nur in gemeinsamen Endpunkten schneiden.

Jeder zusammenhingende planare Graph zerlegt R? in endlich viele beschriinkte Gebiete,
die Fldchen heiflen, und ein unbeschrinktes Gebiet, das auch als Fliche bezeichnet wird. Dabei
ist jede beschrinkte Fliache zur Kreisscheibe homdomorph (Satz von Schoenflies).

Satz 2.64 (Euler). Sei GG ein planarer zusammenhdngender Graph. Es gilt:
#Knoten — #Kanten + #Fldchen = 2. (2.65)

Beweis. Mittels der stereografischen Projektion kann man G als einen Teilraum von S? verste-
hen. Dabei wird die unbeschrinkte Fliche (zusammen mit dem Punkt im Unendlichen) auch
zur Kreisscheibe homdomorph.

Ahnlich wie im Beweis der Proposition 2.58 zeigt man, dass

Hy(S%,G) =2 7ZF, und  Hi(S* G) =0 firalle k # 2,

wobei F' die Anzahl der Flichen ist. Aus der langen exakten Sequenz des Paares (5%, G) be-
kommt man:

0— HQ(SQ) — HQ(SQ, G) — Hl(G> — Hl(S2) = 0.
Dies liefert

7ZF =279 H\(G) = F =141k Hy(G) — #Knoten + #Kanten

nach dem Satz 2.53. Da nach Voraussetzung G zusammenhingend ist, bekommt man (2.65).
0

Ubungsaufgabe 2.66. Losen Sie das “Strom/Gas/Wasser Riitsel”: Drei Hiuser in einer StraRe
stehen gegeniiber von einem Wasserwerk, einem E-Werk und einem Gaswerk. Jedes der Hauser
soll direkt mit jedem der Werke durch je eine Leitung verbunden werden. Die Leitungen diirfen
sich nicht Kreuzen, miissen also direkt vom Werk zum Haus fiihren.

Um eine Losung zu finden, betrachten Sie den Graph K3 s:

[Bild K3 ]

Zeigen Sie: Angenommen, dass K3 3 planar ist, muss das Folgende gelten:
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(i) #Flachen < %#Kanten;
(i1) #Kanten < 2#Knoten — 4.

Folgern Sie aus der letzten Eigenschaft, dass der Graph K3 3 nicht planar ist.

2.11 Homologiegruppen einiger Flachen

2.11.1 Der Torus

Man kann den Torus T2 als ein Rechteck R mit verklebten gegeniiberliegenden Seiten verste-

hen.

(Bild )
Sei f: R — T? die Verklebungsabbildung. Dann besteht f(OR) aus zwei Kreisen A und B,

die sich in einem Punkt schneiden.

Satz 2.67.
7. wennk =0,2;

Hy(T*) =< 7% wennk = 1;
0 sonst.
Beweis. Der Beweis besteht aus drei Schritten.

Schritt 1. Die Verklebungsabbildung f: (R,0R) — (T?, AU B) induziert einen Isomorphis-
mus

fi: H(R,0R) — H,(T*, AUB).

Sei m der Mittelpunkt des Rechtecks R und D eine Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt m,
die im Inneren vom R enthalten ist. Ahnlich wie im Beweis der Proposition 2.58 zeigt man,
dass im kommutativen Diagramm

H,(R,0R) ——  Hi(R,R\{m}) +— Hy(D,D\ {m})

A | |#

Hy(T?, AU B) —— Hy(T%, T2\ {f(m)}) +—— H(f(D), f(D)\{f(m)})

alle horizontale Pfeile Isomorphismen darstellen (dafiir braucht man insbesondere, dass A U B
ein Deformationsretrakt von T? \ {m} ist). Da der rechte vertikale Pfeil einen Isomorphismus
darstellt, erhalten wir, dass f, (ganz links) auch ein Isomorphismus ist.

Schritt 2.
7. wennk =2,

Hy(T*, AUB) & {
0 sonst.

Dies folgt aus der langen exakten Sequenz des Paares (R, OR).
Schritt 3. Wir beweisen diesen Satz.

Der nicht-triviale Teil der langen exakten Sequenz des Paares (T?, A U B) hat die Gestalt
0 — Hy(T?) — Hy(T% AU B) -5 Hy(AU B) — Hy(T?) — 0,

wobei Hy(T? AU B) & Z und H,(A U B) = Z?* nach dem Beispiel 2.62.
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Um § zu bestimmen, betrachte das kommutative Diagramm

Hy(R,0R) —— H,(dR)

f*l lfi

Hy(T?, AU B) —— H,(AUB),

wobei f': OR — AU B die Einschriinkung von f ist. Eine Uberlegung zeigt, dass die induzierte
Abbildung f der Nullhomomorphismus ist (Warum?). Da f, und ¢’ Isomorphismen sind, muss
0 auch der Nullhomomorphismus sein. Dies liefert

Hy(T?) 2 kerd = Hy(T>, AUB)=~7Z  und
H,(T?) = H,(AUB) = Z*

2.11.2 Die projektive Ebene

Man kann die projektive Ebene RIP? als ein Rechteck R mit verklebten gegeniiberliegenden
Seiten wie auf dem folgenden Bild verstehen.

(Bild )
Sei f: R — RP? die Verklebungsabbildung. Dann ist A := f(OR) ein Kreis im RP?,

Satz 2.68.
Z wenn k = 0;

H(RP?) = { Z/27 wennk = 1;

0 sonst.
Beweis. Analog zum Beweis des Satzes 2.67 zeigt man, dass
f.: H(R,0R) — H,(RP? A)

ein Isomorphismus ist. Der nicht-trivialen Anteil der langen exakten Sequenz des Paares (RP?, A)
ist von der Gestalt:

0 — Hy(RP?) — Hy(RP?, A) 2 Hy(A) 2 Hi(RP?) — 0.

Um den Bockstein—-Homomorphismus ¢ zu berechnen, betrachten wir das kommutative Dia-
gramm

Hy(R,0R) —— H,(0R)
f*l lfi
Hy(RP?, A) —2— H,(A).

Eine Uberlegung zeigt, dass f/ die Multiplikation mit £2 ist (Warum?), d.h. § ist injektiv
und H,(A)/imd = 7Z/27. Insbesondere, Hy(RP?) = ker§ = {0} und i,: Hi(A)/imd —
H,(RP?) ist ein Isomorphismus. O]
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2.11.3 Die Kleinsche Flasche

Man kann die Kleinsche Flasche K als ein Rechteck R mit verklebten gegeniiberliegenden
Seiten wie auf dem folgenden Bild verstehen.

(Bild )
Satz 2.69.
7 wenn k = 0;
Hy(K)=<SZ®Z/2Z wennk =1,
0 sonst.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

2.12 Die Mayer-Vietoris Sequenz
Seien A, B C X zwei Teilmengen. Betrachte

H.(ANB) — H.(A), j.: H(ANB) - H,(B),
koo Ho(A) = H(X) und 1,: H(B) — H,(X).

Mithilfe dieser Homomorphismen, definieren wir ferner

¢p: H(ANB) — H.(A) @ H(B),  ¢(z)= (i x)’f*(x)) und (2.70)

(
¥ Hi(A) © Hu(B) = H.(X), b, 0) = ku(u) = L(v).

Satz 2.71. Es gelte X = Int(A) U Int(B). Fiir alle k € N gibt es einen natiirlichen Homomor-
phismus

A: H(X) — Hy1 (AN B)

mit der Eigenschaft: Die Sequenz

= Hy(AN B) 25 Hy(A) & Hy(B) -5 Hiy(X) =5 Hy 1 (ANB) > ... (2.72)
ist exakt. Diese Sequenz ist auch exakt fiir H, sobald AN B # ().
Beweis. Spiiter. U
Beispiel 2.73 (Die Sphiren). Seien

S™ :170,.. L Tp) Zx —1}
A:=5"\{(0,...,0,)}=R", B:=5"\{(0,...,0,-1)} =R"

Da AN B = R"\ {0} und S"~! ein Deformationsretrakt von R™ \ {0} ist, bekommen wir die
folgende exakte Sequenz:

0 — Hy(S") = Hy_1(S™1) = 0.
Dies zeigt sofort, dass die Homologiegruppen der Sphéren wie im Satz 2.39 beschrieben sind.

Beispiel 2.74 (Der Torus). Seien Dy C Dy C Int(R) zwei Kreisscheiben mit gleichem Mittel-
punkt. Definiere A := T?\ D; und B := D,. Dann gilt das Folgende:
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e Das Wedge-Produkt zweier Kreise (A U B in der Notation des Abschnittes 2.11.1) ist
einen Deformationsretrakt von T? \ Ds;

e S!ist einen Deformationsretrakt von A N B.

Mithilfe dieser Eigenschaften sowie der Mayer—Vietoris Sequenz erhalten wir:
0 — Hy(T?) — Hy(SY) 2 Hy(T?*\ D1) © 0 — Hy(T?) — Hy(S*) = 0.
Da die Abbildung ¢ der Nullhomomrphismus ist (Warum?), erhalten wir:
Hy(T?) =2 H(S')2Z und H(T?) = H,(S'V S") =27

Ubungsaufgabe 2.75. Berechnen Sie die Homologiegruppen der projektiven Ebene und der
Kleinschen Flasche mithilfe der Mayer—Vietoris Sequenz.

Definition 2.76. Seien X und Y zwei topologische Raume mit ausgewihlten Punkten x, und

7o. Der Raum

heiit das Wedge-Produkt von (X, z) und (Y, yo).

Proposition 2.77. Es gelte: x ist der Deformationsretrakt einer Umgebung U C X und v ist
der Deformationsretrakt einer Umgebung V' C Y. Dann gilt:

H(XVY) 2 H(X)® H(Y).

Beweis. Seien A = XUV und B = Y UU. Dann retrahiert U UV auf dem Punkt [zo] = [yo] im
X VY. Dann bekommt man die Behauptung dieser Proposition sofort aus der Meyer-Vietoris
Sequenz. 0

Korollar 2.78. Sein > 1. Es gilt:

(V)

I

ZN  wennk =n,
0 sonst.

2.12.1 Mannigfaltigkeiten

Definition 2.79. Eine (topologische) Mannigfaltigkeit der Dimension 7 ist ein Hausdorff-Raum'

M mit der Eigenschaft: Jeder Punkt m € M besitzt eine Umgebung, die zu einer offenen Teil-
menge im R"” homdomorph ist.

Dabei heilen Mannigfaltigkeiten der Dimension 1 Kurven und Mannigfaltigkeiten der Di-
mension 2 heilen Fldchen.

Ubungsaufgabe 2.80. Zeigen Sie, dass fiir alle 2z, € R" und r > 0 der offene Ball lf?r(xo) =
{z € R" | |x — x| < r} zum R™ hombomorph ist. Folgern Sie, dass jeder Punkt in einer
Mannigfaltigkeit eine Umgebung besitzt, die zum R"™ homdomorph ist.

Beispiel 2.81.

! Zusitzlich, fordert man, dass M das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, d.h. M hat eine hochstens abzihlbare
Basis der Topologie.
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e R” ist eine n-Mannigfaltigkeit; Allgemeiner, jede offene Teilmenge vom R" ist eine n-
Mannigfaltigkeit;

e S™ ist eine n-Mannigfaltigkeit;

e Der Torus, die projektive Ebene, das Mdbiusband sowie die Kleinsche Flasche sind Fla-
chen;

e {72 = 9?} C R? ist keine Mannigfaltigkeit; Ahnlich, ist das Wedge-Produkt zweier
Kreise keine Mannigfaltigkeit;

o {22 +9? = 2%} C R? ist keine Mannigfaltigkeit; Ahnlich, ist das Wedge-Produkt zweier
Sphéren keine Mannigfaltigkeit.

Insbesondere, bekommen wir aus dem obigen Satz, dass jede kompakte Kurve zum Kreis
homoomorph ist.

Seinen M, und M, zwei (zusammenhédngende) Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension
n. Wahle m; € M; sowie Homéomorphismen ¢;: B(0) — U; C M; mit ¢;(0) = m;.
Mittels des Homoomorphismus B;(0) \ {0} = 5™ x (0, 1) induziert ¢; eine Identifizierung
Sn=lx (O, 1) — Uj \ {m]}

Definition 2.82. Der Raum

Ml#MQ = (M1 \ {ml} (] M2 \ {mg})/ ~, wobei
o1(x, 1) ~ po, 1 — 1), r€S" tundr € (0,1),

heiBt die Zusammenhingende Summe von M; und M.

Ubungsaufgabe 2.83. Zeigen Sie, dass M,# M, eine n-Mannigfaltigkeit ist.

2.12.2 Kompakte Fliachen

Bezeichne
Yo=25% ;=T %,=T#T> ..., %,=#,T"
Proposition 2.84. Die Fliche X5 ldsst sich aus dem Zehneck
(Bild )
durch Verklebung der Seiten konstruieren. 0

Induktion nach g liefert das Folgende.

Korollar 2.85. Fiir jedes g > 1 lisst sich ¥, aus dem (6g — 2)-Eck Rgy—o durch Verklebung
der Seiten konstruieren. 0

Bemerkung 2.86. Die Darstellung von ¥, im obigen Korollar ist nicht optimal im Sinne, dass
¥, aus einem (2¢g + 2)-Eck bekommen werden kann. Fiir unsere Zwecke reicht aber alleine die
Existenz solcher Darstellung.

Proposition 2.87. Die induzierte Abbildung H,(0Reg—2) — H1(f(0Resy—2)) ist der Nullhomo-
morphismus, wobei [ : Rg,_o — X, die Verklebungsabbildung ist. U

Satz 2.88. Es gilt:
7 wenn k =0, 2;
Hiy(3,) =K Z* wennk =1, (2.89)

0 sonst.
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Beweis. Der Beweis benutzt Proposition 2.87 und funktioniert dhnlich zum Beweis des Sat-
zes 2.67. Alternativ, kann man auch die Mayer—Vietoris Sequenz dhnlich wie im Beispiel 2.74
anwenden um (2.89) zu bekommen. Die Einzelheiten iiberlassen wir dem Leser zu iiberprii-
fen. U

Bezeichne auch
Sy :=RP?, Sy =RP*#RP* und S, =S, #RP

Analog zum Satz 2.88 zeigt man, dass die Homologiegruppen von S, durch die Formel

7 wenn k = 0;
Hy(Sy) =79 ' ®Z/27Z wennk = 1;
0 sonst,

gegeben sind.
Insbesondere, liefern die obigen Rechnungen die folgende Tatsache.

Proposition 2.90. Die Fldichen
205 Dby ey dgye-ey  S1, 52,000, 8, ... (2.91)

sind paarweise nicht homdomorph. 0

Satz 2.92 (Klassifizierung von Kurven). Jeder zusammenhdngende Kurve ist entweder zum
Intervall (0, 1) oder zum Kreis S* homéomorph.

Beweis. Milnor oder Guillemin—Pollack. O

Satz 2.93 (Klassifizierung von kompakten Fldchen). Jede kompakte zusammenhdngende Fliche
ist entweder zur Y4 oder zur Sy homéomorph, d.h. (2.91) ist die komplette Liste aller kompakten
Fldchen.

Beweis. [777] L]

2.13 Homologiegruppen des Paares und des Quotienten

Sei GG eine abelsche Gruppe, K C H C G seien Untergruppen. Aus der elementaren Algebra
weillt man, dass die Sequenz

0—-H/K—-G/K—-G/H—0

exakt ist.

Seien nun B C A C X. Dann ist die Sequenz
0— S.(A,B) = S.(X,B) = S.(X,A) =0
exakt. Nach dem Satz 2.33 bekommen wir die lange exakte Sequenz des Tripels (X, A, B):

-+ — H,(A,B) - H,(X,B) - H,(X,A) - H,_1(A,B) — ...
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Satz 2.94. Sei A C X eine abgeschlossene Teilmenge mit der Eigenschaft: A ist ein Defor-
mationsretrakt einer Umgebung U O A. Dann gilt: Die Quotientenabbildung q: (X, A) —
(X/A, A/A) induziert einen Isomorphismus

G Ho (X, A) = H(X/A AJA) = H,(X).

Beweis. Der Beweis besteht aus zwei Schritten.
Schritt 1. +.: H.(X, A) — H.(X,U) ist ein Isomorphismus.

Da A ein Deformationsretrakt von U ist, haben wir, dass die durch Inklusion induzierte
Abbildung H,(A) — H,(U) einen Isomorphismus ist. Aus der langen exakten Sequenz des
Paares (U, A) bekommen wir, dass H. (U, A) verschwindet. Aus der langen exakten Sequenz
des Tripels (X, U, A)

0= H,(U,A) = Hy(X,A) = Hy(X,U) = H, (U, A) =0

bekommt man die Behauptung dieses Schrittes.
Schritt 2. Wir beweisen diesen Satz.

Betrachte das kommutierende Diagramm

Hy(X,A) ——  H(X,U) —— Hy(X\ A, U\ A)

. l L

Hy(XJA, AJA) —— Hy(X/A,UJA) «—— Hp(X/A\ AJA, UJA\ AJA)

Nach dem Schritt 1, reprédsentieren die beide linke horizontale Pfeile Isomorphismen. Die rechte
horizontale Pfeile reprisentieren ebenso Isomorphismen nach der Ausschneidungseigenschaft.
Der rechte vertikale Pfeil reprisentiert auch einen Isomorphismus, da die Einschrinkung von
q auf das Komplement von A ein Homéomorphismus ist. Es folgt, dass ¢, auf der linken Seite
auch ein Isomorphismus ist.

Letztlich, die lange exakte Sequenz des Paares (X, xg), wobei zq € X, zeigt, dass H, (X)
und H,(X/A, A/A) isomorph sind. O

2.14 Beweis der Exaktheit der Mayer-Vietoris Sequenz und
der Ausschneidungseigenschaft

Sei U = {U;} eine Familie der Teilmengen von X mit der Eigenschaft: {Int(U;)} ist eine
Uberdeckung von X . Bezeichne

SY(X) = {Z n;o; | Vi 35 mit der Eigenschaft: imo; C Uj}.

Es ist einfach zu sehen, dass SY(X) ein Teilkomplex von S, (X) ist. Seien HY(X) die Homo-
logiegruppen dieses Teilkomplexes. Der Hauptschritt im Beweis der Ausscheidungseigenschaft
ist das Folgende.

Proposition 2.95. Die Inklusion 1: SY(X) — S.(X) ist eine Kettenhomotopieiiquivalenz. Ins-
besondere, HY(X) = H,(X).
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Fiir den Beweis dieser Proposition brauchen wir zunéchste einige Hilfsbehauptungen bzw.
Hilfskonstruktionen. Den eigentlichen Beweis fiithren wir auf Seite 34.

Sei A = A(xy,...,x) ein Simplex in einem Euklidischen Raum V. Fiir ein beliebiges
b € V definiere den Kegel von A durch die Formel

Co(A) = A(b, o, . . ., ). (2.96)

Geometrisch ist C,(A) der Kegel iiber A.
Der Punkt

1
b=b(A) ::—kHij

heiBt das Baryzentrum von A. Die baryzentrische Unterteilung Sd(A) ist eine Kette in V, die
auch rekursiv nach k definiert ist, und zwar:

Sd(A(zo)) = A(xo) wenn k = 0,

SA(A) = Cya)(Sd(0A)) wenn k > 0. (257

Fiir eine beliebige Teilmenge A C R™ definiert man der Diameter von A durch

diam A := sup |z —y|.
z,y€A

Lemma 2.98. Fiir jedes Simplex /', das in der Darstellung von Sd(A) als eine Kette auftaucht,
gilt:

diam A’ < diam A. (2.99)

k+1
Beweis. Der Beweis besteht aus zwei Schritten.

Schritt 1. Sei A = A(xq, ..., xy). Es gilt

diam A = max |z; — ]
]
Seiz € Afestundy =) t;x; € A, wobei ) t; =1, t; € [0,1]. Es gilt

lx —y| = ‘x—tha:A = ‘th(x—mj)‘ < th|x—a7j|

< max |z — ]
j

(2.100)

Dies liefert
2~ y| < max|e — ;] < max|z; - ]
J 2,J
Schritt 2. Wir beweisen dieses Lemma.

Wir verwenden die Induktion nach k. Fiir £ = 0 ist die Ungleichung (2.99) offensichtlich
korrekt. Wir nehmen an, dass diese Ungleichung auch fiir alle (k — 1)-Simplexe im V" gilt. Sei
nun A’ ein Simplex, das im Sd(A) auftaucht, d.h. A’ = (b(A), yo, . .., Yx—1), wobei alle y; auf
einer Flidche 0;A liegen. Nach dem Schritt 1 haben wir

diam A’ < max{|y2- -yl |b— y2|}
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Ferner, es gilt:

lyi — y;] < diam A(yo, ..., Yk—1)

k—1
< diam 9;A nach Induktionsvoraussetzung
k—1
< diam A ;A CA
< o diam A daz — z/(x + 1) monoton wachsend ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Ungleichung

diam A

b— | <
=vil < 777

gilt. In der Tat,
b —vyi| <|b— x| fiir ein j nach (2.100)

1 1

7 %

k
< k—Hm?X|mi—wj|
<
T k+1

Dabei haben wir benutzt, dass die zweite Summe in der zweiten Zeile hochstens k nichttriviale
Summanden hat. U

diam A.

Sei nun X eine konvexe Teilmenge in einem Euklidischen Raum. Eine Abbildung f: Ay —
X mit der Eigenschaft

heif3t ein affines Simplex im X. Offensichtlich ist jedes affine Simplex A — X in X eindeutig
durch die Bildern von Ecken bestimmt. Hier ist A, C R**! das Standardsimplex. Insbesondere
kann jedes affine Simplex mit A(xo, ..., xy) identifiziert werden, wobei z; € X.

Bezeichne mit AS,(X) die freie abelsche Gruppe, die durch alle affinen k-Simplexe erzeugt
ist. Die Formeln (2.8) definieren die Randabbildung auf AS,, d.h. (AS,, 0) ist ein Kettenkom-
plex. AuBerdem, definiere AS_;(X) := Z[@] und 0A(zy) = [@] fiir alle 0-Simplexe A(zy).

Proposition 2.101. Die Abbildung (2.97) zusammen mit SA(<&) := & bestimmt einen Ketten-
homomorphismus Sd: AS, — AS, mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Sd ist kettenhomotop zum Identitdtshomomorphismus;
.o . . . . 2 . k .
(ii) Fiir jedes Simplex A, das in SA(A) auftaucht, gilt: diam A" < i diam A
Beweis. Der Beweis besteht aus drei Schritten.

Schritt 1. Fiir jedes b € X ist der Homomorphismus
Cb : ASk(X) — ASk+1 (X),

der durch (2.96) und C,(@) = {b} bestimmt ist, eine Kettenhomotopie zwischen id und dem
Nullhomomorphismus, d.h.

ICy + Cy0 = id. (2.102)
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Die Behauptung dieses Schrittes folgt aus der einfachen Beobachtung:
8C’b<A(m0, . ,xk)) = A(zg,...,x%) — 6C’b(8A(x0, . ,xk))

Schritt 2. Sd ist ein Kettenhomomorphismus.

Definiere zusitzlich Sd(@) = @. Um zu zeigen, dass Sd ein Kettenhomomorphismus ist,
beobachte erst, dass Sd = id auf AS_; und AS, und somit gilt die Gleichheit

0oSd =Sd-0 (2.103)
auf AS_;. Fiur k£ > 0 ist der Beweis von (2.103) mithilfe der Induktion gegeben:

0SdA =0C,SdoA

= SdOA — C,(0SdOA) (2.102)
= Sd9A — Cy(Sd 0 0A) nach Induktionsvoraussetzung
= Sd oA 0* = 0.

Schritt 3. Sd ist kettenhomotop zum Identitdtshomomorphismus.

Definiere T': ASy — AS}.1 rekursiv nach k£ und zwar:
T(2)=0 und TA=Cya(A—TOA).

Die Eigenschaft
TO+0T =1id—Sd

gilt offensichtlich auf AS_;. Fiir £ > 0 ist der Beweis dhnlich wie oben mithilfe der Induktion
gegeben:

OTA=0C,(A—-TIA)

=A-TIAN—C,(0A -0TIA) (2.102)
=A—-TIA—Cy(0A — A +SdOA —THIA) nach Induktionsvoraussetzung
=A-TOA—-SdA (2.97).

Um den Beweis dieser Proposition zu beenden, bleibt es nur noch zu bemerken, dass (ii)
sofort aus (2.97) und Lemma 2.98 folgt. [

Beweis der Proposition 2.95. Der Beweis besteht aus vier Schritten.

Schritt 1. Definiere
Sd: S (X) — S.(X) durch  Sd(o) = o4 (Sd(A))
und dhnlich auch T'. Dann gilt:
Sdod = 0°85d und TO+ 0T =1id—Sd.

Dies ist eine einfache Ubungsaufgabe.

Schritt 2. (Lebegue’s Lemma) Sei V eine beliebige offene Uberdeckung eines kompakten me-
trischen Raumes Y . Es gibt eine Zahl ¢ = (V) mit der Eigenschaft: Jede Teilmenge Z C'Y
mit diam Z < ¢ ist in einem V; € V enthalten.
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In der Tat, aus der Kompaktheit von X bekommen wir, dass es eine offene endliche Uber-
deckung von X durch Billen B,,(y;) existiert, so dass jeder Ball Bs,,(y;) in einem V; € V
enthalten ist. Sei ¢ kleiner als das Minimum aller ;.

Seien ferner z, 2o € Y, so dass gilt: dy (21, z2) < €. Dann gilt:

3B, (i) 2 21 = dy(20,y;) < dy(22,21) +dy(21,y:) <e+1 < 2y

Dies zeigt, dass 25 € By, (y;) C V; gilt.

Schritt 3. Es gilt:
(i) SA™ ist kettenhomotop zum Identititshomomorphismus fiir alle m € N;
(ii) Vo: Ay — X Im € N mit der Eigenschaft: SA™ (c) € CY4(X).

Definiere

m—1
Dy, =) ToSd'.
i=0
Die erste Behauptung folgt aus der Rechnung:

3
3

DDy + D0 = S OTSA +TSA9) = SOTSA + THSd)

0 )

-.
I
Il
o

3
,L

(id — Sd)Sd" = id — Sd™.

=0

Die zweite Behauptung folgt aus einer Kombination des Schrittes 2 und der Propositi-
on 2.101.

Schritt 4. Fiir jeden o: Ay, — X sei m = m(o) € N die minimale Zahl mit der Eigenschaft
(ii) aus dem Schritt 3. Definiere

D: Si(X) — Ski1(X), Do = D)0
Dann gibt es ein Kettenhomomorphismus p: S.(X) — SY(X), so dass gilt:
DO+ 0D =id—1p und pr=1id, (2.104)

wobei 1: S4(X) — S,(X) die Inklusion ist.

Definiere p durch die Gleichung
0Do + Ddo = o — p(0) = p(c) =0 —0Do — D0o.
Mithilfe der Gleichheit 9D, (0)0 + Din(oy(00) = 0 — Sd™ ") bekommen wir
0) = Sd™ o + D,y (Do) — D(90).

(
Aus der Ungleichung m(o) > m(0;0), die fiir alle j € {0, ..., k} gilt, bekommen wir

|
E

Dinie(07) = D(97) = 3 (=1 (Do (85) = D(&y07))

o,
>l
o

7y Tsd(9 e CY(X).

z>m(6 o)

<.
I
o
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Dies liefert, dass p(c) auch in CY(X) liegt, da SA™ o € CY(X).
AuBerdem, p ist ein Kettenhomomorphismus:

dpo=00—-00Do—0Ddo = p(do).

Die Tatsache, dass p Werte im C’i’ (X) annimmt, liefert, dass die erste Gleichung aus (2.104)
gilt. Die zweite Gleichung bekommt man aus der Beobachtung, dass fiir alle 0 € CY(X) gilt:
m(c) =0 = Do =0 = p(o) = o. Dies beendet den Beweis des Schrittes 4 und
gleichzeitig auch den Beweis dieser Proposition, denn (2.104) impliziert, dass 7, : HY(X) —
H.(X) ein Isomorphismus ist. O

Wir konnen nun den Beweis der Ausschneidungseigenschaft angeben.

Beweis des Satzes 2.38. Der Beweis besteht aus zwei Schritten.
Schritt 1. Seien A, B C X mit der Eigenschaft: X = IntA U IntB. Dann induziert die
Inklusion (B, AN B) — (X, A) einen Isomorphismus

H.B,ANB) — H.(X,A).

Seild = {A, B}. Alle Abbildungen, die in (2.104) auftauchen, erhalten S, (A). Daraus folgt,
dass die Inklusion
v SHX)/S.(A) = S.(X)/S.(4)

einen I[somorphismus auf den Homologiegruppen induziert, da fiir die induzierten Abbildungen
D und p die Relationen (2.104) auch gelten.
Ferner, es gilt:

SY(X)/S.(A) = (S.(A) + S.(B)) /S (A) = S.(B)/S.(AN B).
Dabei ist dieser Isomorphismus durch die Inklusion S, (B)/S,(AN B) — S%4(X)/S,(A) indu-
ziert.
Schritt 2. Die Aussage des Schrittes 1 ist zur Ausscheidungseigenschaft dquivalent.

Setze
B:=X\Z ud Z:=X\B.

Dann gilt: AN B = A\ Z. Dabei ist die Bedingung Z C Int(A) zum X = Int(A) U Int(B)
dquivalent. O

Mithilfe der Proposition 2.95 ldsst sich auch die Exaktheit der Mayer—Vietoris Sequenz
feststellen.

Beweis des Satzes 2.71. Sei d = {A, B}. Es ist einfach zu iiberpriifen, dass die Sequenz der
Kettenkomplexe

0= S.(ANB) 2 S.(A) @ S.(B) 25 SY(X) = S.(A) + S.(B) — 0
exakt ist, wobei’ p(x) = (z,z) und ¥(u,v) = u — v, cf. (2.70). Die lange exakte Sequenz

der Homologiegruppen zusammen mit der Proposition 2.95 liefern die Mayer—Vietoris Se-
quenz (2.72). U

Hier haben wir die natiirlichen Inklusionen in den Bezeichnungen weggelassen.
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Der Homomorphismus A: H(X) — Hy_1(A N B), der in der Mayer—Vietoris Sequenz
auftaucht, kann explizit angegeben werden. Und zwar, sei z € Si(X) eine beliebige Kette.
Aus dem Beweis wissen wir, dass es eine Zerlegung z = = + y gibt, wobei z € Si(A) und
y € Sp(B). AuBerdem, Ox + Jy = 0z = 0, aber weder x noch y muss eine Kette sein. Dann
gilt: A([z]) = [0x] = —[0y]. Die Einzelheiten iiberlassen wir dem Leser.

Daraus folgt insbesondere, dass der Homomorphismus A im folgenden Sinne natiirlich ist.
Seien X, A, Bund X', A’, B’ wie im Satz 2.71. Sei auerdem f: X — X’ eine stetige Abbil-
dung mit der Eigenschaft: f(A) C A’ und f(B) C B’. Dann kommutiert das Diagramm

Hy(ANB) —— Hy(A)® Hy(B) —— Hy(X) —=— H,_1(ANB)
f*l I+ l I+ l f*l
Hy(A'NB') —— Hy(A)® Hy(B') —— Hy(X') —2— Hy_1(A'NDB).
Manchmal ist auch die relative Version der Mayer—Vietoris Sequenz niitzlich.

Proposition 2.105. Es gelte: X = IntAUIntB, X DY =IntCUIntD, C C Aund D C B.
Dann ist die Sequenz

.+ = Hy(ANB,CND) 2 Hy(A, C)&HL(B, D) % Hy(X,Y) 2 Hy_1(ANB,CND) = ...

exakt.

Beweis. Seienld = {A, B} und V = {C, D} die Uberdeckungen von X und Y. Betrachte das
kommutierende Diagramm

0 0 0
0 — Sx(C'N D) — 5 S(O)®S(D) —— SYY) — 0

0 — Sk(ANB) — 5 SiA)@eS(B) = SY(X) —— 0

0 —— S (AN B, CND) —£= S,(A,C) & Si(B, D) —— SUY(X,Y) — 0

0 0 0

Hier ist per Definition SY"Y(X,Y) = S¥(X)/SY(Y). Dabei sind die Homomorphismen ¢ und
1 in der letzten Zeile durch ¢ und ¢ in der mittleren Zeile induziert.

Ferner sind die ersten zwei Zeilen exakt. Insbesondere gilt i) o ¢ = 0 in der mittleren Zeile.
Diese Gleichheit muss dann auch in der dritten Zeile gelten, d.h. die dritte Zeile ist ein Komplex.
Die zugehorige lange exakte Sequenz ist von der Gestalt:

. —— Hy(Z1) —— Hp(Zs) —— Hy(Z3) —— Hpa(Z1) — ...,

wobei Z; fiir den Komplex der j. Zeile steht. Dies liefert

D.h., dass die Homologiegruppen von Zj trivial sind, also ist die dritte Zeile auch exakt. U
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2.A Poincaré-Vermutung

Vermutung 2.106 (Poincaré). Ist eine kompakte n-Mannigfaltigkeit zur n-Sphdre homotopie-
dquivalent, so ist sie zur n-Sphdre homoomorph.

Fiirn = 1 und n = 2 folgt die Vermutung aus den Klassifikationssétzen des Abschnitts 2.12.2.
Fiir n > 5 wurde diese Vermutung durch Stephen Smale in 1960 bewiesen. Im Jahre 1982 be-
wies Michael Freedman der Fall n = 4. Erst im Jahre 2002 wurde der Fall n = 3 durch Grigori
Perelman veroffentlicht.

Sei M eine n-Mannigfaltigkeit. Eine offene Teilmenge U C M zusammen mit einem Ho-
momorphismus ¢ zwischen U und einer offenen Teilmenge vom R"™ heilit eine Karte. Eine
Menge

A={(U, )| i€}

die aus Karten besteht und M uiberdeckt, heif3t ein Atlas vom M.

Beispiel 2.107. Die Spdre S™ besitzt einen Atlas, der aus zwei Karten besteht. Dieser ist im
Beispiel 2.73 gegeben.

Ein Atlas heil3t glatt, wenn alle Koordinatenwechselabbildungen
piow; i (UiNU;) = iU N T;)

glatt sind. Die Koordinatenwechselabbildungen sind Abbildungen zwischen offenen Teilmen-
gen im R” und glatt heiflt, dass jede Komponente unendlich oft differenzierbar ist. Eine glatte
Mannigfaltigkeit ist eine topologische Mannigfaltigkeit zusammen mit einem glatten Atlas.

Seien (M, A) und (N, B) zwei glatte Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f: M — N heift
glatt, wenn alle Koordinatendarstellungen von f, d.h. die Abbildungen

Yjofop;: R" - R™,
glatt sind (diese Abbildungen sind eventuell nur auf einer offenen Teilmenge von R" definiert).

Hier ist (V}, ;) eine Karte auf V.
Ubungsaufgabe 2.108.

e Zeigen Sie, dass S™ keinen Atlas besitzt, der nur aus einer Karte entsteht;

e Konstruieren Sie einen glatten Atlas auf T? und RP?.

Zwei glatten Mannigfaltigkeiten M/ und N heiflen diffeomorph, wenn eine Bijektion f: M —
N existiert, so dass gilt: sowohl f als auch f~! sind glatt. Dabei heiBt f ein Diffeomorphismus.

Satz 2.109 (Milnor). Es gibt 7-Mannigfaltigkeiten, die zur 7-Sphdre homoomorph aber nicht
diffeomorph sind.

Es wurde spiter gezeigt, dass es genau 28 solche glatte Mannigfaltigkeiten (bis auf Diffeo-
morphismen) existiert.

Aquivalent, kann man den obigen Satz etwas intrinsischer mithilfe von glatten Strukturen
formulieren. Und zwar, zwei glatte Atlanten .4; und A, auf M heiflen dquivalent, wenn A; U. A,
auch glatt ist. Ein maximaler Atlas auf M heif3t eine glatte Struktur. Mit anderen Worten ist eine
glatte Struktur eine Aquivalenzklasse von glatten Atlanten.
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Proposition 2.110. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. M besitzt ganau dann mindes-
tens zwei verschiedene glatte Strukturen, wenn es eine glatte Mannigfaltigkeit N existiert, die
zu M homoomorph aber nicht diffeomorph ist.

Beweis. Sei A ein glatter Atlas auf M. Es existiere ein (V, B) und ein Homéomorphismus
f: M — N, der kein Diffeomorphismus ist. Der Atlas B induziert einen glatten Atlas B’ auf
M, und zwar
B = {(f'(Vi). v f) | (Vi) € B}
Die Atlanten A und B’ sind nicht dquivalent, denn sonst wire f ein Diffeomorphismus.
Wenn M zwei nicht dquivalente glatte Atlanten A und A’ besitzt, so ist idy: (M, A) —
(M, A’) ein Homéomorphismus aber kein Diffeomorphismus. 0J

Bemerkung 2.111. Es gibt Beispiele von (kompakten) topologischen Mannigfaltigkeiten, die
keine glatte Struktur zulassen.

Vermutung 2.112 (“Glatte Poincaré—Vermutung”). Auf der 4-Sphdre gibt es eine einzige glatte
Struktur.

Bis jetzt ist es unbekannt, ob diese Vermutung richtig oder falsch ist. Dabei bekannt ist,
dass R* unendlich viele (sogar iiberabzihlbar viele) glatten Strukturen besitzt. Beispiele von
kompakten 4-Mannigfaltigkeiten, die mehrere glatten Strukturen besitzen, sind auch bekannt.
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Kapitel 3
CW-Komplexe

3.1 Anheften eines Raumes

Sei X ein topologischer Raum. Der Kegel tiber X ist der Raum
CX =X x[0,1]/ ~, (21,0) ~ (22,0) V1,29 € X.
Ubungsaufgabe 3.1. Zeigen Sie, dass die Spitze {p} := [X x {0}] ein Deformationsretrakt des

Kegels ist. Insbesondere ist der Kegel kontrahierbar.

Seien X, Y topologische Riume, A C X und f: A — Y eine stetige Abbildung. Man sagt,
dass der Raum

XUpY =(XUuyY)/~, wobei a~ f(a) Va€ A,

durch Anheften von X an Y mittels f entsteht.

Einige Eigenschaften des vorigen Kapitels lassen sich elegant durch Anheften ausdriicken.
Zum Beispiel, betrachte den Raum X U C'A, wobei die Anhefteabbildung die Inklusion a —
(a,1) ist. Es gilt:

H.(XUCA)=H.(XUCA,CA) nach der LES des Paares (X UCA,CA)
~ H, (X UCA\ {p},CA\ {p}) nach der Ausschneidung
~ H.(X,A) A C CA\ {p} Deformationsretrakt.

Dies heif3t, dass die relativen Homologiegruppen als absolute Homologiegruppen des Raumes
X U C'A sich darstellen lassen. Dabei brauch man keine Voraussetzung an A, cf. Satz 2.94.

Sei p,: S" ! — X, v € T, eine Familie von stetigen Abbildungen. Man sagt, dass der
Raum

(X |_| Bnﬁ>/ ~, wobei y ~ ¢, (y) Vye€ 0B,,

~yel

aus X durch Anheften von n-Zellen entsteht. Dabei heit ®.,: B,,, — X | | B,/ ~ die cha-
rakteristische Abbildung. Die Einschrinkung von @, auf das Innere B, , des Balls ist ein Ho-
moomorphismus auf das Bild €7, das in diesem Fall als eine n-Zelle bezeichnet wird.

Definition 3.2. Eine Struktur eines CW-Komplexes auf einem Hausdorff-Raum X ist eine Se-
quenz von abgeschlossenen Rdumen

X'cX'c.-.cX"c...

mit den Eigenschaften:
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1) X =U,X"™
(ii) X ist ein diskreter Raum;
(iii) X" entsteht aus X"~ ! durch Anheften von n-Zellen;

(iv) Eine Teilmenge A C X ist abgeschlossen (offen) in X genau dann, wenn A N X™ abge-
schlossen (offen) in X" ist.

Dabei heifit X™ das n-Geriist vom X.
Eine CW-Struktur heif3t endlich, wenn sie aus endlich vielen Zellen besteht.
Proposition 3.3. Sei X ein topologischer Raum zusammen mit einer CW-Struktur. Es gilt:
e A C X abgeschlossen (offen) < @ Y(A) C B, abgeschlossen (offen);
o Fiir endliche CW-Strukturen gilt (iv) automatisch.

Beweis. Die Stetigkeit von @, liefert den Beweis der ersten Behauptung in einer Richtung. Um
die andere Richtung zu zeigen, nehmen wir an, dass A N X"~ abgeschlossen ist. Dann ist
AN X" abgeschlossen in X" nach der Definition der Quotiententopologie.

Sei A C X abgeschlossen. Da jedes X™ abgeschlossen ist, ist auch X" N A fiir alle CW-
Komplexe abgeschlossen. Ist die CW-Struktur endlich, so ist A = U(A N e7}) kompakt als
eine endliche Vereinigung der kompakten Teilraumen. Da X ein Hausdorff-Raum ist, ist A
abgeschlossen. 0

Beispiel 3.4. Ein endlicher topologischer Graph ist ein CW-Komplex.
Beispiel 3.5. Jede kompakte Fldche besitzt eine CW-Struktur. Dies folgt aus dem Korollar 2.85.

Beispiel 3.6. Die Sphire S" = B,,/0B,, hat die CW-Struktur, die aus einer 0-Zelle und einer
n-Zelle besteht:

X0 = = X" = {pt}, X"=8"={pt}UB,,
wobei ¢: 0B,, — {pt} notwendigerweise die konstante Abbildung ist.

Beispiel 3.7. (Nicht-Beispiel) Betrachte den Raum

X::UXn

neN

wobei X, der Kreis im R? mit Radius 1/n und Mittelpunkt (0, 1/n) ist. Dann besteht X \ 0 aus
unendlich vielen Intervalle. Dies liefert keine CW-Struktur auf X (Warum?).

Beispiel 3.8 (Reell-projektiver Raum).

RP" = der Raum aller Geraden im R""! durch den Ursprung

=S5"/ ~, wobei z ~ —x Vo € S",
=S"/ ~, wobei x ~ —x  Va € 05",
=RP" tuUe.

Die Anhefteabbildung : S"~' — RP"! ist die Quotientenabbildung (insbesondere ist diese
Abbildung 2-zu-1). Somit erhalten wir eine endliche CW-Struktur auf RP":

X"=RP"=cUe'U---Uem.
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Beispiel 3.9 (Komplex-projektiver Raum).

CP" = C-Geraden C C"*'durch den Ursprung

= (C"'\0)/ ~ (20,---52n) ~ (Az0, ..., Azn), A€ C\DO,

= S/~ (20, -52n) ~ (Az0,.- ., Az), 2] =1, [\ =1,
= B,/ ~ 2~ N V2 €0By,, [N =1,

=CP" tue™.

Die Anhefteabbildung ist wiederum die Projektion S**~' — CP"! (die Hopf-Abbildung).
Dies liefert eine CW-Struktur auf CP":

CPr=e’Ue?u---Ue.

Beispiel 3.10 (Quaternionisch-projektiver Raum). Analog erhalten wir im Fall der Quaternio-
nen H anstatt R oder C:

HP" = (H""\ 0)/(H\0) =e’Ue'U---Ue™.
Proposition 3.11. Es gilt:

Z k=0,2,...,2n,

0 sonst

Z k=0,4,... 4n,
und  Hy(HFP") = {o sonst (3.12)

H,,(CP™) = {

Beweis. Mithilfe der Induktion nach n zeigen wir, dass der erste Isomorphismus gilt. Der Be-
weis fiir HP" verlauft dhnlich.

Fiir n = 0 haben wir CP° = {pt} und somit gilt (3.12) in diesem Fall.

Die lange exakte Sequenz des Paares (CP", CP" ') liefert

-oo = Hpyy (CP*,CP" 1) — Hy(CP"') — H,(CP") — H,(CP",CP" ') — ... (3.13)

Dabei gilt CP"/CP" ! = ¢27/0e?" = 52",
Ubungsaufgabe 3.14. Zeigen Sie, dass CP" ! ein Deformationsretrakt einer Umgebung im CP"
ist.

Fiir k < 2n liefert (3.13), dass Hy,(CP") = H,(CP"'). Fiir k = 2n erhalten wir
0 = Hy,(CP" ') = Hy,(CP") — Ha,(S") = Hayoy (CP* ) =0,

d.h. Ha, (CP") 2 Z. 0

3.2 Operationen auf CW-Koplexe

Produkt. Sei X = UeJ und Y = Uej". Dann gilt:
XxY = U U eregL.
k=m+n ~,B
Dies liefert eine C'W-Struktur auf X x Y, denn B,, x B,, isthoméomorph zu B,, ,,, (Warum?).
Beispiel 3.15. S' = Ue! = T?=S5'x S'=e'U(ejUel)Ue?* = {pt} U(AUB) U
Kreisscheibe, cf. Abschnitt 2.11.1.
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Quotient. FEin Teilkomplex A eines CW-Komplexes X ist eine abgeschlossene Teilmenge,
die die Vereinigung von Zellen in X ist. Unter diesen Umsténden heiBt (X, A) ein CW-Paar.

Der CW-Komplex X /A besteht aus Zellen von X \ A und eine zusitzliche 0-Zelle [A]. Fir
eine n-Zelle mit der Anhefteabbildung ¢, : S"~' — X"~ ist die zugehdrige Anhefteabbildung
durch die Verkniipfung S"~! — X7t — X"~1 /(X" N A) gegeben.

Beispiel 3.16. Betrachte den Torus T? = ¢’ U (ef Uel) Ue?. Sei A = e®U (ej Ued) = ST v St
Dann gilt: T? = €% U e? = 52

Einhingung. Der Raum
SX = (X xI/X x {0})/X x {1} = C1.X Ux (X

hei3t die Einhdngung von X. Insbesondere, wenn X ein CW-Komplex ist, so ist SX auch ein
CW-Komplex.
Zum Beispiel gilt S(S™) = S™+L.

Smash-Produkt. Seien (X, x) und (Y, o) punktierte Rdume. Das Wedge-Produkt X V Y
kann mit dem Teilraum
XX{yo}U{.TQ}XYCXXY

identifiziert werden. Dann heif3t
XAY=XxY/XVY =XxY/(X x{y} U{zo} xY)

das Smash-Produkt von X und Y. Sind X, Y CW-Komplexe und z, yo 0-Zellen, soist X A Y
ein (punktierter) CW-Komplex.

Beispiel 3.17. Seien S" = ¢® U e” und S™ = ¢ U ™. Dann gilt
St x St=cUemuemUue™™ 5 fuemuet =8V S

Dies liefert: S™ A S = 0 U emtn = §mtn,

Reduzierte Einhiingung. Sei (X, z() ein punktierter Raum. Dann heif3t
SX =X xI/(X x{0jUuX x {1} U{ae} xI) =X AS'

die reduzierte Einhiingung von X. Zum Beispiel gilt ¥.5" = §"*1,

3.3 Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft

Sei X ein topologischer Raum und A C X. Zur Erinnerung: Eine (stetige) Abbildung r: X —
A heiBt Retraktion, wenn 7|4 = r o214 = id 4. Dabei heiBt A Deformationsretrakt von X, wenn
idx homotop zu einer Retraktion r: X — A ist, cf. Definition 2.54.

Definition 3.18. Man sagt, dass das Paar (X, A) die Homotopie-Erweiterungs-Eigenschaft
(kurz HEE) besitzt, wenn folgendes gilt: Ist eine Abbildung f: X — Y und eine Homoto-
pieh: Ax I — Y von f|4 = fo14 gegeben, so gibt es eine Homotopie H: X x [ — Y, die
H o (14 x id) = h erfiillt.
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Lemma 3.19. Das Paar (X, A) besitzt die HEE genau dann, wenn X x {0} UA X I C X x I
eine Retraktion besitzt.

Beweis. Der Beweis benutzt die folgende Beobachtung: Eine stetige Abbildung f: X — YV
zusammen mit einer Homotopie von f o 14 ist dasselbe wie eine stetige Abbildung X x {0} U
AxI—=Y.

Existiert eine Retraktion 7: X x I — X x {0} U A x I, soist H := ho (r x id) eine
Erweiterung von h.

Besitzt (X, A) die HEE, so existiert fiir id: X x {0} UA x I — X x {0} U A x [ eine
Erweiterung 7: X x I — X x {0} U A x I, die die gewiinschte Retraktion ist. 0J

Seien X ein CW-Komplex und Y ein topologischer Raum. Fiir den Beweis der nédchsten
Behauptungen brauchen wir die folgende Beobachtung: Eine stetige Abbildung f: X — Y
ist dasselbe wie eine Sequenz f,: X™ — Y von stetigen Abbildungen mit der Eigenschaft:
falx® = fx sobald k£ < n. In der Tat, ist eine stetige Abbildung f: X — Y gegeben, so ist
fn = flx~ die gesuchte Folge. Ist eine Folge gegeben, so kann man eine Abbildung f: X — Y
durch

f(z) = fulz) sobald z € X"

definieren. Diese Abbildung ist stetig, denn fiir jede offene Teilmenge U C Y ist die Teilmenge
FHU)U X™ = f1(U) offen und somit ist auch f~'(U) offen in X.

Proposition 3.20. Ist (X, A) ein CW-Paar, so ist X x {0} U A x I C X x I ein Deformations-
retrakt. Insbesondere hat jedes CW-Paar die HEE.

Wir beweisen diese Proposition nach dem Beweis des Lemmas 3.21.

Betrachte [0, 00) = Ujen[i — 1, 7] als ein CW-Komplex. Der CW-Teilkomplex

T =| X" x [i,00) C X x [0,00)

heif3t das Teleskop von X.
Lemma 3.21. T ist homotopiedquivalent zu X.

Beweis. Da X ein Deformationsretrakt von X X [0, 00) ist, reicht es zu zeigen, dass 7" auch ein
Deformationsretrakt von X X [0, co) ist. Dafiir betrachte Y; := T'U (X X [i, 00)).

Nach Proposition 3.20 ist X" x [¢, i+1]UX x {i+1} ein Deformationsretrakt von X x [¢, i+1].
Dies liefert, dass Y;; ein Deformationsretrakt von Y; ist. Bezeichne durch h;; die Homotopie
zwischen ¢d und der Retraktion Y; — Y, .

Definiere f;: X x [0,00) — T durch

'h0,2t<x77-) t e [0’ %]’
huas—2 o ro(@,7) t €33,
ft(va) =
hipie) ©Tic1 0+ ero(x, ) te[l—271—271)

\

wobei p;: [1 — &,1 — 21] — [0, 1] ein Homéomorphismus ist, zum Beispiel p;(t) = 211t —
bei 1 211 21+ 0, 1] ein Homo hi i Beispiel p;(t 20+t

21 — 2. Dann ist f; eine Abbildung X x [0,00) — T mit der Eigenschaft: f| yiy[o o) = id
fir £ > 1 — 52+. Dabei ist f; stetig, da f; stetig auf jedem X x [i,i + 1] ist. Dies liefert die
Behauptung. U
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Beweis der Proposition 3.20. Es gibt eine Retraktion r: B, x I — B,, x {0} UJB,, x I. Dies
kann man zum Beispiel als Projektion aus dem Punkt (0,2) € B,, x R erhalten.

Dies liefert eine Retraktion 7, : X" x I — X" x{0}U(X" *UA") x I, wobei A" := X"NA.
In der Tat, X™ x I entsteht aus X™ x {0} U (X" 'UA") x I durch Anheften von B,, X I entlang
B, x {0} U 0B, x I.

Sei h,, ; eine Homotopie zwischen 7, und idxn . Ahnlich wie im Beweis des Lemmas 3.21,
liefert die Verkettung von {h,,;} die gesuchte Retraktion. O

3.4 Zelullire Homologie

Betrachte die Sequenz

o Hop (XML X I (e, XY s g (XL XY L, (3.22)

wobei der Homomorphismen d,,,; als die Verkniipfung
Hpoy (X7 XM 250 F (X7 22 B, (X7 XY,

definiert ist (diese Abbildungen sind Teil der langen exakten Sequenz des Paares (X" X")
bzw. (X", X"~1). Daraus folgt

dn ° dn—l—l = jn—l © (671 ° jn) © 5n+1 - O,

denn 9, o j, = 0 als die Verkniipfung zweier Homomorphismen in der langen exakten Se-
quenz des Paares (X™, X" !). Folglich ist (3.22) ein Kettenkomplex. Die Homologiegruppen
des Kettenkomplexes (3.22) heiBBen zellulire Homologiegruppen von X.

Satz 3.23. Die zellulire Homologiegruppen sind zu singuldren Homologiegruppen isomorph.
Fiir den Beweis dieses Satzes brauchen wir einige Hilfsbehauptungen.

Definition 3.24. Wenn X = X" fiir ein n, dann heif3t X endlich-dimensional. Dabei heif3t das
minimale n mit der Eigenschaft X = X" die Dimension von X.

Lemma 3.25. Sei (X, x,) eine Familie von punktierten Riumen, so dass jedes x,, ein Defor-
mationsretrakt einer Umgebung im X, ist. Dann gilt:

1.\ X.) = @ H.(X.),

wobei der Isomorphismus durch die Inklusionen 1,,: X, — \/ X, induziert ist.

Beweis. Dies folgt aus dem Satz 2.94:

P H.(Xo) = P Ho(Xa, {wa}) = Ho (UXa, {za})

a

~ . (UX,/ U{z.}) = H. (\/ Xo).

Lemma 3.26. Sei X ein CW-Komplex. Dann gilt das Folgende:
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(a) Hyp(X™ X" 1) ist die freie abelsche Gruppe erzeugt durch die n-Zellen von X fiirk =n
und trivial fiir k # n;
(b) Hp(X™) =0 fiir k > n.
Beweis. Die Behauptung (a) folgt aus den Beobachtungen: X"~ C X™ ist ein Deformations-

retrakt einer Umgebung und X"/ X"~ ist das Wedge-Produkt von n-Sphéren.
Die Behauptung (b) ist eine Ubungsaufgabe. 0

Beweis des Satzes 3.23. Der Bewelis besteht aus vier Schritten.

Schritt 1. Sei X ein endlich-dimensionaler CW-Komplex mit X" = {pt}. Dann gilt: H,(X) =
0 fiir k < n.

Betrachte die Sequenz der Homomorphismen
Hy(X*) — Hy (XM — Hy(XM2) — .

die durch die Inklusionen induziert sind. Die lange exakte Sequenz des Paares (X 1 Xh+m)
liefert, dass jeder Homomorphismus, der in dieser Sequenz auftaucht, surjektiv ist. Dieses im-
pliziert die Behauptung dieses Schrittes.

Schritt 2. Sei X ein beliebiger CW-Komplex mit X™ = {pt}. Dann gilt: H,(X) = 0 fiir k < n.

Sei R := X x [0,00) C T, wobei T ist das Teleskop von X. AuBerdem, bezeichne Z :=
R U; X' x {i}. Dann ist Z/ R homdomorph zu \/; X*. Mithilfe des vorigen Schrittes erhalten
wir: Hy(Z/R) = 0 fiir k < n. Die lange exakte Sequenz des Paares (Z, R) liefert: H,(Z) = 0
fir £ <n.

Ferner gilt:

T/Z = (T/UuX' x{i})/R= (U;SX")/R=\/ZX".

Dabei ist das (n + 1)-Geriist von XX ein Punkt. Dies liefert ]:Ik(T/Z) =0fiirk <n-+1.Aus
der langen exakten Sequenz des Paares (7, Z) erhalten wir, dass Hy(7') = 0 fiir £ < n gilt. Die
Behauptung dieses Schrittes folgt nun aus dem Lemma 3.21.

Schritt 3. Die durch die Inklusion induzierte Abbildung Hy,(X") — Hy(X) ist ein Isomorphis-
mus fiir k < n und ein Epimorphismus fiir k = n.

Dieses folgt unmittelbar aus dem Schritt 2 mithilfe der langen exakten Sequenz des Paares
(X, X™).

Schritt 4. Wir beweisen diesen Satz.
Aus der langen exakten Sequenz des Paares (X"~ !, X"~2) bekommen wir:
0= Hy o(X"2) = H,_(X"1) 2220 H, (X7, X2),

Da j,_; injektiv ist, gilt: ker d,, = ker(j,,_1 0 d,) = ker d,, = im j,, = H,(X").

Da j, injektiv ist, gilt: j,(im d,41) = im(j, © d,41) = imd, 1. Dies heiBt, dass j, einen
Isomorphismus H,(X™)/imd,1 = kerd,,/imd,,; induziert.

Ferner liefert die lange exakte Sequenz des Paares (X" X"):

Hypr (X" X™) 20 (X — H (XY = 0,

Insbesondere gilt H,,(X")/im d,,,1 = H,(X" ). Die Behauptung des Satzes folgt nun aus der
Beobachtung, dass H,,(X™') = H,(X) nach Schritt 3 gilt. O
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Korollar 3.27. Sei k die Anzahl der n-Zellen in einer CW-Struktur von X. Dann hat H,(X)
hdochstens k Erzeuger. Insbesondere, wenn es keine n-Zellen gibt, so gilt: H,(X) = 0. 0

Satz 3.28. Betrachte ¢’ als einen Erzeuger von H,(X", X "=1Y. Der Homomorphismus d,,
im (3.22) ist durch

dn(el) = dyuep™ (3.29)
“w
gegeben, wobei d.,, der Grad der Abbildung
Sn—l — 862 SN Xn—l SN Xn—l/(Xn—l \ ez—l) — Sn—l
ist. Dabei ist die Summe (3.29) endlich.

Beweis. Betrachte das kommutierende Diagramm

H,(Bn,,0B,,) —2— H, _1(9B,) = s Hyor(S17Y)
lq)* l@* qu*]\
Hy(Xm, X" Y —2% 5 H, (X" 1) - s H,_1(X"~1/X"2)

x ljm lg

Hn,l(X”_l,X”_Z) i> Hn,l(X”_l/X”_Z, )(71—2/)(71—2)7

wobei die folgende Bezeichungen verwendet werden:

e & ist die charakteristische Abbildung von e ;

e ©.,: 0B, — X" !istdie Anhefteabbildung von e.;

o ¢: X" 1 — X"~1/X"2 ist die Projektion;
Qu: X"/ X2 = X7/ (X ent) = 57 ist die Projektion;

o A =g, oq°p,. )

Der Erzeuger e, € H, (X", X" ') ist ®.,,. 06 *(a), wobei a der Erzeuger von H,,_1(9B,, )
ist. Die Kommutativitidt des Diagramms liefert die Gleichheit

dyy@ = qui(dn(ey)) = Ava = (deg A)a.

Hier folgt die erste Gleichheit aus der Beobachtung: g, bildet 62*1 auf a und verschwindet auf
allen anderen Erzeugern. Dies liefert (3.29). 0]

Beispiel 3.30. (Homologiegruppen des reell-projektiven Raumes) Wir fangen mit einigen Be-
obachtungen an. Eine Abbildung f: S™V S™ — S kann als ein Paar (f1, fo) von Abbildungen
S™ — S™ aufgefasst werden. Dann gilt fiir die induzierten Abbildungen: f.(z,y) = fi.o+ fouy
(dies folgt aus der Tatsache, dass die Projektion S™ LU S™ — S™ V S™ einen Isomorphismus auf
]:I* induziert).

Eine andere Beobachtung ist das Folgende. Sei F': S — S™ V S™ mit der Eigenschaft:
F bildet S7 auf eine Kopie von S und S™ auf die andere Kopie (das Bild des Aquators
muss notwendigerweise der Punkt im S™ V S™ sein). Dann gilt: F.a = (f,.a, f_.a), wobei
fe: ST/0ST — S™ durch die Einschrinkung von F' gegeben ist.

Nun wollen wir die Homologiegruppen von RP" berechnen. Aus dem Beispiel 3.8 wissen
wir, dass

RP" = RP" ' Ue®,
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wobei die Anhefteabbildung ¢ die Projektion S~ — RIP"~! ist. Betrachten wir das kommu-
tierende Diagramm
gt 5 RP™!

l |

Sn—l/sn—Q SN R]Pm_l/RPn_2

% lg

Sn—l v Sn—l Y s Sn—l
Dabei erfiillen die Komponenten (¢1,2) von ¢ die Relation 1o = 1)1 o A, wobei A die Anti-
podale Abbildung ist. v/, kann als 7d genommen werden (nach der Konstruktion von Zellen im
RP™).
Die Abbildung A: S"~! — S"~! (die Diagonale im obigen Diagramm) induziert den Ho-
momorphismus A,. Es gilt:

Aa=a+Aa=(1+(-1)")a, a€ H, (5"

dh.degA =1+ (=1)"
Dies liefert, dass der Komplex (3.22) fiir RP" die folgende Gestalt hat:

05722727 2. 5725750 n gerade,
05225725722 ... 5725750 n ungerade.

Es folgt, dass die Homologiegruppen von RPP" durch

Z fir kK =0 wund k = n falls n ungerade;
H,(RP") = ¢ Z/27 fiir k ungerade, k < n;

0 sonst;

gegeben sind.

3.5 Euler-Charakteristik

Fiir einen topologischen Raum X heif3t

die k-te Betti-Zahl von X.
Es gelte fiir X: Alle Betti-Zahlen sind endlich und nur endlich viele sind ungleich 0. Dann

hei3t die Zahl
X(X) =) (=)' b (X)
k
die Euler-Charakteristik von X. Zum Beispiel ist nach Korollar 3.27 ist die Euler-Charakteristik
eines endlichen CW-Komplexes wohldefiniert.

Satz 3.31. Fiir einen endlichen CW-Komplex X gilt:

VX) = (1),

n

wobei c,, die Anzahl von n-Zellen ist.
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Beweis. Nach Schritt 2 im Beweis des Satzes 2.53 erhalten wir die folgende Tatsache: Ist 0 —
A — B — C — 0 eine exakte Sequenz von endlich-erzeugten abelschen Gruppen, so gilt:
tk B=rkA+rkC.
Sei nun
0—>Cnd—”>Cn,1—>~-—>Cl—>Co—>O

der Komplex (3.22) fiir X. Bezeichne

o /. .= kerdy;
® By :=1imdp1;
o Hy:= Zy/Bs.
Es gilt:
0—>BL— 2, — H,—0 ist exakt — rk Z, = rk By, +rk Hy;
0—>2,—>Cy,— Br_1—0 ist exakt — tk Cy =1k Z), + 1k By_1.

Folglich, gilt: 1k Cy, = 1k By + 1k By_1 + 1k H, = > (=1)*rkC), = Y (—=1)*1k H,. O

Diese Satz verallgemeinert den Satz 2.53 fiir beliebige Dimensionen.

Bemerkung 3.32 (Noch ein Beweis des Satzes 2.64). Ein planarer Graph liefert eine CW-
Struktur auf S? = R? U {oc}. Nach dem Satz 3.31 gilt:

#Knoten — #Kanten + #Flichen = x(S5?) = 2.
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