Ankundigung.

Der grossartige Aufschwung, welchen die Naturwissenschaften
in unserer Zeit erfahren haben, ist, wie allgemein anerkannt wird,
nicht zum kleinsten Maasse durch die Ausbildung und Verbreitung
der Unterrichtsmittel, der Experimertalvorlesungen, Labora-
torien u. s. w., bedingt. Wihrend aber durch die vorhandenen
Einrichtungen zwar die Kenntniss des gegenwirtigen Inhaltes der
Wissenschaft auf das erfolgreichste vermittelt wird, haben hoch-
stehende und weitblickende Minner wiederholt auf einen Mangel
hinweisen miissen, welcher der gegenwirtigen wissenschaftlichen
Ausbildung jingerer Krafte nur zu oft anhaftet. Es ist dies das
Fehlen des historischen Sinnes und der Mangel an
Kenntniss jener grossen Arbeiten, auf welchen das
Gebaude der Wissenschaft ruht.

Diesem Mangel soll durch die Herausgabe der Klassiker
der exakten Wissenschaften abgeholfen werden. In handlicher
Form und zu billigem Preise sollen die grundlegenden Abhandlun-
gen der gesammten exakten Wissenschaften den Kreisen der Lehren-
den und Lernenden zugiinglich gemacht werden. Es soll dadurch
ein Unterrichtsmittel beschafft werden, welches das Eindringen
in die Wissenschaft gleichzeitig belebt und vertieft. Dasselbe ist
aber auch ein Forschungsmittel von grosser Bedeutung. Denn
in jenen grundlegenden Schriften ruhten nicht nur die Keime, welche
inzwischen sich entwickelt und Friichte getragen haben, sondern
es ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime, die noch der Ent-
wicklung harren, und dem in der Wissenschaft Arbeitenden und
Forschenden bilden jene Schriften eine unerschopfliche Fundgrube
von Anregungen und fordernden Gedanken.

Die Klassiker der exakten Wissenschaften sollen
jhrem Namen gemiiss die rationellen Naturwissenschaften, von der
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen
aus den Gebieten derMathematik, Astronomie, Physik, Chemie
einschliesslich Krystallkunde) und Physiologie enthalten.

Die allgemeine Redaktion fithrt von jetzt ab Professor
Dr. Arthur von Oettingen (Leipzig); die einzelnen Ausgaben
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen-
schaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen
iibernahmen: fir Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), fir Mathe-
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle), fir Krystallkunde Prof. Dr.
Groth (Miinchen), fiir Pflanzenphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffer
(Leipzig), fir Chemie Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig).

Um die Anschaffung der Klassiker der exakten Wissenschaften
Jedem zu ermoglichen und ihnen weiteste Verbreitung zu sichern,
ist der Preis fiir den Druckbogen & 16 Seiten von jetzt an auf
M —.25 festgesetzt worden. Textliche Abbildungen und Tafeln je-
doch machen eine entsprechende Preiserhohung erforderlich.

Fortsetzung auf der dritten Seite des Umschlages.
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I.

Grundziige der sphdrischen Trigonometrie,

Abgeleitet nach der Methode der grissten
und kleinsten Werthe.

Yon
L. Euler.

Bekanntlich stellt ein einer Kugeloberfliche angehorender
Grosskreisbogen den kiirzesten Weg dar, der auf dieser Fliche
zwischen zwei beliebigen Punkten des Bogens vorhanden ist.
Ein sphirisches Dreieck kann also auf folgende Art definirt
werden: denkt man sich auf der Oberfliche einer Kugel drei
Punkte gegeben und zwischen je zweien die kiirzeste der
Fliche angehorende Linie gezogen, so ist das durch diese drei
Linien begrenzte Stiick der Kugeloberfliche ein sphérisches
Dreieck. Die Methode der grossten und kleinsten Werthe wird,
da die Seiten eines sphirischen Dreiecks kiirzeste Linien sind,
zur Bestimmung dieser Seiten tauglich sein; sodann wird man
die Beziehungen zwischen Seiten und Winkeln aufstellen konnen
und gerade diese sind der Gegenstand der sphirischen Trigono-
metrie. Denn mit den drei Punkten, die als Ecken des Drei-
ecks gegeben sind, sind sowohl die drei Seiten als die drei
Winkel des Dreiecks bestimmt, und diese sechs Stiicke stehen
derart in Beziehung zu einander, dass, wenn drei beliebige von
ihnen gegeben sind, die drei andern bestimmt werden kénnen.

Diese Eigenschaft haben die sphirischen Dreiecke mit
den ebenen, die die elementare Trigonometrie auflésen lehrt,
gemeinsam. Ein ebenes Dreieck ist ein Stiick einer Ebene,
das durch drei auf dieser Ebene bezeichnete Punkte dadurch
gegeben ist, dass man diese drei Punkte paarweise durch

1%
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kiirzeste Linien, d. h. in der Ebene gerade Linien, verbindet.
Ganz ebenso ist ein sphirisches Dreieck das Stiick einer Kugel-
oberfliche, das durch drei auf dieser Fliche bezeichnete Punkte
dadurch gegeben wird, dass man diese drei Punkte paarweise
durch die kiirzesten Linien verbindet, die auf der Kugelober-
fliche gezogen werden konnen. Das sphirische Dreieck geht
in ein ebenes iiber, wenn der Halbmesser der Kugel unbegrenzt
wiichst; eine Ebene kann als Kugelfliiche von unendlich grossem
Halbmesser angesehen werden. -

Ohne Zweifel wird man einwenden, dass es methodischen
Regeln zuwiderlaufe, wenn man die Infinitesimalrechnung zur
Herleitung der Grundformeln der sphirischen Trigonometrie
gebrauchen wolle; ganz abgesehen davon, dass es unnéthig
erscheine, diese Grundlagen noch auf neuen Wegen festzustellen,
da doch die, denen man seither gefolgt ist, sich auf die Ele-
mentargeometrie griinden und die Strenge dieses Zweiges der
Mathematik anderen Abschnitten als Muster dieme.. Allein da-
gegen habe ich erstens zu bemerken, dass die Methode der
grossten und kleinsten Werthe ein neues Interesse gewinnt,
wenn gezeigt wird, dass man mit ihrer Hilfe allein zur Auf-
l6sung der sphirischen Dreiecke gelangen kann; und sodann
ist es immer von Nutzen, auf verschiedenen Wegen dieselben
Wahrheiten zu erreichen, da aus diesem Verfahren sich stets
neue Gesichtspunkte ergeben.

Ausserdem ist aber daran zu erinnern, dass jene Methode
der grossten und kleinsten Werthe viel allgemeiner ist, als
das sonst iibliche Verfahren. Denn dieses beschrinkt sich auf
die Behandlung von Dreiecken, die einer Ebene oder einer
Kugelfliche angehdren, wihrend jene Methode ganz ebenso
auf beliebige Oberflichen angewandt werden kann; wenn man
die Dreiecke untersuchen will, die auf einer beliebigen sphi-
roidischen oder conoidischen Fliche dadurch gebildet werden,
dass man ihre drei Eckpunkte annimmt, wihrend ihre Seiten
die drei kiirzesten der Oberfliche angehorenden Linien zwischen
je zweien dieser drei Punkte bilden sollen, so versagt die ge-
wohnliche Methode fiir diese Untersuchung, man muss vielmehr
hier dann unbedingt die Methode der grossten und kleinsten
Werthe benutzen, ohne die selbst die Natur der Dreiecksseiten
(jener drei kiirzesten Linien) nicht zu erkenmen wire. Die
Wichtigkeit dieser Art der Untersuchung leuchtet eini: die Ober-
fliche der Erde ist nicht sphérisch, sondern sphéiroidisch, ein der
Erdoberfliche angehorendes Dreieck ist demnach von der eben
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besprochenen Art. Man hat sich, um dies einzusehen, nur drei
Punkte auf der Erdoberfliche angenommen zu denken und sie
paarweise durch die kiirzesten Linien zu verbinden, die zwischen
je zweien auf der sphiroidischen Fliche gezogen werden
konnen (diese Linien kann man sich durch Fiden, die von
einem zum andern Punkt gespannt werden, versinnlichen). In
dieser Art hat man sich die Dreiecke vorzustellen, die bei
den Triangulationen zu Erdmessungszwecken gebildet werden.
Freilich betrachtet man diese Dreiecke gewdhnlich als eben
und geradlinig, hochstens werden sie sphirisch berechnet;
wenn man sie aber sehr viel grésser machen konnte und ihre
Berechnung mit der #dussersten moglichen Genauigkeit durch-
zufiilhren hitte, so miisste man ohne Zweifel die wirkliche
Natur dieser Dreiecke feststellen und konnte dies nur mit
Hiilfe der mehrfach angedeuteten Methode.

Diesem Ausblick auf die geoditische Wichtigkeit der
Methode entsprechend wird es angezeigt sein, sie auch zur
Auflosung der sphirischen Dreiecke zu verwenden; denn
einmal wird die Untersuchung auch als Grundlage fiir die
Auflosung der einer beliebigen sphiroidischen Oberfliche an-
gehorenden Dreiecke dienen konnen, und auf der andern Seite
wird sie bemerkenswerthe Ergebnisse liefern, sowohl fiir die
sphirische Trigonometrie selbst, als auch fiir die Methode der
grossten und kleinsten Werthe, deren Ausdehnung und Nutzen
mehr und mehr erkannt werden wird. Seitdem gezeigt worden
ist, dass die meisten mechanischen und physikalischen Probleme
bei Anwendung dieser Methode sich sehr einfach gestalten,
kann auch der Nachweis dafiir, dass dieselbe Methode eine
so wesentliche Forderung der Auflosung der Aufgaben der
reinen Geometrie liefert, nur mit Freuden begriisst werden.

Um die Untersuchung auf eine Art zu beginnen, die sie
sowohl fiir den Fall der Kugel als auch fiir ein beliebiges
Sphéiroid anwendbar macht, mogen zuniichst zwei, sich dia-
metral gegeniiberliegende Punkte der Kugeloberfliche als Pole
und der von beiden gleich weit abstehende Grosskreis als
Aequator angesehen werden; die kiirzesten Linien, die von
einem der Pole nach beliebigen Punkten des Aequators ge-
zogen werden konnen, stellen Meridiane dar, die den Aequator
senkrecht schneiden. Wenn es sich um eine Kugeloberfliche
handelt, so kann man auf ibr ein aus kiirzesten Linien ge-
bildetes Dreieck stets so legen, dass eine der Seiten als Theil
des Aequators erscheint; und wenn das Dreieck rechtwinklig
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ist, so kann die eine der den rechten Winkel einschliessenden
Seiten als Stiick des Aequators, die andere als Theil eines
Meridians angenommen werden. Denn die Wahl der zwei
Pole ist ja in diesem Falle der sphirischen Oberfliche voll-
stindig beliebig. Fiir eine sphéroidische Oberfliche gilt dies
natiirlich nicht mehr, jedoch wird im Folgenden nur von der
Kugeloberfliiche gesprochen, wihrend ich mir die sphéroidischen
Flichen fiir eine andere Abhandlung vorbehalte.

Aufgabe I.

\. Auf dem Aequator AB st der Bogen AP gegeben
und auf dem Meridian O P der Punkt M; man soll die
kiirzeste Linie AM finden, die auf der Kugeloberfliiche
zwischen den Punkten A und M gezogen werden kann.

Auflosung.

Der Kugelhalbmesser sei =1, der Aequatorbogen A P==z

(Fig. 1), der Mendmnbogen PM= —y, der gesuchte Bogen A M

habe ferner die Lénge s

und werde um die un-

endlich kleine Strecke

\ Mm = ds verlingert,

»,,L \ ferner werde durch m

T \ der Meridian Omp ge-

/ / \ zogen und endlich der

/ auf diesem Meridian

A\\ / "B senkrecht stehende un-

N endlich kleine Bogen M.

Fig. 1. Es ist damit also Pp

=dz, mn = dy; und

da sich Pp zu Mn verhilt wie 1 zum Sin. des Bogens O M

oder zum cos. von PM =1y, so ist Mn = dz - cosy, und
das in » rechtwinklige Dreieck Mm#n liefert:

Mm = V(dy)* + (dz cos y)*
und es ist folglich

AM = s = [V(dy)* + (dz cos y)* .
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Man hat also zwischen 2 und y eine Beziehung aufzustellen
derart, dass, wenn ihnen bestimmte Werthe A P und PM ge-
geben werden, das Integral [V (dy)® -+ (dz cosy)® den kleinsten
moglichen Werth erhalte.

Es sei dy = p -dz, um das Integral auf die Form
S dz Vp* 4 cos*y zu bringen. Das Integral [ Z dz, wo Z
eine solche Function von z, y und p ist, dass dZ = Mdz
+ Ndy + Pdp gesetzt werden kann, nimmt nun, wie ich
gezeigt habe, seinen grossten oder kleinsten Werth an, wenn
Ndz — dP = 0 ist. In unserem Fall ist

Z = Vp®+ cosy ,
also
dy sin y cos y pdp

df=—"J0Y 9, PP
Vp? 4 cosy  Vp? + cos’y

und demnach

Me—o, N—_ Suyesy o,
Vp? -+ cos?y Vp? + cos®y

Es ist also dZ = Ndy -+ Pdp zu setzen; multiplicirt man

die Gleichung Ndz — d P = 0 mit p, so erhidlt man, da
dy = pdz ist

Ndy —pdlPP =10 oder Ndy=pdP;

setzt man diesen Werth fir Ndy in den Ausdruck fiir dZ,
so wird

somit durch Integration:

Z = Pp-+4 C, oder also

2

Vp? 4 cos?y = L
P / Vp® -+ costy

cos’y = C' Vp? + cos?y .

-+ C, einfacher:

Hieraus folgt:
C* p* = cos?y(cos’y — C?) oder

_dy _ cosyVeosty — C*
Pz = C '
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Die gesuchte Beziehung zwischen 2z und y wird also geliefert
durch die Differentialgleichung:

Cdy

de = —_—
cosy Veos’y — C*

und mit ihr erhilt man ferner |
dz cos®y

ds=dzVp*+ cosly = oo oder
ds — dy cosy
Veosty — C?

und der Bogen s selbst wird:
¢ dycosy
S Vewry—

Zusatz 1.

Cdy

cos y Veosty — C?

auf der Kugelfliche der Linie A4 M zu, die die Eigenschaft
besitzt, dass sie den kiirzesten moglichen Weg zwischen zwei
beliebigen ihrer Punkte vorstellt. Dass diese Linie zugleich
ein Grosskreis der Kugel ist, habe ich anderwirts gezeigt; es
kommt aber fiir unsere Zwecke gar nicht in Betracht, welche
Beziehung die Linie zur Kugelfliche hat, wenn nur bekannt
ist, dass ihr die angegebene Eigenschaft zukommt.

2. Die Gleichung dz — kommt also

Zusatz 2.
3. Aus
Cdy
cosy Veosty— C*

Cdy

dz== .
Veosty—C?

folgt Mn=dzcosy =

Nun driickt —]ﬁ‘gz die Tang. des Winkels A MP aus und es

ist also
C

Veos®y — C? ;
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und da ferner

Mm=ds= dy cosy
Veosty — C*
und der Bruch —%—; gleich dem Sin. des Winkels 4 M P ist,
2., (2
so wird: sin A M P — v und cos AJIIP:VGOS y—C",
cos y cos y
Zusatz 3.

4. Setzt man y = 0, so dass der Punkt M mit 4 zu-
sammenfillt, so driickt der damit entstehende Werth des

Bruchs Z—‘Z die Tang. des Winkels PA M aus, % seinen Sin.

dz . .
und —— seinen Cos. Da dann cos y = 1 ist, so wird fiir

ds
diesen Fall dox — —%— und ds = ——d?/—
Vi—cC? Vi—C?

V1i—C®
C

und demnach:

tg PAM— , sin PAM=V1—C?, cosPAM=C.

Zusatz 4.

5. Fiihrt man also den Winkel 2’4 M an Stelle der Con-
stanten C' ein und setzt nun diesen Winkel PAM = (, so
wird wegen C == cos_:

dy cos C dy cos y

d.?::

—~————  und ds=
cosy Veos? y — cos® L Veos?y — cos? L

Bezeichnet man ferner den Winkel A M P mit 6, so wird:

cos X cos(

2 2
Veos2y — cos?
-, sinf=-—", cosfl= J =%

cos Y

Zusatz 5.

6. Es sind noch die zwei Differentialgleichungen zu in-
tegriren, die die Werthe von dz und ds ausdriicken. Man
wird finden:
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—arosin— 5% oder sing— ——C Y _—_-cf)SCSIDy ;
cosyV1—C* cosyV1—C* sinlcosy
PPVCHST — —
s:arccosvcos y—C oder coss=: Veos® y—C* VCOS Y —CO08 C
Vi—C* V1—C? sinf
Zusatz 6.

7-
bl

7. Um aus den Grossen

und y die iibrigen Grossen

z, s und f zu bestimmen, stehen nun also nach dem Vorher-

gehenden die Gleichungen zu Gebot:

. cos{siny Vcos*y—cos? L
SiIny — O e N —— /.
sin{ cosy sin{ cosy
: siny Veos?y—cos®{
sins =-_—% , oS s = —
sin{ sin £
: cos { Veos®y—cos®(
sinf) —=—- cosf) = J
cos Y cos Yy

Zusatz 7

cos ( sin
R
Veos®y —cos?(
siny,
, tgs= 3 / 25
Veos® y—cos®
cos(
y tgﬁ:

Veos?y—cos®L

8. Wenn man die einzige Wurzelgrosse, V cos*y — cos*(,
die in diesen Gleichungen vorkommt, wegsehaffen will, so erhélt

man die Gleichungen:

COS § cos ) . cost/  sin(
——'—'—Cosy, ——:S]n_, ) ;
cos coSZ CoSS  COoSY
tgx tg . tgs sin
—E——cosu, =2 - =giny, 5° = :.y;
tg s tg 6 tg@  cosC
X cos{sinyg n cos/
sma:—————l, cosz-tg s-————.—y—, cosx-tgﬂ-————f—
sin{ cosy sin{cosy : sin{ cosy
cos(sin X sin cos
coss-tgx:-———.g———y—; sins— oy ;o cossHtgll= —=;
sin sin( sin £
cos(sing sin . cos
cosf)-tgx.—::————:——“—lg cosf) - tgs= ___Z; sinf) = = .
cos y cosy cos Y
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Zusatz 8.

9. Die fiinf Stiicke z, y, s, { und ¢ gehoren dem recht-
winkligen sphérischen Dreieck 4 PM an; wihlt man unter
den eben angeschriebenen Gleichungen diejenigen aus, die nur
je drei von diesen Stiicken enthalten, so erhilt man die fol-
genden 9 Gleichungen in einfachster Form:

L. coss=coszcosy; I cos=sin{cosz; IIL tgzx=cosltgs;
IV. tgz=sinytg; V. tgy=sinatgl; VL siny=sin{sins
VIL cosstgltgf=1; VI tgy=—cosftgs; IX. cos{=sin6 cos?

sind zwei beliebige Stiicke gegeben, so kann man mit Hiilfe
dieser Gleichungen, wenn als zehnte noch hinzugefiigt wird
die aus den drei linksstehenden Gleichungen des § 7 (Zusatz 6)
folgende:

X. sinz =sinf sins

stets die drei iibrigen Stiicke finden, ohne dass jetzt mehr
eine Wurzelausziehung nothwendig wire.

Aufgabe II

10. Die Formeln zur Auflosung simmtlicher Fille
der rechtwinkligen sphirischen Dreiecke aufzustellen.

Auflosung.

Von den Winkeln des Dreiecks

(Fig. 2), die mit 4, B, C bezeichnet
werden sollen, sei (' der rechte; die
Seiten werden mit den kleinen Buch-
staben @, b, ¢ bezeichnet und zwar der- o
art, dass @ die Gegenseite des Winkels
A u. s f. ist, dass also ¢ die Hypo-
tenuse, @« und &6 die beiden Katheten 4
des Dreiecks bezeichnen. Im Vergleich v
dieses Dreiecks mit der vorhin benutzten Fi

. . ig. 2.
Figur ist also:

s=c; z=10; y=a; L=4; 0=1B.
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Die Aufgabe ist nun die, aus irgend zwei gegebenen unter
diesen fiinf Stiicken die drei iibrigen zu bestimmen; und die
obenstehenden Formeln liefern sofort die in der folgenden Zu-
sammenstellung gegebenen Auflosungen aller mdglichen Fille:

Die zwei . ey .
Bestimmung der drei iibrigen durch die
g esgt” ?ﬁgﬁg‘?“ Gleichungen:
tga tgd
I . — b: t = -, t = = :
a, b. | cosc=cosacosh; tgA S gB iefeg
Q 3 t A
IL a, c. cosh =" ; smA=§}—nf-l, cos B = 2.
cos a sin ¢ tge
tgb : ind
II. b, c. | cosa= o8 ; cosd=""; sin B = 31.n .
cos b tge sine
| : tga , sina , cos A
IV. a, A. Smb_@’ sine=". sin B = cosa
: tga .
V.a, B.| tgb=sinatgB; tgc=——; cosA=cosasinB.
’ © cos B
: tgd .
VL. b, A.| tga=sinbtgd,; tgc:-—cosA; cos B ==cosbsinA.
, tgd : sind : cos B
VIL b, B. Sm““‘%fg : sine = sm.A-_E—(E—-
. . . 1
CVIIL e, A.| sina=sincsinA; tgb=—1tgccosA; th:W.
. . . 1
IX. ¢, B. | sinb=sincsinB; tga=tgccosB; tgAzm-
cos A4 cos B 1
X- . - — b — . e ————
A, B. | cosa o B’ co8 el cosc e Atz
Zusatz 1.

11. Die Kathete ¢ und ihr Gegenwinkel A4 kommen in

diesen Formeln ganz gleichwerthig mit der Kathete & und
ihrem Gegenwinkel B vor, so dass es gleichgiltig ist, welche
von beiden Seiten, ¢ oder b, man als Basis des Dreiecks neh-
men will, wie es auch die Natur des Gegenstandes verlangt.
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Zusatz 2.

12. Die grosse Zahl der Gleichungen, durch die der
Zusammenhang zwischen den verschiedenen Stiicken eines
rechtwinkligen sphirischen Dreiecks ausgedriickt werden kann,
- lasst sich auf die folgende geringe Anzahl von Formeln zuriick-
fiilhren, die demnach allein auswendig zu merken sind:

| sinr—sma __sind
' " gsind  sinB
II. cosc=cosacosb.
III. cosc=ctgdectg 5.
t y
IV. cosd= gt , cosB = fg
tge tg e
V. sinA:M, sinB_—:%-
cos b cos a
. tg b tga
VI sma_jch, nbH= te A

Zusatz 3.

13. Nur die durch diese sechs Gleichungen ausgedriickten
Eigenschaften des rechtwinkligen sphiirischen Dreiecks sind,
wie schon angedeutet, zu merken, um die fiir alle denkbaren
Fille erforderlichen Formeln vorrithig zu haben.

Aufgabe III.

14. Die Fliiche eines rechtuinkligen sphirischen Drei- Fig. 1.
ecks zu bestimmen.
Auflosung.

In dem rechtwinkligen sphiirischen Dreieck 4 P M (Fig. 1)
sei die Basis 4 P —= «, die Seite PM = y; der dem Meridian
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OM P unendlich nahe liegende Omp liefert Pp = dz, mn=dy.
Da ferner Mn = dz - cosy ist, so wird die co-schmale Fliche
) PMmp = dzsiny; dies

ist das Differential der Drei-

ecksfliiche A P M und diese

selbst also = [ dz siny.

Nun ist aber, wenn £ den

] Winkel P.AM bedeutet,
gefunden worden:
A » B g, dy cos
£ p cosyV cos?y — cos’L’
Fig. 1.

s0 dass demmnach als Aus-
druck fiir die Oberfliche des Dreiecks A PM erhalten wird:

dy siny cos {
/ cosy Veosty — cos?{

Fiithrt man an Stelle von y den Winkel A P = 0 ein, so

- 2 I 2
erhilt man wegen sin ) — P95 und cos § = Veos'y — cos’L :
cos cos y
dy cos( siny dy cos{ siny
d b cost) = , also df =

2
cos™ y cosy Veos®y — cos® L

und somit die gesuchte Dreiecksfliche
= ['df = 6 + Const.

Um den Werth der Const. zu bestimmen, ist zu bemerken,
dass die Dreiecksfliche verschwinden muss, wenn M mit A
zusammenfillt; in diesem Falle wird 6 = 90° — . Es muss
also 90° — { -} Const. = 0 oder

Const. = { — 90° sein.

Als Werth der gesuchten Dreiecksfliche A P M erhilt man
damit:
L+ 60— 90°,

d. h. der Ueberschuss der Summe der beiden Winkel P.A M
und AMP iiber einen rechten Winkel driickt die Dreiecks-
fliche aus.
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Zusatz 1.

15. Die Summe der zwei Winkel P.AM und AMP ist
also stets grosser als ein rechter Winkel, und zwar wichst
der Ueberschuss in demselben Maass, wie die Fliche des
Dreiecks. Das Product aus der Linge eines Grosskreisbogens,
die jenem Ueberschusse entspricht, und dem Halbmesser der
Kugel giebt die Fliche des rechtwinkligen sphirischen Dreiecks.

Zusatz 2.

16. Daraus folgt auch leicht die Fliche eines beliebigen
sphiarischen Dreiecks. Denn da man durch eine Hohe ein
solches Dreieck in zwei rechtwinklige zerlegen kann, so erhéilt
man seine Fliche, indem man den Ueberschuss der Summe
seiner drei Winkel iiber 180°, durch den entsprechenden
Grosskreisbogen gemessen, mit dem Halbmesser der Kugel
multiplicirt.

Aufgabe IV.

17. Auf der Oberfliche einer Kugel sind zwer Punkte Fi
E und M gegeben ; man soll die kiirzeste Linie M zwischen
diesen beiden Punkten bestimmen.

Auflosung.

Man verbinde (Fig. 3) die beiden Punkte mit dem einen
der Pole durch die Meridiane OFE und O M, von denen
der letztere variabel ge- '
dacht werde. Es seien die
Meridianbogen O E= «,

OM =z und der Winkel
EOM=y; bei den ge-
suchten Grossen sei der
Bogen EM mit s, der /
Winkel OE£M mit o, der 4
Winkel O M E mit ¢ be- Fig. 3.

zeichnet. DieserWinkel ¢

ist mit z, y und s verdinderlich, wihrend ¢ und « unver-
anderlich bleiben. Auf den dem Meridian O M co-naheliegenden

B



16 L. Euler.

Meridian Om fille man von M aus das Loth Mn; es ist dann,
wenn der Halbmesser der Kugel die Lé#ngeneinheit ist,
mn=dz, der Winkel MOm = dy, Mn=dy-sinz. Man
erhélt hieraus:

dysinz und cosqp = dz.

Mn _dysinz
o ds ds

tg(p:mn dz

oder singp =

Da nun ds = V(dz)® + (dy sin z)* ist, so soll
JV(dz)?+ (dysinz)? ein Minimum werden. Setzt man
dy = p-dz, so ist also, mit Z = V1 4 (psinz)?, der
Ausdruck fZdz zum Minimum zu machen. Ist nun allge-

mein dZ = Mdxz + Ndy + Pdp, so ist die Bedingung des
Minimums: Ndz — d P = 0. In Anwendung auf unsern

2
Fall ist N=O, P— psin*z
V1 + (psinz)?

, also unsere Bedingung

fiir das Minimum:
dP =0, d.h. P = Const.,

oder es muss sein:

« g 2
psin®z — O oder dy sin*z — 0,
V1 4 (p sin2)? V(dz)?* 4 (dy sinx)?
oder
) tn2
@%”f:sinxsin(pz C.

Zur Bestimmung von (' ist zu bemerken, dass mit ver-
schwindendem Winkel £EOM = y werden muss z == @ und
¢ = 180° — « oder sing = sinc, d. h. man erhidlt aus
diesem Grenzfall sin ¢ sin« = C. Das Minimum erfordert
also die Gleichung:

dy sin*

Vidz)? 4 (dy sinz)?

— sing sin ¢ .

Um diese Differentialgleichung zu integriren, hat man, wenn
fiir sin ¢ sin ¢ vorlinfig wieder C gesetzt wird,
Cdz :
dy = — - und damit
sinz Vsin? 2 — C?
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dy sin®
C ?

ds =

wegen ds =

dzsinz
Vsin2 2z — C*?

Durch die Integration erhilt man also:

X Ccosz . Ccosa
Yy = — are 8in — -+ arc sin —
sin z 1/1—--0'Q smaVl-——C’
Vsin® z — C® Vsint ¢ — C*
= — arc cos -} arec cos -
sinz V1 — C? sing Y1—C?
Vsin®z — C* Vsinte — C?
§ == — arc cos — -} are cos e
Vi— e Vi—C®
cos Z cos a
= — are sin ———— -} are sin ———;
Vi—C» Vi—(C?

die rechts hinzugefiigten Constanten sind so gewihlt, dass z =«
wird mit y =0 und s=0. Wenn in beiden Gleichungen
die”beiden Arc der rechten Seite vereinigt werden, so er-
hilt man:

CcosaVsin2z — 02 — Ccosz Vsinta — O2

=— arc sin n :
4 (1— C*) sina sinz

)

cosa Vsin?z — C? — cos z Vsin® @ — C?
1 — (C?

§ == are sin oder:

— C?)sinasinzsiny = Ccosa Vsin*z — C* — Ccosz Vsina — C?,

(1— C?sins =cosa Vsin*z — C* — gosz Vsin®a — C*.

(1

Mit Benutzung der Cos von y und von s wird:

— Y sina sinz cosy = V(sin?a—C?)(sin>z—C?) + C*cos @ cos z
Y 3

(1—C%coss =V/(sin?a—C?)(sin®z—C?) 4 cosa cos z.

Setzt man fiir C wieder den oben gefundenen Werth sina sin¢,
so wird

Vsinte — C? = —sina cos & ;

Ostwald's Klassiker. 73. 2
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der Winkel ¢« ist hier nimlich stumpf zu nehmen, damit ¢
in E spitz sei: mit y = 0 wird ¢ = 180°— «, also sein
cos gleich — cos . Damit wird aus den letzten vier Gleichungen:

(1—sin®asin®e)sinz siny = sine cosal/sin®z — sin®asin®a - sina cosa sina cos:
(1—sinasin®c)sinz cosy=—cos o} sin’z —sin®asin®« -+ sina cosasin’w cos:
(1—sin%asin®a)sins ~ =cosal sin®z—sin®asin®c 4 sina cos acosz
(1—sin%asin®a)coss  =—sinacosa ) sin®z —sin®asin®« |- cosacosz;

und diesen vier Gleichungen ist noch hinzuzufiigen:

sin z sin @ = sin ¢ sin o .

Zusatz 1.

18. Da sin ¢ sin ¢ == sin  sin ¢ ist, so wird

Vsin® 2z — sin® @ sin® ¢ = 4~ sin2 cos ¢

und unsere vier Gleichungen werden, wenn der Abkiirzung

. . 2 . . . .
halber wieder C* an Stelle von sin® e« sin? o oder sin’z sin® ¢
gesetzt wird:

I (1—C?) siny = sin« cosa cosp -+ cosa cos sin ¢

Il (1— C?) cosy = — cosc cos (p - sin« cosa@ cos z sin¢p
III (1—C?) sins == cos @ sin x cos ¢ -}~ sina cos & cos =
V (1—C?) coss = — sina cos « sinz cos ¢ -~ cosa cos = .
Zusatz 2.

19. Diese vier Gleichungen kann man, um einfachere
Formeln zu erhalten, auf verschiedene Art combiniren. Nimmt

man zuerst
I. cosa + 1II sinccosa,

so erhélt man:
(1 — C?) (cos & sin¥y -+ sin & cos @ cos y)
= (cos® « -} sin® & cos® @) cos 2 sin¢p ;

da nun  cos? o -+ sinccos?a@==1—sin*a sin*e¢ = 1 — C* ist,
so wird:
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sin a sin ¢

coS « 8iny - sin @ cos@ cosy = cosz sin¢p = :
g

oder
tang z siny - tg o tgz cosa cosy = tg e sina .

Zusatz 3.

20. Nimmt man 1. sin« cosa — IL cos c, so erhilt man:

(1— C*)(sin e cosasiny — cos c:cosy) = (sin*c cos*a—cos®ct) cos
=(1—C?*cos ),
oder nach Division mit (1— C?):

sin & ¢oS @ Sin Yy — €08 @@ COS Y == COS @ .

Zusatz 4.

21. Die Combination I. sinz — III. sin « giebt
(1 — C?)(sin z siny — sin ¢ sin §) = 0 oder
sin 2 sin % == sin « sin s .

Da ferner sinz sin¢g = sinae sineo ist, so erhédlt man
sin @ sin y = sin ¢ sin s oder die Proportion:

sine:sin g =sinz:sine =sins:siny.

Zusatz 5.

22. Die Verbindung I. sin ¢ cos « sin z 4+ IV. sin & cos a
liefert:
(1— C?%(sina cos a sinz siny - sin « cosa cos s)
= cosz (sin @ cos® @ sinz sin ¢ + sin @ cos®a).

Wegen sin z sin ¢ = sin @ sin ¢ kann man diese Gleichung
auch so schreiben:

sin ¢ cos z (sin? @ cos? a - cos® @) = (1 — sin’a sin’ @) sin ¢« cos
(1 — C?)sine cosz

|

oder nach Division mit (1 — C?):

sin @ cos @ sinz siny - sin o cosa cos s = sin« cosz.
pA
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) sin ¢ sin s .
Beachtet man, dass siny = i ist, so lautet diese
in z
Gleichung:
sin @ cos & sin s - COS @ COS § = COSZ .
Zusatz 6.

23. Die Combination I. cos @ — IV. cos & sin ¢ liefert

ferner:

(1— C?) (cos @ sin y —, cos & sin ¢ cos s)
= ¢08 ¢ (sin @ cos*a - sin @ cos® « sin z sin ¢)

oder mit Riicksicht auf sin z sin ¢ = sin ¢ sin «:
sin & cos ¢ (cos” @ + sin*a cos*ar) = (1 — C?) sin « cos ¢ ,
oder endlich nach Division mit (1 — C?):

cos @ sin y — cos ¢ sin ¢ cos s = sin & ¢os ¢ .

. sin ¢ sin s . . . . .
Da nun sin y = ——gfl—a—— ist, so geht diese Gleichung iiber in:
cos @ sin ¢ sin s — sin @ cos « sin @ cos s = sin @ sin o €os ¢

oder
tgpsins —cosatgatgpcoss =sinatga.

Zusatz 7.

24. Aus der Verbindung IL cos @ sin z - IIL cos ¢ er-
hilt man:

(1 — C*) (cos @ sin z cos ¥y -+ cos @ sin s)

= co0s8 z(sin « cos® @ sin z sin ¢ -+ sin @ cos® «)
oder mit Beachtung von sinz sin¢g = sin @ sin «:
sin @ cos 2 (sin® & cos* @ + cos’ o) = (1 — C?) sin @ cos z;
dividirt man mit (1 — C?) durch, so wird:
cos @ 8in Z cos ¥ -+ cos « sin s == sin @ cos

sinz siny

oder wegen sins == -
gin &
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sin & cos @ sin2 cosy —+ cosa sinz siny = sin & sina cos z
oder endlich
tgocosatgrcosy +-tgzrsiny =tgasina,
ibereinstimmend mit der Gleichung in § 19.

Zusatz 8.

25. Wenn man — II. sin @ cos o -+ IIL. cos @ sin & sin ¢
nimmt, so ergiebt sich:

(1 — C?) (cos @ sin « sin s sin ¢p — sin @ cos « cos ¥)
== ¢08  (sin @ cos® @ - co0s® @ sin « sin z sin ¢)
oder wegen sin z sin ¢p = sin @ sin «:
sin @ cos ¢ (cos® @ 4~ cos®a sin* @) = (1 — C?) sin @ cos ¢p.

sin @ sin y

Da sins = ist, so geht diese Gleichung iiber in:

sin @
oS @ Sin ¢ Sin ¥ — €0S & COS Y == €OS (P,
genau wie in § 20.

Zusatz 9.

26. Bildet man ferner: IL sin e sinz — IV., so erhilt
man:

(1—C?)(sinasinz cosy — cos s) = cosa cosz (sina sina sinzsing — 1)
oder wegen sin z sin ¢p = sin @ sin «:

cos @ cos z(sin*a sin* o — 1) = — (1 — C?) cos @ cos z .
Dividirt man mit — (1 — C?) durch, so wird also:

c0s § — 8in ¢ sin 2 cos y = cos @ cos .

Zusatz 10.
27. Die Verbindung II—IV. sin « sin ¢ giebt:

(1 — C*)(cos y — sin « sin ¢ cos )

== €08 & C0S (p (8in ¢ sin « sin z sin p — 1)
oder

Sin ¢ 8in ¢ €os s — €OS Yy == €OS t COS (P .
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Zusatz 11.
28. Die Combination III. sin @ cos @ 4 IV. cos ¢ liefert:
(1—C?) (sin@ cos @ sin s -} cos @ coss) = cos z (sin’a cos® - cos®a)

oder
sin @ cos & sin § - ¢0s @ cos s = cos 7,

ibereinstimmend mit § 22.

Zusatz 12.
29. Endlich erhélt man durch III. cos @ — IV. sina cos o

(1 — C?) (cos a sin s — sin @ cos « ¢os §)
= sin z cos ¢ (cos’ @ - sin®a cos® ¢ oder

sin @ sin « cos ¢

cos @ 8in § — sin @ €os ¢ oS s == §inz cos @ == .
sin ¢

oder endlich
tg @ sins — tga tg ¢ cos « cos s = tga sina

wie auch in § 23 gefunden wurde.

Aufgabe V.

4. 30. Die Beziehungen zwischen den Seiten und den
Winkeln eines beliebigen sphiirischen Dreiecks aufzustellen.

Auflosung.

A Wie auch das gegebene sphi-
rische Dreieck .4 B C beschaffen sein
mag, so kann man eine seiner Ecken,

3 2.B. A, als den Pol der Kugel an-
nehmen, so dass A8 und AC zwei

Meridiane sind, wihrend die dritte

Seite B(C die kiirzeste, der Kugel-

@ oberfliche angehorende Linie zwi-

Fig. 4. schen den Punkten B und C vor-

stellt. Damit kann das Dreieck mit

dem in der letzten Aufgabe betrachteten Dreieck EOM iden-
tificirt werden; bezeichnen niimlich 4, B, C die Winkel des
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gegebenen Dreiecks in den gleichnamigen Ecken, und werden
die Seiten AB=¢, AC=10, BC=ua gesetzt, so ent-
sprechen sich die in der vougen F1gu1 und die in der jetzigen
angewandten Bezeichnungen in folgender Weise:

frihere Bezeichnung: @, z, s; vy, «a, v(p
jetzige Bezeichnung: ¢, b, a; 4, B, OC.

Die in den Zusitzen zur letzten Aufgabe gefundenen Formeln
liefern daher fiir das sphansche Dreieck 4 BC die folgenden
Beziehungen:

I sing:sind = sinb:sin B = sinc:sin C, nach § 21.
cos (' == cosc sin A4sin B — cos Acos B, mnach § 20.

II. { cos B = cos b sin4 sin C'— cos 4 cos C', nach Analogie.
| ¢0s A = cosa sin B sin C'— cos B cos C', nach § 27.

cos ¢ =cosC sin @ sinb - cosa cos b , nach Analogie.
OI. {cosd = cosBsina sinc -+ cosa cosc , nach § 22.
cos @ == cos.4 sinb sinc -4 cosb cosc , nach § 26.

sing tgC'—sin Btgc=cosacos BtgCtgc, nach § 23.
IV. (sinbtgd—sinCtga==cosbcosCtg Atga, nach Analogie.
sinctgB —sindtgb=—-cosccosAtg Btgb, nach § 19.

Diese vier Formeln enthalten in der That alle Gleichungen,
die wir bei der vorigen Aufgabe III aufgestellt haben.

Zusatz 1.

31. Die erste Gleichung driickt die allgemein bekannte
Eigenschaft aller sphirischen Dreiecke aus, dass die Sin der
Seiten in demselben Verhiltniss zu einander stehen, wie die
Sin der gegeniiberliegenden Winkel.

Zusatz 2.

32. Wenn also in einem sphirischen Dreieck eine Seite
und ibr Gegenwinkel, und ausserdem noch eine Seite, oder
noch ein Winkel bekannt sind, so erhilt man mit Hulfe dieses
Satzes sofort den Gegenwmkel dieser Seite oder die Gegenseite
dieses Winkels.
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Zusatz 3.

33. Jede der soeben aufgestellten Formeln enthilt nur
vier der dem Dreieck angehérenden Stiicke; wenn drei dieser
Stiicke gegeben sind, so kann also aus der entsprechenden
Gleichung das vierte bestimmt werden.

Zusatz 4.

34. Es miissen sich also damit die Regeln zur Auflosung
aller sphérischen Dreiecke aufstellen lassen. Das Dreieck
enthilt nun sechs Stiicke, nimlich die drei Seiten und die
drei Winkel; wenn drei davon bekannt sind, so miissen sich
die drei tibrigen berechnen lassen, wie in den folgenden Auf-
gaben zu zeigen sein wird.

Aufgabe VI

35. In etnem sphirischen Dreieck sind die dreir Seiten
gegeben, man soll die Winkel bestimmen.

Auflosung.

Die drei gegebenen Seiten seien
AB=r¢, AC = b, und BC = a;
zur Bestimmung der drei Winkel 4,
B, C stehen die Gleichungen III zu
Gebot, die liefern:

2 ~ c

27

Fig. 4.
cosa — cos b cosc

cos A = - ;
sin b sinc

cos b — cosa cos ¢

cos B = . ;
sina sin ¢

cosS ¢ — cosa cos b

cos O = - :
sina sin b
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Zusatz 1.
36. Man erhilt hieraus

sin & sin ¢ -+ cos b cos ¢ — cos @

1—cos A = - ;
sin & sin ¢

oder wegen
cos (b — ¢) = cos b cos ¢ + sin b sin ¢:

cos(b — ¢) — cos a
sin b sin ¢

1 —cosd =

Zusatz 2.

37. Danun cosp —cos ¢ =2 sind(¢g — p)sin L{p 4+ ¢)
ist, so kann man an Stelle der letzten Gleichung aunch
schreiben:

2sind (¢ —b+4c)sind(a +b—¢)

1 —cos 4= - >
sin 6 sin ¢
oder wegen 1 —cos 4=2sin*1 4 auch:
sinl (¢ —b ¢) sind (a b—c
sin & sin ¢
und ebenso
16— 1 —
sin} B — Vsm (b —a —+ c) sind b+ a—c
sin @ sin ¢

dnd 0 — Vsin_;.(c—a T b sini(cta—0)

sin @ gin &

Zusatz 3.

38. Addirt man dagegen zu den Gleichungen in § 35
auf beiden Seiten 1, so erhdlt man aus der ersten:

cosa—cosbcosc +sindsine  cosa — cos (b4 ¢)

pomsmm—

14-cosd= - - : -
sin b sin ¢ sin b sin ¢

oder wegen
1 4-cosd=2cos*} 4:
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cosd A — | sin (b +c—a)sin{ (b + ¢ + a)
2 sin b sin ¢
st B J/ontletec—tsinfletc+9
N sin ¢ sin ¢
cos L C = 1/sintle+b—c)sinf(a+b4¢
’ sina sin
Zusatz 4.

39. Aus den zwei letzten Gruppen von Gleichungen erhiilt
man als Ausdriicke fiir die Tang der halben Winkel:

ol A — V’sin a—b+c)sind(a+b —¢

Sy a = sin (b +c—a)sin{(0b+ ¢+ a)

to L B — Vsin%(b—a—}—c) sin 4(6 4+ a — ¢)

°27 7 Vosind(e +c—b)sint(a+ ¢+ b)
sind(c — a + b)sin L (c + a — b)

te 1 () — 2 2

g3 ¢ l/sin%—(a—{—b—c)sin%(a—l—b—}—c)

Zusatz 5.

40. Diese Formeln sind fiir die logarithmische Rechnung
sehr bequem. Uebrigens konnte man, nachdem einer der
Winkel, z. B. 4, bestimmt ist, die beiden andern auch ebenso
einfach durch die Gleichungen

sin b sin 4 sin ¢ sin 4

sin B=———"" §inC=

sin @ sin @

bestimmen, wenn nur bekannt ist, ob diese Winkel grosser
oder kleiner als ein Rechter sind; wenn man sich aber der
eben gefundenen Formeln bedient, so ist keine Zweideutigkeit
vorhanden, da die gefundenen halben Winkel stets kleiner
als ein rechter Winkel sind.

Zusatz 6.

41. Aus den Formeln fiir die Tang der halben Winkel
kann man noch weitere bemerkenswerthe Gleichungen er-
halten; multiplicirt man je zwei, so erhdlt man z. B.
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sind (@ + b6 —¢)
sind (¢ + b + ¢

tang 1 4 tang 1 B =
oder wegen:

sinp + sing = 2sind(p+g)cosd(p—yg)
sinp —sing = 2 sin}(p — g) cos § (p 4 ¢):
2 sinf (¢ + b) cos {¢

sind (@ 4+ & 4 ¢
2sinfceosyfe+10)

sind (@ + b4 ¢

1 -+ tang 1 4 tang L B = und

1 —tang 1 A tang 4 B =

Zusatz 7.

42. Addirt und subtrahirt man dagegen je zwei jener
Formeln, so ergiebt sich z. B.:

(sind (¢ +c—b)Esinl(b+c—a))Vsing(a+b—c)
Vsinl(b+ ¢ —a)sind (@ +c— b)sind (e + b+ ¢)
oder, mit Einfiihrung von 1 C:
sind (@ + ¢ —8) =sind (b4 ¢ — a)
1 4+ ol B e 02 2 .
tgtd £ tg3 B tgd Csinl(a+ b+ ¢

Mit Hiilfe derselben Reduetion wie oben erhalten wir also:

ridXtgl B=

2 sind ¢ cos L (a — b)
1 o 1 —_ 2 2 d
tgid+tg3 8 tg1Osin L@+ b+ o) n

2sind (e — b)ecosLc

tgl A —tgdl B = 2 2.

° 2 te3 B tgdCsind (a4 b+ ¢)

Zusatz 8.
telAd-tted B .

43. Da ferner tgl(4 + B) = EgC T8y ist, so

1—tgidtgl B
ergeben sich aus den Formeln der Zusitze 6 und 7 die Glei-
chungen:

cos 4 (¢ — b)

tgi(4 4+ B) =
g3(d + B tg L C cos L (a -+ 0)

und nach Analogie
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cos 4 (@ — ¢)

1 s
tg3 (4 + C) " tglBecosi(a+ ¢
cos 3 (b — ¢
N _ 3 .
3B+ O =T Acos 1 5 + 0
Zusatz 9.

44. Endlich erhilt man mit Riicksicht auf
tgyd—tg} B

Bt A =B =T T awin
aus diesen Formeln:

(4 R — sin 1 (@ — b)

i A =B = Tosmiard)’

vi4_ m_ _ sin}(a—c

gy (4 0)_tg%Bsin1}(a—|—0)’
inl(h —

tg1(B— ¢) = 030 —0)

tg % Asind (b4 c)

Aufgabe VII.

g4 45. In einem sphiirischen Dreieck sind die drev Winkel
gegeben, man soll die drev Seiten bestimmen.

Auflosung.

A In dem Dreieck 4B C (Fig. 4)

seien die Winkel 4, B, C gegeben;

. ~ man sucht die Seiten AB = c,
b AC=10b, BC=a. Die Glei-

chungen II des § 30 liefern sofort

fiir die Cos dieser Seiten die Aus-

r T ¢ driicke:
Fig. 4. oS @ — cos A + cos B cos C
sin B sin C
vos b — cos B 4 cos A4 cos C
sin A sin
08 ¢ — cos C -} cos A4 cos B .

sinA sin B
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Zusatz 1.

46. Aus der ersten dieser Gleichungen folgen zunichst
die zwei weitern:

—cos A — cos (B 4+ O)

1 — cosa = ; :
sin B sin C
I 1 cos cos A -+ cos (B — C)
sin B sin C ’

oder, mit Riicksicht auf cos p -+ cosg=2cos{(p-+q)cosi(p—g):
2cosd (4 + B+ C)cosd (B4 C— A
sin B sin C

2c0s3 (4 + B —Cleosy(Ad—B+C)
sin B sin C'

1 —cos g = —

1 4+ cosa =

Zusatz 2.

47. Danun | —cosa=2sin*}1a und 1 4-cosa=2co0s*}a
ist, so ergeben sich hieraus die Formeln:

sinla = V_GOS%'(A+B+C)OOSJ2~(B+ C— 4)

sin B sin C
cosy(4+ B+ C)eos }(4+ C— B)
sind b = —_—
sin 4 sin C
. cost(A+ B+ C)eost(4+ B—C)
sin 3 ¢ = V_ sin A sin B !

wobei zu bemerken ist, dass die Summe der Winkel (4 + B C)
mehr als zwei Rechte betridgt, ihre Hilfte grosser als ein
Rechter und deren Cos also negativ ist.

Zusatz 3.
48. Fiir die Cos der halben Seiten erhilt man:

1 _ (4 —
cosia_—l/cos (A+ B—C)cosy(4d— B+ 0)

sin B sin C
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15_]/063‘12“(B+A ?)eos 3 (B— 4 + C)
= sin 4 sin C

cost (C+ A4 — B)cosy(C— 44 B).
_'] —
0S¢ = V sin A sin B ’

diese Formeln fiir die Sin (in 47) und Cos der halben Seiten
sind wieder fiir die logarithmische Rechnung bequem.

Zusatz 4.

49. Noch wichtiger und fiir die Rechnung mit Logarithmen
eben so bequem sind aber die aus jenen Formeln unmittelbar
sich ergebenden Ausdriicke fiir die Tang der halben Seiten,

namlich:

. V 0081A+B+0)0081(B+0 A)
gy = cosi(4d -+ B—C)eosi{d—B +C)

tlh_meHA+B+mmHA+0 B)
820= cos L (B + A — C)eos i (B — A+ C)

o 1 V cos (4 + B+ C)cos (4 4+ B—0)
g2¢= _cosi (C+ A — B)eos L (C — 4 + B)

Zusatz 5.

50. Durch Multiplication je zweier dieser Ausdriicke fiir
die Tang der halben Seiten erhilt man z. B.
cosd (44 B+0O)
cosi(4d-+ B —0C)

tgelatgld=—

und hieraus ergeben sich die zwei Gleichungen:

2 cosd (A4 + B)eosiC
cosd(d4+B—C) ’

2 sin4 C sin § (4 + B)
. 1 1) = 2 : '
Lttesate st == A+ B—0)

1 —tglatgld=
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Zuzatz 6.

51. Addirt und subtrahirt man dagegen wieder je zwei
jener Formeln, so entsteht z. B. die Gleichung:

tgla tglb

_ (cos}(B+C—A)+cosi(A+C—B))V —cost(A+B+C) ‘
- Veosd(A+ B—C)cosd (4+C— B)cos (B4 C— A)

Da nun ¢ 1C_l/_cosiA—I—B—I—O)cosl(A—I—B C)
8207 c0s 4 (C+ A—B) cos4 (C— A+ B)
ist, so geht die letzte Glelchung tiber in:

__(cosi(B+C—A)Ecosi(A+4 C—B))tang e
= cosi (A + B—C) '

Zusatz 7.

52. Hieraus erhilt man durch Vereinigung der zwei Cos
im Zihler die beiden Gleichungen:
2 cos 4 C cos i (A — B)tanglc
cos & (A + B—0)
2sin 4 (4 — B)sin{ Ctang 1 ¢
cos (4 + B—C)

und |

tgda+tgld=

tgla —tgld=

Zusatz 8.

53. Ganz &hnlich wie in § 43 ergeben sich hieraus
die Formeln fiir die Tang der halben Summe zweier Seiten:

cosi(4d— B
tg%—(a+b)"——cos_z_gA_l_B))tg%c

cos (4 — C
tg%—(a+c)=ws;§A+0§tg%b

cos L(B—C
w0+ = e el



32 L. Euler.

Zusatz 9.
94. Und ebenso fiir die Tang der halben Differenz zweier
Seiten:
, _ sin}(4d—B) |
tg'jf\a b)—_'SIH%(A—l—B)tg—gC
sin 4 (4 — O)
tgd (e —¢) =—3 1
grle o =grayo €l
inl(B —
gy (b — ) =3B Oy,

Die Formeln werden sich auch fiir die folgenden Aufgaben
sehr niitzlich zeigen.

Aufgabe VIII.

3.4. 99. In einem sphirischen Dreieck sind zwer Seiten und
der von whnen eingeschlossene Winkel gegeben; man soll
die dritte Seite und die beiden andern Winkel bestimmen.

Auflosung.

A In dem Dreieck A BC seien die
zwej Seiten AB = ¢, 4C = b, so-
wie der zwischenliegende Winkel A
Y 5  gegeben; zu berechnen sind die Seite
B(C = a und die Winkel B und C.
Die dritte Formel der Gruppe III

in § 30 liefert unmittelbar ¢ aus:

Fig. 4 cosa = cos .4 sinbsinc + cosd cosc;

ferner erhilt man B aus der dritten
Formel der Gruppe IV ebendaselbst mittels:
sin 4 tg b

th:sinc—tgbcosccosA

und demnach C' nach Analogie aus:

sin 4 tge
sin b — tg c cos b cos A

tg ' =
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Die Ausdriicke fiir die Cotg der gesuchten Winkel sind etwas
bequemer, so dass die folgenden drei Gleichungen die Auf-
l6sung unserer Aufgabe enthalten:

cos @ = cos A sin b sin ¢ + cos b cos ¢,

sin ¢ etg b — cos ¢ cos 4

te B =
oe sin A !
sin b etec — cos b cos A
tO‘ == o .
ctg sin A
Zusatz 1.

96. Da cos b cosc = 4 cos (b — ¢) + 4 cos (b 4+ ¢) und
sin b sinc = 4 cos (6 — ¢) — L cos (b + ¢) ist, so kann der
Cos der Seite ¢ auch auf folgende Art ausgedriickt werden:

cosa==}eos(A—b—+c)4 feos(A+b—c)—2Lecos(A—b—c)
—tcos(A+4b—+-c)+Lcos(b—c)+ Leos(b+¢).

Zusatz 2.

97. Fiir die logarithmische Rechnung ist iibrigens diese
Formel noch unbequemer als die urspriingliche. Indessen kann
man diese letztere zur Rechnung mit Logarithmen geeignet
machen durch Einfihrung eines Winkels # mittels der Glei-
cos A sin b

cos b
nutzung des so zu bestimmenden Winkels « wird:

chung tgu = oder tgw = cos A tgb; mit Be-

: cos b cos(c — u)
cos @ = tg u cos b sin ¢ ~} cos b cos ¢ = cos(u ,

so dass nunmehr alles fiir die logarithmische Rechnung der
Seite @ sehr bequem ist.

Zusatz 3.

98. Derselbe Winkel «, zu bestimmen aus tgu« = cos 4tgd,
macht auch die Gleichung fiir den Winkel B zur Rechnung
mit Logarithmen geeigneter; es wird

Ostwald’s Klassiker. T3, K]
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tang B — — sin 4 tgd =sin.,/11;gbcosu= t.gAsinu ‘
sinc — tgu cosc sin (¢ — ) 8in (¢ — u)
Den dritten Winkel ¢' wird man aus sin ' = -S-l—n—s‘;l—n?—g be-
stimmen.
Zusatz 4.

59. Die bequemste Art der Berechnung der Winkel B
und C folgt aber aus den Formeln in den §§ 43 und 44.
Danach ist nimlich:

tg%(B—i—C’):cos%b c

( ) ot
cos 3 (b + c)
1 e sin 1 (b — ¢)
tg.).(B (//—Siﬂ%(b—l—c)CthA

Aus halber Summe und halber Differenz ergeben sich B und C
unmittelbar; und man kann dann auch die dritte Seite «
zuletzt berechnen nach

tg 4 4

sin b sin ¢
ing = ——sind = ———sind .
= Sn B i sin 0
Aufgabe IX.
Fig. 4. 60. In einem sphirischen Dreieck sind gegeben zwer

Winkel und die zwischen ihnen liegende Seite; man soll
den dritten VWinkel und die beiden iibrigen Seiten berechnen.

Auflosung.

A Es sei ABC das Dreieck, in
dem die Winkel 4 und B und die
Seite 4B = c¢ bekannt sind; ge-
sucht werden der dritte Winkel C
und die Seiten AC =204 und BC=a.
Aus der ersten Gleichung der GruppeIl
2 ¢ in § 30 erhilt man zunichst:

Fig. 4. cos C'=coscsin Asin B— cos A cos B;
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ferner liefert die dritte Gleichung der Gruppe IV:

sinc tg B :
_ ird
tg b sn A+ cosc cos AtgB und nach Analogie wir
o4 — sinc tg .4

sin B + cosc cos BtgA

Es ergiebt sich damit also, wenn an Stelle der Tang der
Seiten ihre Cotg genommen werden, die in den folgenden
drei Gleichungen enthaltene Aufldsung:

cos C = cosc sin .4 sin B — cos 4 cos b
ctg A sin B + cosc cos BB

ctg ¢« = -
5 ¢ sin ¢
tg B sin 4 : A
ctg])::cg sin .—}—cosr’ cos 4
sin ¢
Zusatz 1.

61. Bequemer crhiilt man die zwei Seiten aus den fiir
die logarithmische Rechnung sich besser eignenden Formeln
der §§ 52 und 53:

cosd (A — B
tg%(a+7))=CO:§§A+B;fg%(
sinl (4 — B
ol ,-—-/ e 2 . ‘0'"17
tg 1 (a )) sin—?Z(A—-I—B)tc‘p
Zusatz 2.

62. Nach Bestimmung der Seiten ¢ und & erhilt man
den Winkel C' aus

auch liesse sich der cos ¢ mit Hiilfe der Cos von Combina-
tionen der gegebenen Stiicke ausdriicken durch:

cosC'=1cos(c +.A—B)+ }cos(c—A+ B)—} cosjc—A—B)
—1lcosle4+A+ B —Lcos(d—B)—Lcos(d+ B).
g
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Aufgabe X,

63. In einem sphirischen Dreieck sind bekannt zwes
Seisten und der Gegenwinkel der einen; oder zwei Winkel
und die Gegenseite des einen. Man soll die iibrigen Stiicke
des Dreiecks bestimmen.

Aaflosung.

Im Dreieck 4 B C seien im ersten
Fall gegeben die zwei Seiten BC — «
und 4C = b, sowie der Winkel A,
der Gegenwinkel von «. Es ergiebt
sich dann sofort der Winkel B, der
Gegenwinkel der zweiten gegebenen
. . ,
¥ @ Seite, aus sin B = sLné sin b.
IFig. 4. sin @
Im zweiten Falle seien .4 und B
die gegebenen Winkel, B (' = « die gegebene Seite; man er-
sina B
g S B
Im einen und andern Fall kann man also als gegebene
Stiicke ansehen die zwei Seiten BC = ¢ und 4C = b, so-
wie die ihnen gegeniiberliegenden Winkel 4 und B; man
hat aus diesen Stiicken die Seite 4 B = ¢ und den Winkel C
zu berechnen.
Die erste Formel der Gruppe IV liefert:

hilt dann zunichst die Seite & aus sin b —

sinag tgC — sinBtgc =cosacos BtgCtge,
und also auch, mit Vertauschung der Seiten ¢ und & und
gleichzeitig der Winkel 4 und B:

sin b tgC' — sin A tgec = cos bcos A tgCtge.
Eliminirt man aus beiden Gleichungen das eine mal tg C,
das andere mal tgc, so erhilt man:

sin A sin @ — sin B sin b
tg c = = - und
sin A cos B cos @ — cos . A sin B cos b
sin A sina@ — sin B sin b

cos B cosa sin b — cos A sin @ cos b

g O =

Und diesen Gleichungen ist noch hinzuzufiigen:

sin A sin b = sin B sina .
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Zusatz 1.

64. Aus sin 4 :sin B=sina:sind folgt, dass die
Gleichungen fiir tg ¢ und tg C' auch so geschrieben werden
konnen:

b o sina — sin? b und
8¢ Gos B sin A cos @ — cos A sin & cos b
sin* A — sin®* B

sin B cos B cos a — sin A cos A cos b

te O =

Zusatz 2.

65. Bequemere, besonders fiir die logarithmische Rech-
nung sich besser eignende Formeln erhilf man aber auch
hier wieder durch Benutzung der Gleichungen in den §§ 43,
44, 53 und 54, némlich:

cos (A4 B) sind (4

+5)

le— — Lig —

fgye= cosi(A—B) tg3la +0) sind(4— B) g 3la — b,
1 cos L 2 1L{a — b) o1 ,__sind(a — b A

tglC= cos (@ >ctb 34 —|—B)——sin yp b)cth (4—DB)

Aufgabe XI.

66. Die Oberfliche eines beliebigen sphirischen Drei-F
ecks zu bestimmen.

Auflosung.

Es sei FOM das
gegebene Dreieck und es
werden, wie obenin§17,
die Seite OF mit @, der
Winkel O EM mit «,
der Winkel £O M mity,
die Seite O M mit 2 und
der Winkel OME mit

bezeichnet. Das un- Fig. 3.
endlich schmale Dreieck
MOm ist das Differential der gesuchten Dreiecksfliche; und
da mn = dz und Mn = dy - sinz ist, so wird das Diffe-
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rential von M Om durch das Product dy - dz - sinz aus-
gedriickt, so dass
MOm = dy [dz sinz = dy (1 — cos z) ist
und demnach die gesuchte Dreiecksfliche aus
EOM =y — [dy cosz sich ergiebt.

Da nun oben gefunden worden ist
Cdx

sin 2 Vsin? 2z — (2

dy =

?

so geht der letzte Ausdruck iiber in:

Fliche EOM = y — Cdz cosz

DA

sin z Vsin2z — C*

Y

Ferner ist, wegen (' = sin ¢ sin ¢, sin ¢ = ——, und
sin z
Vsintz — C? .
cos @ = . gefunden worden; es ist demnach:
sin z
cosz Cdz cosz
dpcosep=—dr——, also dop=—-— ————— und
SIn* 2 sinz Vsin?z — C*?

B / Cdz cos x = ¢ -+ Const.

sin z Vsintz — 2
Fiir die Oberfliche des Dreiecks £ O M erhilt man damit:
EOM =y + ¢ + Const. = & + y 4+ ¢ — Const.

Um den Werth der Const. zu bestimmen, sei y = 0, womit
¢ = 180° — « wird; die mit dieser Annahme verschwindende
Dreiecksfliche wird also = 180° — Const., d. h. die Const.
ist = 180°. Die Oberfliiche des Dreiecks F O M ergiebt sich
demnach = « 4 y -+ ¢ — 180°.

Zusatz 1.

67. Um die Oberfliche eines beliebigen sphirischen
Dreiecks zu finden, hat man also, wenn der Halbmesser der
Kugel die Lingeneinheit ist, nur den Ueberschuss der Summe
der drei Winkel des Dreiecks iiber zwei Rechte zu bilden.
Auf einer Kugelfliche von beliebigem Halbmesser ist der ge-
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suchte Flicheninhalt eines sphirischen Dreiecks das Product
aus dem Kugelhalbmesser und einem Grosskreisbogen, der das
Maass des oben genannten Ueberschusses darstellt, d. h. den
Ueberschuss zum Centriwinkel hat.

Zusatz 2.

68. Je grosser demnach ein sphirisches Dreieck im Ver-
haltniss zur Kugeloberfliche ist, der es angehort, um so mehr
iiberschreitet die Summe seiner drei Winkel den Betrag von
zwei Rechten; wenn das Dreieck gerade den achten Theil
der Kugeloberfliche einnimmt, so ist dieser Ueberschuss genau
ein Rechter. Die Liinge eines Grosskreisbogens von 90°, mit
dem Kugelhalbmesser multiplicirt, giebt nimlich die Hilfte
der Fliche eines Grosskreises, d. h. den achten Theil der
Kugeloberfliche. Man kann also die Regel fiir den Flichen-
inhalt eines beliebigen sphirischen Dreiecks auch so aus-
sprechen: Wie der Betrag von acht rechten Winkeln oder
7200 sich verhilt zum Ueberschuss der Summe der drei Winkel
des Dreiecks iiber zwei Rechte oder 180° so verhilt sich die
Oberfliche der ganzen Kugel zur Oberfliche des zu be-
stimmenden Dreiecks.




II.

Allgemeine sphérische Trigonometrie

in kurzer und durchsichtiger Entwicklung, von den
einfachsten Voraussetzungen ausgehend.

Yon
L. Euler.

& 1. In eincm beliebigen sphérischen Dreieck, vgl. Fig. 1,

. B

seien die Winkel mit den grossen
Buchstaben 4, B, C, die Seiten
mit den kleinen Buchstaben a, b, ¢
bezeichnet, derart, dass dem Win-
kel A die Seite ¢ u.s. w. gegen-
iiberliegt. Verbindet man den
Mittelpunkt O der Kugel mit den
Eckpunkten des Dreiecks durch

—4 die Geraden 04, OB, OC, so

bilden diese in O ein Dreikant, in

dem die Winkel zwischen je zwei
der genannten Geraden mit den Seiten
@, b, ¢ und die Neigungswinkel
zwischen je zwei Seitenflichen mit den
Winkeln 4, B, C des sphirischen
Dreiecks iibereinstimmen.

§ 2. Der Halbmesser OC der
Kugel sei gleich 1. In den Ebenen
COa und COb (Fig. 2) werden in C
auf OC die Lothe C'e und Cb errichtet;
ferner wird von 6 auf Ca das Loth bp,
das auf der Ebene C'Oa senkrecht
steht, und von p auf Oa das Loth pgq
gefiillt, endlich die Gerade b¢ gezogen,
die O a rechtwinklig trifft. Damit ist

.die ganze erforderliche Figur construirt.
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§ 3. Der Winkel C'Oa ist die Seite b, somit ist

1
Oq teb und QOa = sec o5
ebenso ist, da der Winkel C'Ob die Seite @ vorstellt:
1
Ch=tga und Ob=seca = — -
cos @
Ferner wird, da ¢0Ob = ¢, und, wie eben angeschrieben,
0b = — ist,
coS @
L sime o 0q=cosc.
cos a cos @

Um die iibrigen Strecken der Figur vollends auszudriicken, hat
man, da der Winkel aCd = C, also
bp = Cb-sin C = tgasinC und
Cp = Cb - cosC = tgacosC, endlich der Winkel
CaO = 90°— b ist:
ap = Ca — Cp = tg b — tg a cos C,
pg=ap - cosb =sinb— tga cos b cosC und

. . b_sinﬂb
aqg = ap - sin =3

—tgasinbcosC.

, cos ¢ ,
Da oben O¢ = Py gefunden worden ist, so hat man nun
1 cosc  sin%b
= 0 - ] —1 S. b d X

Oa q-+aq o " cosa T oosp teasin cos C' oder
cos ¢ : .
——=¢080 4 tgasinbcos C oder endlich
cos @

cosc = cosacosb -sinasinbcosC.

§ 4. Da der Winkel bgp den Neigungswinkel zwischen
den Ebenen ¢ Ob und @ OC vorstellt, d. h. = A4 ist, so erhilt
man aus dem Dreieck dpg¢ zuniichst

sind = 0P smasinC
bq sin ¢
sinO_ sin4

sine ~ sina

?
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d. h. die Sinus der Winkel in unserem sphirischen Dreieck
verhalten sich wie die Sinus der ihnen gegeniiberliegenden
Seiten.

Endlich erhilt man aus demselben Dreieck:

cosasinb — sina cos b cos C
}—)—q—zcosfb—— .

bq sinc

Die drei durch Unterstreichen hervorgehobenen Gleichungen
umfassen die ganze Sphirik, aus ihnen sind alle andern Be-
ziehungen zu entwickeln.

sin(C sinA
sinc =~ sina

§ 9. Da die die Winkel bezeichnenden Buchstaben A4, B, C
sowohl als die die Seiten bezeichnenden @, &, ¢ unter sich
beliebig vertauscht werden diirfen, wenn nur festgehalten
wird, dass 4 der Gegenwinkel der Seite ¢ u. s. f. ist, so
ist auch Sl.nO=SI,IlB, so dass man die in dem obigen Satz

sinc sin b
liegenden Beziehungen vollstindig ausdriicken kann durch die
Gleichungen

Folgerungen aus der Formel

sindA sinB sin ¢

- = — = — oder auch
sina sin & sin ¢

durch die drei Gleichungen:

sin 4 sin 6 — sin B sin a
sin C sin b
sin 4 sinec .

sin B sin ¢

sin C sin @

|

Benutzung der Formel

cos A sinc = cosasinh — sina cos b cos C .

§ 6. Dividirt man, um ¢ herauszuschaffen, die linke
Seite dieser Gleichung mit sin 4 sin ¢, die rechte mit dem
gemiiss dem Satz in dem letzten Paragraphen damit gleichen
Werth sin C' sin @, so wird:

cos « sin b — sin a cos b cos C

te A =
o8 sin ¢ sin C

?
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und diese Gleichung liefert einen Winkel A ausgedriickt in
den zwei Seiten ¢ und & (von denen die eine die Gegenseite
jenes Winkels ist) und dem von beiden eingeschlossenen
Winkel C. Durch entsprechende Vertauschung der Buchstaben
erhilt man die analoge Formel fir den zweiten Winkel B:

cos b sin @ — sin & cos @ cos C

ctg B = S b sn 0

§ 7. Wenn man anderseits die drei Glieder, aus denen
sich die in der Ueberschrift stehende Gleichung zusammen-
setzt, der Reihe nach mit den einander gleichen Werthen
sinC sin B sind

sine ’

Snb’ Sno multiplicirt, so entsteht die Gleichung:

cos AsinC = cosasin B —cosbdsindcosC oder
cos A sin C' <+ sin A4 cos C cos b
sin B

und, durch Vertauschung von B mit C und gleichzeitig von
b mit c:

cos @ —

cos A sin B -} sin A cos B cosc
CosS @ = . oder
sin C

cos @ 8in C' = cos A sin B —+ sin 4 cos B cos ¢

diese Gleichung weicht von der Ausgangsformel nur darin ab,
dass grosse Buchstaben an Stelle der kleinen und umgekehrt
stehen, wihrend zugleich alle in jener vorkommenden Cos
negativ zu nehmen sind.

§ 8. Dividirt man in der zuletzt erhaltenen Gleichung
die linke Seite durch sin @ sin ', die rechte durch das damit
gleiche sin A4 sin ¢, so entsteht die Gleichung:

cos A sin B -+ sin A4 cos B cos ¢

cte @ — - ;
g sin A4 sin ¢ ?

mit deren Hiilfe man die Seite @ finden kann, wenn die zwei
Winkel A, B (von denen der eine der Gegenwinkel jener
Seite ist) und die zwischen beiden liegende Seite ¢ gegeben
sind. Die entsprechende Gleichung fiir 6 lautet:

cos B sin 4 -+ sin B cos A4 cosc

ctg b = —
J sin B sin¢
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§ 9. BSelbst der Fall, dass aus den drei gegebenen
Winkeln die Seiten gesucht werden, lisst sich leicht von der
an der Spitze dieses Abschnitts stehenden Formel ausgehend
behandeln. Diese Gleichung

cos A sin ¢ = cos @ sin & — sin a cos b cos C'
liefert durch Vertauschung von 4 und B
cos B sin ¢ = cos b sin @ — sin b cos @ cos C';

wenn die zweite Gleichung, nach Durchmultiplication mit
cos C, zur ersten addirt wird, so erhilt man:

sin ¢ (cos A + cos B cos C) = cos @ sin b sin® C, oder da
sin b sin C = sin B sinc¢ ist:

cos A 4+ cos B cos C' = cos a sin B sin C  oder endlich

cos A = —cos BeosC-4-sin BsinCeosa.

Vertauscht man 4 und ¢, wihrend B an seiner Stelle bleibt,
so wird ferner noch:

cos O = — cos B cos A 4 sin B sin A4 cos ¢

und dies sind die gesuchten Gleichungen. Die letate folgt
auch wieder aus der dritten Hauptformel:

cos ¢ = cos @ c08 b -} sin @ sin b cos C',

wenn man in dieser die grossen und kleinen Buchstaben ver-
tauscht und alle Cos negativ nimmt.

Benutzung der Formel:
cos ¢ = cos @ cos b -+ sin @ sin b cos C'.

§ 10. Diese Formel lisst unmittelbar einen doppelten
Gebrauch zu; in dem Falle nimlich, dass aus den drei ge-
gebenen Seiten ¢, b, ¢ die Winkel aufzusuchen sind, hat man:

cos ¢ — €0S @ €08 b _

cos C' = ;

sin @ sin b

wenn man dagegen aus zwei Seiten @, & und dem zwischen-
liegenden Winkel C' die dritte Seite zu bestimmen hat, so
wendet man die Gleichung in ihrer urspriinglichen Form an:

cosc=cosa cos b -+ sina sind cos C.
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§ 11. Um auch die entsprechenden beiden reciproken
Aufgaben, mit Winkeln statt Seiten und umgekehrt, zu er-
ledigen, steht die schon oben entwickelte Gleichung

c0s O = — cos A cos B - sin A sin B cos ¢

zu Gebot; sie ist unmittelbar in dieser Form anzuwenden,
wenn aus zwei gegebenen Winkeln 4 und B und der zwischen-
liegenden Seite ¢ der dritte, dieser Seite gegeniiberliegende
Winkel ' zu bestimmen ist. Sind dagegen die drei Winkel
des sphirischen Dreiecks gegeben, so bestimmt man z. B. die
Seite ¢ durch dieselbe Gleichung in der Form

cos C' - cos 4 cos B

COS ¢ = . -
sin 4 sin B

§ 12. Die ganze sphirische Trigonometrie stiitzt sich
auf die oben aufgestellten drei Gleichungen, und in ihnen
zeigt sich iiberall die gleichzeitige Ersetzung jeder Seite durch
den gleichnamigen Winkel und umgekehrt statthaft, wenn man
nur alle vorkommenden Cos negativ nmimmt. In der ersten
jener Formeln, die keinen Cos enthilt:

sin O sin B __sin A

sin ¢ sind  sina

ist die Zulissigkeit dieser Vertauschung an sich einleuchtend;
aber auch die zwei andern Formeln zeigen nach dem Vor-
stehenden unmittelbar die Moglichkeit der gleichzeitigen und
vollstindigen Ersetzung der Seiten durch die gleichnamigen
Winkel und umgekehrt, wobei die angegebene Bemerkung iiber
die Cos zu beachten ist, und man hat demnach folgenden

Satz.

Wenn die Winkel eines beliebigen sphirischen Dresecks
mit A, B, C und die Seiten mit a, b, ¢ bezeichnet werden,
50 gwbt es stets emn anderes spharzscbes Dreveck, dessern
Winkel die Sesten a, b, c Jenes gegebenen Drevecks wu zwel
Rechten ergiinzen, wiihrend seine Seiten die Winkel 4, B, C
des gegebenen Drevecks zu zwer Rechten erginzen.

Bei der Ableitung irgend eines neuen Satzes iiber das
sphirische Dreieck aus einem an dem urspriinglichen Dreieck
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erkannten mit Benutzung dieses Hiilfsdreiecks behalten die in
diesem Satz vorkommenden Sin ihr Vorzeichen, wihrend die
Cos, und ebenso die Tang und Cotg, das Zeichen wechseln.
Mit Hiilfe der Pole der drei Seiten des gegebenen Dreiecks
lasst sich dieses »Polardreieck« unmittelbar geometrisch nach-
weisen.

§ 13. Man kann demnach alle fir die Aufldsung der
sphiirischen Dreiecke erforderlichen Gleichungen in vier For-
meln ausdriicken, von denen iibrigens je zwei unter einander
derart zusammenhiingen, dass die eine aus der andern entsteht,
wenn in ihr die grossen durch dieselben kleinen Buchstaben
und umgekehrt ersetzt werden, wobei alle vorkommenden Cos
negativ zu nehmen sind; man braucht also nur zwei von
diesen vier Formeln zu merken. Diese vier Gleichungen, mit
den durch cyklische Vertauschung der Stiicke entstehenden,
sind die folgenden:

Erste Formel.

§ 14. Sie ist in zwei Fillen zu gebrauchen, wenn ent-
weder aus den drei gegebenen Seiten irgend ein Winkel des
Dreiecks gefunden werden soll, oder wenn aus zwei Seiten
und dem von beiden eingeschlossenen Winkel die dritte Seite
zu bestimmen ist:

cosa — cosbceosc

cos.d = ; g cosa = cosbcosc -+ sinbsinccos.A
sin b sinc
cosb — cosceosa ..
cos B= e cos b == cosceos @ -+ sincsinacos B
sincsina
COSC — COSaCOS b . )
cos O'= — cosc = cosacosd -+ sinasinbcosC'.
sina sinb

Zweite Formel.

§ 15. Sie ist analog in den beiden Fillen anzuwenden,
dass entweder aus den drei gegebenen Winkeln irgend eine
Seite des Dreiecks gefunden werden soll, oder dass aus zwei
Winkeln und der zwischenliegenden Selte der dritte Winkel
zu bestimmen ist:
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cos.A-+cosBeos C
cosq = - _
sin Bsin C
cos B-}+cos Ccos A4
cos b= e :
sin C'sin A
cos eosC+cos Acos B
c= - e
sin 4 sin B

Dritte
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cos A = — cos Bcos C'+sin BsinCcosa
¢08 B=—co0sCco8.4-}s8inCsin Acos b

c0s '= —cos Acos B -}sinAdsinBcosc.

Formel.

§ 16. Diese Formel betriftt den Fall, dass aus zwei
Seiten und dem eingeschlossenen Winkel die beiden andern

Winkel zu ermitteln sind:

cosasind —sinacosbeos C

ctgAd=— - ———
g sing sin(f
cosbsinc—sinbcosccos A
ctgB= —
sin bsin A
coscSinag—sinceosa cosB
ctgC= ——
sincsin B
Vierte

§ 17. Sie bezieht sich

sinacos b —cosasinbcosC

cte B = - -
& sinb sinC
sin b cosc—ecosbsinccos. A
ctgC'— —
sincsinA
sinccosa— coscsinacos B
Ctg‘ﬁl: A . :
sinasin B
Formel.

endlich auf den Fall, dass aus

zwei Winkeln und der zwischenliegenden Seite die beiden
andern Seiten gefunden werden sollen; mit den erforderlichen
Buchstabenvertauschungen erhilt man die Formelgruppen:

c0s.AsinB +sinAcosBcose
ctga= : :
sin.Asinc
cos BsinC+sinBeosCecosa
ctgb = : .
sin Bsina
cosCsin A-+sinCcosAcos
ctge = ——
sin C'sin b

sinA cosB +cos.AsinBcose

cta b — . .
© sin Bsine
sin BeosC+cos BsinCeosa
ctge= - -
sinCsina
sinCcos A +4cosCsinAcosd
ctga=— : : .
sin.Asind

§ 18. Wegen ihrer Einfachheit und hiiufigen Anwendung
erwihnenswerth sind hier noch die sechs Formeln, die die
Auflésung der simmtlichen moglichen Fille des rechtwink-
ligen sphérischen Dreiecks geben. Wenn der Winkel C ein
rechter ist, so dass also ¢ die Hypotenuse des Dreiecks
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bezeichnet, wihrend @ und 4 die Katheten sind, so erhiilt man
aus den bisher entwickelten Formeln, mit cos ¢ = 0 und
sin C'= 1, unmittelbar die sechs folgenden:

€08 ¢ == COS @ €08 b

cos ¢ = ctg A ctg B

sin @ = sine sin 4 und sin 6 = sine¢ sin B
tg b — tg c cos A » tea = tgc cos B
tga = tg A sin b » tg b = tg B sin«

o8 A = cosa sin B » cos B = cos b sin 4.

§ 19. Wenn man, wie gewdhnlich, logarithmisch rechnen
will, so hat man aus den Formeln der frithern Paragraphen
andre, in Productform iibergefithrte abzuleiten, was durch
gewisse Umformungen, die auf die halben Winkel und halben
Seiten ftihren, leicht moglich ist, wie die folgenden Para-
graphen zeigen.

Erste Umformung.
§ 20. Aus der ersten Formel

cos @ — €08 b cos ¢

cos A — ——— : erhilt man
sin 6 sin ¢
unmittelbar:
co8 (b — ¢) — cos @
1 —cos 4 = L
€03 sin ) sin ¢
cos @ — cos (b + ¢)
1 08 A = - - ;
+e sin 4 sin ¢ ’
] — A . .
da mup —— 2= tg® L A ist, so wird also:
1 4 cos 4
0?4 A — cos (b —c)—cosa

cos « — cos (b + ¢)
Erinnert man sich ferner, dass

q—p . P-+4¢q
5 Sin 5

ol -

a—b++ec . at+b—ec
sin 5 sin 5

— . b -
—abie g, 0l

cos p — €08 ¢ = 2 sin ist, so erhilt man:

sin



Allgemeine sphirische Trigonometrie. 49

Zweite Umformung.

§ 21. Ganz ebenso ist aus der Gleichung
cos A + cos B cos C

coS (@ = o Ben O abzuleiten :
| eos o — — cos(B 4+ C) —cos 4
P = sin B sin ¢
__cos A 4-eos(B—C)
L+cosa = sin B sin C' ’

durch Division der beiden letzten Gleichungen wird wieder:

cos (B + C) + cos 4
cos (B — C) 4+ cos 4’

p_qcosp—'—qist

tg* 3 = —

und da endlich cosp - cos ¢ = 2 cos

2 2 !
so erhidlt man:
cos ZE (2“ —4 cosB + gt‘é
tgdta= . -
cos 2 g T4 cos _—B-’;(’_I‘Av

Dritte Umformung.

§ 22. Durch Division der beiden Formen der ersten
Gleichung
cos @ — ¢os b cos ¢ == 8in b sin ¢ cos 4

coS b — cos @ ¢os ¢ = sina sin ¢ cos BB
erhilt man:

cos @ — €08 b cos ¢ sin b cos A sin B cos A
coSb — cosa cosc  sina cos B~ sin A cos B

Addirt man in dieser Gleichung auf beiden Seiten 1, so erhélt
man:

. . __sin(4 + B)
(cos @ + cos b){1l — cos¢) = sim Acos B’
zieht man dagegen auf beiden Seiten 1 ab, so ergiebt sich:
‘ sin (B — A)
— ( ) — .
(cos @ — cos b)(1 - cos ¢ s Ao h

Ustwald’s Klassiker. 73. 4
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und aus den letzten zwei Gleichungen wird durch Division:

cosa———cosbt c _sin(B— 4d)
cos @ + cos b ) 2~ sin(B+ 4)

cosp—eosqg g+ p g—p
cosp+cosq—tg 3 €T
die letzte Gleichung

b—a,6 b+a , ,c sin(B— A
7 B M S T B4

Da nun

ist, so liefert

tg

§ 23. Nimmt man anderseits den Sinus-Satz:
sinb __ sin B
sine sinA

zu Hiilfe, so ergiebt sich aus ihm unmittelbar
sinb — sine __ sin B —sin 4

sin b 4+ sine  sin B 4 sin A4

b—a b+ a B—A B A

tg 5 ctg 5 = tg 5 ctg 5

oder

Multiplicirt ‘man mit dieser Gleichung die am Schluss des
letzten Paragraphen gefundene, so erhdlt man:

. B— A4\?
b — a\? 2y (sm ————) .
(_tg -———2——) etg” L e = B4 oder nach Ausziehung
(sm — )
der Wurzel:
sin 24
b—a 2
1omm — = -
tg 5 ctg 1 c = B4’
sin
2
dividirt man dagegen die zwei genannten Gleichungen, so wird
B— A4
Sbra o T
—— Cetgle = ——"—.
2 cos B4

9

-~

Diese Formeln ermdoglichen die Losung des Falls, in dem
aus den gegebenen zwei Winkeln 4 und B und der zwischen-
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liegenden Seite ¢ die beiden andern Seiten @ und &6 zu be-
stimmen sind, indem man jene Gleichungen in der Form
benutzt :

sin

b—a 2
g —— =135
sin
2
B—.1
b+ a cos o
tg —— =1t %c
9 B+ A
cos —

Vierte Umformung.
§ 24. Auf demselben Weg erhilt man aus den zwei
Gleichungen
c0s A 4 cos B cos ¢' = sin B sin O cos «
cos B -+ cos A cos C' = sin 4 sin C cos b
zunichst durch Division beider:

cos. A 4+ cos BeosC  sin B cosa sind cos @

cos B+ cos AcosC  sinAcosbh sinacosd’

indem man auf beiden Seiten je die Einheit addirt und sub-
trahirt, ergeben sich hieraus die zwei Gleichungen:

(cos A + cos B) (1 4 cos ) = w und
sina cos b
(cos 4 — cos B) (1 —cos C) = S—I.P—(b—:-—‘i), und die
sin @ cos b
Division dieser Gleichung giebt:
cos 4 4 cos B 2y ¢r_ Sin(b + a) ‘
s A —osB U= H (b — a) oder
B—4, B+4 . _sin(b— q
tb 2»—-_ tg 5) = Ctg -,2-0 m .

Multiplicirt und dividirt man diese Gleichung mit der am
Beginn des letzten Paragraphen entwickelten

B— A B+ 4 b—a b+ a
tg 5 ctg 5 = tg 5 ctg 5

4%
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so erhilt man die zwei Gleichungen:

sin 2 —¢
B—A 2 A
o - ,1_. R
tg 5 ctg3C —, a und
sin —5—
cos 2 °
B4+ A4 ST
tg _L_ ’:—‘Ctg"e‘c_“b—j:”;,
C08 —

die fiir den Fall, dass zwei Seiten und der zwischenliegende
Winkel gegeben sind, sich brauchbar zeigen.

§ 25. Wenn man die in den vorhergehenden Paragraphen
entwickelten Formeln allen Buchstabenvertauschungen unter-
wirft, so erhilt man fiir die ersten vier Fille der Berechnung
der sphirischen Dreiecke die folgenden Zusammenstellungen:

a—i—‘b——csingj—c—b

1 tg 4.l = T 2
o2 «t — _ . o
sinb———————-—’_f’ “sin—————a_}—._b_i_c
2 2
/sinb—+_c—a sin——a+?)—c
tg L B == 2 2
2 - _— )
sina+? bsina+b+°
2 2
sina~'—————+c—~b sing)—_l_c_—a
(e 2 3
g == — ;
sin a————+{) ® sin atb+e
2 2
i
/7 cos B U= A g A+ B0
11 tg'%“:]/ T T A+ B—C_ _A+C—B
oS cos 2T U
2 2
A+C—B A+ B+ C
c S, S
tg 3 b= — . =
2 2
/ A+B—C(NA+B+Q

oS 5 c .
tg 3 == T T A+ (—B BFC—a
cos = = oS 5 »
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sin 24 cos 2=
b—a 2 b4-a 2
OI tg—— =tgyc —5—— | tge—5— =tgde 5
2 sin =L 08—
Sin ¢— Cco8 (—2
t ':__':_Z_)_—_t (7 2 | c+b=to"1a 2
o] 9 g_Q . +B g ) © 2 C+B
= sin — = COS 5=
snd=¢ cosE—C
Ll S Y A T YV ol N QU
g g2 41 ¢ 9 2 A+C
S —5— - COS ——5—
sin 2% 08—
B—A4 2
V. tg —T—:ctg—?j(] bj_; tg—:i; =otg1C — b—12—a
sin = - cos 5~
sin c—b GOSc——b
_ 9 C+B
tg —— =cig}d b tg :l)— —=ctg}d c~2}—7)
= sin —; “ cos —;
sin <7 cos2=°
A—C 2 ' 2
te 5 =ctgd B s tg +——=ctg{yb’— e
sin ) = cO08 —T

§ 26. Die unmittelbar vorhergehenden Formeln (fiir die Fille
III und 1V) liefern auch sofort die Auflésung der Fille, in denen
zwei Seiten und die ihnen gegeniiberliegenden Winkel gegeben
sind und die dritte Seite oder der dritte Winkel verlangt wird.
Man kann das verlangte Stiick je auf doppelte Art berechnen;
die Formeln mit allen Buchstabenvertauschungen sind nimlich:

. B4+ 4 B4 4
V. ted . b—a S0 tode— t b+a®
/ oL 0= 10 O - O -
C Bt T Ty Bl =T B—4
Sin CcOoS
2 2
. C+ B
te la —tg - tgda=tg
2 2 . C— A 2 ¢C—B
sin ——- €08 —5
. A+ C A4 C
Sin COS
a—2c 9 a-+c 2
tg Lb=tg 5 A tglb=tg 5 T—7C
Si ) €08 ———
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VI.

I.. Euler.
B__ASIDb—%a
o 1 f—1t
ctg L OU=tg > =
2
(r__BSiIlc——g—b
\ 1 - o ’
ctgd d=tg TR
=y
‘4‘_0Sina—;c
ctgd B=tg - —
= Sin——2—~

Die vorliegende Abhandiung

Allgemeine sphiirische Trigonometrie.

cos2 Tt
B L
ctg LO=tg —;—A bia
co8
2
c+b
. O—-l—-B 008-—2—-
ctg b A=tg 5 —
2
atc
A yCOS ———
cte L B=tg ,"l:'(_; 2,
- 2 a—c
COST

kann also in der That als

vollstindiger Abriss der ganzen sphiirischen Trigonometrie
betrachtet werden.



Nachwort,

\. Leonhard Euler, geb. 15. April 1707 in Basel, gest.
18. Sept. 1783 in Petersburg, war einer der grossten mathe-
matischen Forscher aller Zeiten und der fruchtbarste unter
ihnen, ja wohl der »fruchtbarste wissenschaftliche Schriftsteller,
der je gelebt hat« (R. Wolf), endlich insbesondre durch
seine alle Zweige der Mathematik umfassenden, klaren und
methodisch von Andern kaum erreichten Lehrbiicher der ein-
flussreichste Lehrer moderner Mathematik. Da in jeder be-
liebigen Encyclopidie sich eine Biographie findet, so mdgen
hier die folgenden kurzen Notizen iiber die Lebensumstinde
Euler's geniigen.

In Basel von Joh. Bernoulli vorgebildet, wurde Fuler
schon 1727 auf Veranlassung der Séhne Nikolaus und Danzel
seines Lehrers, die in St. Petersburg wirkten, an die dortige
Akademie berufen, musste aber, da unmittelbar nachher die
Kaiserin Katharina I. starb, drei Jahre lang als Marineofficier
dienen. Einer Menge seiner Schriften ist iibrigens dieser
praktische Dienst sichtlich zu gute gekommen. Im Jahr 1730
zum Prof. der Physik, 1733 auch zum Prof. der hdhern
Mathematik ernannt, entfaltete Kuler eine ausserordentliche
Thitigkeit; schon in seinem 30. Jahre besass er europiischen
Ruf. Von Friedrich dem Grossen 1741 an die Berliner Aka-
demie berufen (und spiter zum Director der mathematischen
Classe dieser Akademie ernannt) wirkte er im ganzen 25 Jahre
lang in Berlin; 1766 wurde er unter glinzenden Bedingungen
nach St. Petersburg zuriickberufen. Im gleichen Jahre hatte
FEuler das Ungliick, durch den Verlust des zweiten Auges (das
erste hatte er schon 1735 eingebiisst) vollstindig zu erblinden.
Aber selbst dieser, fiir jeden Andern uniiberwindliche, schwere
Schlag hemmte nicht seine Arbeitskraft und Arbeitslust; selbst-
lose Hilfsarbeiter, wie sein iiltester Sohn Jolann Albert, im
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letzten Jahrzehnt seines Liebens fast ausschliesslich Nik. Fuss
traten ihm zur Seite. Noch bis zu beinahe 50 Jahren nach
FEuler's Tode erschienen Abhandlungen von ihm in den Ver-
offentlichungen der Petersburger Akademie.

Es ist ganz unmoglich, hier der Bedeutung Euler’'s fiir alle
Zweige der Mathematik auch nur in Umrissen gerecht zu wer-
den; in allen Theilen der mathematischen Wissenschaften giebt
es Liuler’sche Zahlen, Fuler'sche Bezeichnungen (man denke nur
an die Bezeichnungen e und 7r), Fuler'sche Sitze, Fuler’sche
Theoreme. Die elementarsten wie die schwierigsten Gebiete
der reinen und angewandten Mathematik hat er bearbeitet und
bereichert; die selbstindig erschienenen Werke umfassen eben-
sowohl eine elementare »Einleitung in die Arithmetik« und
eine noch heute sehr brauchbare elementare »Anleitung zur
Algebra« wie Lehr- und Handbiicher der héhern Mathematik
von der Bedeutung der »Introductio in Analysin infiniforumc,
der »Institutiones calculi differentialis« und der »Institutiones
calculi integralis«; daneben stehen eine Reihe von Werken
physikalischen, nautischen und astronomischen Inhalts, mathe-
matische Werke, die ganz neue Zweige der Mathematik be-
griindeten, wie denn z. B. die moderne Mechanik zum grossen
Theil eine Schipfung FHuler's ist, der auch die Variations-
rechnung mit begriindete und ihr den Namen gab; daneben
stehen endlich die zahllosen in Zeitschriften erschienenen Ab-
handlungen, die sowohl fiir Erweiterung und Vertiefung aller
Zweige der mathematischen Wissenschaften, als auch didaetisch
Ausserordentliches geleistet haben: wenn man die Bédnde der
Verdffentlichungen der Petersburger und Berliner Akademien
durchsieht, so erstaunt man iiber den unerschopflichen Reich-
thum dieses Mannes. Wihrend in selbstindiger Form 32 Quart-
binde und 17 Octavbinde von Kuler erschienen sind, betragt
die Anzahl der zu seinen Lebzeiten verdffentlichten, z. Th.
umfangreichen Abhandlungen gegen 500, die Gesammtzahl
seiner Abhandlungen iiber 700; »eine Fiille von Schriften,
welche in einer (Gesammtausgabe in Quart mindestens 2000
Druckbogen einnehmen wiirden« (Cantor).

Néheres iiber Euler’s Leben und Gesammtwerk siehe in
den Schriften: »Eloge de Mr. Léonard Euler« von Nicol.
Fuss, St. Petersburg 1783, deutsch von Fuss selbst mit Zu-
sitzen, Berlin 1786 ; »Kloge de M. Euler« von Condorcet in
der Histoire de I’Académie Royale des Sciences de Paris,
Jahrgang 1783; kurze Biographie von M. Cantor in der
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»Allg. Deutschen Biographie«, herausgegeben von der Histor.
Commiss. bei der Kgl. Bayr. Acad. der Wiss. in Miinchen,
6. Bd. Leipzig 1877, S. 422—430; Rudio, Leonhard Euler,
Basel 1884; Derselbe, Die Baseler Mathematiker Dantel Ber-
noulls und Leonhard Euler, ebend. 1884 u.s. f. Verzeichnisse
der Euler'schen Abhandlungen finden sich ferner z. B. im
Artikel Euler in dem Poggendorff’schen »Biogr.-Litterarischen
Handworterbuch zur Geschichte der exacten Wissenschaften«
(1. Band 1857), aus der Fuss'schen Biographie (s. u.) ent-
nommen und chronologisch geordnet (das Verzeichniss um-
fasst 141 Spalten); nach dem Inhalt geordnet in der »Corre-
spondance mathématique et physique de quelques céléebres
Géometres du XVIII. siecle, procédée d’une Notice sur les
Travaux de Léonard Euler, von P. H. Fuss, St. Petershurg
1843, 2 Bénde.

2. Was Euler speciell fiir den Gegenstand der zwei vor-
stehenden Abhandlungen, die Trigonometrie, geleistet hat,
findet sich auch gut gewiirdigt bei 2. Wolf, Handbuch der
Astronomie, ihrer Geschichte und Litteratur, 1. Bd., 1. Hiilfte,
Ziirich 1890; auf diese Bedeutung Fuler's fiir die Trigono-
metrie ist hier wenigstens noch ein Blick zu werfen.

a) Die analytische Behandlung der goniometrischen
Functionen ist recht eigentlich erst durch FEuler begriindet
und, darf man sogleich hinzufiigen, es ist dieser Abschnitt
der Trigonometrie und Analysis auch von ihm so ziemlich
abgeschlossen worden. Die Abhandlung von 1739 »Methodus
facilis computandi angulorum Sinus ac Tangentes tam naturales
quam artificiales« (erst 1750 in den Comment. der Petersb.
Ak, erschienen) gab einfache Reihen und Producte zur Be-
rechnung der Kreisfunctionen und ihrer Logarithmen; 1748
gab Euler die bequemen Reihen fiir sin» . 90° und cos 2. 90°
mit einer grossen Zahl von Decimalstellen; die »Introductioc
enthilt den ganzen analytisch-goniometrischen Formelapparat
in grosser Vollstindigkeit.

b) Auch der zweite Hauptabschnitt der Trigonometrie,
die ebene Trigonometrie, deren Behandlung durch Fwler wir
hauptsidchlich aus einer Ausarbeitung seines Vortrags in Berlin
zu Anfang der 50er Jahre aus L. Bertrand’s Darstellung
kennen (Abschnitt Trigonometrie in dem Développement nouveau
de la partie élementaire des Mathématiques, Genf 1778, 2 Bde.)
war vor und nach Euler etwas ganz Verschiedenes. Wihrend
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man vorher die Lehrsiitze tiber das ebene Dreieck in um-
stindliche, durch Worte auszusprechende Analogien (Propor-
tionen) kleidete, hatte »dieser grosse Geometer die gliickliche
Idee, die Seiten des Dreiecks mit @, b6, ¢ und ihre Gegen-
winkel mit A, B, C zu bezeichnen« (Wolf). Man muss
damit allein schon FEwler als den Schopfer der eleganten
Form und der mnemotechnischen Geschmeidigkeit, der be-
quemen Schreibbarkeit und bequemen praktischen Anwendung
unserer heutigen trigonometrischen Formeln bezeichnen. Auch
der Formel- und Rechnungs-Apparat der praktischen ebenen
Trigonometrie ist nach ihm nicht mehr besonders stark er-
weitert worden: mit den Gleichungen von Mollweide im ebenen
Dreieck und namentlich mit der Polygonometrie (Lexzell, De
resolutione polygonorum rectilineorum, in den Comment. von
Petersburg 1775/76 und L’ Huzlier, Polygonométrie, Genf 1789)
war, wenn wir von einigen Schwerfilligkeiten und Inconse-
quenzen der praktischen Rechnung in diesen #ltern Werken
absehen, so ziemlich alles vorhanden, was wir auch heute
benutzen und brauchen. — Es ist geradezu merkwiirdig, dass
jener, durch seine Einfachheit und sein Naheliegen um nichts
weniger geniale Einfall Fuler’s, die rationelle Bezeichnung der
»Stiicke« des Dreiecks sich so langsam einbiirgerte, dass z. B.
noch mehr als 30 Jahre spiter (1785) der so verdienstvolle
Boscovich fir Seiten und Winkel ganz willkiirliche Buch-
staben verwendete, dass Cagnole in seinem ausgezeichneten
Handbuch der Trigonometrie (1786) zwar fiir die Winkel die
Beziehungen A, B, C annahm, fiir die Seiten aber 45,
AC, BC behielt, ja dass in des gelehrten Pflerderer gleich-
zeitiger Abhandlung (1785) »Analysis triangulorum rectilineo-
rum« nicht nur, der analytischen Goniometrie Euler’s zum Trotz,
der »Sinus totus« immer noch #ngstlich mitgeschleppt wird,
sondern z. B. der pythagoriische Lehrsatz fir das beliebige
ebene Dreieck, den wir jetzt mit Euler so bequem und leicht
merkbar in der Form
a®= 0>+ c* — 2bccos A

schreiben, in der Gleichung erscheint:
s e - in BA
BCO?= AB1+ AC1—24B > AC X C":;‘l’ Ifot ¢
¢) Noch mehr kam zunéichst die erwihnte rationelle Be-
zeichnung Fuler's der Raumtrigonometrie zu gute. Wéihrend

auch hier in der iltern Zeit die wenigen bekannten Gleichungen
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in die Form schwerfilliger Analogien gekleidet wurden, konnte
Euler, allein schon in Folge der bequemen Uebersicht, den
Formelschatz gleichsam spielend vermehren; er zuerst stellt
neben jede Formel die ihr polar entsprechende, z. B. neben

cose = cosb cosc - sind sinc cos 4 auch
cos A = — cos B cos C + sin Bsin C' cos @ ;

er fihrt zur bequemern Rechnung bei dhnlichen Formeln die
»Hiilfswinkel« ein; er leitet die logarithmisch so bequemen
Formeln fiir die Functionen der halben Winkel ausgedriickt
in den Seiten und umgekehrt ab; er lost jeden Fall des
sphirischen Dreiecky direct, ohne Zerlegung in rechtwinklige
Dreiecke auf; er iiberldsst der spitern Zeit, was den fiir die
praktische Rechnung am sphirischen Dreieck erforderlichen
Apparat betrifft, eigentlich tiberhaupt nur noch die Aufstellung
der Delambre’schen Gleichungen (Delambre 1807, Mollweide
1808, Gauss 1809), der L’'Hualier'schen Excessformel fiir
tg L ¢ in den Seiten ausgedriickt und der damit zusammen-

hingenden Formeln fiir (‘: —-——:~) n 8. f.

3. Doch es mogen nunmehr die zwei hier iibersetzten
Abhandlungen Fuler’s iiber die sphirische Trigonometrie fiir
sich selbst sprechen. Ihre Titel sind:

Principes de la Trigonométrie sphérique, tirés de la
Méthode des plus grands et plus petits; Mémoires de I'Académie
Royale des Sciences et Belles-Lettres (Berlin), Classe de Philo-
sophie expérimentale. Tome 9, Année 1753 (verdffentlicht
Berlin 1755), S. 223—257; und

Trigonometria sphaerica universa, ex primis principiis
breviter et dilucide derivata; Acta Academiae scientiarum
imperialis Petropolitanae, pro Anno 1779, pars prior (verdffent-
licht Petersburg 1782), S. 72—886.

Beide Abhandlungen zeigen in hohem Grad die Klarheit
und systematische Anordnung aller Arbeiten Fuler's; aller-
dings macht sich seine oft etwas breite Darstellung, die sich
ofters bis zu Wiederholungen steigert, auch hier da und dort
bemerklich. Niemandem aber, der sich mit Trigonometrie zu
beschiftigen hat, sollten diese beiden Abhandlungen unbekannt
sein, In der ersten wird, nachdem, unter stetem Ausblick
auf die sphéroidische Trigonometrie, mit Hiilfe der Variations-
rechnung die Formeln:
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sin@:sin A =sinb:sin B ==sinc¢:sinC
co8 A = — cos B cos C -+ sin B sin C cos «
cos @ =— co8 b cos ¢ - sin b sin ¢ cos A und
sinag tg C — sin B tge = cos @ cos B tg C tg ¢

als die vier Grundformeln der sphirischen Trigonometrie auf-
gestellt sind, die Auflésung aller Fille des rechtwinkligen
und beliebigen Dreiecks gelehrt. Wir betrachten jetzt freilich,
da wir zugleich mit der Ableitung der Formeln durch die
rdumliche Coordinaten-Transformation ihre allgemeine Giiltig-
keit nachweisen wollen (nach dem Vorgang am »astronomischen
Dreieck«), neben der ersten und dritten- dieser Gleichungen
eine von der obigen vierten etwas abweichende Formel als
dritte Grundformel des Dreiecks und es ist bemerkenswerth,
dass Huler in der zweiten Abhandlung gerade diese drei
modernen Grundformeln, auf anderem Weg allerdings und
ohne den Nachweis allgemeiner Giiltigkeit, als solche aufstellt.
An sich ist freilich klar (und grade durch FEuwler klar ge-
worden), dass man von einer der Grundformeln ausgehend die
andern analytisch ableiten kann (vgl. die Entwicklung von Gua,
Trigonométrie sphérique in den Mémoires der Pariser Akademie
fir 1783 und die vereinfachte von Lagrange in den »Solutions
de quelques Problemes relatifs aux Triangles sphériques, Jour-
nal de I'Ecole Polytechnique, 6. Heft, 1199) aber es ist doch
auch hinzuzufigen, dass G'auss in seiner, gegen die Lagrange-
sche abermals vereinfachten Entwicklung (Werke, Band IV,
S. 401—403: Entwicklung der Grundformeln der sphirischen
Tligonometrie) nachdem er, ziemlich umstindlich, die allge-
meine Gultlgkelt seiner Aus gangsgleichung

cos @ = ¢os b cos ¢ -+ sin b sin ¢ sin 4

nachgewiesen hat, in seinen »vier Grundformeln« (A4) bis (D)
gerade die oben angeschriebnen vier Grundgleichungen der
ersten Abhandlung Fuler’s ableitet. Die zweite der Euler-
schen Abhandlungen giebt in der That »dilucide derivata« An-
leitung zur sphirischen Dreiecksrechnung.

Was man beiden Abhandlungen vorwerfen kann, ist ausser
der, wie schon angedeutet, sich oft zeigenden grossen Aus-
fibrlichkeit der Mangel der Nachweise der allgemeinen Giiltig-
keit der Formeln oder der Untersuchung ihres Geltungs-
bereichs; (»moderne Strenge hilt zwar mit Recht manche
Euler'sche Beweise fiir ungeniigend, allein die Sitze selbst
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bleiben fast durchgingig bestehen« [Cantor]). Eine empfind-
liche Liicke ist insbesondre das Fehlen einer Discussion des
Casus ambiguus (gegeben zwei Seiten und der Gegenwinkel
der einen, oder zwei Winkel und die Gegenseite des einen).
Ferner hat es Wolf mit Recht auffallend gefunden, dass Euler
in den Formeln fir die Functionen der halben Winkel, aus-
gedriickt in den Seiten, und umgekehrt, es unterlassen hat,
fir die Summe der Seiten, im zweiten Falle der Winkel, oder
noch besser fiir die Hilften dieser Summen besondre Bezeich-
nungen einzufithren, wodurch diese Formeln so viel einfacher
und iibersichtlicher werden. [Uebrigens ist die Behauptung
Wolf’s, dass man diese Einfiihrung dann erst Delambre, ja
dauernd noch viel Spétern verdanke, irrthiimlich: z. B. findet
sich in der schon oben genannten Dissertation Pfeiderer’s
itber die Auflosung der ebenen Dreiecke von 1785 die Glei-
chung fiir die tg des halben Winkels in der allerdings nicht
eben anmuthigen Form der Analogie:

1818 —BC):(LS— AB)(18— AC) = sin. tot :tgt BAC].
2 2 2 2 J 2

Was die Uebersetzungen der beiden Abhandlungen
betrifft, so habe ich, ohne dass ich geglaubt hitte, in den
Apmerkungen jede einzelne kleine Abweichung anzeigen zu
miissen, nicht iiberall ganz wortgetreu, aber wie ich hoffe,
iiberall sinngetreu iitbersetzt; dies gilt besonders fiir die zweite
Abhandlung (von 1779). Ich muss das Urtheil dariiber selbst-
verstindlich dem Kenner iiberlassen. Eine Anzahl von Druck-
fehlern in den Kwuler’schen Formeln ist verbessert. Nur iiber
eine Aendernng, die man vielleicht etwas eigenmiichtig finden
wird, glaube ich noch einige Worte sagen zu miissen; es ist
ndmlich der franzosischen Schreibweise sin®¢ statt der von
Euler angewandten deutschen sin ¢ fiir (sin ¢)* der Vorzug
gegeben. Der Streit iiber diese Bezeichnungen hat bekanntlich
seit fast 100 Jahren niemals gernht und ist auch hier nicht aus-
zutragen. An sich ist ja kein Zweifel, dass die einzige richtige
Schreibart (sin ¢)® wire, wenn man von der noch umstind-
lichern, und noch weniger iibersichtlichen, auch nur eben
allenfalls noch fiir das Quadrat brauchbaren sin ¢ . sin ¢
absieht; es fragt sich aber eben, wie soll man schreiben,
wenn die ldstigen, weil oft vorkommenden, Klammern
oder Surrogate dafiir, wie der Strich in sin rp2, wegbleiben
sollen? Die Schreibweisen tg®z und tg 2? sind an sich beide
eigentlich unrichtig: denn die erste heisst nach sonstiger Ana-
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logie in der Analysis tang (tang z), die zweite aber eben so
gut tang des Quadrats von z, ebenso wie log a? nicht nur
(log @)*, sondern auch log (¢?) bedeuten kann. Da in der
Trigonometrie (im Gegensatz zum analytischen Theil der
Goniometrie) diese beiden Bedeutungen, tang (tang z) und
tang (z?) nie vorkommen, so kann man hier, der Einfachheit
zu lieb, die eine oder andere der Schreibarten tg® 2 oder tg 2*
wihlen; da aber hier in der Trigonometrie im eben ange-
deuteten Sinne um so hiufiger Ausdriicke wie: Quadrat der
b —

tg von "'“‘2—3
von 180° minus (3 4 y) zu schreiben sind, so ziehe ich, mit vielen

: b — : :
Andern, hier stets tg? 7_‘{ , Sin? —;, cos?(180 — [ + #])

und damit also auch sin® 4 u. s. w. vor. Man konnte sich zwar
2

z. B. die Schreibart tg é——;——(—z (ohne Klammer) schliesslich ge-

, Quadrat des Sinus von i «, Quadrat des cos

fallen lassen, da auch eben das Fehlen der Klammer andeuten

konnte, dass das Quadratzeichen nicht zum Winkel, sondern zu
2

tg gehort; aber schon sin% wire nicht wohl moglich und den

dritten Ausdruck von den oben angefiihrten kénnte man ohne
dritte Klammer anch nicht schreiben. Also, wenn man nicht

2
mit Fuler (tg ———2—6—1) schreiben will (wie iibrigens auch in der

Uebersetzung oft geschehen ist), so mag es in der prak-
tischen Trigonometrie, um die Klammern zu ersparen, bei

tg? b 5 ? und damit auch bei sin® o statt sin o bleiben.

Die Ausdriicke fiir die Quadrate, die Euler noch in der
Form pp, CC, ... gebraucht, sind durch p%, C?... ersetzt;
an Stelle der Fwler'schen A sin, A cos, ist unser arc sin,
arc cos benutzt.

Den Figuren habe ich, soviel man auch gegen die »zwei-
spitzigen« Abbildungen der Kugelkreise und andres einwen-
den kann, den Charakter der Fuler'schen lassen zu sollen
geglaubt. Auch die uns heute, da die Euler'sche Bezeichnung
in Fleisch und Blut iibergegangen ist, unnothig erscheinende
Wiederholung der Fig. 4 im zweiten Theil habe ich, als durch
den Fuler'schen Text vorgeschrieben, heibehalten.
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1) Zu S. 12. Euler vermeidet in der Zusammenstellung
durchaus den Gebrauch der ctg; die letzte Formel in X.
schreiben wir z. B. gewohnlich cos ¢ = ctg A4 ctg B, wie Euler
selbst auch in 12. thut.

2) Zu S. 13. Die Formeln fir die Winkel des recht-
winkligen sphérischen Dreiecks schreiben wir jetzt gewohnlich:
sin4d =-..-., c0sd=---, tg4=-.-, wobei die Analogie
mit dem ebenen rechtwinkligen Dreieck die Formeln sehr
leicht zu merken gestattet. Die Ewler’sche Anordnung der
Gleichungen hat tibrigens ebenfalls ihre gute Berechtigung,
wie man bei ihrem Anblick erkennen wird.

3) Zu S. 18 bus 22. Die Umformungen 19. bis 29., die
mit den in 17. und 18. gewonnenen vier Grundgleichungen
vorgenommen werden, um die Gleichungen (I) bis (IV) in 30.
zu erhalten, erscheinen auf den ersten Blick kiinstlich und
willkiirlich (wie sie auch etwas weitschweifig behandelt sind).
Warum gerade diese Combinationen? muss der Anfinger
fragen; er wird aber bald die systematischen Griinde erkennen,
die zu diesen Umformungen fiithren.

4) Zu S. 23. In den Gleichungen II und III hitte eine
etwas andre Ordnung gewihlt werden konnen, nur in der
Gruppe IV hat FKuler genau cyklisch vertauscht.

5) Zu S. 24. Hier wiirde man lieber in der 2. Formel
von der 1. aus cyklische Abwechslung sehen, also

cos b — cos ¢ cos ¢

cos B = ,

sin ¢ sin @

Luler liebt es aber, die Buchstaben in jedem Fall alpha-
betisch zn ordnen; vgl. auch unten.

6) Zu S. 25. Auch hier wiirde man in der zweiten und

dritten Gleichung von 37. lieber andre Ordnung sehen, nimlich

in den Klammern a stets voran und nur in den Zeichen successive
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Vertauschung ; iibrigens ist die Fuler'sche Anordnung, die die
Buchstaben versetzt, das Minuszeichen in der ersten und
zweiten Klammer aber an seiner Stelle ldsst (2. Summand,
bezw. 3. Summand), ebenfalls leicht zu merken. Dieselbe Be-
merkung gilt fiir 38.

7) Zu S. 26, Zu 39. gilt dihnliche Bemerkung wie zu 37.;
die dem Winkel gegeniiberliegende Seite steht in den beiden
Ziblerklammern am Beginn, in den zwei Nennerklammern
am Schluss.

Ueber die Nichtanwendung einer Bezeichnung fiir (¢ 4 6—¢)
oder besser atotc 2 ¢ s. das »Nachwort«.

8) Zu §. 27 u. 28. Auch hier ist in 43. und 44. nicht
cyklisch vertauscht, sondern die Buchstaben sind alphabetisch
geordnet.

9) Zu S. 28 bus 31, Nr. 45, 47. u. 48., 49., 52, u. 53.
gelten dieselben Bemerkungen wie zu 35., 37. und 38., 39,
43. und 44.

10) Zuw S. 36. Ein auffallender Mangel ist hier, wie
schon im »Nachwort« angedeutet ist, das Fehlen einer Er-
orterung iiber die Zweideutigkeit dieser Aufgaben.

11) Zu S. 37 s 39. Der Satz, dass sich der Inhalt
eines sphirischen Dreiecks zur Oberfliche der Kugel verhilt,
wie der Excess des Dreiecks in Graden zu 720° scheint erst
im ersten Drittel des 17. Jahrhunderts gefunden worden zu
sein (vielleicht von Grard, der ihn in der »Invention nou-
velle« 1629 ohne Beweis anfiihrt). Auch der im Text von
FEuler gegebene interessante Beweis ist iibrigens nicht ganz
einwandfrei.

II.

12) Zu S. 41 u. 42. Ys ist von grossem Interesse (wenn
auch der Grund dafiir leicht einzusehen ist), dass die drei
Grundgleichungen, cos¢="---, sincsind=-.., sinccos A=---,
die Fuler hier geometrisch (und ohne Nachweis ihrer allge-
meinen Giiltigkeit) ableitet, genau dieselben sind, wie die, auf
die die heutige Ableitung der Grundformeln des Dreikants
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durch rdumliche Coordinaten-Umwandlung fithrt, bei der man
zudem den Nachweis der allgemeinen Giiltigkeit mit erhilt.
Diese neue Ableitung ist, wie im » Nachwort« bereits ange-
deutet wurde, zuerst fiir die Zwecke der sphirischen Astro-
nomie eingefiihrt worden; vgl. von spitern Publicationen z. B.
die sehr klare Entwicklung in der sphirischen Astronomie
von Brinnow.

13) Zu S. 42. In § 5. ist im Interesse grosserer Symmetrie
die Fuler'sche Anordnung der drei Gleichungen des Sinus-
Satzes durch vollstindig cyklische Schreibweise ersetzt.

14) Zu S. 45 u. 46. Der Name Polardreieck findet sich
bei Euler noch nicht; iiberhaupt ist hier nicht ganz wort-
getreu tiibersetzt.

15) Zu S. 46 u. 47. Hier ist in § 14. und 15. im Inte-
resse der Symmetrie ebenfalls ganz ecyklisch geordnet, vom
Original etwas abweichend.

16) Zu.S.48. Ueber die Nichtanwendung von s = atbto

2
in § 20. vgl. das »Nachwort«. Im ersten Factor des Nenners
ist die Ordnung etwas abgeindert; #ihnliche Bemerkung zu § 21.
17) Zu S.52 bis 54. Die Nummern I bis VI fiir die 6 Fille
des Dreiecks sind von mir beigesetzt; bei I und II ist die
Luler'sche Ordnung, die sich leicht durch eine etwas bessere
(wie oben) ersetzen liesse, iibrigens ebenfalls leicht iibersicht-
lich und merkbar ist, beibehalten. In III und IV hat FEwler
selbst vollstindig cyklisch vertauscht, ebenso in V und VL
Bei den Aufgaben V und VI sagt ZEuler ohne weiteres,
dass zwei Seiten und ihre Gegenwinkel (also 4 Stiicke)
gegeben seien, indem er sich im Fall zweier gegebener
Seiten den zweiten Gegenwinkel :
{Winkel die zweite Gegenseite } durch den Binus-Batz be-
stimmt denkt; auf die Zweideutigkeit dieser beiden Aufgaben
geht er auch hier nicht ein.

Hammer.

Ostwald’s Klassiker. 73. 5
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