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Seien K ein Körper und k, n ∈ N0.

Aufgabe 1. Beweisen Sie Lemma 6.13 der Vorlesung, d.h. verifizieren Sie
folgende Identitäten für k ≤ n ∈ N:
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Aufgabe 2. Das Skalarprodukt (oder inneres Produkt oder Punktprodukt1)
auf Kn ist die Abbildung

· : Kn ×Kn → K, (x, y) 7→ x · y := 〈x, y〉 := xytr =
n∑

i=1

xiyi.

Das Kreuzprodukt (oder äußeres Produkt oder Vektorprodukt2) auf K3 ist
die Abbildung

× : K3 ×K3 → K3

(x, y) = ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) 7→ x× y := (x2y3 − y2x3, x3y1 − y3x1, x1y2 − y1x2).
Zeigen Sie, dass sowohl das Skalarprodukt als auch das Kreuzprodukt

bilineare Abbildungen sind. Zeigen Sie weiter, dass das Skalarprodukt sym-
metrisch ist und das Kreuzprodukt antisymmetrisch, d.h. x × y = −y × x
für alle x, y ∈ K3.

Aufgabe 3. Es sei Sn die symmetrische Gruppe vom Grad n, d.h. die
Gruppe der bijektiven Abbildungen σ : [n]→ [n] mit der durch Verknüpfung
von Abbildungen gegebenen Gruppenoperation.

Für σ ∈ Sn bezeichne 〈σ〉 = {σi | i ∈ Z}. Hierbei ist, für i < 0, σi als das
zu σ−i inverse Element definiert. Zeigen Sie:

(1) 〈σ〉 ist eine Untergruppe von Sn. (Ihre Ordnung wird mit o(σ) be-
zeichnet.)

(2) P := {τ〈σ〉 | τ ∈ Sn} ist, mit τ〈σ〉 := {τσn | n ∈ Z}, eine Partition
der Menge Sn.

(3) Die Klassen der Partition P enthalten alle gleich viele Elemente, und
es gilt |P|o(σ) = |Sn| = n!. Insbesondere ist o(σ) ein Teiler von n!.

1engl. scalar product, inner product, dot product, . . .
2engl. cross product, outer product, vector product, . . .


