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Sei K ein Körper.

Aufgabe 1. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, und W ≤ V ein
m-dimensionaler K-linearer Unterraum von V .

(1) Es sei
EW := {f ∈ EndK(V ) | f(W ) ⊆W}.

Zeigen Sie, dass EW ein Unterring des Endomorphismenrings EndK(V )
ist und beschreiben Sie seine Einheitengruppe EW

∗.
(2) Es sei

Mm(K) := {A ∈ Matn(K) | aij = 0 falls i > m und j ∈ {1, . . . ,m}}.
Zeigen Sie, dass Mm(K) ein Unterring des Matrizenrings Matn(K)
ist, und beschreiben Sie seine Einheitengruppe Mm(K)∗.

(3) Zeigen Sie: Es existiert eine Basis B für V derart, dass für alle f ∈
EndK(V ) gilt:

f = fA ∈ EW genau dann, wenn A ∈Mm(K),

f = fA ∈ EW
∗ genau dann, wenn A ∈Mm(K)∗.

Aufgabe 2. Sei nun p eine Primzahl, und K = Z/(p). Berechnen Sie, für
m = 0, 1, . . . , n, die Mächtigkeiten |Mm(K)| und |Mm(K)∗|. Hierbei sind
Mm(K) und Mm(K)∗ wie in Aufgabe 1 definiert.

Aufgabe 3. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, φ1, . . . , φn ∈
V ∗ = HomK(V,K) und b1, . . . , bn ∈ K. Zeigen Sie: Genau dann ist das
lineare Gleichungssystem

φi(x) = bi, i = 1, . . . , n

lösbar in x ∈ V , wenn folgende Bedingung erfüllt ist:

Sind λ1, . . . , λn ∈ K mit
∑n

i=1 λiφi = 0, so gilt auch
∑n

i=1 λibi =
0.

Aufgabe 4. In Aufgabe 2 von Blatt 7 hatten Sie nachgerechnet, dass die
Menge L aller Quadrupel (x, y, z, w) ∈ R4, für die die drei folgenden Glei-
chungen erfüllt sind, einen affinen Unterraum des R4 bilden:

x− y + z − w = 2

−4x+ 2y + 3z + 2w = 12

x− y + z + w = −8

Schreiben Sie L in der Form v +W für v ∈ R4 und W ≤ R4, und ergänzen
Sie L zu einer Basis des Quotientenraums R4/W .


