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1. EINLEITUNG

In dieser Arbeit wollen wir uns mit Auflésungsformeln fiir Gleichun-
gen vom Grad 4, der Form

z4+a123+a222+a32—|—a4 =0

beschéftigen. Dazu brauchen wir einige Definitionen und Sétze. Insbe-
sondere die symmetrischen Funktionen und den Hauptsatz der Galois-
theorie werden wir in dieser Arbeit benutzen und in Kapitel 2 nochmal
kurz zusammenfassen.

Anschliefend werden wir in Kapitel 3 die zugrunde liegende Theorie
fiir Gleichungen n-ten Grades, der Form

2" a2 ap” — 4+ (—=1)"a, =0

herleiten, auf die wir uns dann im folgenden beziehen wollen. Allge-
mein wird es darum gehen diese allgemeine Gleichung auf eine andere
Gleichung mit elementarsymmetrischen Funktionen als Koeffizienten
zuriick zu fithren, so dass wir dann die Galoistheorie nutzen kénnen
um die Auflésungsformeln zu beweisen.

Bevor wir uns dann mit Gleichungen 4-ten Grades befassen, behan-
deln wir in Kapitel 4 noch Gleichungen 3-ten Grades der Form

2 4at+az+a3=0
und entwickeln die ,, Auflosungsformeln von CARDANOQO*. Diese For-
meln gebrauchen wir nachher um den Beweis der Auflosungsformeln
fiir Gleichungen vom Grad 4 zu vereinfachen.

Das zentrale Kapitel in dieser Arbeit ist jedoch das Kapitel 5, in dem
wir uns mit zwei verschiedenen Auflésungsformeln fiir Gleichungen vom
Grad 4 beschéftigen wollen.

In beiden behandelten Varianten fithren wir die Gleichung 4. Grades
durch Substitution auf die Gleichung

ot 4 pa® +qr+r =0
zuriick und betrachten dann die Gleichung
0 — 0% + 1,0 —t3 =0
und ihre Wurzeln ©;.

In Variante 1 wihlen wir:

@1 = (1'1 + $2>(£C3 + 56'4)
Oy = (z1 + x3) (22 + 74)
@3 = (Il + LU4>((132 + ;Ug)

und erhalten dann fiir obige Gleichung, mit Hilfe der elementarsymme-
trischen Funktionen:

0° — 2p0* + (p* —4r)O +¢* = 0.

Diese Gleichung kénnen wir dann durch Radikale auflosen.
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In Variante 2 wahlen wir:
T1T9 — T3T4

0, =
T1+ Ty — T3 — Ty
T1T3 — T2y
6, =
Ty — To+ T3 — Ty
T1Xy — T2T3
O3 =

T1— T2 — T3+ Ty
Die Besonderheit der ©;, wie wir sie in Variante 2 wéhlen, ist die In-
varianz iiber

r; — axr; + b.

Wir erhalten dann wiederum fiir die obige Gleichung, mit Hilfe der
elementarsymmetrischen Funktionen:

p? —4r dpr — ¢?

2q 8¢
Auch diese Gleichung kann durch Radikale aufgelost werden und wir
haben mit dieser Formel eine weitere Auflosungsformel fiir Gleichungen
4-ten Grades gefunden.

Die Variante 1 ist die klassische Methode zur Auflésung von Glei-
chungen 4-ten Grades, wie sie in der Literatur zu finden ist.

Variante 2 ist bisher noch nicht in der Literatur zu finden, die Be-
hauptung dass die ©; entsprechend gewéhlt werden kénnen wird in die-
ser Arbeit bewiesen. Die dazugehorigen Rechnungen wurden im Rah-
men dieser Bachelorarbeit aufgestellt.

o3 0.

1
2 —_—— —_—
S) 2p@
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2. VORAUSSETZUNGEN

Sei R ein Ring mit Einselement. Ein Polynom aus R[x1,...,z,],
das bei jeder beliebigen Permutation der Unbestimmten z,...,z, in
sich iibergeht, heifit eine (ganze rationale) symmetrische Funktion der
Variablen x4, ..., x,.

Betrachten wir:

(1) f(z2) = (z=m)(z —22) -+ (2 — )

=" — 02" =4+ (=)0,

mit z als Unbestimmte, so erhalten wir als Koeffizienten der Potenzen
von z:

o1 =21 +To9+...+x,
09 = X1T9 + X123+ ... +Tp_1Ty

03 = T1T9x3 + T1X9Ty + ... + Tp_oTp_1Ty

Op = X192 Tp

offensichtlich symmetrische Funktionen, da die linke und damit auch
die rechte Seite von (1) unter Permutationen der x; unverindert bleibt.

Die gy, ..., 0, werden elementarsymmetrische Funktionen von xy, ..., x,

genannt.

Man kann folgern, dass jedes Polynom ¢(o,...,0,), wenn man die
o; durch ihre Ausdriicke in den z; ersetzt, eine symmetrische Funktion
der x4,...,x, ergibt.

Damit erhalten wir als Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen:

Jede ganzrationale symmetrische Funktion aus R|xy,...,z,] ldsst
sich als Polynom ¢(oy, ..., 0,) schreiben.

Weiterhin gilt die Eindeutigkeit der Darstellung durch symmetrische
Funktionen, denn:

Jedes symmetrische Polynom aus R[xq,...,z,] ldsst sich auf genau
eine Art als Polynom in o4, ..., 0, schreiben:

Sind ¢1(y1,...,yn) und ¢o(yi,...,y,) zwei Polynome in den Unbe-
stimmten vy, ..., ¥y, und ist

¢1(y1’ v 7yn) 7é ¢2(y17 v 7yn)

SO ist

(,151(017 s 7Jn) 4 ¢2(01> s 7Jn>

Neben den symmetrischen Funktionen ist fiir diese Arbeit insbeson-
dere der Hauptsatz der Galoistheorie notwendig.

Eine endliche Korperwerweiterung > eines Korpers K heifit Galoiser-
weiterung, falls sie separabel und normal ist. Unter separabel verstehen
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wir, dass jedes Element der Korpererweiterung separabel, also Null-
stelle eines separablen Polynoms ist. Ein Polynom wiederum nennen
wir separabel, wenn die irreduziblen Faktoren nur einfache Nullstellen
haben. Eine Korpererweiterung nennen wir normal, wenn jedes irre-
duzible Polynom, welches eine Nullstelle in einer Erweiterung besitzt,
in dieser in Linearfaktoren zerfillt. Ebenso gilt, dass eine Korperer-
weiterung normal ist, wenn sie ein Zerfallungskorper eines Polynoms
ist.

Sei K Korper und X eine endliche Galoiserweiterung von K, dann
gilt:

(1) Zu jedem Zwischenkorper A, K C A C ¥ gehort eine Unter-
gruppe U der Galoisschen Gruppe G, nidmlich die Gesamtheit
derjenigen Automorphismen von ¥, die alle Elemente von A
festlassen.

(2) A ist auch durch U eindeutig bestimmt; A ist ndmlich die Ge-
samtheit derjenigen Elemente von 3, welche die Substitution
von U ,gestatten”, d.h. bei ihnen invariant bleiben, also gilt
A=Y

(3) Zu jeder Untergruppe U von G kann man einen Korper A finden,
der zu U in der erwdhnten Beziehung steht.

(4) Die Ordnung von U ist gleich dem Grad von ¥ in Bezug auf A;
der Index von U in G ist gleich dem Grad von A in Bezug auf
K.

(5) A ist tiber K genau dann galoisch, wenn U Normalteiler von G
ist.

Bevor wir uns mit den Auflésungsformeln der allgemeinen Gleichung
vom Grad 4 beschéftigen, miissen wir die allgemeine Gleichung vom
Grad n betrachten. In Kapitel 4 werden wir mit Hilfe der Galoistheorie
allgemeine Voriiberlegungen zur Auflosbarkeit von Gleichungen auf-
stellen und somit die wichtigen Grundvoraussetzungen fiir die spéateren
Beweise schaffen.

Auflerdem betrachten wir die Auflosbarkeit von Gleichungen vom
Grad 3, damit wir dann die Auflésbarkeit der Gleichungen vom Grad
4 auf diese zuriickfithren kénnen.
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3. DIE ALLGEMEINE GLEICHUNG n-TEN GRADES

Bevor wir uns mit dem Spezialfall der Gleichung vom Grad 4 be-
fassen, miissen wir einige Voriiberlegungen zur allgemeinen Gleichung
n-ten Grades betrachten. Unter der allgemeinen Gleichung n-ten Gra-
des verstehen wir eine Gleichung der Form

(2) 2" — a2 a4+ (—1)"a, =0
mit unbestimmten Koeffizienten a4, ..., a,, welche dem Grundkorper
K adjungiert werden.

Angenommen ihre Wurzeln sind b4, ..., b,, dann gilt:

alzbl+b2+..‘+bn
agzblbg—l—blbg—l—.‘.—f—bn_lbn

an = biby- b,

Die allgemeine Gleichung (2) wollen wir nun mit einer anderen verglei-
chen, deren Wurzeln Unbestimmte x4, ..., z, sind und deren Koeffizi-

enten (nach obiger Annahme) die elementarsymmetrischen Funktionen
o; dieser Unbestimmten sind:
(3) =2 092" — 4+ (1) 0,
=(z—m)(z =)+ (2 — zp)
=0
mit
o1=ZT1+T2+ ...+ 2T,

09 = X1T2+ 13+ ... +Tpn_ 1Ty

Op = T1T2 """ Ty

Das Polynom (3) ist separabel und hat, in Bezug auf den Korper
K(oy,...,0,), als Galoissche Gruppe die symmetrische Gruppe aller
Permutationen der z;. Dies funktioniert, weil jede solche Permutati-
on einen Automorphismus des Korpers K(xy,...,x,) darstellt, der die
symmetrischen Funktionen o4, ..., 0, und somit auch alle Elemente des
Korpers K(oy,...,0,) invariant lésst.

Da die o; symmetrisch sind, ist K(oy,...,0,) ein Unterkérper der
Menge der Polynome in K(xy,...,z,) fir die gilt:

f('rﬂ'(l)7 cee 7x7l‘(n)) = f(xb s ,l’n),

mit 7 Permutation, m € .S,,. Das Polynom

n

f(z):= H(x —x;) € K(xy,...,2,)[2]

=1
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liegt nach der Entwicklung der elementarsymmetrischen Funktionen in
K(o1,...,0,)[z] und zerfdllt iiber K(z1,...,x,) ganz in Linearfakto-
ren. Also gehort jede Funktion der x4, ..., z,, die unter Permutationen
der Gruppe invariant bleibt, dem Korper K(oy,...,0,) an. Daraus
folgt, dass jede symmetrische Funktion der z; rational durch oy, ..., 0,
ausdriickbar ist.

Dies beweist einen Teil des ,,Hauptsatzes iiber symmetrische Funk-
tionen“ mit Hilfe der Galoisschen Theorie.

Ebenso erhélt man mit Hilfe der Galoisschen Theorie den , Eindeu-
tigkeitssatz“, also die Tatsache dass keine Relation f(oy,...,0,) = 0
bestehen kann, wenn nicht das Polynom f selbst identisch verschwin-
det, problemlos wieder.

Nehmen wir nun an, dass gilt:

n n
flo1,...,00) :f(in,inxj,...,x1$2---xn> =0
=1 =1

j>i
so wiirde diese Relation beim Einsetzen der Wurzeln b fiir die Unbe-
stimmten x; bestehen bleiben. Es gilt also:

f<zn:bi72n:bibj,...,blb2~~-bn> =0
i=1 =1

F>i
oder

f(al,...,an):()

Damit erhalten wir, dass f identisch verschwinden wiirde.
Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt, dass die Zuordnung

fbr,....bn) —  flo1,...,00)

nicht nur ein Homomorphismus, sondern ein Isomorphismus der Ringe
Klay,...,a,) und Koy, ..., 0,] ist. Diese Abbildung kénnen wir zu ei-
nem Isomorphismus der Quotientenkorper K (ay, ..., a,) und K(oy,...,0,)
und sogar zu einem Isomorphismus der Nullstellenkoérper K (b, . .., by)
und K(xy,...,z,) erweitern. Hierbei gehen die b; in irgendeiner Rei-
henfolge iiber in die xy. Da die x; permutierbar sind, kénnen wir jedoch
auch jedes b; in x; iibergehen lassen.

Damit haben wir bewiesen:

Es gibt einen Isomorphismus

K(bl,...,bn) = K(Il,...,l’n)
der jedes b; in x; und jedes a; in o; tberfihrt.
Mit Hilfe dieses Isomorphismus kénnen wir alle Satze iiber die Glei-

chung (3) unmittelbar auf die Gleichung (2) tibertragen.
Insbesondere erhalten wir daraus:
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Die allgemeinde Gleichung (2) ist separabel und hat in Bezug auf ih-
ren Koeffizientenkorper K(aq, ..., a,) als Galoissche Gruppe die sym-
metrische Gruppe. Der Grad ihres Zerfallungskorpers ist n!.

Im Folgenden setzen wir

K(ay,...,a,) =A
K(by,...,b,) =%

und bezeichnen die symmetrische Gruppe mit §,,. Die symmetrische
Gruppe besitzt immer eine Untergruppe vom Index 2, die alternierende
Gruppe A, mit A, = {0 € S,|sgn(o) = 1}.
Der zugehorige Zwischenkorper A hat den Grad 2 und wird von jeder
Funktion der b; erzeugt, welche Substitutionen der A,,, aber nicht der
S, gestattet.

Eine Funktion mit dieser Eigenschaft ist, falls char(K) # 2 gilt, das
Differenzprodukt

[ =) =vD
i<k
wobei die Diskriminante der Gleichung (2) dessen Quadrat ist,
D =] - bw)
i<k
Da die Diskriminante eine symmetrische Funktion ist, ist sie also ein

Polynom in den a;.
Somit erhalten wir den Koérper A in der Form

A = A(VD)
Fiir n > 4 ist die Gruppe A, einfach und somit ist:
(4) S, DA, DF

eine Kompositionsreihe, mit F als triviale Gruppe. Die Gruppe S, ist
also fiir n > 4 nicht auflosbar.
Daraus folgt:

Satz 3.1 (Satz von Abel). Die allgemeine Gleichung n-ten Grades ist
fiir n > 4 nicht durch Radikale ldsbar.

Die Kompositionsfaktoren in (4) sind fiir n = 2 und n = 3 zyklisch.
Fiir n = 2 gilt sogar A,, = F; fiir n = 3 haben die Faktoren die Ordnung
2 und 3. Fiir n = 4 hat man mit der ,Kleinschen Vierergruppe“ (Kj)
(in Zykelschreibweise):

{1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

und &, welche irgendeine ihrer Untergruppen der Ordnung 2 ist, die
Kompositionsreihe

(5) S, DA DKy DEDF
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Die Ordnung der Kompositionsfaktoren sind
1, 3, 2, 2

Auf diesen Tatsachen beruhen die in den néchsten Kapiteln behandel-
ten Auflosungsformeln der Gleichungen 2., 3. und 4. Grades.
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4. AUFLOSUNGSFORMEL FUR GLEICHUNGEN 3. GRADES

Als Auflssungsformel fiir Gleichungen 2. Grades, x2 + px 4+ g = 0 ist
uns die pg-Formel

T12 = —g +, /(%) —¢

bekannt.

Auch fiir Gleichungen vom Grad 3 kennen wir eine Auflosungsformel,
die wir im Folgenden herleiten wollen um dann im Fall von Gleichungen
4. Grades auf diese Ergebnisse zuriickgreifen zu kénnen.

Die allgemeine Gleichung 3. Grades

P a?+asz+a3=0

konnen wir durch Substitution von
1
Z2=T——a
3
auf die Gestalt
2+ pr+qg=0

bringen. Dabei setzen wir voraus, dass char(K) # 2 und char(K) # 3.
Entsprechend der Kompositionsreihe

S3 DA D F
adjungieren wir zunéchst das Differenzprodukt der Wurzeln:
(21 — 29) (21 — 23) (29 — 23) = VD
=/ —4p3 — 27¢?

Durch diese Adjunktion erhalten wir einen Korper A(v/D), mit A =
K(ay,as,a3) bezogen auf den die Gleichung die Gruppe Az hat, also
eine zyklische Gruppe der Ordnung 3.

Entsprechend der allgemeinen Theorie der ,, Auflésung von Gleichun-
gen durch Radikale“ adjungieren wir zunéchst die dritten Einheitswur-
zeln:

¢ =-1+1y73
©) {4 201t

¢ =737 3
und betrachten anschliefend die Lagrangeschen Resolventen:

(1,z1) =a1+ 22+ 23
(7) (0,21) =1+ ox2 + 0°w3
(Q2; ry) =x1+ 0%rg + 013
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Wir miissen die dritten Potenzen dieser Grofien rational durch +/—3

und VD ausdriicken kénnen. Wir erhalten so:

(0,71)® = o} + 75 + 2

+ 393:%@ + 3@.%‘3(133 + 3Qx§x1

+ 30%r 23 + 3@2x2x§ + 30%w32?
+ 6x1x2x3

und

(0 21)* = 2} + 25 + 23

+ 39x1x§ + 3gx2x§ + 3Q$3$%

+ 30% iy + 30 T3T3 + 30 TiT)

+ 6212203

Wenn wir nun (6) in diese beiden Gleichungen einsetzen und beachten,
dass gilt:

\/B = (IL‘l — .I'Q)(I’l — ZL‘Q)(.I‘Q — (L’g)
= 1’%1’2 + x%xg + x%a?l — :le% — :@x% - 1731‘%

dann folgt:

(0,71) sz - = Z ;i + 6210273 + = \/ 3vD

z] 1
>t

(¢, 21) Z%-—memlxﬂg—-rf

i,j=1

7>
Wir kénnen die auftretenden symmetrischen Funktionen durch elemen-
tarsymmetrische Funktionen o1, 09, 03, also die Koeffizienten der allge-
meinen Gleichung ausdriicken.

Es gilt:
3 3
i Z rd — Z vix; + 6317973 =0
i=1 ij=1
J#i
——0102 = —— Z TiT; — —xlxgxg =0
’L] 1
J#
27 27 27
o 03 = 5 T1T273 =— 54

2 2 2
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Aufsummieren der obigen Gleichungen ergibt:
3

27 3\
_7q = fo 3 Z z?xj + 6z 2073

i=1 ij=1
J#i

Einsetzen liefert:

27 3
(0.21)° = =Fq+5V=3VD

und
27 3

(&% m1)° = I 5V —3vD
Die beiden kubischen Irrationalititen (o, ;) und (¢?, z1) sind also nicht
unabhéngig, und es gilt:

(0,21)(0%, 1) = af + x5 + a5 + (0 + )12 + (0 + )13

+ (04 ) waws

= x% + x% + x% — X1To — T1X3 — Tol3
Somit miissen wir die Kubikwurzeln
) (0,11) =+{/-Fa+3v-3D

(0% 1) = {’/—%q —3y/=3D

so bestimmen, dass gilt:
(9) (0,21) (0% x1) = —3p
Um die Wurzeln x1, x9, x3 auszurechnen, multiplizieren wir die Glei-
chung (7) der Reihe nach mit 1,1,1, bzw. 1, 0% o, bzw. 1,0, 0> und

addieren sie.
Damit erhalten wir:

3r1 = (0,21) + (0%, 11)
(10) Bxy = 0*(0,21) + o(0% 1)

33 = o0, 71) + 0°(0% 1)
Die Formeln (8), (9), (10) sind die ,, Aufiésungsformeln von CARDANO*,
sie gelten aufgrund ihrer Herleitung nicht nur fiir die “allgemeine® son-
dern auch fiir jede spezielle kubische Gleichung.
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5. AUFLOSUNGSFORMEL FUR GLEICHUNGEN 4. GRADES

In dem folgenden Kapitel wollen wir zwei mogliche Auflosungsfor-
meln fiir Gleichungen 4. Grades herleiten. Dabei werden wir uns auf
die vorhergehenden Kapitel beziehen.

5.1. Vorraussetzungen. Die allgemeine Gleichung 4. Grades
A a2 tat fasz+a, =0

kénnen wir durch Substitution

1

2= ——a

i

in
4 2 _
4+ pr+qr+r=0

transformieren. Wir betrachten die Kompositionsreihe

S i DA DKy, DEDF

Diese Kompostionsreihe haben wir im Kapitel 3 bereits mittels Galois-
theorie entwickelt, jedoch fiir den allgemeinen Fall vom Grad n (siehe
(5)). F ist wieder die einfache Gruppe.

Za dieser Kompositionsreihe gehort eine Reihe von Korpern

ACAWD)CA CAyCX

Wobei D, wie in Kapitel 3 definiert, die Diskriminante der allgemeinen
Gleichung ist.

Im Folgenden gilt, dass die Laufindizes i, j, k, [ aus der Menge {1,2, 3,4}
sind.

5.2. Variante 1. Im Folgenden gilt: char(A) # 2 und char(A) # 3.
Wie zu sehen ist, ist die explizite Bestimmung von D nicht nétig. Durch
eine Grofle, welche die Substitutionen von K4, aber nicht die von Ay
gestattet, wird der Korper A; aus A(v/D) erzeugt. Eine solche Grofe
1st

@1 = (iEl + ZEQ)(JZQ, + 1‘4)

Aufler den Substitutionen von K, gestattet diese Grofle noch die fol-
genden (in Zykelschreibweise):

(12), (34), (1324), (1423)

welche zusammen mit K4 eine Gruppe der Ordnung 8 bilden. In Bezug
auf A hat diese Grole drei verschiedene Konjugierte, in die sie durch
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Substitutionen von S, iiberfithrt werden kann:

@1 = (1'1 + £E2>(£C3 + 56'4)
Oy = (21 + x3)(v2 + 74)
@3 = (%1 + $4>($2 + ;Ug)

Diese Groflien wiederum sind Wurzeln der folgenden Gleichung 3. Gra-
des:

(11) O° — 1,07 + 1,0 —t3 =0

Die t; dieser Gleichung sind die elementarsymmetrischen Funktionen

der @1, @2, @31

tl - @1 + @2 + @3
=2 Z Tk
j>i
t=>» 0,0,
j>i
= Z xfx? +3 Z x?xjxk + 621222324
j>i g,k
E>j
t3 = ©,:0,05

_ 3,2 3 2.2 2 2.2
—E T; 2T + 2 E ;000 + 2 E r;xjTy +4 g L7 X Ty

JF# ik, k>j>i 1,57kl
k1,7 I>k>7 i>ul>k

Wir kénnen ¢; in diesem Fall direkt als symmetrische Funktion ange-
ben, ¢, und ¢3 konnen wir durch die elementarsymmetrischen Funktio-
nen oy, 09,03 der x; ausdriicken. Es gilt:

2 2.2 2
0y = g ;T + 2 g T;TT) + 621227374
Jj>i 15,k
k>j
0103 = E ZL‘?I‘jZL‘k + 4x1 297324

i#j.k
k>j

—40’4 = —41'1.’E2[B3.T4
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Also:
to = 22 +3 2210k + 61 T0T3T
2 — itj i Ljlk 1424344
j>i oy
kS

2
=0, + 0103 — 404

Ebenso gilt:
010903 = E x?x?xk—i-?) E xijkal—i—B E x?x?aci—i—S E :U?x?a:kxl

ki,j i#j,k,l k>j>i ij#£k,l
J>i I5k>] 30>k
—Ufa4 = — E xf’xjxkxl —2 E xf:ckaxl
175k, 1,57k,
I>k>j ji>il>k
2 _ 2.2 2 2 2
—05 = — E T;x Ty — 2 E T; X Ty
k>j>i i,j#k,l
>k
Also:
4
3,2 3 2.2 2 2.2
ts = E T;T;Ty + 2 E T 00T + 2 E ryxriTy + 4 E T T TkT
j#i ikl k>j>i i,j#k,l
ki) I>k>j ik

— 010903 — 0'%0'4 — 0'32)

= —q2

Somit kénnen wir die Gleichung (11) angeben mit:
(12) 0% —2p0? + (p? =410+ ¢ =0

Diese Gleichung nennt man die kubische Resolvente der Gleichung 4.
Grades. Nach ,, CARDANO“ konnen wir ihre Wurzeln 64, ©,, ©3 durch
Radikale ausdriicken. Nun kénnen wir auch sehen, dass die explizite
Bestimmung von D tatsdchlich nicht notig ist, denn:

Wie schon bemerkt, gilt: A C K(01,0,,03). Da K, die ©; invariant
lasst und die Invarianten in ¥ unter der Galoisuntergruppe Ky A; ist,
ist per Definition A; = ¥%4. Wobei gilt: ¥ = K (by, by, b3, by) und 54 =
{a € ¥|o(a) = a Va € K,}. Damit haben wir gezeigt, dass ©; € A;.
Wir erhalten somit die Korperkette

ACK(@l,@Q,@g) CAl cX

Y /A ist eine Galoiserweiterung mit der Galoisgruppe Sy. Damit folgt
aus dem Hauptsatz der Galoistheorie, dass fiir eine Untergruppe:

S, DU DK,
gilt:
K(01,04,03) =%V
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Wobei analog zu vorher gilt: ¥V = {a € X|o(a) = a Va € U} Wir
wollen nun noch zeigen, dass gilt:

K(@lv 627 @3> = Al

Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie reicht es hierfiir zu zeigen, dass
K, C U ist uns bereits bekannt. Sei nun ¢ € U und wir zeigen, dass
o € K,. o ldsst nach Definition von U, alle drei ©; fest. Damit folgt
direkt die Behauptung, dass o € K4, denn keine andere Permutation
auler K, lasst alle drei ©; fest.
Also gilt: U = K4 und somit auch:

K<@1a @27 @3) = Al

Der Korper Ay wiederum entsteht aus A; durch Adjunktion einer Grofle,
die nicht alle vier Substitutionen von K4 sondern beispielsweise nur das
Einselement und die Substitution (12)(34) gestattet. Eine solche Grofie
ist 1 + x9. Wir haben:

(21 + z2) (23 + 24) = 64
und wir wissen bereits
(1 +22) + (z3+24) =0
daher gilt etwa:
T+ X = \/—_61; T3+ T4 = —\/—_@1
Auf gleiche Weise erhalten wir:
Tit T3 =1/—0 mytas=—y/-6,
T1+ Ty = \/—_63; To + X3 = —\/—_@3
Diese drei Irrationalitdten sind nicht unabhéngig; es gilt:
V=611V —=043 /=03 = (21 + ) (w1 + 3) (21 + 4)
=2} + 25(zo + 23 + Ty) + T1ToT3 + T1ToTy + T1T3T4 + ToT3Ty

= 23(2) + Ty + T3+ 34) + Z LT,

k>j>i
= E Tyl jTg

k>j>i

=—q
Da Ky ~ Z/2 x Z/2 die Ordnung 4 hat und eine Untergruppe der Ord-
nung 2 besitzt, brauchen wir genau zwei quadratische Irrationalitéiten

um von K4 zu F hinunter- oder von A zu ¥ hinaufzusteigen. Die z; las-
sen sich tatsdchlich durch die drei Grolen © (welche schon von zweien
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unter ihnen abhéngen) rational bestimmen. Es gilt:

201 = /=61 + /=03 + /=63,
2x2:\/—@1—\/—92—\/—@37
215 = —/—0; + /=0,y — /O3,
24 = —/—01 — /=603 + /63,

Dies sind genau die Auflosungsformeln der allgemeinen Gleichung 4.
Grades. Aufgrund ihrer Herleitung gelten sie auch fiir jede spezielle
Gleichung 4. Grades.

5.3. Variante 2. Als zweite Variante konnen wir die ©; auch wie folgt
wéahlen:

XT1Tg — T34

0, =
X1+ Ty — Ty — T4
T1T3 — ToTy
@2 -
T1 — To+ T3 — 24
T1T4 — T2T3
@3 -

X1 — X9 — T3+ T4

Diese Groflen sind ebenfalls Wurzeln einer Gleichung 3. Grades
(13) 0 — 110> + 1,0 —t3=0

Wobei die b; die elementarsymmetrischen Funktionen von 64, ©,, O3
sind.

(14) tl - @1 —f‘ @2 + @3

2
D TG — 2D T Z]kksﬂx Tk + 120109374
>J

>} — Zj;éi T3+ 2 Zk>j>i Lilj Tk
tg — Z @1@]
J#i

Zw&akl‘ TiTh — 2D ktig T3TTT + 3D ikl T T THTY
]>z I>k>j

Z xi - Zj;éi ‘ri I] + 2 Zk>j>i ZEZI'].Z'k
(16) t3 = @1@2@3

2 2 2
D ks jni TiTFTE me LTy
1>k>j

Yl - Zj;éi TiT) + 2 Zk>j>l Lilj Tk

Die t; kénnen wir durch die elementarsymmetrischen Funktionen von
01, 09, 03, 04 der x; ausdriicken:
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Wir berechnen zunéchst den Zahler von (14)

2 3 2. 2 2
0102 = g r;x; + 2 E T;T; 40 E ;X + 12012000324

J# J>i i#j,k
k>j

—403 =—4 E ;E?x? -8 E xijxk — 242129034

>i i#jk
k>j
2
20’10’3 =2 E T; TjTy + 81'1.7]2.1'31’4
£,k
k>j

]_60'4 == 16I1$2$3I4

Aufsummieren der obigen Gleichungen liefert:

3 2.2 2
E Tir; — 2 E T;x; — E T;xxp + 1221202374
J#i J>i i#j,k
k>j
= a%ag — 403 + 20103 + 1604

und fiir den Nenner von (14) gilt:

4
ol = fo’ + 32:70?%- +6 Z ;T Ty,
i=1

i k>j>i
—40109 = —4 g x?xj —12 E ;T T
i E>j>i
803 =8 E Tl

k>j>i

Aufsummieren der obigen Gleichungen liefert:

4

Z L Z zir; + 2 Z i Ty,

i=1 J# k>j>i

= 0:13 — 40105 + 803
Also erhalten wir fiir (14):

0209 — 403 + 20,03 + 1604

b= 0:1)’ — 40109 + 803
B —4p?® + 167
= ——8q
B p? — 4r

2q
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Ebenso berechnen wir den Zéhler von (15):

—40903 = —4 g xfa:?xk —12 g x?xjxkxl

k#i,j i#£j,k,l
J>1 I>k>j
0%03 = E x?xjxk + 2 E x?m?mk+7 g x?xjxkxl
i#j,k k#i,j i#5,k,l
k>j J>i I>k>]
o104 =8 E a:?xjxkxl
i,k
I>k>]

Aufsummieren der obigen Gleichungen liefert:

E x?xjxk -2 E xf:c?xk +3 E x?xjxkxl
ik ki, ikl

k>j j>t I>k>j

= —40903 + 0%03 + 80104

und den Nenner von (15):

4
o) = fo’ +3Zx?a:j +6 Z LT T
i=1

ji k>j>i
—40109 = —4 g x?xj —12 E T;T T
i k>j>i
803 =8 E Tl T,
E>j>i

Aufsummieren der obigen Gleichungen liefert:

4
3 2

E :L‘Z-—E Tir; +2 E ;X Ty

i=1

i k>j>i
= 0’? — 40105 + 803

Also erhalten wir fiir (15):

; —40903 + 0%03 + 80104
2 pu—

o3 — 40109 + 803
4pq
—8¢
1
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Ebenso berechnen wir den Zéhler von (16):

2 222
03 = g x; P2 E $:v»xkxl

k>j>i 1,57k,

>k
0%04 = E a:?xjxkxl + 2 E x?x?xkxl
ikl ikl
I5k>j G3iI>k
—40904 = —4 E x?:c?a:kxl
i,j 7kl
>4k

Aufsummieren der obigen Gleichungen liefert:

2 2 22
E T; p T E x ;XTI
k>j5>1 i#5,k,l
15>
2 2
=03 + 004 — 40204

und der Nenner von (16):

4
ai’:Zx +3Zx xj+6 Z LT Ty

Ve k>j>1
—40109 = —4 g xixj —12 E ;T T
S k>j>i
803 =8 E T T,

k>j>i

Aufsummieren der obigen Gleichungen liefert:

me’—Zx T;+2 Z T Ty,

jF#i k>j>1

= 01 — 40105 + 803
Also erhalten wir fiir (16):

2 2
o5 +o0i04 — 40904

to =
3 o3 — 40109 + 803
_ ¢ —dpr
=&,
Damit wird die Gleichung (13) zu
2 2
pe—4r , 1 dpr —q
17 e — 0°—-—p———=0
(17) % 5P o

Analog zur Variante 1 konnen wir die Wurzeln ©1, ©,, O3 dieser Glei-
chung (17) durch Radikale ausdriicken. Auch in diesem Fall kénnen wir
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sehen, dass die explizite Bestimmung von D nicht notwendig ist, denn
auch hier gilt, analog zur Variante 1:

K(@h @2) @3) - Al

Wie in Variante 1 gilt: Der Koérper Ay wiederum entsteht aus A; durch
Adjunktion einer Grofle, die nicht alle vier Substitutionen von X4 son-
dern beispielsweiswe nur das Einselement und die Substitution (12)(34)
gestattet. Eine solche Grofle ist x1 + xo. Wir haben:

T1T9 — T34

@1 -
X1+ X9 — XT3 — X4
13 — T2y
62 -
T1 — To+ T3 — 24
T1Ty4 — T2T3
@3 -

T1— Tg — T3+ T4

und es gilt:

T1+ 2o+ x5+ x4 = 0d
und mit Einsetzen von

11 = — (29 + 73 + 74)
erhalten wir fiir die ©;:

13 + 2o(x3 + T4) + T374
2(z3 + x4)
(w2 x3) (22 + 74)
n 2(x3 + 4)
0, — 22 + 23(29 + T4) + ToT4
2(zgy + x4)
(wy F x3) (23 + 24)
n 2(xg + x4)
0, — 12 4 x4(79 + T3) + ToT3
2(zy + 3)
(wy F xy) (w3 + 24)
a 2(xg + x3)

@1:

Wir setzen nun:

Yo =23+ 24
Y3 = To + Ty

Ys = To + X3
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und erhalten so:

20, = YaY3
Y2

20, = YaY2
Ys

204 = YslY2
Ya

Weiterhin gilt:
T3+ T4 = 24/ 0203 =y
o+ T4 =21/0103 =y3
To + T3 =21/0109 = Yy

Diese 3 Irrationalitéten sind nicht unabhéingig, sondern es gilt:
1

QY2Ysys = 0,020

Da Ky ~ Z/2 x Z/2 die Ordnung 4 hat und eine Untergruppe der
Ordnung 2 besitzt, brauchen wir genau zwei quadratische Irrationa-
litdten um von K4 zu F hinunter- oder von A zu ¥ hinaufzusteigen.
Tatséchlich lassen sich durch die 3 Groflen y;, die schon von zweien
unter ihnen abhéngen, die x; rational bestimmen, denn es gilt:

201 = Y2 — Y3 — Ya
200 = —Yo+ Y3+ ya
203 =Y — Y3+ Ua
204 = Yo+ Ys — Ua

Dies sind Auflésungsformeln der allgemeinen Gleichung 4. Grades. Auf-
grund ihrer Herleitung gelten sie auch fiir jede spezielle Gleichung 4.
Grades, fiir die gilt: ¢ # 0, denn: die Nenner der ©; sind ungleich Null.
Wenn nun die Nenner aufmultipliziert werden erhalten wir:

0# (r1+ 29— a3 —x4)(x) — T2+ 23 — x4) (11 — T2 — 23 + 24) = —8¢

somit muss auch gelten g # 0.

Fiir den Fall ¢ = 0 ldsst sich eine Gleichung 4. Grades einfach ohne
die obigen Auflésungsformeln lésen:

Fiir ¢ = 0 gilt:

4 prtdgr+r=at+p*+r=0

und diese Gleichung kann man einfach lésen, indem man 2% = y setzt
und die pg-Formel anwendet.
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