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EINLEITUNG

Die vorliegende Bachelorarbeit befasst sich mit einer Definition der
Pfaffschen Determinante.

Die Determinante einer schiefsymmetrischen Matrix ist immer das
Quadrat eines Polynoms der Matrixeintriage. Dieses Polynom ist gerade
die Pfaffsche Determinante dieser Matrix.

Ublicherweise wird sie iiber diese Eigenschaft oder durch die Angabe
eines explizten Polynoms definiert (vgl. Kapitel 2 dieser Arbeit).

In dieser Arbeit wird fiir jeden Vektorraum V {iber einem Koérper K
eine Abbildung
¢: A2V — (A**V)*
mit den Eigenschaften

(w,w’ € A2V) definiert.
Dafiir wird zunéchst eine Z-lineare alternierende Abbildung

PV xV — AV

definiert, aus der man mit Hilfe des Homomorphiesatzes und der uni-
versellen Eigenschaften von Tensorprodukt und &duflerer Algebra die
Abbildung ¢ erhélt.

Fiir Elemente w € A%V wird die i-te dividierte Potenz von w

gbz(w) € AQlV
iiber
P(w) = po(w) + P1(w) + -+ + Pn(w)
definiert.

Fiir dim V' = 2n erhélt man aus der n-ten dividierten Potenz ¢,, die
Pfaffsche Determinante einer schiefsymmetrischen Matrix A = (a;;);; €

M, (K) durch
Pf(A)-e; A+ Aegp = ¢p(w)
wobel w = Zi<j a;je; N e;.
Die weiteren Kapitel dieser Arbeit befassen sich mit den géngigen
Definitionen der Pfaffschen Determinante sowie ihren Eigenschaften.
Dabei wird unter anderem bewiesen, dass die iiber die Abbildung ¢
definierte Pfaffsche Determinante mit

Pf(A) = Z Sgn(g)aa(l)a(Z) -+ Qg (2n—1)0(2n)
gEO
wobei

©:={oc€Sy |02i—1)<0(2i), 0(2i—1)<o(2i+1)} C Sy,
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iibereinstimmt.
Auflerdem wird gezeigt, dass im Fall char K = 0 gilt:

Pf(A) '61/\"'/\€2n: —|
n!

Nicht bewiesen wird dagegen die bereits erwédhnte Beziehung
Pf(A)? = det(A)

wie sie in Artin [2, Kapitel 3.5] oder Knus [3, Kapitel 10] nachzulesen
ist.
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1. DEFINITION DER PFAFFSCHEN DETERMINANTE

Es sei K ein Korper und V ein endlich dimensionaler K-Vektorrarum.
Wir benutzen die duflere Algebra

AV =Patv
k>0
und die gerade duflere Algebra
AV = P AV
k>0
Bemerkung. Man kann leicht nachrechnen, dass A?*V ein kommuta-
tiver Ring ist.
Im Folgenden betrachten wir die Untergruppe
A=1+(ANVOANVD...)C (A*V)

der multiplikativen Gruppe (A?*V)*.
Elemente aus A sind von der Form

a=14ws+ws+...
mit w; € A'V.
Bemerkung. Da A eine abelsche Untergruppe von (A2*V)* ist, folgt,
dass A eine multiplikative abelsche Gruppe ist.

Satz 1.1. Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung ¢: A*V — A,
fir die gilt:

(1) dloAV)=1+vA0
(2) P(w+w) =dw) - P(w)
mit v,v" € V und w,w’ € A2V
Zunichst einige Lemmas:
Lemma 1.2. Die Abbildung
Vv VxV—-A
(v,w) = 1+vAw

15t Zi-bilinear und alternierend.

Beweis. Es gilt:

(i) Y, v)=1+vAv=1
Aus
(ii) Y(v,w) - Y(w,v) =1+vAw)- (1+wAv)

=1l4+vAw+wAv
=1l4+vAw—vAw
=1
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folgt:
¢(w7 U) - 7vZ)(U7 w)_l
Damit ist gezeigt, dass die Abbildung alternierend ist.
Nun ist noch die Linearitit zu zeigen:

(iii) Yo+, w) =1+ (v+0)Aw
=l4+vAw+v Aw
=l4+vAw+vAw+vAwAV Aw
=14+vAw) -1+ Aw)
=¢(v,w) P, w)

Fiir o' = v ergibt sich per Induktion, dass fiir A € Z gilt:
0w, w) = (v, W)
Fiir v = —v erhéilt man
U(—v,w) = P(v,w) ™
Daraus folgt:
o — v w) = Yo, w) - (!, w) !

Analog zeigt man die Linearitdt in der zweiten Komponente und
damit, dass die Abbildung bilinear ist. O

Lemma 1.3. Fiir K-Vektorraume V,W gilt
VogW=(VezW)/U
mat
U=M@zw—-—v@z ;e KiveViweW)CV ez W

Beweis. Die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes von zwei R-
Moduln A und B iiber R
t: AxB— A ®R B
(a, b) = a ®R b

besagt, dass es zu jedem R-Modul C und jeder R-bilinearen Abbildung
f: Ax B — C genau einen R-Modulhomomorphismus f mit f = fot
gibt.

AxB—>A®yB

L3y

PA

C

Nach dieser universellen Eigenschaft gibt es zu V ®x W, aufgefasst
als Z-Modul, und

FVXW VoW

(v, W) = v w
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eine eindeutig bestimmte Z-lineare Abbildung f mit f = fot.
VxW—=V&@, W

VorW

Wegen f(U) = 0 gibt es nach dem Homomorphiesatz eine Z-lineare
Abbildung

fr (VW)U -V g W

mit f:fop.
V @z W —> (V @z W)U
2 ALf
V ®r W

V ®z W ist K-Vektorraum auf zwei Weisen, ndmlich vermoge der
K-Vektorraumstruktur auf V

(A, @z w) = ARz w=: A (v®zw)
und vermoge der K-Vektorraumstruktur auf W
(A, v®z w) — vz Aw =: (VRz w) - A

Die Untergruppe U C V ®z W ist K-Untervektorraum beziiglich beider
Vektorraumstrukturen, denn es gilt:

e (A @z w—1v®z Aw) = A(w) @z w — () @z \w € U
MRz w—1vQ®z Aw) - u= I Qz (pw) — v ®z ANuw) € U
Also erbt (V ®z W) /U beide Vektorraumstrukturen:
AN (v@zw+U)=ww+U

(v@zw+U)- A=v@ w+U

Nach Definition von U stimmen diese beiden tiberein.
Also ist

G VXW = (VegW)/U
(v,w) —VvRzw+U

eine K-bilineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorraumen.
Nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes gibt es dann
eine eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung

g:VerW— (Ve W)U

mit g = got.
t

gi e
2 3Ag

V®KW
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Offensichtlich sind die Homomorphismen
f:(VezW)/U -V erW
und
Gg: VoW — (Ve W)U
invers.
Also gilt:
VeorW = (V@z W)/U

Lemma 1.4. FEs gilt
ALV = AZV/U’
mit
U=MAw—-—vAXw,wAv;\€ K;v,weV)CAZV
Beweis. Nach Lemma 1.3 (mit V' = W) ist die Abbildung
f_: VsV —->VerV
Z-linear und die Abbildung
G:VekV—=(VegV)/U
ein Isomorphismus.
Es sei
U'=U+{(M@zv;\e K,veV)
Wegen f((v ®p v)) = 0 ist die Projektion
G VgV - (VegV)/U"
alternierend.

Nach der universellen Eigenschaft der d&ufleren Algebra gibt es zu g
eine eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung

G ALV = (Vg V)U"

mit g = go¢.

VegV —=— ALV
i LA
(VezV)/u"
Wegen AZV =V ®@z V/ (v @z v;v € V) gilt:
(V@ V) /U = AZV/U
Also haben wir eine K-lineare Abbildung §: A%V — AZV/U’

Qi

In die andere Richtung betrachten wir die kanonische Abbildung
h: ALV — ALV

VAz w— v AW
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Wegen h(U’) = 0, gibt es nach dem Homomorphiesatz eine Z-lineare
Abbildung

h: AZV/U — A%V

mit h = hop.
AV —= (AZV)/U"
2 3h
A2V

Offensichtlich sind

g: A%V — AQZV/U’
und
h: A%V/U’ — A%V
invers.
Also gilt:

A3V = AZV/U’
O
Beweis des Satzes. Das zweifache duBere Produkt A? von abelschen
Gruppen hat folgende universelle Eigenschaft:

Es sei R ein Ring und M ein R-Modul. Fiir jede abelsche Gruppe G
und jede alternierende R-bilineare Abbildung k: M x M — G gibt es
genau einen Homomorphismus

k: NoM — G

mit k = ko, wobei t: M x M — A%4M die kanonische Abbildung mit
t(m,n) =m An ist.
Als Diagramm:

M x M —— A M

Ak
.

G

In Lemma 1.2 wurde gezeigt, dass die Abbildung ¢: V xV — A
alternierend und Z-linear ist. Also gibt es nach dieser universellen Ei-
genschaft zu ¢ und A einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

Gz AZV — A

mit 77/) = d)z O L.
Als Diagramm dargestellt:

V xV —=AZV

¢l 3' ¢z
L
A
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Nach dem Homomorphiesatz gibt es zu
pz: NGV — A
und
U=MAw—vAN v, wAv;\ € K;v,we V) Cker ¢z
eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
¢: AZV/U — A

mit ¢z = ¢op. Dabei ist p: ALV — AZV/U’ die kanonische Abbildung
mit p(v Aw) =v A w mod U’

ARV —> AZV/U
¢zl - 3| P
L
A

Nach Lemma 1.4 gilt
ALV = AZV/U’
Also haben wir eine Abbildung

¢: ARV — A
Diese erhaltene Abbildung ¢ ist linear, d.h. fiir w, o’ € A%V gilt
1) b+ ) = 6(w) - H(w)
Auflerdem gilt ¢ = popo, d.h.
(2) plvAhw)=1+vAw

Betrachte hierzu das folgende Diagramm:

VxV

13

ALV 222 4

|, A
¢
A2V
Damit ist ¢ die gesuchte Abbildung. O

Definition 1. Ein Element w € A2V heifit primitiv, falls w = v A w
fiir geeignete v, w € V gilt.

Bemerkung. Jedes w € A2V ist von der Form w = wy +wy + -+ - 4+ wp,
mit primitiven w;.
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Definition 2. Fiir w € A%V definieren wir die i-te dividierte Potenz
von W

pi(w) € A*V
iiber
P(w) =: go(w) + d1(w) + -+ + dn(w)

Lemma 1.5. Fiir alle v € N gilt fiir die Abbildung

b1 A°V — AV
die Regel:

$i(dw) = N'gy(w)
mit A\ € K und w € A*V.

Beweis. Es sel w =) " | w; mit primitiven w;.
Dann gilt:

D 6i(w) = 6(w) = o) _wi) = [[olwi) = [](1 +wi)

i=0 i=1 i=1 i=1
Also ist ¢p(w) ist die elementarsymmetrische Funktion

Or(w) = op(wr, .. ywm) = Z Wiy - - - Wiy
1<iy <--<ip<m
Da o homogen vom Grad k ist, ist auch ¢, homogen vom Grad k.
Das heifit:
or(Mw) = Np(w)
O

Definition 3. K sei ein Koérper mit char K # 2 und V = (eq, ..., ea,)
der 2n-dimensionale K-Vektorraum mit Basis eq, ..., eg,.

Fiir eine schiefsymmetrische Matrix A = (a;;)i; € Mo, (K) definieren
wir die

Pfaffsche Determinante von A
Pf(A) € K folgendermafien:
Pf(A)Gl VANRIERIAN €on ‘= gbn(z Qi€ A ej)
i<j

Bemerkung. Diese Definition gilt auch fiir char K = 2.

In diesem Fall betrachtet man Matrizen der Form A = B — Bt. Siehe
hierzu auch Knus et. al. [4, Seite 19].
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2. WEITERE DEFINITIONEN VON Pf(A)

In der Literatur gibt es verschiedene Beschreibungen der Pfaffschen
Determinante. Hier werden drei davon dargelegt und zum Teil die Uber-
einstimmung mit der im vorherigen Kapitel iiber die Abbildung ¢ de-
finierten Pfaffschen Determinante gezeigt.

Zur ersten Definition:
Satz 2.1. Fir eine schiefsymmetrische Matric A = (a;;j)ij € Ma,(K)
qgilt:
PE(A) = D s80(0)ao(1)o) - - Ao(an-1)(2n)
eSS

wobes

O:={0€Sy |02i—1)<0(2i), 0(20 —1) <o(2i+ 1)} C Sy,

Bewezs.
2n—1 2n
() agei ney) = [ +ageiney) = T T 0+ aei Aey)
i<j i<j i=1 j=it+1

Die A*"V-Komponente ¢, (Y, ;@ij€i N e;) hiervon ist die Summe der
Permutationen (e;, Aej, )A- - -A(e;, Aej, ) mit jeweiligem Skalar a;, j, . .. a;,,j,,
fiir die gilt:

(i) i1, iny J1s -, Jnt] =20
(ii) e < Jk
(iii) U < U1

Dabei gilt (i) wegen e A e, = 0 und (ii) nach Voraussetzung. Zwar
ist A**V kommutativ, um aber keinen Faktor (a;e; A e;) doppelt zu
betrachten, muss die Reihenfolge der Multiplikation beachtet werden
und (iii) gelten.

Also:
¢n(z age; N ej) = Z (@iyjieir Aej) A Aai,g,ei, Aej,)
1<j {i1,-yin,d1,--dn}|=2n
<k, Uk<lk+1
= Z Wirjy - - - Gig (€3 NEj ) N - N (es, Nej,)

it insd1,e-in}=2n
1 <Jky tk<tk+1

= Z Go(1)o(2) - - - Go(2n—1)o(2n)€a(1) N\ * * * /\ €(2n)
oEB

= Z SgN(0)Ao(1)o(2) - - - Go(2n—1)o(2n)€1 A -+ A 2p
[4C)
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Also gilt:
Z Sgn aa(l)o‘ 2) - - - Ao (2n—1)0(2n)

oEe®

0

Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, dass diese Beschreibung der Pfaff-
schen Determinante mit der von Bourbaki [1, Kapitel 5.2, Gleichung

(5)]
P((Xu) =Y e J] Xn)

SeS (h,k)eS
ubereinstimmt.

Eine weitere Definition ist die folgende:

Satz 2.2. Im Fall char K = 0 gilt fiir eine schiefsymmetrische Matrix
A= (aij)ij € Mop(K) undw =>,_.a;je; Nej:

1<J

wn

Pf(A)el/\/\egn:F

Lemma 2.3. Ist char K =0, dann gilt fir w € A%V :

ok
P(w) = Z T
k>0
Beweis. Die rechte Seite der Gleichung entspricht der Exponentialreihe
ok
() = 4

k>0
Fiir w,w’ € A%V gilt:
exp(w + w') = exp(w) - exp(w’)

denn:

Zs+t ZZ() Rl

k>0 k>0 =0
Sl .
e 3) PR
k>0 1=0
Sy —
== Il (k — l)!
st th
Yoyt
>0 h>0

Bemerkung: Hier wurde lediglich die Multiplikativitit der Exponenti-
alfunktion in ihrer Reihendarstellung gezeigt.
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Wegen der Multiplikativitdt reicht es aus, die Behauptung fiir primi-
tive Elemente w = v A v’ zu zeigen:
Wegen w? = 0 gilt:

k
w w
gb(w)zl—i-w:()!—i-ﬂ:g F

k>0
O
Beweis des Satzes. Aus Lemma 2.3 und der Definition von ¢, folgt:
k
w
S ) = Y )
k>0 k>0
Also gilt:
wn
Onlw) = —
beziehungsweise
PE(A) €1 A Aegy =
n!
0

Bemerkung. Diese Gleichung stimmt mit der Gleichung
A"u = m!P((ang)) - €
von Bourbaki [1, Kapitel 5.2, Gleichung (6)] tiberein.
Drittens:

Satz 2.4. Fiir eine schiefsymmetrische Matriz A € My, (K) gilt:
Pf(A)? = det(A)

Bemerkung. Mit dieser Eigenschaft kann die Pfaffsche Determinante
auch direkt definiert werden, siehe Artin [2, Kapitel 3.5, Satz 3.27],
Knus [3, Kapitel 10] oder Knus et. al. [4, Seite 19].

Beweis. Dieser Satz wird hier nicht bewiesen.
Er kann aber in Bourbaki [1, Kapitel 5.2, Satz 2] nachgelesen werden.
O
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3. EIGENSCHAFTEN VON Pf(A)

Ahnlich wie die Determinante hat auch die Pfaffsche Determinante
einige Eigenschaften, die es erleichtern mit ihr umzugehen. Die meisten
dieser Eigenschaften folgen auch aus der Verbindung der Pfaffschen
Determinante zur Determinante: Pf(A)? = det(A).

Satz 3.1. Fir A= (_01 é) gilt Pf(A) = 1.

Beweis. Es gilt

dw) = o> aje;i Nej)

i<j

= ¢(ajg - €1 N eg)
=¢(1-e1 Aeg)

=14+1-e1Ney

Nach Definition gilt
Pf(A)-e1 ANea = ¢1(w) =1-e1 Aeg
Also gilt Pf(A) = 1. O

Satz 3.2. Fir eine Matriz B € Ms,(K) und eine schiefsymmetrische
Matriz A € My, (K)gilt:

PH(B'AB) = det(B) - P£(A)

Lemma 3.3. V = (e1,...,e,) und W = (f1,..., fn) seien K-Vektor-
riume. A = (a;j)ij € M,(K) sei eine beliebige Matriz mit zugehdriger
linearer Abbildung

a:V—-Ww
n
€ — E aij [
J=1

und thren hoheren Potenzen
ANa: A"V — A"W
(X1, ..., x) —a(xy)) A ANa(x,)

Dann gilt:
Ata(ey A+~ Neyp) =det(A) fL A A fa

Beweis. Nach Leibniz gilt:
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ANla(er A+ Nep) =ale)) A+ Naley)
= a i) A A anif)
=1 j=1
= > aufu A Aan, i

H{i1--dn}l=n

= D ay e Sy A AT
{j1.--gn}=n

= Z A1o(1) - - - Ono(n) fo() N = N fo(n)
oESy

= Z sgn(0)ais(1) - - - Gnom)fi A A f
JES’n

=det(A)fi A A fa

Lemma 3.4. V und W seien K-Vektorriume.
f:V — W sei eine lineare Abbildung.
Dann gilt fiir alle w € AV :

SN f(w)) = A f(H(w))

Das heifst, das folgende Diagramm ist kommutativ:

@

AV ——= A2V
A2fi iAQ.f
@

AW ——= A2*W

Beweis. Wegen der Multiplikativitdt von ¢ reicht es aus die Behaup-
tung fiir primitive Elemente w = v A w mit v,w € V zu zeigen.
Es gilt:

A (v Aw)) = ¢(f(v) A f(w))
A

=14 f() A fw)
und
A*f(p(v Aw)) = A*F(1+vAw)
=A% (1) + A*f(v Aw)
=1+ f(v) A flw)
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Bemerkung. Insbesondere gilt fiir alle Elemente w € A2V

¢i(A*f(w)) = A" f(di(w))
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Beweis des Satzes. Es sei V. = K*" = (ey,. .., ea,).
B = (b;j)i; € My,(K) sei die darstellende Matrix einer linearen
Abbildung f: V — V.
Es sei w(A) :=>]
Dann gilt:
N f(w(A) = N> aiei Aej)
i<j
= Z ai; fe:) N f(e;)

1<j

= Z Z aijbises A bjtet

1<j s,t

= Z Z aijbisbjtes N ey

1<j s,t

(0 = 303 a(bisby = bubss)es Ay

1<j s<t

= Z Z ;i (bisbje — bjsbit)es A e

1<j s<t
(%) = 5 g a;jbishjes N ey
i, s<t

= Z(BtAB)stes N €t

s<t

= w(B'AB)

i<j A;;5€; AN €j.

Dabei gilt (%) wegen e; Ae; = —e; Ae; und e; Ae; = 0 und (xx) gilt
wegen a;; = —aj; und a; = 0.
Nach Lemma 3.4 gilt:

O (A f(w(A))) = A*" f(¢n(w(A)))
Dabei ist
O (A f(w(A))) = du(w(B'AB))
und nach Lemma 3.3 ist
A" fley A=+ Aegy) =det(Bler A--- A ey
Also gilt:
On(w(B'AB)) = det(B) ¢, (w(A))
beziehungsweise
Pf(B'AB) = det(B) Pf(A)
O

Im Folgenden sei A = (a;j);j € Ma,(K) eine schiefsymmetrische

Matrix und w sei definiert durch w := Zi<j a;je; N e;.
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Satz 3.5. Fir ein Skalar A € K qilt:
Pf(AA) = \" - Pf(A)
Beweis. Diese Eigenschaft folgt daraus, dass die Abbildung ¢,, homo-

gen ist vom Grad n.
Nach Lemma 1.3 gilt fiir w € A2V:

Pn(Mw) = A"P(w)
Nach Definition gilt dann
Pf(AA)ey A -+ A egp = dp(Mw)
- >‘n¢n(w)
= \"Pf(A)es A -+ Ney,

Also gilt
Pf(AA) = \" - Pf(A)
0
Satz 3.6. Es gilt:
Pf(A") = (—=1)" - Pf(A)
Beweis. Da A schiefsymmetrisch ist gilt:
Pf(A") = Pf(—A).
Nach Satz 3.5 gilt dann:
Pf(A") = Pf(—A)
— (—1)" - Pf(4)
g

Satz 3.7. Fir zwei schiefsymmetrische Matrizen Ay € My, (K) und
Ay € MQm(K) gzlt
A0
Pf(A; & Ay) = Pf( 0 A ) = Pf(A;) - Pf(As)

Beweis. Diese Eigenschaft folgt aus der Multiplikativitat von ¢.
Nach Satz 1.1 gilt fiir wy,w, € A%V

P(wr +w2) = d(wr) - P(wa)
Daher gilt
Pf(A; & Ay)er A+ A eapiom = Gpam(wi + wo)
= Pn(w1) - dm(wa2)
=Pf(A1)er A -+ A egy
Pf(Az)eani1 A+ A eaniom

Also gilt
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Satz 3.8. Geht eine Matriz B € My, (K) durch Vertauschen der r-ten
und s-ten Zeile und der r-ten und s-ten Spalte aus A hervor, dann gilt:

Pf(B) = — P£(A)

Beweis. Es gilt B = P,4-A- P,,, wobei P, folgende Permutationsmatrix

1st:
1

rs

Mit Satz 3.2 folgt:
Pf(B) = Pf(Ps- A - P,
= det(Fs) - Pf(A)
= —Pf(A)
Ul

Satz 3.9. Geht eine Matriz B € My, (K) durch Multiplikation der
r-ten Zeile und der r-ten Spalte mit A € K aus A hervor, dann gilt:

Pf(B) = A - Pf(A)
Beweis. Es gilt B = S,, - A- S,\, wobei S, folgende Matrix ist:
1

T

Mit Satz 3.2 folgt:
PE(B) = PI(Spy - A- St
= det(S,) - Pf(A)
= \-Pf(A)
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