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Résumé

Soit k un corps de caractéristique # 2 dans lequel —1 est un carré, et soit A une algebre simple centrale sur k de
degré 4. La forme trace de A s’écrit de fagon unique comme une somme (au sens de Witt) g2 + qa, ot g2 (resp. qa)
est une 2-forme de Pfister (resp. une 4-forme de Pfister). On a g4 = 0 si et seulement si A est cyclique, et g2 = 0
si et seulement si 2.[A] = 0 dans Br(k). Pour citer cet article : M. Rost, J-P. Serre, J-P. Tignol, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 340 (2005).

Abstract

The trace form of a central simple algebra of degree 4 Let k be a field of characteristic different from 2
containing a primitive 4-th root of unity. We show that the trace quadratic form of any central simple k-algebra A
of degree 4 decomposes in the Witt group of k as the sum of a 2-fold Pfister form g2 and a 4-fold Pfister form g
which are uniquely determined by A. The form ¢» is the norm form of the quaternion algebra Brauer-equivalent
to A®k A, and qa is hyperbolic if and only if A is a symbol algebra. To cite this article: M. Rost, J-P. Serre, J-P.
Tignol, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).

1. Enoncé des résultats

Dans cette note, k désigne un corps de caractéristique différente de 2, contenant un élément ¢ tel que
2
¢ = —1.
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Une m-forme de Pfister sur k est un produit tensoriel de m formes quadratiques binaires (1, a;). Nous
poserons (a1, ...,am)) = (1,a1)®- - -®(1, a;,). En particulier, la forme norme d’une algébre de quaternions
Q = (a,b), est une 2-forme de Pfister : on a ng = ({a, b)).

Soit A une algebre simple centrale de degré 4 sur k. On note q4: A — k la forme quadratique définie
par

qa(z) = Trda(2?) pour z € A.

Théoréme 1 1[I existe une 2-forme de Pfister qo et une 4-forme de Pfister q4 sur k telles que l'on ait
ga = g2 + g4 dans Uanneau de Witt W (k). Ces conditions déterminent qa et g4 de maniére unique. De
plus,

(1) g2 est la forme norme de l'algébre de quaternions équivalente au sens de Brauer ¢ A ®y A.

(2) Les formes qa et qy sont toutes deux divisibles par la forme norme de toute extension quadratique
de k contenue dans A.

(8) q2q4 =0 dans W (k).
La démonstration sera donnée dans les §§2—4. Elle utilise de fagon essentielle I’hypothese ¢ € k.

Remarque. Puisque les classes d’isomorphisme d’algebres simples centrales de degré 4 sur k sont cano-
niquement en bijection avec I'ensemble de cohomologie H'(k,PGL4) (voir par exemple [3, §29.B]), les
formes ¢q et gy définissent des invariants de Witt de PGLy4 au sens de [2]. De plus, les classes de cohomo-
logie e2(q2) € H?(k,Z/27) et es(qs) € H*(k,Z/2Z) donnent des invariants cohomologiques de degré 2 et
de degré 4 de PGLy.

Le Théoreme 1 permet de calculer les puissances extérieures M g4 (au sens de [2, p. 63]) :

Corollaire 2 Pour j =1, ..., 15, on a dans W(k) :

) 0 pour j pair,
Nga = pour j p
qA pour j impasr.

La démonstration sera donnée au §5.

Théoréme 3 La forme g4 est hyperbolique (i.e. on a qu = 0 dans W (k)) si et seulement si lalgébre A est
cyclique (“symbol algebra”), c’est-a-dire si elle est engendrée par deuz éléments u, v tels que vu = fuv.

Si u et v engendrent A et vu = juv, on a u*, v* € k. De plus u* est non nul car sinon u engendre un
idéal bilatére propre, et de méme v* # 0. Si u* = a et v* = b, algébre A est notée (a,b); k.

Si toute forme quadratique de dimension 9 sur k est isotrope, le Théoréme 3 montre que toute algebre
simple centrale de degré 4 sur k est cyclique. Ce résultat a aussi été démontré par Rowen [8, Theorem 1.1].

Ezxemple. Supposons que A soit un produit tensoriel de deux algebres de quaternions

A=Q®k Q. (1)

Alors g4 = ng, ® ng,. C'est une 4-forme de Pfister, donc la décomposition du théoreme 1 vaut avec
g2 = 0. Le théoreme 3 dit que A est cyclique si et seulement si ng, ® ng, est hyperbolique. Des cas
particuliers de ce résultat se trouvent déja dans [5, p. 122], [7, §7], [9, (3.3)], [6, (7.3)].

De méme, lorsque A est la k'/k-norme d’une algebre de quaternions @) sur une extension quadratique
k' de k, alors g2 = 0 et g4 est la norme de la 2-forme de Pfister ng. Si Q = (a,b)y avec a, b € k'™, ceci
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montre que g4 = {(N(a),N(b),T(a),T(b))) ou N et T désignent respectivement la norme et la trace de
Pextension k'/k (lorsque T'(a) ou T'(b) est nul, cette formule doit étre remplacée par «gqq = 0»).

2. Réduction au cas ou l’algébre A est un corps

Si A n’est pas un corps, elle admet une factorisation de la forme (1) ot Q5 est une algébre de quaternions
déployée. La forme ng, est hyperbolique; il en est donc de méme de g4. De plus, l'algebre A ®; A est
déployée, et A est cyclique car si Q1 = (a1,b1)g alors A = (a1,b?); . Dés lors, les théorémes valent avec
g2 =qs = 0.

Dans la suite de cette note, on suppose que A est un corps.

3. Construction de g4

D’apres un théoreme d’Albert [1, Theorem 11.9], algébre A contient un sous-corps commutatif maximal
K qui est une extension galoisienne de degré 4 de k, de groupe de Galois abélien élémentaire. (Cela résulte
aussi du fait que A x A° est l'algebre de Clifford paire d’une forme hermitienne de rang 3 sur une algebre
de quaternions, voir [3, Exercise 4, p. 270].) Soient o1, o2 et o3 les éléments non triviaux du groupe de
Galois de K/k. On pose pour j =1, 2, 3,

K;j={z € A|zy=0;(y)x pour tout y € K}.

Alors A = K ® K1 ® Ko @ K3, et cette décomposition est orthogonale pour la forme ¢4. On désigne par
Yo, ©1, P2, 3 les restrictions de g4 a K, K, Ko, K3 respectivement, de sorte que

qa = 0o D p1 © P2 D 3. (2)
Lemme 4 Pour xz € K ety € Ks, soit

b(z,y) = (1 +i)xy + (1 —i)yz.
Alors b(z,y) € K3 et ¢3(b(z,y)) = p1(2)p2(y)-

Preuve : Pour z € K1, y € Ky et z € K on a 2z = 01(2)x et yz = 02(2)y, donc (zy)z = o3(2)(zy) et
(yx)z = o3(2)(yx). Par conséquent, zy € K3 et yz € K3, donc b(x,y) € Ks.

Comme (1+4)2+(1—i)2=0cet (1+1i)(1—4) =2, on a Trd(b(z,y)?) = 4 Trd(2?y?) car Trd(zyry) =
Trd(yxyz) et Trd(xy?r) = Trd(x?y?) = Trd(yz?y). 1l suffit des lors de prouver que 4 Trd(z%y?) =
Trd(2?) Trd(y?). Or, 22, 4% € K et o1(2?) = 22, 02(y?) = 32, donc

)
Ted(2y?) = 2%y* + o1(2%y?) + 02(2y?) + 03(27%) = (27 + 02(2?)) (v* + 01(y?))
tandis que Trd(z?) = 22 + 01(2?) + 02(2?) + 03(2?) = 2(2? + 02(2?)) et Trd(y?) = 2(y® + 01(y?)). O

Ce lemme montre que les formes ¢1, @2, @3 de rang 4 «permettent la composition». D’apres [4, Theo-
rem 2.10], il existe une 2-forme de Pfister ¢ et des éléments r1, ro € k™ tels que

1= (r1) ® o, P2 = (r2) ® o, 3 = (r112) @ .

La forme q4 = (1,71,72,7172) ® © est une 4-forme de Pfister et ’équation (2) donne
qa = (po— @) + qu dans W (k). (3)

On montre dans la section suivante que g — ¢ est équivalente au sens de Witt a une 2-forme de Pfister.
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4. Calcul de ¢

Soient L1, Lo les sous-corps de K fixés respectivement par o1 et oo. On choisit ay, as € k tels que
Ly ~ k(y/a1) et Ly ~ k(\/a3). Alors K = L1 ®, Lo et

wo = (a1, az)). (4)
Soit A; le centralisateur de L dans A. C’est une algebre de quaternions sur L; contenant Lo, donc
Ay = (ag,0)1, pour un certain £ € L.

Quitte a multiplier £ par un carré de L;, on peut supposer que sa trace 17, /,(¢) est non nulle. Par
ailleurs, la restriction de g4 & A; est le transfert pour la trace de Ly & k de la forme trace de A;. Comme
Ay = K & Ky, on en déduit o @ o1 = (T, /i)« ((2) (a2, ). Or, o = (Tr, /)« ((2){az))), donc

o1 = (Tpy 1)+ (20 (a2))) = (271, /x(€)){az, a1 Np, 7k (0))-

Il en résulte ¢ = ((az,a1 Ny, i (€))), donc, par (4), po — ¢ = (a1){az, Nz, /x(¢))) dans W (k). Comme
(a1, Nz, /k(€)) = 0, on a aussi o — ¢ = (a2, Nz, /x(£))) dans W (k). Des lors, si 'on pose g2 =
{(a2, Np,/k(£))), I'équation (3) donne ga = g2 + qa.

L’unicité des formes ¢y et g4 résulte de [2, p. 49, Lemma 22.2].

Pour voir que ¢; est la forme norme de ’algebre de quaternions équivalente au sens de Brauer a A®y A,
on utilise A ® L1 = Ay = (a2,¢)r, dans Br(L;). En prenant la corestriction de Ly & k et en utilisant
la formule de projection, on en déduit A ®; A = (ag, NLl/k(é))k dans Br(k), ce qui établit I’assertion.
[Variante : utiliser le fait que wa(ga), vu comme élément de Bro(k), est égal a la classe de A® A, cf. e.g.
[3, p. 142]]

Si L est une extension quadratique de k contenue dans A, alors A ®; L n’est pas un corps, donc le
calcul du §2 montre que 'extension des scalaires a L rend g2 et g4 hyperboliques. Cela entraine que ¢
et g4 sont toutes deux divisibles par la forme norme de L. Il en résulte que ¢2q4 = 0 dans W (k), ce qui
termine la preuve du Théoréme 1.

5. Démonstration du Corollaire 2

A toute forme quadratique ¢, la formule

Mlg) = N (q)

associe une série & coefficients dans W (k), voir [2, p. 63]. Si ¢ est une m-forme de Pfister avec m > 2 on
montre (par récurrence sur m) que l'on a :

12" om
/\t(q) =1 + t 2 q + t .
1-1t
Par ailleurs, 'isométrie g4 @ (1,1,1,1) ~ g2 ® g4 donne, par la propriété multiplicative des séries A,
At(ga) - Ae((1,1,1,1)) = Ae(ga) - Ae(qa)-

Comme goqq = 0 dans W (k) et A\((1,1,1,1)) = (1 +¢)* = 1+ t*, on en déduit M\¢(qa) =1 + t%ﬁ(qz +
qs4) + t15, ce qui établit le corollaire.



6. Démonstration du Théoréme 3

Si A est engendrée par deux éléments u, v tels que vu = fuw, la restriction de g4 au sous-espace vectoriel
engendré par 1, u2, v? et u?v? est une 2-forme de Pfister ¢. L’orthogonal de ce sous-espace contient les
éléments u, v, uv, uv?, uv3, u?v, qui engendrent un sous-espace totalement isotrope de dimension 6, donc
ga = q dans W (k), ce qui montre a la fois que g4 = 0 et que g2 = ¢. Pour établir la réciproque, on utilise
la description de g4 donnée au §3,

s = D1 D2 D ps,
et la formule du §4,
¢ = (a2, a1 N, 5 (0))-

La forme g4 contient donc {as) @ @1 @ ¢3 comme sous-forme de dimension 9. Si g4 est hyperbolique, cette
sous-forme est isotrope donc on peut trouver un élément z € K; ® K3 tel que

Trda(2?) = —4as. (5)
Soit s € K tel que s> = ay. Alors 01(s) = 03(s) = —s, donc s anticommute avec z et commute avec z2.
Il en résulte (s + 2)? = ag + 2% € k(2%) C k(2). Par ailleurs, (5) entraine Trd 4 ((s + 2)?) = 0, donc

Tk(ZQ)/k((S+Z)2) =0. (6)

Par conséquent, k(z?) # k. Comme le degré de Dextension k(z)/k divise 4, le degré de k(z2)/k est 2, et
(6) entraine (s + z)* € k. D’aprés le théoreme de Skolem-Noether, il existe un élément v € A* tel que
v(s + z) = i(s + z)v. Cela montre que 'algebre A est cyclique. Le Théoréme 3 est ainsi démontré.

7. Involutions unitaires

Conservons les hypotheses et notations du Théoreme 1, et supposons de plus que A admette un anti-
automorphisme involutif 7 telle que 7(7) = —i. Choisissons une telle involution 7, et posons S = {z € A |
T(x) =2} et ko =kNS.Siz €5, onaqa(x) € ky. La restriction de g4 & S est une kg-forme quadratique
sur S, que nous noterons ¢, :

¢r(z) = Trda(2?) € ko pour x € S.
La forme ¢, est une «ko-forme» de g4 : son image par 'application W (ko) — W (k) est égale & ga.
Des méthodes semblables & celles utilisées ci-dessus établissent le résultat suivant :

Théoreme 5 Il existe une 2-forme de Pfister gz et une 4-forme de Pfister q4 r sur ko telles que q; =
G2,r + qa,r dans W (ko). Ces conditions déterminent gz r et qar de maniére unique. De plus,

(1) qo, est la forme norme de lalgébre de quaternions équivalente au sens de Brauer a l'algébre dis-
criminante de (A, T) (voir [3, §10] pour la définition de cette algebre) ;

(2) qa,r =0 si et seulement si A est engendrée par deuz éléments u, v tels que 7(u) = u, 7(v) = v et
VU = TUD.

Remarque. Par extension des scalaires & k, les formes de Pfister g2~ et g4, donnent les formes g2 et g4
du Théoreme 1 ; cela résulte de 'unicité de la décomposition ¢4 = g2 + q4.
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