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1 Einleitung

Es ist nun genau hundert Jahre her, seit A. Hurwitz seinen berithmten Satz
gefunden hat, der ,die alte Streitfrage, ob sich die bekannte Produktfor-
meln fiir Summen von 2,4 und 8 Quadrate auf Summen von mehr als 8
Quadrate ausdehnen lésst, endgiiltig, und zwar im verneinenden Sinn ent-
scheidet“[Hu|. Heute formuliert man schlichter: ,,Eine Kompositionsalgebra
hat Dimension 0,1,2,4 oder 8.“ Betrachten wir diese Algebren iiber R heisst
das, dass R,C,H und O, wobei H die Hamilton-Quaternionen und O die
Cayley-Oktaven bezeichnen, bis auf Isomorphie die einzigen nicht trivialen
Kompositionsalgebren iiber R sind.

Wir kénnen nun anstelle dieser Algebren deren Imaginidrrdume betrach-
ten. Dies fithrt uns zum Begriff der Vektorprodukt-Algebra. Diese Bezeich-
nung geht darauf zuriick, dass R? zusammen mit dem klassischen Vektorpro-
dukt eine solche Algebra ist. Wir geben nun eine Definition fiir Vektorprodukt-
Algebren, die auf dem Zusammenhang zwischen H und (R3, x) basiert. Nun
siecht man aber, dass diese Zusammenhénge nicht nur in diesem Fall giiltig
sind. Genauer gesagt ist der Imagindrraum jeder Kompositionsalgebra ei-
ne Vektorprodukt-Algebra (wobei das Produkt natiirlich noch genauer zu
bestimmen ist). Umgekehrt gibt es zu jeder Vektorprodukt-Algebra der Di-
mension d eine Kompositionsalgebra der Dimension (d+1). Zeigen wir also,
dass die Dimension einer Vektorprodukt-Algebra 0,1,3 oder 7 ist, folgt der
Satz von Hurwitz.

Bis hierhin folgen wir genau der Argumentation in [Ro], wo die Frage
nach der Dimension so gelost wird, dass zuerst fiir ein Skalarprodukt b(-, -)
und eine orthonormale Basis eq, eo, ..., 4

d
(1) d=>b(e; e)
i=1
gesetzt wird. Danach wird durch Anwenden der Axiome einer Vektorprodukt-
Algebra die Gleichung

(2) d(d—1)(d—3)(d—T7) =0,

die im Grundkorper gilt, gezeigt. Daraus folgt der Satz von Hurwitz in Cha-
rakteristik 0. Der Beweis kann so rein algebraisch gefiihrt werden.

In der Einleitung des Artikels ist aber auch erwdhnt, dass diese Berech-
nungen die algebraischen Entsprechungen, eines mit graphischen Techniken
gefundenen Beweises iiber die Dimension von Vektorprodukt-Algebren sind.
In dieser Arbeit werden nun die Grundlagen dieses graphischen Kalkiils aus-
gearbeitet und schliesslich und endlich der graphische Beweis gefiihrt.



Die Vorgehensweise ist nun so, dass wir eine Reihe von Graphenkate-
gorien definieren. Eine Graphenkategorie ist eine Kategorie, deren Objekte
endliche Mengen sind und deren Morphismen durch Graphen dargestellt wer-
den konnen. Stellt man einen solchen Morphismus dar, bildet die Vereinigung
des Bildes und des Urbildes den Rand (dh. die Ecken mit Valenz eins) des
Graphen. Die Verkniipfung zweier Graphen wird so definiert, dass man die
beiden Graphen entlang dem Bild des ersten und dem Urbild des zweiten
zusammenklebt.

Betrachtet man die disjunkte Vereinigung zweier Graphen, stellt man fest,
dass diese Vereinigung viele Eigenschaften hat, die man vom Tensorprodukt
linearer Abbildungen her kennt. Sei nun V' ein fester Vektorraum mit einer
Bilinearform b(-, -). Man definiert dann einen Funktor R, der Objekte mit n
Elementen in ein n-faches Tensorprodukt von V' mit sich selbst iiberfiihrt.
Dieser Funktor hat die Eigenschaft, dass er Graphen in lineare Abbildungen
transformiert und, dass die disjunkte Vereinigung ins Tensorprodukt iiber-
geht. Hier kommt also der tensorkategorielle Aspekt der ganzen Arbeit zu
tragen.

Die erste Kategorie A; die wir betrachten werden, besteht nur aus Kom-
ponenten, die entweder zu S' oder zum abgeschlossenen Einheitsintervall
homoéomorph sind. Da diese Kategorie nun sehr einfach ist, gelingt es uns,
die Verkniipfung kombinatorisch zu definieren. Dadurch ist es einfach, den
oben erwiahnten Funktor auf dieser Kategorie zu definieren und dann die
Funktoraxiome zu verifizieren. Man stellt dann fest, dass &hnlich wie in (1),
der Funktor R Kreise (also (S')) in dim V abbildet. Der leere Graph (dh.
der Graph ohne Ecken und ohne Kanten) wird zur Identitét.

Das Ziel ist es nun, diese Kategorie so zu vergrossern, dass sie Eigen-
schaften einer Algebra annimmt, bzw. dass R zusétzlich die Multiplikation
respektiert. Die Multiplikation wird dann durch 3-valente Ecken definiert.
Wir erweitern also unsere Kategorie, indem wir zusétzlich noch Ecken der
Valenz 3 zulassen. Diese Kategorie ist nun schon zu kompliziert, als dass
die fiir A; angewandten kombinatorischen Methoden zur Erweiterung von R
auf die neue Kategorie noch ausreichen wiirden. Wir bedienen uns deshalb
einer kanonischen Zerlegung, die im wesentlichen auf den fiir A; gezeigten
Eigenschaften beruht.



Wir haben aber eine wichtige FEigenschaft von Algebren noch gar nicht
in unsere Kategorie eingebracht, ndmlich die Addition. Wir tun dies, indem
wir anstelle der Graphen freie Moduln iiber diesen Graphen betrachten. Dies
erlaubt es uns, dass wir auf diesen Moduln Relationen vom Typ

I l
21‘:1 a;G; = Zfﬂ biH;,

mit a;,b; € R und G;, H; €Mor 4,(X,Y") betrachten kénnen. Wir wéhlen nun
die Relationen so, dass ihre Bilder durch R den Axiomen einer Vektorprodukt-
Algebra entsprechen. Wir haben also einen Funktor zwischen einer Graphen-
Kategorie und der Kategorie der Vektorprodukt-Algebren gefunden. Die Re-
lationen implizieren aber auch eine Relation zwischen dem leeren Graphen
und S* die, wenn sie durch R abgebildet wird, (2) ergibt. Der Beweis der Di-
mensionsaussage von Vektorprodukt-Algebren kann so auf einem neuen Weg
beschritten werden.

Die Methoden, die in dieser Arbeit verwendet werden, sind im allgemei-
nen sehr elementar. Wie es in der Graphentheorie oft der Fall ist, sind die
meisten Uberlegungen kombinatorischer Art. Am Anfang dieses Textes wird
zuséatzlich der Graphenbegriff so eingefiihrt, wie er in dieser Arbeit verwendet
wird.

Da wie bereits erwéhnt, diese Arbeit in engem Zusammenhang zum Arti-
kel von M. Rost steht, werden die Beziehungen zu diesem Artikel am Schluss
noch aufgelistet.



2 Vektorprodukt-Algebren und der Satz von
Hurwitz

Zu Begin dieser Arbeit gehen wir, wie im Titel des Abschnittes angetont, auf
den Zusammenhang zwischen Vektorprodukt-Algebren und dem Satz von
Hurwitz ein. Eine ausfiihrliche Beschreibung Findet sich in [Eb]. Wir begin-
nen mit der Definition einer Vektorprodukt-Algebra.

2.1 Definition: Vektorprodukt-Algebra
Eine Vektorprodukt-Algebra besteht aus einem Vektorraum V zusammen
mit

(1) einer nicht entarteten bilinearen Form b aufV,
(2) einer linearen Abbildung V@V —V, 2 @y +— x X y,
so dass
(3) b(x X y, z) alternierend in z,y, z ist.
(4) (x xy) xx="0b(zx,z)y — b(z,y)x.
2.2 Bemerkung: In dieser Definition kann (4) kann auch durch
(5) bz xy,zxt)+byxz,txx) = 2b(x, 2)b(y, t) —b(z,y)b(z,t) —b(y, 2)b(t, x)
ersetzt werden.

Beweis:

Durch mehrmaliges anwenden von (3) folgt
(6) blx xy,z)=—b(zxy,x)=bly X z,2) =b(x,y X 2).
Wir benutzen nun (6), um (5) in folgende Form zu bringen
b((xxy)xz,t)+b(xx (yxz),t) =2b(b(z, z)y,t) —b(b(x,y)z,t)—b(b(y, 2)x, t),
was dquivalent ist zu
() (xxy)xz+xx(yx2z)=20x2y—bx,y)z—>by,z)x.

Setzen wir nun z = x in (7) folgt (4). Andererseits folgt die Gleichung (7),
falls wir « 4 z fiir = in (4) einsetzen.



2.3 Definition: Kompositions-Algebra
Eine Kompositions-Algebra besteht aus einem Vektorraum C' zusammen mit

1) einer nicht entarteten bilinearen Form bc auf C,
2) einer linearen Abbildung C ® C — C, x @y +— = -y,
3) einem Element 0 # e € C,
so dass fiir N(x) = be(x,x) gilt:
4) e-x=x-e=ux,
5) N(z-y) = N(x)N(y).

In Charakteristik # 2 sind Kompositionsalgebren und Vektorprodukt-Algebren
dquivalente Begriffe. Genauer kénnen wir zu jeder Kompositionsalgebra C,
eine Vektorprodukt-Algebra V finden, indem wir V = (e)* setzen und das
Produkt definieren als

1
rxy=gry—y-a)

Die Bilinearform b definieren wir durch Einschrankung von be.

Umgekehrt finden wir zu jeder Vektorprodukt-Algebra V' eine Kompositions-
algebra C' = (e) LV. Fiir x,y € V und a,b € F setzen wir

(ae +x) - (be +y) = (ab—b(z,y))e + ay + bxr + x X y.
Wir finden auch eine natiirliche Definition fiir b¢, indem wir
bo(ae + x,be + y) = ab+ b(z, y)

setzen.

Durch diese Beziehung zwischen Kompositionsalgebren und Vektorprodukt-
Algebren konnen wir in Charakteristik 0, folgende Variante des Satzes von
Hurwitz finden.

2.4 Satz: Die Dimension einer Vektorprodukt-Algebra ist entweder 0,1,3
oder 7.



3 Graphen

Der Begriff des Graphen wird in der Literatur immer wieder anders definiert,
je nachdem wie allgemein er im Rahmen einer Arbeit oder eines Buches
gebraucht wird. Ein Graph besteht ganz allgemein aus einer Menge von Ecken
und einer Menge von Kanten, die entweder gerichtet oder ungerichtet sind. In
dieser Arbeit haben wir es mit ungerichteten Graphen zu tun, die Schlaufen
(dh. Kanten wo die beiden Endecken identisch sind) zulassen. Weiter besteht
auch die Moglichkeit, dass verschiedene Kanten dasselbe Paar von Endecken
haben. Wir schliessen hingegen aus, dass einzelne Ecken isoliert sind (dh. dass
es Ecken gibt die nicht Endecke mindestens einer Kante sind). Wir definieren
Graphen als Zellkomplexe und fangen daher mit der Definition einer Zelle an.

3.1 Definition: Eine n-dim Zelle (n-Zelle) ist ein hausdorffscher topologi-
scher Raum homéomorph zu R™. 0-Zellen sind einpunktige Rdume.

Fiir die Definition des Zellkomplexes benutzen wir folgende Definitionen.
Ur={zxeR": ||z]|<1}
Srl={zeR": ||z|=1}

3.2 Definition: Ein endlicher (Zell-) Komplex ist ein hausdorffscher topolo-
gischer Raum K, bestehend aus einer endlichen disjunkten Vereinigung einer
Menge C von Zellen, so dass gilt: Zu jeder n-Zelle ¢ € C gibt es eine ste-
tige Abbildung ®,.: U" U S" ! — K die U™ homdéomorph auf C abbildet
und S~ auf eine Vereinigung von hochstens (n-1)-dimensionalen Zellen in
C. Die Dimension von K ist die hichste vorkommende Zelldimension. Ein
n-Komplex ist ein Komplex der Dimension n.

3.3 Definition: Ein Graph ist ein 1-Komplex.
Die 0-Zellen heissen Ecken und die 1-Zellen heissen Kanten.

Wir bezeichnen einen Graphen durch die Menge V seiner Ecken und durch
die Menge E seiner Kanten. Jede Kante e € E kénnen wir durch ihre En-
decken (dh. Im(®. |so)) bezeichnen und schreiben e = {vy, v} oder e = vyvs.
Diese Darstellung ist, da wir mehrere Kanten zwischen den beide Ecken ha-
ben kénnen, nicht eindeutig, aber sehr praktisch, da man gleich die beiden
Endecken kennt. Solange sie nicht mehrdeutig ist, werden wir diese Schreib-
weise benutzen. Wir werden sie auch benutzen, falls v; = vy (dh.

Im(®, |s0) = {v1}), also im Falle einer Schlaufe.



3.4 Definition: Ein Weg ist ein nichtleerer Graph P = (V, E) der Form
V ={zo, 21, ..., 2%} E ={zor1, 2129, ...y T)_12% }

wobel die x; paarweise verschieden sind, als Ausnahme lassen wir jedoch den
Fall xy = x3, zu. Oft bezeichnen wir einen Weg durch die natiirliche Folge
seiner Ecken, schreiben also P = xgxy...x.

Wir sprechen dann von xq als Anfangsecke und xy, als Endecke und nennen
P einen Weg von xy nach xy, (oder xo — x, Weg).

k ist die Linge des Weges.

Gilt xo = xy, heisst P ein Zykel.

3.5 Bemerkung: Zyklen sind homomorph zu S*.
Fiir xy # xy, ist ein Weg homdéomorph zu |0, 1].

Wir benétigen nun zwei veschiedene Typen von Vereinigung, die wir der
Klarheit wegen auch verschieden schreiben werden. Die erste ist die disjunkte
Vereinigung (wir bezeichnen sie mit L), die andere ist das Zusammenkleben
zweier Graphen entlang einer Menge von gemeinsamen FEcken. Das Zusam-
menkleben von Graphen ist nichts anderes, als das Zusammenkleben ! zwei-
er topologischer Rdume, wir formulieren es jedoch als eine Vereinigung von
Ecken und Kanten.

3.6 Definition: Seien G = (V, E) und G' = (V', E') Graphen. Wir setzen
GUG =(VUuV EUE).

Sei S =V NV', also die Menge der Ecken, die sowohl Ecken des Graphen G,
als auch Ecken des Graphens G sind. Wir setzen GUgs G’ = (VUV', EUE").
G Ug G’ heisst nun der Graph, der aus G und G’ durch Zusammenkleben
entlang S entsteht.

3.7 Bemerkung: Seien G,G’', H, H' Graphen, mit GNH = S und G'NH' =
S’, wobei S und S’ eine Menge von Ecken sind und so, dass alle anderen
Durchschnitte leer sind. Dann gilt:

(GUs H)U(G'Ug H) = (GUG") Usus (HU H').

Beweis:

Seien G = (V,E), G' = (V',E'), H= (W, F), H = (W' F').

= (GUs H)U(G'Ug H)=(VUW,EUF)U (V' UW' E'UF’)
=VUVUWUW EUFE LUFULF).

!Das Zusammenkleben zweier topologischer Rdume wird in [Ji] S. 50 beschrieben.
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Aber VNV =0, WNW =0, VW =8V nW =9

Also darf man schreiben

(GUs H)U(G'Ug H') = (VUVHYUWUW'),EUEUFUF)

= VUV ,EUE ) Ususg WUW' FUF')=(GUG") Usus (HUH").

3.8 Definition: Sei G = (V,E) ein Graph und A;; A,B C V und P =
xory...x) ein Weg, dann heisst P ein A— B Weg, falls xoxy...xp_1NA = {x0},
r12T9..x N B = {x}.

Sind P, = xf..af, 1<i<n Ay —A; Wege, mit zf, =" 1<i<n-1,
dann heisst der Weg P\P...P, = wj..x) xi..x}. ein AygA;...A, Weg. Ein
ApA;q... A, Weg entsteht also durch Zusammenkleben von A; 1 — A; Wegen
an deren gemeinsamen Endecken.

3.9 Definition: Sei G = (V, E) ein Graph. Ersetzen wir in G jede Kante
xy so durch einen x —y Weg der Lidnge > 1, dass die Ersetzungswege keine
inneren Ecken mit G oder miteinander gemeinsam haben, so nennen wir den
entstandenen Graphen eine Unterteilung von G.

Zwei Graphen G, H heissen isomorph, falls sie eine gemeinsame Unterteilung
haben. Wir schreiben G = H. % Da ein Weg homéomorph zu einer Kante
ist sind sie dann auch homéomorph. Umgekehrt sind zwei homdomorphe
Graphen die auf den Ecken mit Valenz # 2 iibereinstimmen isomorph. Die
Isomorphie-Klasse eines Graphens wird mit [G] bezeichnet.

3.10 Definition: Eine Kante e ist zu einer Ecke v inzident, falls v ein End-
ecke von e ist.

Die Definition der Valenz (dh. der Anzahl inzidenter Kanten einer Ecke)
ist unproblematisch fiir Graphen die keine Schlaufen besitzen. L&sst man
aber Schlaufen zu, mochte man diese doppelt zéhlen (man spricht von der
Valenz auch als von der Anzahl der inzidenten Halbkanten). Wir haben nun
die Moglichkeit unsere Graphen zu unterteilen. Wahlen wir die Unterteilung
so, dass alle Kanten mindestens einmal geteilt werden, so kéonnen wir das
Problem der Valenz auf Graphen ohne Schlaufen zuriickfiihren.

3.11 Definition: Sei G = {V, E} ein Graph. Sei dann G' = {V', E'} die
Unterteilung von G, bei der alle Kanten von G durch Wege der Lénge 2
ersetzt werden. Der Stern von v € V' ist nun die Menge der Kanten ¢’ € E’
die zu v inzident sind. Wir schreiben kurz St(v).

Die Anzahl der Elemente des Sterns, heisst die Valenz von v und wird mit
val(v) bezeichnet.

2In [Tu] S. 51, wird diese Aquivalenzklassenbildung dadurch vermieden, dass man keine
Ecken mit Valenz 2, dafiir aber Kreise, als Komponenten ohne Ecken, zulésst.
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3.12 Definition: Eine Ordnung auf einer Ecke ist eine bijektive Abbildung
®,: {1,2,...,val(v)} — St(v).

Wir bezeichnen eine Ordnung dadurch, dass wir ®;'(e) jeweils neben die
entsprechende Kante schreiben. Also z.B.

Fiir e € St(v) heisst ®,!(e) der Wert der Ordnung auf e.

Fiir diese Arbeit sollen nun, wie in der Einleitung zu diesem Kapitel angetont
wurde, Graphen auch keine Ecken mit Valenz null haben.

3.13 Definition: Der Rand eines Graphen ist die Menge der Punkte mit
Valenz eins. Wir bezeichnen ihn mit 0G.

Die Komponenten eines Graphen sind seine Wegzusammenhangskomponen-
ten.

11



4 Die Kategorie A;

Nachdem wir nun einen genauen Graphenbegriff ausgearbeitet haben, defi-
nieren wir in diesem Kapitel die erste Graphen-Kategorie A;. Ihre Objekte
sind endliche Mengen und ihre Morphismen sind die Isomorphie-Klassen von
Graphen, die nur Ecken der Valenz eins oder zwei besitzen. Der Rand ei-
nes solchen Graphen ist die disjunkte Vereinigung des Bildes (dom) und des
Urbildes (cod), des zu ihm gehérigen Morphismus. Wir definieren die Ver-
kniipfung dadurch, dass wir zwei den Morphismus repréasentierende Graphen
an den Ecken, die zum Bild des einen gehoren, mit dem Urbild des anderen
zusammenkleben.

Zu Beginn dieses Kapitels soll erst einmal der Kategorien- und der Funktor-
begriff in Erinnerung gerufen werden.

4.1 Definition: FEine Kategorie C besteht aus folgenden Daten
a) eine Klasse Obj(C) von Objekten.

b) zu jedem geordneten Paar (X,Y’) von Objekten eine Klasse Mor(X,Y)
von Morphismen, wobei Mor(X,Y)NMor(X',Y') = 0, falls X # X'
oder Y #Y'. Fiir f eMor(X,Y’) schreiben wir auch f: X — Y und
X =dom(f) bzw. Y = cod(f).

c¢) eine Verkniipfung Mor(X,Y)x Mor(Y, Z) — Mor(X, Z)

(f,9) —gof

und erfiillt zusatzlich

Al Fiir f eMor(X,Y),g eMor(Y, Z),h eMor(Z,U) gilt
ho(gof)=(hog)of

A2 VX €0bj(C) I x eMor(X, X) mit Ixo f=fundgolx =g
V.Y —X g: X — Z.

4.2 Definition: Seien C,D Kategorien. Ein kovarianter Funktor

F:C — D ist eine Abbildung die jedem Objekt X von C ein Objekt
F(X) in D und jedem Morphismus ®: X — Y von C ein Morphismus
F(®): F(X) — F(Y) in D zuordnet, so dass:

A2 F(Po V) = F(P)o F(yp) YO,¥ € Mor(-,-).

12



4.3 Definition: Kategorie A,

a) Obj(A;) = {endliche Mengen}
b) Mora, (X,Y) =
{G = (V,E) Graph : val(v) € {1,2} Vv e V,0G =X UY}/.
wobei G ~ G’ falls G = G'.
¢) Wir definieren die Verkniipfung

Mor s, (X, Y )oMory, (Y, Z) —Mora, (X, Z)
([G], [H]) — [H] o [C]

wie folgt: [H] o [G] = [G Uy H]|

d) Sei X = {xy,29,...,x,} €ODbj(A;).
Wir definieren 1x €Mor(X, X) wie folgt:
Ix = (V,E) mit V = {xy, 2}, 29, ...,xn, 2 }, B ={x12), 200}, ..., 2] }
wobei z; € dom(1x) und 2, € cod(1x) mit x; =z} als Element von X.

Wir nennen die Elemente von Mory, (-, -) auch (A;-)Graphen, meinen damit
aber die Aquivalenzklasse der isomorphen Graphen.

4.4 Lemma: A, ist eine Kategorie.

Beweis:
Seien X = {x1, 29, ..., wn}, Y ={vy1,Y2, o0 Ym >, Z = {21, 29, ..., 21} €Obj(A;)
i) Seine [G], [(/] €Mor(X, Y), [H], [H] €Mox(Y, Z) mit G = G,

H = H'. Sei weiter G (bzw H) eine gemeinsame Unterteilung von G
und G’ (bzw. H und H'). GNH =Y und GN H =Y (dh. bestehen
nur aus Ecken) und G U H ist eine Unterteilung von G U H, da man
alle Kanten mit denselben Ersetzungswegen ersetzen kann wie in ¢
(bzw H). Dasselbe gilt symmetrisch fiir G’ U H', also ist G U H eine
gemeinsame Unterteilung von GUH und G'UH' dh. GUH =2 G'UH’

und die Komposition ist wohldefiniert.

i1) (V, E) = G Uy H entsteht durch Zusammenkleben der Ecken y;. Diese
haben jeweils Valenz 1. Es entstehen also Ecken mit Valenz 2. Die
Valenz aller anderen Ecken bleibt gleich. Insbesondere sind die x; und
z; die einzigen Ecken mit Valenz 1. Also 0(G Uy H) = X U Z und
val(v) <2 Vo € V, damit ist [H] o [G] eMora, (X, Z).

13



i17) Seien G, H wie oben und D eMor(Z,W).DNG =0
Alsogilt ( GUH)ND=HND=Zud GN(HUD)=GNH=Y.
Wegen der Assoziativitét von U gilt schon (GUH)UD = GU(H UD).
Es gilt also (G Uy H) Uz D = G Uy (H Uz D). Damit ist Al erfiillt.

iv) G U1y entsteht durch Ankleben von Wegen an den Ecken x;, ist also
ein Unterteilung von G. Es gilt:
G) o [Lx] = [G Ux 1x] = (6.
Analog fiir [1y] o [G] und A2 ist erfiillt.

4.5 Definition: Seien X, X', Y,Y' €Obj(A;), |G| EMors, (X,Y),
[G'] eMora, (X', Y").
Wir definieren die Abbildung O: Ay x Ay — A; wie folgt:

OX,Y)— XUY

O: Mora, (X,Y)xMora, (X', Y'") — Mor,, (X U X", Y UY)
0(, 16, L6 — . Gud]

X[ XuX’[

und schreiben dann [G)3[G’] fiir O([G], [G']) und XOY fiir X UY.

cod(+)

H?
dom(-)
Bild eines Morphismus anzugeben. Diese Notation ist niitzlich, da fiir einen

Graphen Bild und Urbild nicht fest bestimmt sind. Geht dies aber aus dem
Zusammenhang klar hervor, unterdriicken wir diese Notation.

Hier benutzen wir die Notation um zusatzlich das Urbild bzw das

4.6 Bemerkung: Sei [)] €Mory,(0,0) der Graph ohne Ecken und ohne
Kanten. Es gilt nun [)|0G = GO[()] = G fiir alle A;-Morphismen G. Weiter
ist U kommutativ und assoziativ und deshalb auch O. Mory, zusammen mit
O als Produkt bilden also ein Monoid, mit [] als neutralem Element.

4.7 Definition: Sei [G] = j[G] €Mor(X,Y). Wir definieren die Transpo-
sition von [G] durch |\ [G]' = . [G] €Morg, (Y, X).

4.8 Bemerkung: Fiir [G'] €Mora, (Y, Z) gilt dann :
([GTe[G) =[G o [G]

Beweis:
ClGo, (Gt = [[Guy Gt = J[GUy Gl = _[G]o |G
= [G)'o J[GT)".
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Wie wir soeben bei der Transposition gesehen haben, kann ein Graph
mehrere Morphismen darstellen. Stellen wir also einen Morphismus G als
Graph dar, kénnen wir dom(G) (bzw. cod(G)) nicht eindeutig bestimmen.
Wir miissen also Konventionen finden, wie solche Graphen dargestellt werden
sollen. Nun legen wir uns darauf fest, dass fiir einen Graphen, der einen
Morphismus repréasentiert, alle Ecken die nicht Valenz zwei haben, mit einem
ausgefiillten Kreis markiert weden. Die Elemente von dom(G) sind alle auf
einer horizontalen Linie, diejenigen von cod(G) auf einer darunterliegenden
Linie. Die restlichen Ecken und die Kanten liegen zwischen diesen beiden
Linien.

Da wir zweivalente Ecken gar nicht darstellen, ist diese Darstellung sogar
eindeutig auf den Isomorphie-Klassen. Damit sind aber fiir die Darstellung
eines Graphen noch lange nicht alle Probleme aus der Welt geschafft. Zum
einen wissen wir, dass Graphen auf verschiedene Arten projiziert werden
kénnen, zum anderen taucht beim Zusammenkleben das Problem auf, welche
Ecke mit welcher verklebt werden muss.

4.9 Bemerkung: Da wir in einem Graphen G mit [G] €Mora,(X,Y) nur
Ecken mit Valenz 1 oder 2 haben, sind die Komponenten von G entweder
zu S oder zu [0,1] homsomorph. Da G = X UY, dh. die Ecken mit Va-
lenz 1 sind entweder in X oder in Y, kénnen wir zwischen 4 Typen von
Komponenten unterscheiden. Es sind:

1) X =Y Wege

T

Y

Y

Wir nennen sie I oder Z[I |, falls der Anfangs- und der Endpunkt ange-
geben werden sollen.

2) X — X Wege
X1 T2

N

Y

, , 0
Wir nennen sie « oder ().

x1,T9
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3) Y =Y Wege

Wir nennen sie ot oder “V**[al].
0

4) Kreise

O

Wir nennen sie Zyklen oder d.

Y

4.10 Bemerkung: Ein A;- Graph kann als disjunkte Vereinigung seiner
Komponenten dargestellt werden, also auch als O-Produkt seiner Kompo-
nenten. Diese Darstellung ist dann bis auf Permutation der Komponenten
eindeutig.

4.11 Bemerkung: Enthélt ein Graph G €Mory, (X,Y) nur X —Y Wege
so verbindet er jedes x; € X mit einemy; € Y. Esgilt| X | = |Y |und G
kann als Bijektion zwischen X und Y aufgefasst werden. Insbesondere ist die
Menge all dieser Aquivalenzklassen von Graphen eine Unterkategorie von Ay,
wir nennen sie Ag. Es ist die Kategorie der Bijektionen zwischen endlichen
Mengen.

4.12 Bemerkung: Mit Ausnahme von [()] wird jedes Element von Mor(A;)
durch O und Komposition erzeugt von den Elementen o, o und I.

Beweis:
Wegen 2.10 geniigt es zu zeigen, dass d durch Komposition erzeugt wird.
Offensichtlich gilt aber
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4.13 Bemerkung: Wir wissen bereits, dass die Morphismen von A; nur
aus 4 verschiedene Typen von Komponenten bestehen. Wir betrachten nun,
wie diese 4 verschiedenen Typen durch Komposition entstehen kénnen.
Alle Komponenten von Elementen in Mory, (X, Z) sind Wege, die wir also
gemiiss 4.9 in folgende 4 Gruppen einteilen kénnen.

1) X — X Wege
2) X — Z Wege
3) Z — Z Wege
4) Zyklen

Seien nun G €Mora,(X,Y), H €Mory, (Y, Z), dann kénnen die Komponen-
ten von H o G nur einem der 4 obigen Typen entsprechen. Untersuchen wir
nun wie diese Wege durch Komposition entstehen kénnen:

1) X — X Wegesind auch X =Y =Y — ... =Y —X Wege.
2i-mal (i > 0)

..... X
:@ ..... \J Y
..... Z
Also G = (I0'0...0' 01) und H = (@0a0...0q) fiiri > 1 oder
—_— —_—

(i — 1)-mal i-mal

G =a«,H =[] firi=0.

2) X — 7 Wege sind auch X =Y =Y — ... =Y —7Z Wege.
(2 +1)-mal (i > 0)

Lo

..... Z
Also G = (I0@'0...00") und H = (aO...0a,01).
t-mal i-mal
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3) Z —Z Wege sind auch Z =Y =Y — ... = Y —7Z Wege.
2i-mal (1>0)
..... X

ﬁ ..... q Y
..... Z
Also G = [¢'0...00f) und H = [I0a0...0a,01] fiir i > 1 oder

i-mal (¢ — 1)-mal

G =o', H =[] fiiri = 0.

4) Zyklen sind entweder Zyklen aus G oder Hoder Y —Y — ... =Y Wege,

wobel Anfangs und Endpunkt gleich sind. 2i-mal i > 1
..... Z
..... Z
Also G = 7" at0a!0...O0at] und H = " [a0a0...0al.
0 Y1:Y2,--+» Y2q

Im vierten Fall haben wir dom(-) und cod(-) jeweils explizit angegeben, da
das Zusammenkleben nicht in derselben Reihenfolge passiert wie die Kompo-
nenten aufgezéhlt werden. In den iibrigen Féllen kénnen wir diese Notation
unterdriicken, da die Aufzdhlung der Randpunkte in derselben Reihenfolge
stattfindet.

Dies sind alle Méglichkeiten durch die Komponenten durch Komposition ent-
stehen, da sie andernfalls nicht definiert ist.

4.14 Bemerkung: Fiir G €Mory, (X,Y), G €Mors, (X',Y',), H €Mory, (Y, Z)
und H' €Mory, (Y', Z") gilt wegen Bemerkung 3.7

[HOH'] o [GOG'] = [H' o G'|O[H o G.
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Sei F' ein Korper, V die Kategorie der Vektorraume iiber F', wobei die linea-
ren Abbildungen die Morphismen von V sind. Sei weiter V' ein Vektorraum
endlicher Dimension und b : V ® V' — F eine bilineare symmetrische nicht
entartete Form und eq, e, ..., ¢4 eine orthonormale Basis von V.

4.15 Lemma: Es gibt genau einen Funktor Ry : Ay — V mit:

1) Ryp(X) = VX = @, Vi,
Fir X = {x1,x9,...,2,} €0bj(A,). Wir bezeichnen hier V als V,,,
um anzugeben welches x; auf V' abgebildet wird. Die Basis von V,,
bezeichnen wir dann als e’, e5’, ..., eXi.

2) RV,b(]) = ]-V
und fiir o € Ag(X,Y), so dass o(x;) = y,(;) ist das folgende Diagramm

kommutativ.
Ryp(o) : ®?=1 Vo, — ®?=1 Vi,
o] To
\\
H?:l ‘/551 - H?:l ‘/;/z
U = f1 X fg X fn
mit f; : V;Cz - ‘/;Ua(i)
ZT; Yo (4)
et — e

Dann ist Ry (o) die einzige Abbildung die dieses Diagramm kommu-
tativ macht.

3) Rvp(a) € Hom(V®?, F) mit Ry,(a) = b.

4) Ryp(at) € Hom(F,V®?) mit Ry(a’) = b* = Zil e; ® e;. Das ist so

zu verstehen, dass in folgendem Diagramm Ry(at) = (Id ® j7') o L.

F -t Brd(V)=VeVv: X9 vy

mit L(1) = 1y = 25:1 e; ® e, wobei V* der Dualraum von V ist
ey, e, ..., e die entsprechende duale Basis und j die Dualitdtsabbildung
die e; auf e] abbildet.

5) R{/ﬁ(GDH) = RV,b(G) X RV,b(H).

Beweis:

Ry, ist auf allen Komponenten ausser den Zyklen eindeutig definiert und
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linear. Fiir Zyklen finden wir eine eindeutige Definition mit 4.12.

Jeder Graph ist nun aber eindeutige Vereinigung seiner Komponenten. Mit

5) finden wir also eindeutige Definitionen fiir beliebige Graphen (hier identifi-
zieren wir A® B mit B® A durch den iiblichen kanonischen Isomorphismus).
Diese Abbildungen sind dann als Tensorprodukte linearer Abbildungen auch
linear.

Ryp([0]) ist wegen 5) und Bemerkung 4.6 die Identitét auf F.

Existenz und Eindeutigkeit von W aus 2) folgen aus der universellen Eigen-
schaft des Tensorproduktes.

Es bleiben also noch die beiden Funktoraxiome zu verifizieren, wobei zwangslaufig
auch eine eindeutige Definition Ry (d) entsteht.

Al Ryp(lx)=1Id folgt aus 2).
A2 RV’b(H (¢] G) - ,R,V’b(H) o Rv’b(G)

Um A2 zu zeigen beginnen wir damit, dass wir die vier Félle aus 4.13 verifi-
zieren. Damit zeigen wir A2, falls H o G nur aus einer Komponente besteht.
Wir iibernehmen die Notation aus 4.13.

e Ryp(a0..0a0]) o Ry,,(I0af0...0at)(v)
= (Ryp(@)0...0Ry (@) DRy (1)) (v @ S 1 oo Sy €y @€y @, @ . D ey,
= Zzlzl ZZFI b(v,ex,) @ bleg,,er,) ® ... db(ek,_,,ex;) & e,
= Zzlzl 221:1 b(v,ex,) blek,,ry) - b(€x,_1,€k;) €k,
= 0 i b(v,ery) Ok e Ok €y
= 22:1 b(v,er) blek,ex) ... blek, ex) ek
= Yooy b(v,ex) ex = v = Idy (v) = Ry,(1)(v)
e Ryyp(ab...0a) o Ry, (I10a'0...0a01) (v, w)
=Ryp(ad...0a)(v ® 221:1 Zzizl er, Vep, Vep, ...Q e, @ w)
= e b(v,er,) @ ben,, ery) @ .. @ bler,_y, ex,) @ blex,, w)
= 0 (v, ery) Oy e Oy e, W)
= Yy b(v,er) bler,w) = b1, b(v,ex) e, w) = bv, w) = Ryp(a)(v,w)
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e Ryy(I0a0...0a01) o Ryy(atD...0at)

d d
= Rv7b(IDOzD....DaDI)(Zk1:1 Zkizl g, Qe Qep, ®...Q eki)

= 221:1 Eiizl ek, ®b(ek,,er,) @ ... @ bleg, . ex,) @ ex,

= e L€k © Ok ey e Ok ks @ ey

= Zzzl er @ b(ek,er) ... bleg, ex) @ ex

=Y er®er = Ryp(ad).

e Im vierten Fall betrachten wir:

G p 1Dt Chy © €k, Dep, @ .. ® ey,

H(vy,va, ..., v2;) = b(va, v3)b(vg, v5)...b(va;, v1)

Daraus folgt also:

HoG =737 _1 .2 1 b(eny, ery)b(€ny, €ry)--ble, , ex, )

= e Ok Ok Oy = Doy 1 = d = dimV.

Wir miissen also wegen 2.12 Ry ;(d) = dimV = d setzen.
Seien nun I'q, ..., I'; die Komponenten von HoG und H,0...0H; = H und G10...0G; = G
Zerlegungen, so dass H; o G; =T'; (i=1...k). Wegen Bemerkung 4.14 gilt dann

(H,0...0H)) o (G10...0G;) = (Hy o G1)0...0(H; 0o G;) = I;0...01.

Daraus folgt nun

Rvp(H o G) = Ryp((H10...0H;) o (G10...0G))) = Ryp((H1 0 G1)0...0(H; o Gy))

= RVJ,(Hl o Gl) ®...Q RVJ,(HI o Gl) = RV,b(Hl) o 'RVJ,(Gl) ®...Q RVJ,(HZ) o RV,b(Gl)
=(Ryp(H1) @ ... @ Ryp(Hp)) o (Ryp(G1) ® ... @ Ryp(Gy))

=Ryp(H10...0H;) o Ry ,(G10...0G)) = Ry p(H) o Ry (G).

Wir haben hier die zu 4.14 dquivalent Eigenschaft fiir Tensorprodukte benutzt und natiirlich
auch, dass A2 fiir Komponenten erfiillt ist.
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5 Die Kategorie A,

In diesem Abschnitt fithren wir eine weitere Graphenkategorie ein. Diese Ka-
tegorie enthélt A; als Unterkategorie, ldsst aber zusétzlich Ecken mit Valenz 3
zu. Zusétzlich sollen alle Ecken mit Valenz 3 noch geordnet sein, insbesonde-
re reprasentieren zwei isomorphe Graphen nur dann denselben Morphismus,
wenn auch die 3-valenten Ecken gleich geordnet sind.

Fiir diese neuen Morphismen ergeben sich dieselben Probleme, wie fiir die
Morphismen in A;, aber sie konnen, da es nun beliebig viele Typen von
Komponenten gibt, nicht mehr kombinatorisch gelost werden. Wir werden
die einzelnen Morphismen kanonisch zerlegen, dadurch gelingt es uns die
Eigenschaften die wir fiir die A;-Morphismen gezeigt haben auf die neue
Kategorie auszuweiten.

5.1 Definition: Kategorie A,

a) Obj(Ay) = {endliche Mengen}

b) Mory, (X,Y) = {G = (V,E) Graph: 1 < val(v) < 3 Yv € V,0G =
X UY und fiir 3 valente Ecken w ist st(w) geordnet }/..
wobei G ~ G’ falls G und G’ eine gemeinsame Unterteilung haben auf
der St(w) gleich geordnet ist fiir alle w € V' mit Valenz 3.

¢) Wir definieren die Verkniipfung

Mor s, (X, Y )xMora, (Y, Z) — Mora,(X, Z)
([G], [H]) — [H] 0 [G]

wie folgt: [H|O[G]| = [G Uy H], wobei wir die Ordnungen auf den Ecken
mit Valenz 3 iibernehmen.

d) Da Ay in Ay enthalten ist und Obj(A;) =Obj(Az) kénnen wir 1x wie
in der Kategorie A; definieren.

5.2 Bemerkung: A, ist natiirlich auch eine Kategorie. Auch in Ay kénnen
wir wieder eine Transposition und ein O Produkt einfiihren. Wir haben also
wieder eine monoidale Struktur auf As. Da die auf den 3-valenten Ecken
definierte Ordnung bei der Verkniipfung einfach tibernommen wird, sind die
Beweise zu diesen Aussagen analog zu den Beweisen fiir die Kategorie A;.
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5.3 Definition: Fiir X = {z,zs,...x,} €Obj(As) definieren wir
ax . XoX — @

ay= '[aJ0.0 ‘[of = " [0O...0q]

1 X 2 .x! T zm .z 2
x1,T Tn,Ty T s T T 5o T

wobei z; = x} als Element von X. Die zweite Schreibweise zeigt wieder an
wie die Komposition zu verstehen ist.
Wir kénnen auch die Transposition von ax betrachten

a&:®—>X|:\X

Wie oben kann man oY auch wieder als O Produkt von o' schreiben, falls
wir die Transposition wieder wie in 4.7 definieren.

Diese beiden Definitionen fiithrt uns zu folgender Bemerkung, die spéter bei
der Ausweitung des Funktors Ry, auf die Kategorie A, eine Rolle spielen
wird.

5.4 Bemerkung: Geméss Bemerkung 4.13 2) gilt:
[axO1x] o [1xOak] = [1xDOax] o [akDlx] = 1x.

5.5 Bemerkung: Secien G €Mor,(X,Y), G' €Mora, (X', Y'),
H eMora,(Y,Z) und H' €Mora,(Y', Z") dann gilt:
U HOHo 7 [GOG] = 7 [H' oG]0 [[Hod).
Beweis:
Aus Bemerkung 3.7 folgt
[HOH'| o [GOG| = (HU H') Uyyy (GUG") = (G'Uy H) U (G Uy H)
— [0 GO[H o G,
da alle Kompositionen definiert sind und die Ordnung der 3-valenten Ecken
nicht verdndert wird.
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Wir werden nun eine explizite Formel definieren mit welcher man fiir einen
beliebigen Graphen G in Mor 4, (X,Y") einen Graphen G* in Mor 4, (X OY, ()
findet. Diese Zuordnung ist natiirlich (fiir festes X und Y) bijektiv.

Wir brauchen diese Zuordnung, um den Funktor Ry, auf die Kategorie A,
auszuweiten, da wir zuerst nur eine Definition fiir diese Erweiterung fiir Gra-
phen in Mor 4, (-, ) finden.

5.6 Definition: Seien X,Y €Obj(Ay) wir definieren:

(1) ®xy :Mora,(X,Y) —Mor(YOX, 0)
G] — [ar] o [1yDG] = G*
(2) Wxy :Mory,(YOX, () —Mor(X,Y)
[G"] — [1yDG"] o [0} Dlx]
Es gl]t nun (I)X7Y @) \IIX,Y = \I/X7Y e} ¢X,Y = Id.

Beweis:

Der Beweis kann nun algebraisch gefiihrt werden und benutzt nur die Rela-
tionen aus den beiden vorangehenden Bemerkungen.

i) (IyO(ay o (1y0G)) o (05 0lx) = (IyDay) o (1y 01y 0G) o (4 Dlx)
= (IyDay) o (abOly) o G = G

ii) ay o (1yO((1lyOG*) o (&, 01x))) = ay o (1yO1lyOG*) o (1yOat, Olx)
= (ayOG*) o (1yOad,O1x) = G* o (ay O1lyOlx) o (1ydad, Ol x)
=G*o((ayOly) o (1yOa}))01lx) = G* o (1yOlx) = G*

Hier sieht man, dass es durchaus Sinn macht diese Graphenkategorie mit
Ausdriicken, wie denen aus den Bemerkungen 5.5 und 5.6 zu formalisieren.
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Wir zeigen nun zuerst graphisch an einem Beispiel, dann allgemein wie
man einen As-Graphen so zerlegen kann, dass er als Komposition eines A;-
Graphen mit eine O-Produkt nur eines Types von Graphen geschrieben wer-
den kann. Wir schauen folgendes Beispiel an.

L
., 63
Y

_J

Hier ist um alle 3-valenten Ecken einen Kreis gezogen. Wir kénnen nun fiir
eine beliebige Ecke t das Innere des Kreises ausschneiden und die neu ent-
standenen Enden mit ¢; bezeichnen, wobei i jeweils die Ordnung der durch-
schnittenen Kante beziiglich t ist. Wir erhalten dann folgenden Graphen.

e T2 X3
N
w3

Uz U3 wq
€2 ( )63
Uy U1
U3

Dieser Graph kann jetzt als Element von Mor 4, ({1, 22, 23}, {u1, ..., w3}) auf-
gefasst werden. Zeichnen wir ihn wie bis anhin iiblich, in der Darstellung aus
Abschnitt 4 und kleben die ausgeschnittenen Graphen wieder an, so finden
wir den urspriinglichen Graphen wieder.
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€1 €5 €6

Dieser Graph ist nun aber, wie man in dieser Darstellung sehen kann, eine
Komposition eines A; Graphen und einem O Produkt von isomorphen Gra-
phen, die folgendermassen aussehen.

Solche Graphen heissen v oder " tjb [v]. Wir werden nun die selbe Konstruk-
tion bei einem beliebigen Graphen ’

G = (V, E) mit [G] EMor,(X,0) und T' = {t € V : val(t) = 3} durchfiihren.
Zuerst ersetzen wir Kanten {s,¢} mit ¢+ € T durch Kanten {s, to"%{st)} falls
val(s) # 3 und durch {serds(sth pordiisith falls val(s) = 3.

3

Es entsteht also ein neuer Graph G = (V, E)mit V = (V-T)u J (U ).
teT i=1

Fiir G = H gilt dann auch G = H da G offensichtlich homéomorph zu H
ist, die Ordnung auf allen 3-valenten Ecken dieselbe bleibt und die beiden
Graphen auf dem Rand iibereinstimmen.
Weiter definieren wir Gy = (V;, Ey) mit V; = {t, t1, to, t3} und E; = {ttq, tto, tts}.
G, kann als Element von Mor s, ({t1,t2,t3},0) aufgefasst werden. G, ist al-

so isomorph zu 7y (bzw. [7]), wobei die Ordnung so definiert ist, dass

t1,t2,t3

ord(tt;) = 1.

Es gilt nun G = G U |J G, als Graph, wobei auch die Ordnung der ur-
teT

spriinglichen entspricht. Also gilt [G] = [ G¢] o [G] = [U 7] o [G]. [G] ist

teT teT
aber in A;. Wir haben also bewiesen, dass G €Mor4,(X,0) durch O und
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Komposition erzeugt wird von v und Morphismen aus A;. Nach Definition
5.6 und Bemerkung 4.12 haben wir folgendes Lemma bewiesen:

5.7 Lemma: Mory, (-, ) wird durch O und Komposition erzeugt durch die
Elemente o, o',y und 1.

5.8 Lemma: Seien G €Moru,(X,Y), H €Mora, (Y, Z) dann gilt
1) (HoG)* = (H*OG*) o (1;0a401y).

Fiir zwei Graphen G = H, |G|, [H] €Mora,(X,0) gilt
2) [G] = [H].

Wir kénnen also |G| fiir [G] schreiben.
Fiir G eMora,(X,0), H €Mora,(Y,0) gilt

3) GOH = GOH
und fiir G €Mory, (X,Y), H €eMor,(y, )
4) HoG=HoQG.

Beweis:

1) (H o) G)* = Oz O (1ZD(H o G) = Qg O (1ZDH) o) (1ZDG)

= H" o (1z0G) = H* o (1z0((1yBay) o (24 Oly) 0 G))

= H*o (1;0((1yBay) o (a4.0G)) = H* o (1;01y0ay) o (1,004 0G)

= H* o (1;01y0ay) o (101y01y01y) o (104.0G)

= H* o (1;01y0ay) o (101y01y0G) o (1,004 01x)

= (H*O(ay o (1yOG))) o (1,04, 01x) = (H*OG*) o (1,04, 01 x)

2) ist oben schon erwihnt und 3) folgt aus der Kommutativitdt und der
Assoziativitat der Vereinigung.

4) Seien G = (V,E),H = (W, F)

HUyG=WUV,FUE)= WUV, FUE)=(WUV,FUE)

da alle Kanten {s,t} entweder in F' oder in £ sind und die neu entstandenen
Ecken (bzw Kanten) natiirlich als Element von W (F) zu verstehen sind.
DaV=Vund E=Efolgt HUy G=(WUV,FUE)=(W,F)U(V,E) =
HUy G, wegen WNV =0und FNE =Y.
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5.9 Satz: Seien F;V,V b und ey, eg, ..., eq wie in Lemma 4.15.
Seip: V@V ®V — F linear.
Dann 3! Funktor Ryy,,, : Ay — V mit,

1) Rypu(X) =V = Q7 Vi,
Fiir X = {[L‘l,ZEQ, ,ZEk} GObJ(AQ)

2) RV,b,y(G) = RVJ,(G) fiir G EMOTA1(~, )

3) Rusuln) : VEVSV — F
(u,v,w) — p(u, v, w)

4) RVJLu(GDH) = RVyb,u(G) ® RVyb,u(H)-

Beweis:

Sei G eMorAy(X, (). B

Wir wissen bereits, dass G = (0,erGy) 0 G = (Diery) o G
Wir definieren

(1) Rvpu(G) = Qe 10 Rup(G).

Ist nun G €Mory, (X, Y) ein beliebiger Morphismus, dann nutzen wir aus,
dass G = (1y0G*) o (o}, 01x) und setzen

(2) Rvpu(G) = (Rup(ly) @ Rupu(G*)) o (Ryp(ayOlx))

Somit ist Ry, vollstindig definiert und als Komposition und Tensorpro-
dukt von linearen Abbildungen linear.

Haben wir die Existenz gezeigt, folgen aus dem Funktoraxiom A2 wieder (1)
und (2), woraus aus der Eindeutigkeit dieser beiden Definitionen die Eindeu-
tigkeit von Ry, folgt.

Ry, ist wegen Lemma 5.8 2) wohldefiniert, da Ry, wohldefiniert ist.

Wir miissen noch zeigen, dass Ry, ,(H o G) = Rypu(H) 0 Ryyp,(G).
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Seien G €Mor 4, (X,Y), H eMora, (Y, Z) mit X = {x1, 22, ...,2,},Y = {y1,92, .-, Ym
Z ={z1,%2,..., 2t }. Sei s die Menge der 3-valenten Punkte von G, T diejenige von H.

Rypu(H 0 G) = (Rvp(lz) @ Rypu((H 0 G)*)) o (Ryvp(aly) @ Ryp(lx))

= Rvp(lz)® ((tgu ® %M) o Ryp((H o G)*))) o (Ryp(aly) @ Ryp(lx))

= (Rv,b(lz)®((t®;u® @gﬂ)o Ryp((H DG )o (12004 01x)))) o (Ryp(al) @Ry(1x))

= (Rvp(12) @ (Rvpu(H*) @ Rvp,u(G¥)) 0 Ryp(1z8a3 Olx))) o (Ryp(ay) ® Ryvs(1x))
also
Ryp,u(H o G)(v1, ..., )
= (Rva(12) @ (Rvppu(H*) © Ryp,u(G*)) 0 (Ryp(1z00k01x))) (X5 ) oo S en, ®
.. ® (&7 X (& ®..Q €k, V1, V2, "'7UTL)
d d . . d d
=2 ket k1 (Rvp(12)(er, ®...@€p, )Q(Ryp,u(H*)ORvp,u (GF)) (2o, =1 -+ 2o, =1 €61 ®
e @€y Dlmy B . ® €, @Cmy @ .. ® €,y U1, V2, ey Up))
d d d d X «
— Zkl:l Zkk:l Zm1:1 mezl ery ®...0ek, H* (e, ®...Q¢k, , em, ®...Q€m, G*(emn, ®
e @ €, V1, V2, ey Upy)
Andererseits gilt aber:
RVJ,’H(G)(’Ul, V2, .eny Un)
— me anm:l em; ® . ® €, G (emy @ ... @ €, V1, V2, .oy Up)
und Rvp . (H) (v, v2, ..., Vi)
= Zilzl szzl €k, @ ... @ e, H (e, @ ... @ €y U1, V2, vvvy Upy)
also
'R,V’b,ﬂ(H) o R\Ab’“(G)(Ul,Ug, ...,’l)n)
= e e @@, H (e, @ @6k, o 1o Doy ey @@, G (e, @
e @ €,y U1, V2, ey Up)

= e @@, H (e, @ ey ey @D, )G (€, @
e @ €y U1, V2, eeey Up).

womit das zweite Funktoraxiom erfiillt ist.
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6 Die Kategorie A; und A,—Kategorien

Wir erweitern die Kategorie A, ein weiteres mal, indem wir anstelle der
Morphismen von A; freie Moduln iiber diesen betrachten.
Sei R ein assoziativer und kommutativer Ring mit 1.

6.1 Definition: Kategorie As;

a) Obj(As) = {endliche Mengen}
b) Mora,(X,Y) = {3\, &G : a; € R,G; €Mory,(X,Y),1 endlich}

¢) Wir definieren die Verkniipfung

Mor s, (X, Y )oMora, (Y, Z) — Mora,(X, Z)
(G,H)— Ho(G

wobei G = Y1 ;G H = 222:1 b;H; mit a;,b; € R,

G, €EMora,(X,Y), H; eMora, (Y, Z)

wie folgt: Ho G =321 3% azb; H; 0 G

Die Verkniipfung auf der rechten Seite ist als Verkniipfung in As zu
verstehen.

Wir nennen diese Kategorie die A3 Kategorie iiber dem Ring R.

6.2 Bemerkung: Die Assoziativitit der Verkniipfung folgt aus der Asso-
ziativitat von R, der Assoziativitdt von o in A, und der Tatsache, dass die
Summen endlich sind.

Wir verwenden

Ix =1 1x
~— ~—
€Mory, €Morg,

als neutrales Element in As.
6.3 Definition: Wir kénnen auch O auf As ausdehnen. Wir setzen
GOH =YL Y2 aibi(Gi0H;)

wobei auf der linken Seite die O— Definition in A, gilt. Aus denselben Griinden
wie in 4.2 impliziert die Assoziativitat von O in A, wieder die Assoziativitét
von O in As.
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6.4 Satz: Seien F'; V.,V b und p wie in Satz 3.9.

Sei weiter R ein assoziativer und kommutativer Ring mit 1 und h: R — F
ein Ringhomomorphismus, G; € Mora, (-, -) und a; € R.

Dann 3! Funktor R : A3 — V mit,

1) R(X) = VN = QL V..
Fiir X = {ZEl,l‘Q, ,ZEk} GObJ(Ag)

2) R(G) = Rvgb,#(G) fir G EMOI"A2(', )
3) R(GOH) =R(G) @ R(H).

1) R, aiGy) = 31 hai) Ry u(Gi)

Beweis:

R ist durch 4) eindeutig definiert und linear.
1), 2) und das Funktoraxiom Al sind erfiillt, da sie fiir Ry, erfiillt sind.
Wir nehmen also 4) als Definition von R und zeigen 3) und A2.

i) Seien a;,b; € R G;, Hj €eMora,(X,Y)

R(GOH) = R(ZL, Yo7y aibi(GiOH;)) = Yo, 307y h(aiby) Ru.pu(GiOH;))

= YL X h(@a)h(b) (Rvu(Gi) @ Rya,u(Hy)) = R(G) © R(H)

ii) Seien a;,b; € R, G; €Mora,(X,Y), H; eMora, (Y, Z)

R(H 0 G) = R(X\L, 7y aibj (H; 0 Gi)) = 2L, Yo7y haiby) Rysu(H; 0 Gi))

= Y Xy Padh(b;) (Rvpu(Hj) 0 Ry u(Gi)) = R(G) o R(H).

Wir kénnen neue Kategorien auch dadurch erzeugen, dass wir nicht nur ein

System von Erzeugenden, sondern ein System von Erzeugenden und Relatio-
nen betrachten.

6.5 Definition: Wir kénnen also eine Menge von Relationen
Zlizl az’Gi = 07

mit a; € R und G; €Mors,(X,Y) betrachten. Mittels Komposition oder O
Produkt impliziert man damit Relationen auf Mora,(Zy, Z,) fiir beliebige
7\, Zy. Diese Relationen sind Aquivalenzrelationen auf Mora,(Z,, Z).

Oft schreibt man die Relationen auch in der Form

Yy @G =Y, biH;
mit a;,b; € R und G;, H; €Mora,(X,Y).
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6.6 Definition: Seien A = {S; = T1,...,Sy = T} eine Menge von Rela-
tionen auf Mory,(-,-). Kategorien die anstelle der As—Morphismen Aquiva-
lenzklassen von As;—Morphismen (unter den Relationen A) haben, heissen
Ay—Kategorien (erzeugt durch die Relationen A). Die Objekte dieser Kate-
gorien bleiben natiirlich dieselben. Die Aquivalenzklasse von 1x wird zum
1-Element in A4 und die Verkniipfung definieren wir als

[H] o [G] = [H 0 G,
fiir G, H € MorA;(-,-) mit cod(G) = dom(H).

Sei nun @ der Projektionsfunktor, das heisst der Funktor Q: A3 — Ay fiir
den gilt Q ist der Projektionsfunktor. Das heisst

Q(X) = X VX €Obj(As)
Q(G) = [G] VG €Mora, (-, ),

dann garantiert die Kategorientheorie, dass alle A;—Kategorien auch wirklich
Kategorien sind und auch folgenden Satz. *

6.7 Satz: Seien F';V,V, b, u, R und h wie in Satz 6.4.

Sei A = {S; = Ti,....,Sy = Tn} eine Menge von Relationen. Sei A, die
Ay—Kategorie erzeugt durch die Relationen A.

Sei R : A3 — V ein Funktor wie in Satz 6.4 mit R(S;) = R(T;). Dann gibt
es genau einen Funktor Ry: Ay — V), so dass Ryo Q =R.

3siehe zB. [ML)].
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7 Der Beweis

Nun kommen wir zum Hauptresultat dieser Arbeit. Wir geben eine Ay-
Kategorie vor, deren Relationen sich durch unseren Funktor R in die Axiome
einer Vektorprodukt-Algebra transformieren. Wir werden dann versuchen mit
den vorgegebenen Relationen eine neue Relation zu finden, wo der Graph d
vorkommt. Dadurch wird diese Aussage dank unserem Funktor R, zu einer
Dimensionsaussage fiir Vektorprodukt-Algebren.

7.1 Algebren und Graphen-Kategorien

Wir méchten eine Aussage iiber Vektorprodukt-Algebren machen, haben aber
noch nie direkt von einer Multiplikation gesprochen. Die Multiplikation ist
eine Abbildung von V ® V nach V. Die einfachst mogliche, und daher die
natiirliche, Entsprechung in einer Graphen-Kategorie ist folgender Graph in
Mor 4, ({z1, x2}, {x3}) den wir § nennen.

T T X

A Y

Wegen Definition 4.6 gibt es eine eins zu eins Zuordnung zwischen § und ~.
Wir kénnen schreiben

v =ao (BOI).
Wir definieren also fiir eine Algebra mit Produkt x

R(y)(w,v,w) = p(u, v,w) = b(u X v,w).

7.2 Die Kategorie Ay

Wir definieren nun die Kategorie in der wir unsere Rechnung vollziehen wer-

den. Unsere Kategorie ist eine As-Kategorie iiber dem Ring Z[%] Wir wéhlen

Z[}], da wie wir spiter sehen werden es notig ist, dass man durch 2 teilen

kann. Ausserdem ist fiir jeden Korper F' mit char(F')# 2 ein Homdomorphis-
1

mus hp: Z[5] — F gegeben, der 1 auf 1 abbildet. Die Voraussetzungen fiir

Satz 6.7 sind also erfiillt.
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Jetzt stellt sich die Frage welches die richtigen Relationen sind. 6.1 (3)
impliziert, dass R(y) = b(z X y,2): V¥ — F alternierend ist. Wie man
aber die Argumente in b(z X y, z) einsetzt wird durch die Ordnug auf der
3-valenten Ecke von v bestimmt. Veréindert man in einer 3-valenten Ecke die
Ordnung so, dass der Wert auf einer Kante gleich bleibt und auf den beiden
anderen vertauscht wird, so dndert R das Vorzeichen. Beriicksichtigt man
alle Arten wie das moglich ist, so ergeben sich folgende Relationen:

3 2 2 11 3
o Y
1 3 2
1 2 3 1 2 3
o Y
3 2 1
oYY

Diese drei Relationen sind z.B. so zu verstehen, dass man die Graphen als
Elemente von Mor({z,y, z}, () betrachtet (dann sind sie v-Graphen). In der
Folge wird es aber keine Rolle spielen, als welche Art von Morphismen man
sie betrachtet.

Der schwarze Punkt in (R1) soll anzeigen, dass der Stern im Uhrzeigersinn ge-
ordnet ist, der weisse bezeichnet eine Ordnung im Gegenuhrzeigersinn. Diese
Notation werden wir aber sogleich wieder unterdriicken und die Konvention
einhalten, dass in einer Relation alle Sterne entweder im Uhr- oder im Ge-
genuhrzeigersinn geordnet sind, falls nichts anderes angegeben ist.

Da man (4) aus 2.1 nicht auf Graphen iibertragen kann, bedienen wir uns
der dquivalenten Definition, wo wir (5) mit (4) vertauschen. (5) entspricht
dann

T 4 Y x\ N NG
<R4>>—<+>]<:2./_><_ .
AN TN
t z t z t z t Z t z
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Dies ist nun nicht sehr offensichtlich, aber diese Relation ist identisch mit
der folgenden, die wir als Element von Mor({z,y, z,t},)) betrachten.

N
NYSRVAVENYY

Was wir schreiben konnen als

wbla] og i [B06) + §4la] oy 450 [B05] =

2 0 [aDa] — 0 [@0a] — 0 [@Oa]

.I7Z7y7t I7y7z7t x7t7y7z

T Y z t

R(R4)(zx,y, z,t) ergibt dann
b(x X y,zxt)+b(y X z,t xx) =2b(x, 2)b(y,t) — b(z,y)b(z,t) — b(y, 2)b(t, x)

also (5) aus 7.1.

Wir nennen nun die Menge der Relationen (R1)-(R4) A und die Quotienten
Kategorie Argmpae. Bildet man sie durch R nach V ab, werden sie durch ihre
Konstruktion die Axiome einer Vektorprodukt-Algebra.

Nach Satz 6.7 gibt es nun einen Funktor R von A, nach V, wobei u(x,y, 2) =
b(xz X y, z) wie in 7.1 definiert.

Das heisst nun aber, dass fiir jede Relation S = T in As, die aus (R1)-(R4)
folgt auch R (S) = Ra(T) gilt. Nun kénnen wir also alle Az-Relationen, in
Relationen in Vektorprodukt-Algebren iibersetzen.
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7.3 Die graphischen Berechnungen

Wir werden nun in Mory (0, () folgende Identitit zeigen.
(%) dO(d—1)0(d—3)0(d—-T7)= 0

Bilden wir diese Identitdt durch R, ab, finden wir eine neue Identitdt in
Mory(Ra([0]), Ra([0])) =Mory(F, F) = F. Wir wissen, dass R (d) = dim(V).
Die Gleichung in F' lautet also

dim(V) (dim(V) — 1)( dim(V) — 3)( dim(V) — 7) = 0.

Da V nach Satz 6.7 und Abschnitt 7.2 eine Vektorproduktalgebra ist, folgt
Satz 2.4.

7.1 Bemerkung: In der Gleichung (x) ist mit a € A einfach a - [()] gemeint.
Es gilt dann aOG = aG. Ausserdem gilt R[(0)] = 1 € F wie schon in 4.15
erwéahnt.

Beginnen wir nun mit dem Beweis von ().

Von jetzt an fassen wir die Graphen in den Relationen (R1)-(R3) als Ele-
mente von Mor, ({x,y},{z}) auf. Wir schreiben nun (R3)oa’ (oder dhnliches)
und meinen damit, dass wir alle Graphen mit o' verkniipfen.

Stellen wir (R3)oa! graphisch dar, finden wir

Y-

Nun ist der linke Graph nur eine andere Projektion des rechten Graphen.
Nehmen wir beide auf die gleiche Seite finden wir fiir beliebigen Umlaufsinn

(1) =0,

da 2 in Z[5] invertierbar ist.

1
2
7.2 Bemerkung: Ist es moglich eine Graphen so zu konstruieren, dass er
durch Zusammenkleben des obigen Graphen und eines beliebigen Graphen,
entlang eines 1-valenten Punktes oder durch disjunkte Vereinigung derselben
Graphen entsteht, ist der so konstruierte Graph ebenfalls null. Dies folgt dar-
aus, dass wir wieder wie oben, zwei verschiedene Projektionen des Graphen
betrachten koénnen.
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Fassen wir nun die Graphen in (R4) als Elemente von Mor, ({x,y},{z,t}) auf
und betrachten dann («OI) o (I0(R4)) o («'O1) erhalten wir

§4-9-9

Wegen Bemerkung 7.2 ist der Graph ganz links null.
Die rechte Seite finden wir
2-1—(dOl)—I=1-(ddl)=—(d—1)dI

also wird die Gleichung zu

(2) = =—(d-1)0

o (IO(2) ) o a' ergibt dann

(3) @ ——d-1) DQ — _do(d—1).

In [Ro] wird eine Formel erwihnt die auf T.A. Springer zuriickgeht, sie be-
sagt, dass in einer Vektorprodukt-Algebra der Dimension d

S (uxe;) x (e, x v) = (d—4) (uxv)

gilt.
Mit unserer graphischen Methode ist es nun ein leichtes diese Formel zu be-
weisen. Wir betrachten ( o  und finden

AR 2

Der Graph ganz rechts ist wegen Bemerkung 7.2 null. Der zweite Graph von
links entsteht durch Komposition von I' aus (2) mit 3. Ersetzen wir nun T’
durch die rechte Seite von (2) kénnen wir (4) wie folgt schreiben:
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AAED G (h

Der Graph ganz in der Mitte wurde anders projiziert. Deshalb erscheint er
jetzt mit negativem Vorzeichen. Zihlen wir alle gleichen Graphen zusammen,
finden wir nichts anderes als

(5) \V/ = (d—4)0 Y :

Diese Formel ist nun die Springersche Formel in A3, was wir einfach einsehen
wenn wir zuerst die linke Seite folgendermassen zerschneiden:

2

YOy
~

Nun haben wir die linke Seite von (5) also in eine Menge von Graphen zer-
legt, die wir kennen. So aufgezeichnet ist dieser Graph leicht als Komposition
dreier Graphen aufzufassen. (5) ldsst sich also auch schreiben als

Bo (O0) o (I0a'Ol) = (d—4)085.

Wir wenden nun R an.

Auf der linken Seite finden wir

R(B o (BOB) o (I18a'0I))(u, v)

=21, R(8 0 (500))(u, ei, 0, 0)

=37 (ux e) x (& x v).

Andererseits gilt

Ry (d — 4)08) (u,v) = (d —4) u x v,

womit die Springer’sche Formel in einer Vektorprodukt-Algebra folgt.
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Die Graphen der Springer’schen Formel aufgefasst in Mor((), {z, y, z}) erge-
ben

(5a) =(d—4) 0
und auch
(5b) =(d—4)0

wenn man sie als Elemente von Mory ({z,y, 2}, ) auffasst.

Kleben wir die linke Seite von (5a) mit der linken von (5b) und die beiden
rechten Seiten zusammen, finden wir

(6) = (d—4)’0 <D — —dO(d — 1)0(d — 4)2.

Hier ist (d — 4)? als (d — 4)0(d — 4) zu verstehen ist. Die zweite Gleichung
folgt aus (3).

Wir zeichnen auch noch (5b) o 7, was

Qe

ergibt.

Nun betrachten wir noch eine weitere Konsequenz von (R4), aus der wir
schliesslich und endlich die gewiinschte Identitéat folgern konnen. Wir bilden
den Graphen « o (yO7y) o (IO(R4)0I) o (v'04") o o*

+ —9. _ _

Die beiden Graphen ganz links und die beiden Graphen ganz rechts sind iso-
morph. Also erhalten wir

® - - ’

nachdem wir durch 2 geteilt haben.
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Fir den mittleren Term erhalten wir

9) = @ =(d—4) @ = —dO(d —1)0(d — 4).

Die erste Identitidt daraus, dass die beiden Graphen nur verschiedene Pro-
jektionen desselben Graphen sind. Biegen wir den ersten so zurecht, dass er
aussieht wie der zweite, dann miissen wir zweimal das Vorzeichen wechseln.
Also folgt die erste Gleichheit. Die zweite Gleichheit folgt aus (7) und die
dritte aus (3).

Wir kénnen auch den rechten Graphen aus (8) noch vereinfachen.

xR

Diese Identitét finden wir, wenn wir (2) zweimal anwenden.
Der linke Graph ist nun aber eine andere Darstellung des gesuchten Graphen
und wir finden also

(10) — (d—1)’0 Q — d0(d — 1),

da Quadrate natiirlich isomorph zu Kreisen sind.

Jetzt haben wir alle nétigen Gleichungen zusammengetragen.

Setzen wir (6),(9) und (10) in (8) ein finden wir

—dO(d —1)0(d — 4)*> = —dO(d — 1)0(d — 4) — dO(d — 1)?

also

0=dd(d—1)0(—(d—4) — (d—1)+ (d — 4)?) =

dO(d —1)0(d — 3)0(d — 7). O
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7.4 Beziehungen zu [Ro]

Zum Schluss mochte ich noch die Relationen zum in der Einfiihrung erwahn-
ten Artikel geben. Dies ist so zu verstehen, dass die graphischen Beziehungen
durch den Funktor R in die algebraischen Gleichungen in [Ro] iibergehen, wie
wir das z.B. fiir die Springer’sche Formel dargelegt haben.

R1), (R2) — (2.3a)
R3) — (2.3b)

R4) — (2.4b)

2) — (3.1)

3) — (3.2)

(5) — (3.3)

Die Gleichung (8) ist dquivalent zur Gleichung B = C' — D, wobei B dem
Graphen aus (6), C demjenigen aus (9) und D demjenigen aus (10) entspre-
chen.

(
(
(
(
(
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