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ZUSAMMENFASSUNG. Ziel dieser Arbeit ist es, einen multiplikativen Transfer
auf dem Grothendieck-Witt-Ring zu erkldren. Dazu werde ich zunéchst einen
Norm-Funktor auf der Kategorie der freien Moduln iiber freien kommutati-
ven Algebren definieren. Meinen Erkenntnissen liegen die unveréffentlichten

Arbeiten , Eﬁ und zugrunde.
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EINLEITUNG

Diese Diplomarbeit beschéftigt sich mit einem Thema, welches der Theorie der
symmetrischen Bilinearformen (bzw. der quadratischen Formen) angehért. Sie ist
aus den Arbeiten ,Scratches on multiplicative transfer® [§], ,A Pfister form inva-
riant for etale algebras“ [9] und ,, The multiplicative transfer for the Grothendieck-
Witt ring® |10] von Markus Rost entstanden, der sich bereits mit der Multiplika-
tivitéit der Norm von Moduln und Bilinearformen beschéftigt hat. Der Text ,, A
Pfister form invariant for etale algebras“ [9] wurde schon 2003 von Skip Garibaldi,
Alexander Merkurjev und Jean-Pierre Serre in ,,Cohomological Invariants in Galois
Cohomology* [2, Remark 29.5] zitiert.

Ich werde mich ausschliefilich mit symmetrischen Bilinearformen beschéftigen,
aber wenn man an geeigneter Stelle 2 als invertierbar voraussetzt, bekommt man
natiirlich das gewiinschte Resultat auch fiir quadratische Formen.

Die Isometrieklassen regulédrer symmetrischer Bilinearformen iiber einem gegebe-
nen Korper K haben, vermoge der orthogonalen Summe und des Tensorprodukts
bilinearer Abbildungen, die Struktur eines Semirings (sieche Abschnitt . Ver-
vollstdndigt man diesen Semiring nach der Methode Grothendiecks zu einem Ring
(siehe Unterabschnitt[1.1.2), so ist dieses Konstrukt als der Grothendieck-Witt-Ring

fiir symmetrische Bilinearformen
GW(K)

bekannt. Ich werde den Grothendieck-Witt-Ring ausschliellich im Kontext regulérer
symmetrischer Bilinearformen gebrauchen.

Das Hauptresultat dieser Arbeit ist schlielich der Nachweis einer eindeutigen
polynomialen Abbildung vom Grothendieck-Witt-Ring einer separablen Korper-
erweiterung L in den Grothendieck-Witt-Ring des Grundkorpers K, die auflerdem
multiplikativ ist (siehe Satz [5.6.4)).

NE:GW(L) — GW(K) vermége [] — [N(3)]

Eine Definition dieser Abbildung auf dem Witt-Ring bilinearer Abbildungen ist
nicht moglich, denn wie man der Arbeit ,,Die multiplikative quadratische Norm fiir
den Grothendieck-Witt-Ring“ von Tobias Wittkop entnehmen kann, ist die Norm
einer hyperbolischen Form nicht hyperbolisch.

Um verstehen zu kénnen, wie diese Abbildung auf Bilinearformen wirkt, werde
ich mich zunéchst mit dem Begriff der Norm eines Moduls auseinandersetzen.

Im Falle eines L-Vektorraumes V iiber einer Galoiserweiterung L|K, ist dies
einfach der K-Vektorraum

N(V):( Q) gV

>Gal(LK)
g€Gal(L|K)

Diesen klassischen Ansatz findet man z.B. in dem Buch ,,Brauergruppen von Kor-
pern® [4] von Ina Kersten bei der Konstruktion eines Gruppen-Homomorphismusses
von der Brauergruppe iiber L in die Brauergruppe iiber K.

Ich werde mich der Norm eines Moduls etwas allgemeiner ndhern und eine De-
finition benutzen, die man auch in den Texten [8] und [10] von Markus Rost fin-
den kann. Dazu werde ich Moduln bzw. Algebren von symmetrischen Tensoren
benétigen. Zu einer kommutativen R-Algebra A ist das gerade die Unteralgebra

S, A = (A®T)Sr C A®T
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der Invarianten unter der Operation der symmetrischen Gruppe S,.. Fiir den Fall,
dass A frei vom Rang d ist, werde ich einen Ringhomomorphismus

yf%: SqA — R mit uﬁ(a@...@a) = N(a)
definieren (siehe Satz [4.2.3]), wobei N die Algebren-Norm (N: A — R; a +—

det(),)) ist. Die Norm eines freien A-Moduls V' erhalte ich dann aus dem S;A-
Modul S;V = (V®4)Sa durch einen Grundringwechsel nach R via v4:

N(V) =54V ®s,4 R

Abgesehen von den oben genannten Arbeiten von Markus Rost, findet man eine
vergleichbare Konstruktion auch in dem Text ,,Un Foncteur Norme* 1] von Daniel
Ferrand.

Auf Grund der Funktorialitdt dieser Definition der Norm ist es moglich, nicht nur
Normen von Moduln, sondern auch Normen von linearen oder gar von bilinearen
Abbildungen zu betrachten. Zu einer A-bilinearen Abbildung

B:VxW—M
erhélt man eine eindeutige R-bilineare Abbildung
NB): N(V)x N(W) — N (M)
so dass folgendes Diagramm kommutiert
G VxW — M

vabwl LMl

NB): N(V) X N(W) —— N(M)
wobei 1y : V — N(V) vermége v — v®4 @ 1 € N(V) (siehe Satz |4.5.2).
Ist A eine separable Algebra und M = A, so ist N(M) = R und die Abbildung
tv: M — N(M) ist gerade die Algebren-Norm N. In diesem Fall ist es sogar
moglich, eine schéne Formel fiir den Rang von N (V') anzugeben. Es gilt:

Rang, (V(V)) = (Rang, V)*
Ich werde diese Formel zunéchst fiir Produktalgebren
A=Rx---xR

beweisen (siehe Satz[4.3.2). Spéter werde ich den separablen Fall auf den Fall einer
Produktalgebra zuriickfithren (siehe Satz . Diese Vorgehensweise werde ich
h#ufiger anwenden, wenn ich Aussagen iiber separable Algebren beweise. Sie ist
dariiber hinaus der Grund dafiir, warum ich nicht speziell von separablen Korperer-
weiterungen, sondern allgemein von separablen Algebren spreche.

Es ist moglich, den Norm-Funktor auf den Grothendieck-Witt-Ring fortzusetzen.
Dazu werde ich einen Fortsetzungssatz fiir polynomiale Abbildungen auf Halbgrup-
pen (siehe benutzen. Diesen Satz findet man in der Arbeit ,, The multiplicative
transfer for the Grothendieck-Witt ring® [10] von Markus Rost, aber auch in , K-
Theory of the Weil Transfer Functor® 3] von Seva Joukhovitski. Ansonsten jedoch
scheint er nicht weit in der Literatur verbreitet zu sein.

Um zu zeigen, dass der Ubergang von freien Moduln bzw. Bilinearformen zu ihrer
Norm eine solche polynomiale Abbildung vom Grad d ist, fiihre ich zu jeder Partiti-
on a(g,;) von d - einem I-Tupel a1y = (a1, - - -, a)mita; >0undag +---+a;=d
(siehe Unterabschnitt - eine Verallgemeinerung dieses Norm-Begriffs ein.
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Fiir freie A-Moduln Vi,..., V] bzw. A-Bilinearformen 1, ..., 8; definiere ich
Coyroos Vi, s V1) = Say oy (Vi VI) @5, wACaya A
mit Coy,.. 0y A =801, 0, A®s,4 R
baw. Cagyovsar (B350 = (Sryoiaa (B 280

(Siehe dazu die Abschnitte und sowie Abschnitt fiir die Definition von
Saq,..00A D S4A).
Durch diese Konstruktion wird man im Falle einer separablen Kérpererweiterung
L|K vom Grad d sehen, dass die Abbildung
II'Bil(L) — GW(K)
vermoge ([51]7a[5l]) — [COQ ----- al(513"'7ﬂl)]

(sieche Lemma [5.6.3)) in den 3; polynomial vom Grad «; ist. Dieses Ergebnis liefert
den Schliissel zum Beweis der Hauptaussage dieser Arbeit.

,,,,,

An dieser Stelle méchte ich gerne Prof. Dr. Markus Rost, dem Betreuer mei-
ner Diplomarbeit, fiir die Unterstiitzung bei der Erstellung meiner Arbeit und die
niitzlichen Tipps im Umgang mit ETEX meinen besonderen Dank aussprechen.

Dariiber hinaus gilt mein Dank Julia Arnold, Markus Severitt, Gunnar Sjuts,
Tobias Wittkop und Claudia Wolf, die mir sehr dabei geholfen haben, diese Arbeit
von Fehlern und Unschénheiten zu befreien.
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1. GRUNDLEGENDES

Die folgenden Ergebnisse lassen sich aus [12] und [13] ableiten.

1.1. Universelle Konstruktionen auf Gruppen und Ringen. Wenn wir in
diesem Kapitel von Ringen sprechen, meinen wir kommutative Ringe mit Einsele-
ment. Entsprechendes gilt fiir Algebren.

1.1.1. Gruppenkomplettierung. Unter einer Halbgruppe verstehen wir eine Menge B
zusammen mit einer kommutativen und assoziativen Verkniipfung

Bx B — B vermége a,b— a+b

Wir gehen weiter davon aus, dass B ein neutrales Element 0 € B enthilt. Ist B’
eine weitere Halbgruppe, dann nennen wir eine Abbildung

f: B— B mit f(a+0b)= f(a)+ f(b) und f(0) =0

einen Halbgruppen-Homomorphismus.

Als n#chstes werden wir B zu einer abelschen Gruppe machen. Dazu werden wir
folgende Aquivalenzrelation ~ auf der Halbgruppe B x B (mit komponentenweiser
Addition) betrachten. Zwei Elemente (a,x), (b,y) € B x B heiflen dquivalent (wir
schreiben (a,z) ~ (b,y)), wenn es ein ¢ € B gibt, so dass

ct+a+y=c+b+x€B

Wir setzen B := B x B/ ~ und nennen B die Gruppenkomplettierung von B. Die
Aquivalenzklasse von (a, z) € B x B werden wir mit [a, z] bezeichnen. Offensichtlich
ist

[aa ‘r] - [ba y] - [a>$] + [y7b]
Damit ist B wirklich eine abelsche Gruppe mit neutralem Element [0,0] und wir
haben einen Halbgruppen-Homomorphismus

tg: B— B vermdge a — [a,0]

Wir werden auch manchmal a — z anstatt [a, ] schreiben.
Hat die Halbgruppe folgende Eigenschaft

c+a=c+b=a=0>b fira,bceB

die wir auch Kirzungseigenschaft nennen mochten, dann ist die Abbildung 5 in-
jektiv.
Die Gruppenkomplettierung hat folgende universelle Eigenschaft:

Bemerkung 1.1.1. Sei A eine abelsche Gruppe. Zu jedem Halbgruppen-Homomor-
phismus f: B — A gibt es genau einen Gruppen-Homomorphismus f: B — A,
so dass folgendes Diagramm kommutiert:

f

B ——

o

B—L .24
1.1.2. Grothendieck-Ringe. Eine Menge S mit zwei kommutativen und assoziativen
Verkniipfungen '+’ und ’-’; die dem Distributivgesetz geniigen und je ein neutrales
Element 0 bzw. 1 haben, werden wir als Semiring bezeichnen. Ist S’ ein weiterer
Semiring und f: S — S’ eine Abbildung mit
f0)=0, f)=1, fla+b)=f(a)+ f(b)und f(ab) = f(a)f(b) fiira,be S

so werden wir diese Abbildung einen Semiring-Homomorphismus nennen.
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Wir kénnen S zu einem Ring komplettieren. Dazu werden wir mit Hilfe der
Verkniipfung ' auf S ein Produkt auf (S, +) definieren. Wir sagen

[a,z] - [b,y] := [ab + xy, ay + bx]

Diesen Ring werden wir mit G(S) bezeichnen und nennen ihn den Grothendieck-
Ring von S. Natiirlich haben wir auch hier einen kanonischen Semiring-Homomor-
phismus

tg(s): S — G(S) vermoge a — [a,0] fir a € S
Der Grothendieck-Ring von S hat folgende universelle Eigenschaft:
Bemerkung 1.1.2. Sei f: S — R ein Semiring-Homomorphismus in einen Ring

R. Dann gibt es genau einen Ring-Homomorphismus f(g): G(S) — R, so dass
folgendes Diagramm kommutiert

as) Lo R
ol
s —L R

1.1.3. Halbgruppenringe. Sei r > 0 und M eine Menge. Mit
M :=Mx---xM
—_——

r-mal

bezeichnen wir das r-fache direkte Produkt von M.

Sei R ein Ring. Mit R[M] (oder R™M)) bezeichnen wir den freien R-Modul mit
Basis M und mit e,, € R[M] den zu m € M gehorigen Basisvektor. Die Elemente
in R™) sind endliche Summen der Form

g aze, wobela, € R
xeM

Sei S eine Halbgruppe. Wir werden nun eine Ringstruktur auf R(®) definieren.
Eine Verkniipfung ist schon durch die R-Modulstruktur auf R(%) gegeben, die an-
dere erhalten wir, indem wir die folgende Abbildung distributiv fortsetzen

R®) x RS — R vermoge ae; - bey — abeg iy

Den Ring (R®), +,-) werden wir mit R[S] bezeichnen, wir nennen ihn Halbgrup-
penring von R und S. Die Notation ist an dieser Stelle nicht ganz eindeutig, es lédsst
sich jedoch immer eindeutig aus dem Kontext erschliefien, ob wir iiber den Modul
oder den Halbgruppenring sprechen. Wir haben offensichtlich einen Halbgruppen-
Homomorphismus

ts): S — R[S] vermoge x — lgre,
und einen Ring-Homomorphismus
tgis): R — R[S] vermdge a — aeq = alpgg

Bemerkung 1.1.3.

(1) eo € R[S5] ist das Einselement des Rings R][S].
(2) Wir identifizieren S mit seinem Bild unter dem Homomorphismus ¢g und
schreiben

S C R[S]
(3) Es gilt sogar S C (R[S], )
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Der Homomorphismus
€s: L[S — Z vermoge e, — 1 firz e S

wird auch Augmentation genannt. Wir werden Kerneg mit Is bezeichnen. Offen-
sichtlich ist Is das von den Elementen e, — 1 € Z erzeugte Ideal.
Auch diese Konstruktion hat eine universelle Eigenschaft:

Bemerkung 1.1.4. Ist f: R — A ein Ring-Homomorphismus und ¢: S —
(4, ) ein Halbgruppen-Homomorphismus. Dann gibt es genau einen Ring-Homo-
morphismus

: RS] — A mit ®(ac,) = f(a) - p(x)
Im Fall § = II"N ist der Halbgruppenring
R[II"™N] =: R[t1,...,tm]
der Polynomring in den m Variablen tq,...t,,.

Bemerkung 1.1.5. Ist f: S — (A, ") eine beliebige Abbildung in eine abelsche

Gruppe A, dann gibt es einen eindeutigen Gruppen-Homomorphismus f: Z[S] —
A, so dass folgendes Diagramm kommutiert

z[s] —L—

ol H

s I

Dieser Gruppen-Homomorphismus fiSt gegeben durch

> nge, — [ (f2)™

zeS €S

1.1.4. Quotientenringe. Ist R ein Ring und S C (R, -) eine Halbgruppe, so nennen
wir S eine multiplikative Teilmenge von R.

Seien s,t € S und a,b € R. Wir werden uns nun mit folgenden Aquivalenzklassen
auf S x R beschiéftigen:

(s,a) ~ (t,b) <=: Es existiert ein v € S, so dass vat = vbs
Die Aquivalenzklasse von (s,a) werden wir mit a/s bezeichnen. Wir setzen
ST'R:=S xR/~

und werden ST'R den Quotientenring von R und S nennen. Offensichtlich haben
wir einen Ring-Homomorphismus

tg-1: R— S7'R verméoge a +— a/l

Die wichtigste Eigenschaft von S™'R ist, dass wir fiir s,7 € S das Inverse von
t/s € ST R bilden kénnen. Dies ist

(t/s)~! = s/t
Der Quotientenring hat folgende universelle Eigenschaft:

Bemerkung 1.1.6. Sei A ein Ring und ¢: R — A ein Ring-Homomorphismus mit
©(S) € A*. Dann gibt es genau einen Ring-Homomorphismus

ws-1: SR — A
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so dass folgendes Diagramm kommutiert:

SR 25, A

o] |
R —£
Insbesondere ist pg-1(a/s) := p(a)p(s)~! (vgl. Unterabschnitt .

Bemerkung 1.1.7. Sei [ ein Ideal in R, dann gibt es folgende kanonische Isomor-
phie:

SN R/I) — ST'R/S7'I
(a+1)/b — (a/b)+S7I

1.1.5. Zusammenhang. Wir werden nun die Konzepte aus den Unterabschnitten
und miteinander verkniipfen. Sei S eine Halbgruppe. Z@ ist die Z-

Algebra, die von den Elementen e[, , mit [a,z] € S erzeugt wird.

Bemerkung 1.1.8.
(1) S C Z[S] ist eine multiplikative Teilmenge.

(2) Es ist
sc (@)
(3) Wir haben folgende kanonische Isomorphie
Z[S] = ST'Z[S] vermdge e[, 4 > €q/e,  fiir [a,x] €8
Beweis. (1) Nach Bemerkung [1.1.3|(3) ist S C (Z[S],-). Damit ist S schon per

Definition eine multiplikative Teilmenge von Z[S].
(2) Wir betrachten die Komposition:

s 5 5 1 z[S] mit  +— [z,0] — e[z o

Das Bild von S unter der kanonischen Abbildung iz ist invertierbar in S und das
Bild von S unter der kanonischen Abbildung Ug) ist invertierbar in Z [_FJ . Damit ist

auch S in Z[g] invertierbar und e[;lo] = €[0,4]-
(3) Der Homomorphismus

S — S71Z[S] vermoge [a, ] — eq /e,
setzt sich nach Unterabschnitt eindeutig fort zu einem Homomorphismus
Z[_FJ — S717Z[S]  vermoge imie[%m] — (imieai He%‘)/(ﬁ 6%)
i=1 i=1 i#j i=1
Der Homomorphismus
Z[S) — Z[S] vermége eq — €p 0 fiira € S
setzt sich nach Unterabschnitt [I.1.4] eindeutig fort zu dem Homomorphismus
S='z[8] — ZF] vermoge €q /ey > €[q5  fiir a,z €
Diese beiden Homomorphismen sind offensichtlich invers. O

Korollar 1.1.9. Seien Is C Z[S] und Ig C Z[S] die Kerne der jeweiligen Aug-
mentation, dann ist fir k >0

STHIE ~ I%
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Beweis. Die Kerne werden als Ideal von den Elementen 1 — e, mit z € S iiber dem
jeweiligen Ring erzeugt. Nach Bemerkung 3) iiberfithrt Quotientenbildung
nach S die Ringe ineinander. Die Behauptung folgt letztendlich durch Induktion
nach k. O

Nun einige Rechenregeln und Abkiirzungen fiir Elemente aus Z[ﬂ:

Bemerkung 1.1.10. Seien a,b,z,y € S und k > 0.

(1) e[a,a:] = ea/ea:
) €[a,0] = €a

(2) e

(3) €la,x] = (e[z,a])_l

(4) Clasa] €] = Clotbat
(5) €la,z] = €lka,ka]

1.2. Partitionen und symmetrische Gruppe. Sei in diesem Abschnitt r > 0.

1.2.1. Partitionen. Sei V ein R-Modul und a,...,0; > 0 mit oy +---4+a; = r, So
heiflt (aq, ..., ;) € II'N eine Partition von r der Linge [. Weiter bezeichnen wir mit
P(r,1) die Menge aller Partitionen von r der Lénge [ und nennen P, = U;< 1 Py die
Menge aller Partitionen von r. Wir werden auch a(,) (bzw. o, )) fiir eine Partition
(a1,...,0q) (der Linge 1) schreiben.

Wir betrachten (vq,...,v,) € II"V. Dann gibt es paarweise verschiedene Vekto-
ren wi,...,w; € V, so dass

(U1, s 00) = (Wi, ooy w;,. ) mit 4. .. ,0. € {1,...,1}
Dabei kommt der Vektor w; genau oj-mal in (v1, ..., v,) vor. Dann ist (a1, ..., q;)
eine Partition von r.
Die Abbildung
pr: V—II"V  vermoge v — (v,..., )
liefert uns zu jedem «y,.;y € P,y eine Abbildung
T IV — 1"V vermoge (v1,...,v;) — (fa, (V1) -+, they (V7))

(Diese Abbildung ist ein Gruppen-Homomorphismus von (II'V, +) nach (II"V, +).)
Wir werden zum Abschluss dieses Unterabschnittes den Begriff der Partition
noch etwas erweitern. Wir werden

l
veN mity; >0fiiri=1,....,lund Y 7y =r
=1

eine erweiterte Partition von r (der Linge 1) nennen und schreiben v € P(, )

1.2.2. Die symmetrische Gruppe. Sei S, die symmetrische Gruppe auf r Elementen.
Mit 7;; € S, werden wir die Transposition bezeichnen, die das i-te mit dem j-ten
Element vertauscht. Wir werden mit

sign: S, — {£1}

den Gruppen-Homomorphismus bezeichnen, der jeder Permutation ihr Signum zu-
ordnet.

Zu einer Partition a(.;y = (a1,...,1) € Py definieren wir wie folgt eine
Untergruppe S, ,, C S,

S

oy T

(r,1)

Say X X 8o, C S,
Natiirlich ist Sa,, ..., = Says,...;a,, fir 0 € §;. Der Index von S, ... o, in S, ist:

(a1, ..., q)) =

d
ay!l-ayl



DER MULTIPLIKATIVE TRANSFER AUF DEM GROTHENDIECK-WITT-RING 9

Wir setzen kg = 0und k; = ay +- -+ q; fiir 1 <4 <! und definieren Ko, .. o, C S
als die Teilmenge, die die folgenden Permutationen enthélt
Kopjow={0€8 |olkici+1) <o(kimi+2) < <o(k) furl <i<lI}

Diese Menge K, . , enthélt ((a1,...,0;)) Elemente und ist ein Représentanten-
system fiir die Linksnebenklassen von S,/Sq,,.. ;- D.h. jedes 0 € S, ldsst sich
eindeutig darstellen durch

oc=KoT Mit7T€ES,,, o undk€ Ky o
(Vgl. auch [6, S. 251-254].)
Beispiel 1.2.1. Wir betrachten
S xS =8_11CS;
Dann ist
Kr1p={n,e8 |i=1,....,r—1}

1.3. Das Tensorprodukt.
1.3.1. Tensorprodukte. Seien Vi,...,V,. und W R-Moduln. Die R-multilinearen Ab-
bildungen von V; x - - - x V,. nach W werden wir mit Multg(V4, ..., V,; W) bezeich-
nen. Fiir r = 2 schreiben wir Bilg(V7, Vo; W) anstatt Multg(Vy, Vo; W).

Wir betrachten den R-Modul R[V; x --- x V,]. Seien v;,v; € V; fiir j =1,...,r

und A € R. Wir betrachten den Untermodul Iy,...y,, der von folgenden Vektoren
erzeugt wird

(1) €(vy,..., AVi,e.n,y ve) )‘e(vl ..... Viyerns V) und
(2) Clorrvitvhr) = (€(orrvirvn) F €or )
Der Faktormodul
RVix - xV.]/ly,..v, =Vi®gr...QrV, =V1®...Q0V,
ist das Tensorprodukt von Vi, ..., V, iiber R. Die Elemente in Vi ®g...®rV, werden
wir mit v; ® ... ® v, bezeichnen. Es existiert folgende kanonische R-multilineare
Abbildung;:
Ty, ...V, . Vix---xV, — Vi®gr...Q9rV,
(v1,...,0,) — V1Q...QU,
Die Bildelemente unter my,...y,, werden wir zerlegbare Tensoren nennen. Jedes Ele-
ment v1 ®...Qv, € V1 ®...®V, liasst sich als Linearkombination von zerlegbaren
Tensoren schreiben; die zerlegbaren Tensoren sind also Erzeuger von V1 ® ... ® V...
Ist V; fiir i = 1,...,r frei vom Rang n; iiber R, so ist V1 ® ... ® V,. frei vom Rang
[T;_; n; iiber R.

Das Tensorprodukt hat folgende universelle Eigenschaft: Sei W ein weiterer R-
Modul und ¥: V; x --- x V,, — W R-multilinear, so existiert genau eine R-lineare
Abbildung ¥': V1 ® ... @V, — W mit ¥ = ¥ o 7y, ...y.. Insbesondere ist

MultR(Vl, PN ,VYT; W) >~ HOIDR(V& X...Q0 ‘/;,7W)
Die universelle Eigenschaft erlaubt es, fiir lineare Abbildungen
Vit Ve — Wy
zwischen den R-Moduln Vi, Wy, mit (k= 1,...,r) die lineare Abbildung
V1®..0Y:V1®..9V, — WiQ...0W,
’U1®...®’UT = ’(/Jl(’l}l)®...®1/}r(’l)r)

zu definieren.
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Sind Ai,..., A, R-Algebren, so ist A1 ®g ... ®r A, durch komponentenweise
Multiplikation eine R-Algebra. A; ® As ist das Koprodukt der beiden R-Algebren
A; und Az in der Kategorie der (kommutativen) Algebren iiber R.

Fir Vi = ... =V, =V schreiben wir

I, anstatt Iyy..,y und 7, anstatt my..y.
Den Faktormodul
TRV =TV =V® =V ®g...QrV = R[II"V]/I,
—_———
r-mal

nennen wir die r-te Tensorpotenz von V. Damit ist TV = V.
Ist V frei vom Rang n iiber R und eine by, ..., b, Basis, so ist 7"V frei und

b11®®bzr mitil,...,ire{l,...,n}

eine Basis. Insbesondere ist 7"V dann vom Rang n” iiber R. Wir setzen T°V = R.
In TRV haben wir folgende Rechenregel:

Bemerkung 1.3.1. Seien vy,...,v, € V und M := Abb({1,...,7}{1,...,n}),
dann ist

(1)1 + -+ Un)®r = Z vf(l) K...xQ vf(r)
feMm

Wir definieren uns folgende Abbildung:
Yy =T 0 pty  vermoge v — v®"  fiir r > 0
wobei vo(v) = 1p fiir v € V. (Diese Abbildung ist im Allgemeinen kein Homomor-
phismus! Vgl. die letzte Bemerkung M)
1.3.2. Grundringwechsel. Sei V ein R-Modul und ¥: R — S ein Ring-Homomor-
phismus in einen weiteren Ring S. Dann ist
V®rS vermoge a(v®b)—v®ab firveVunda,be S

ein S-Modul. Offensichtlich ist R ® g S ~ S. Wir haben eine kanonische R-lineare
Abbildung
ty: V—V ®rS vermoge vi— v 1,

die ein R-Erzeugendensystem by, ...,b, von V auf ein S-Erzeugendensystem b; ®
1,...,b,®1 von V®pgS abbildet. Ist V' frei vom Rang n iiber R, so ist insbesondere
V ®@pg S frei vom Rang n iiber S.

Bemerkung 1.3.2. (Die universelle Eigenschaft von V ®g S.) Sei V ein R-Modul
und X ein S-Modul. Dann kann man X via ¢ auch als R-Modul ansehen, und es
existiert zu jeder R-linearen Abbildung f: V' — X genau eine S-lineare Abbildung

f(S)ZV®RS—>X mitf:f(S)OLv.

Beweis. Wir setzen f(g)(v ® a) = af(v). Diese Abbildung ist offensichtlich S-
linear und erfiillt f = f(s) o vy. Sie ist eindeutig bestimmt, denn ¢y bildet ein
R-Erzeugendensystem von V' auf ein S-Erzeugendensystem von V ® S ab. O

Bemerkung 1.3.3. Seien V und W R-Moduln und X ein S-Modul.
(1) Durch die Abbildung

Homg(V ®p S, X) — Hompg(V,X) mitg— gouy

ist sowohl eine R-Isomorphie als auch eine S-Isomorphie gegeben.
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(2) Ist g: V — W eine R-lineare Abbildung, dann gibt es genau eine S-lineare
Abbildung

gs: VRS —->We®S mit gs(vel) =g 1.
Dabei gilt: gs = g ®idg.
(3) Sind V und W frei von endlichem Rang, dann sind folgende S-Moduln
isomorph

HOIDR(‘/, W) Rr S ~ Homs(v Qr S, W Qg S)

Beuweis. (1) folgt aus Bemerkung[1.3.2}
(2) Man erhélt gg durch die Anwendung von Bemerkung m auf vy o g:

gs = (tw 0 g)(s)

Aufgrund der Eindeutigkeit in Bemerkung ist gs = g ®ids.
(3) Wir wenden Bemerkung auf die R-lineare Abbildung

Hompg(V,W) — Homg(V ® S,W ® S) vermoge f — )

an. Die Bijektivitdt folgt dann aus Ranggriinden. (]

Bemerkung 1.3.4. Die Abbildung — ®p S ist ein kovarianter Funktor von der
Kategorie der R-Moduln (bzw. R-Algebren) in die Kategorie der S-Moduln (bzw.
S-Algebren).

Satz 1.3.5. Sei R ein Ring, A eine R-Algebra und seien Vi,...,V, R-Moduln.
Dann gibt es folgende kanonische A-Isomorphie

(Vi®rA)®@a...04(V,@rA) =~ (Vi®r...QrV,)®rA
vermdge (M®Ra)®...0 (1,Ra,) +— (V®...Q0V)® H a;
i=1

firv,eV; (i=1,...,r) und ay,...,a, € A.
Insbesondere haben wir fir V=V, =-.- =V, eine A-Isomorphie:

T,(VerA) ~Tr(V)®r A

Beweis. Die Abbildungsvorschrift beschreibt offensichtlich eine Bijektion zwischen
den zerlegbaren Tensoren beider A-Moduln. Wie man leicht sieht, entsteht auf diese
Weise eine A-lineare Abbildung. O

1.3.3. Dualitit und Tensorprodukte. Sei V ein R-Modul. Wir werden mit V* den
Dualraum Hompg(V, R) von V bezeichnen. Ist V frei vom Rang n iiber R, so ist
auch V* frei vom Rang n iiber R.

Bemerkung 1.3.6. Seien V7, ..., V] freie R-Moduln von endlichem Rang, dann ist
folgende Abbildung ein Isomorphismus:

Vie..eV = (e...oW)*
MhR...0Y9 (U1®...®’l}l!—)191(’111)“-19[(1}[))

1.4. Spezielle Tensorpotenzen. Sei auch in diesem Abschnitt r» > 0.
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1.4.1. Die symmetrische Tensorpotenz. Sei Ig der Untermodul von TV der von
allen Tensoren der Form

VIR QUp — Vg1 @ QUypr mito €S,

erzeugt wird, so gelangen wir durch die Projektion mg: T®" — T"V/Is an die r-te
symmetrische Tensorpotenz von V iiber R.

SRV =SV :=T"V/Ig

Mit vy V- - -Vo,, werden wir die Restklasse von v1®...®@v, € V®" in STV bezeichnen.
Die Bilder zerlegbarer Tensoren werden wir auch hier zerlegbare Tensoren nennen.
Ist (aq,...,q;) eine Partition von r und vy,...,v; € V| so schreiben wir auch

vt VeVt anstatt v Ve Vo Vo VsV Ve Vo

Es ist S°V ~ R und S'V ~ V. Ist V frei vom Rang n und by, ...,b, eine R-Basis
von V, dann ist die Menge

{b?ll\/~-~\/bgl|(a1,...,o¢l)EP(M) und 1 <4y < -+ <4 <n}

eine R-Basis von V. Insbesondere ist SV vom Rang (T‘H;_l) = (T‘:L’zzl) iiber R.
Wir setzen mgr = mg © Tp.

Die symmetrische Tensorpotenz hat folgende universelle Eigenschaft: Sei W
ein weiterer R-Modul und ¥g: [I"V — W eine R-multilineare Abbildung mit
Us(vy,...,0r) = Ys(Vg1,...,0s,) fiir jede Permutation o € S,, dann existiert ge-
nau eine R-lineare Abbildung

Ui SV — W mit ¥g = mgr o U

Aufgrund dieser Eigenschaft gibt es zu jeder linearen Abbildung ¢: V' — W genau
eine lineare Abbildung

Sk (): SV — STW
vpVeeVo, = (o) Ve V(o)

1.4.2. Die duflere Tensorpotenz. Sei In der Untermodul von TRV, der von allen
Tensoren der Form

V1 ®--- Qv mit v =wv; fiir ein Paar (4, ) mit ¢ # j

erzeugt wird, so kommen wir durch 75 : T®" — T"V/I, an die r-te dufere Tensor-
potenz von V iiber R.

ARV =NV :=T"V/Iy

Die Restklassen von v1 ®...®v, € VO werden wir als v1 A- - -Av, € A"V schreiben.
Auch hier nennen wir die Bilder zerlegbarer Tensoren ebenfalls zerlegbare Tensoren
und es ist A°V ~ R und A'V ~ V. Ist V frei vom Rang n und by,...,b, eine
R-Basis von V, so ist die Menge

{bkl/\~~/\bkr|1§k1<~'<k7,§n}

eine Basis von Az V. Insbesondere ist A"V frei vom Rang (:) iiber R. Wir setzen
TAT = TTA O T

Die duflere Tensorpotenz hat folgende universelle Eigenschaft: Sei W ein weiterer
R-Modul und ¥y : II"V — W eine R-multilineare Abbildung mit ¥, (vy,...,v,) =
0 falls v; = v; fiir ein Paar (4,7) mit ¢ # j, dann existiert genau eine R-lineare
Abbildung

Uy AV - W mit Wy = - o UL
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Aufgrund dieser Eigenschaft gibt es zu jeder linearen Abbildung ¢: V' — W genau
eine lineare Abbildung

Ar(w)5 AV — AW
v A A = (o) A AY(oy)

1.5. Spezielle Algebren und Endomorphismen.

1.5.1. Die Algebra TI°R. In diesem Unterabschnitt werden wir uns eingehender mit
der Produktalgebra A := IIYR (d > 1) beschiftigen. Von besonderem Interesse sind
fiir uns die Elemente

e; :==(0,...,0,1g,0,...,0) € IIR

bei denen an der i-ten Stellen das Einselement aus R steht und alle anderen Eintrige
0 sind. Sie bilden eine Basis von II?R iiber R und sind sowohl idempotent als auch
paarweise orthogonal. Jedes dieser Idempotente erzeugt ein Ideal in IR und man
sieht

e;A=ellR=¢R firi=1,...,d
Das Einselement in TIR erfiillt folgende Identitt

d
1A=Z€i
i=1

Damit haben wir fiir A folgendes Ergebnis
d

d
A=1,- A= (Zei>A:@eiR
=1

i=1

Sei V ein freier A-Modul mit Basis by, ..., b,, dann ist V' auch ein freier R-Modul
mit Basis

eb; mit1<i<d, 1<j<n

Sei 1 <4 < d, dann ist e;V ein R-Modul und die Vektoren e;b; mit 1 < j < n
bilden eine R-Basis von e;V und es ist

eV ~pVRse,A~r V @re;R

Bemerkung 1.5.1. Sei 1 <i < d und W ein weiterer A-Modul, dann ist folgende
Abbildung ein R-Isomorphismus.

ei(VoaW) — eV oreW
e(v@w) —  evRew firveV,weW

1.5.2. Die Tensoralgebra Ty (HdR). Sei r > 1. Generell ist die Tensoralgebra TR A
eine Algebra mit Einselement

lyer =14®...Q014

Sei nun A = II?R und ey, ..., eq die orthogonalen Idempotente, die wir im letzten
Unterabschnitt kennen gelernt haben.

Bemerkung 1.5'2' Seien il""’ir7j1""7j’r € {177d} U.nd I = (i17-..7ir)7
J = (j1,---,jr). Dann gilt

- ®ej, fallsI=J

. e . . . e . = e‘jl ®.
(€, ® - ®e;,) (€, ® - ®ej,) = { 0 falls I # J
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Wir haben also in dieser R-Algebra vom Rang d” genau d” orthogonale Idempo-
tente. Sie sind von der Form

67;1®...®61'T mltlS’Lergd

und erzeugen ebenfalls Ideale in T3V vom Rang 1 iiber R, denn wir haben nach
Bemerkung auch hier eine Zerlegung der Eins

ITEHdR: Z €i1®...®€ir
1<iy...ip<d
Damit ist
Th(M'R) = P e ©...0eR
1<iy...ip<d

und wir sehen anhand der letzten Bemerkung
e, ®...®¢, TH(II'R) =¢;, ®...®¢e; R

1.5.3. Separable Algebren. Wir werden diesen Unterabschnitt dazu nutzen, die De-
finition einer separablen Algebra einzufithren. Wir werden eine Korpererweiterung
L|K separabel nennen, wenn jedes Element aus L ein iiber K separables Mini-
malpolynom hat. Ein Polynom {iber K nennen wir separabel, wenn es iiber dem
algebraischen Abschluss K von K nur einfache Nullstellen hat.

Wir werden eine endlichdimensionale K-Algebra separabel nennen, wenn eine
der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

Satz 1.5.3. Sei A eine K-Algebra mit dimg A = n. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(1) Es gibt separable Korpererweiterungen Ly, ..., L, von K, so dass

A~L;x---xL, und Z[Li:K]:n
i=1
(2) Sei K der algebraische Abschluss von K, dann ist
A RE K ~1I"K
als K-Algebren.
(3) Es existiert eine Korpererweiterung Z|K, so dass
ARk Z ~11"Z
als Z-Algebren.

Eine solche Erweiterung Z|K aus Satz [1.5.3[(4) werden wir einen Zerfdillungs-
korper der separablen K-Algebra A nennen.

Sei L|K eine separable Korpererweiterung vom Grad n und F ein minimaler
Zerfallungskorper von L, dann wissen wir aus der Galois-Theorie, dass F'| K galoisch
ist und

Leg F~II"F
Dieses Ergebnis werden wir fiir separable Algebren umformulieren:
Bemerkung 1.5.4. Es existiert eine Galoiserweiterung F|K mit F D L; D K (fiir
1 <4 <r), so dass
AQg F ~1I"F
als F-Algebren.

Sei G die Galoisgruppe von F|K. Den kanonischen Isomorphismus
Tr(Veg F) — TV @k F

werden wir in diesem Unterabschnitt mit ¢ bezeichnen.
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Lemma 1.5.5. ¢ respektiert die Operation der Galoisgruppe von F|K.
Beweis. Sei g € G, seien v1,...,v4 € V und aq,...,aq € F. Wir sehen, dass
Yog((ti®a)®...® (va®aq)) = P(v1®g(a1)®...®v® g(aq))

d
— (Ul®...®’ud)®Hg(ai)
i=1

= (vl®...®vd)®g<ﬁai>

i=1

= g((v1®...®vd)®f[1ai>

= goY((11®a1)®...® (v4® aq))
Also respektiert der Isomorphismus 1 die Operation der Galoisgruppe. (|
1.5.4. FEinige Algebren-Endomorphismen. Sei
Az: A— A vermoge a — za
die Linksmultiplikation mit = € A.

Bemerkung 1.5.6. Sei V ein freier R-Modul vom Rang n, dann ist A%V frei vom
Rang 1 tiber R. Insbesondere haben wir einen Isomorphismus ALV ~ R.

Beweis. Sei by, ...,b, eine Basis von V und vq,...,v, € V mit v; = Z;’:l a;;b; fir
i =1,...,n. Die lineare Abbildung

ARV — R vermége vi A -+ A v, — det(ay;)
ist aus Dimensionsgriinden ein Isomorphismus. O

Bemerkung 1.5.7. Sei A eine R-Algebra, dann haben wir folgenden injektiven
Algebra-Homomorphismus

Ae: A —> Endg(A) vermoge x — A,
(bzw. einen Isomorphismus wenn A = R).

Beweis. Seien xz,y € A. Wegen A\yy = Az oAy und Ayqy = Ay + Ay ist die Abbildung
ein Homomorphismus. Die Injektivitét folgt dann aus

M) =y 2= (1) firy e
Die Surjektivitit im Fall A = R ist klar. O

Insbesondere gibt es zu jedem freien R-Modul V' vom Rang n einen R-Algebren-
Isomorphismus

§: Endg(A"V) ——— Endg(R) ——— R
Bem[I.5.6] Bem[I5.7]
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2. SYMMETRISCHE TENSOREN

Wenn wir in diesem Kapitel von Ringen sprechen, dann meinen wir kommutative
Ringe mit Eins. Dementsprechend verstehen wir unter einer Algebra eine kommu-
tative Algebra mit Eins. Wenn wir iiber andere Ringe oder Algebren reden, werden
wir es vorher ankiindigen.

2.1. Symmetrische Tensoren. Sei V' ein R-Modul. Wir werden in diesem Un-
terabschnitt nur Tensorprodukte iiber R betrachten. Eine Untergruppe U C S,
operiert wie folgt auf 7"V

Sei v ®...®v, € T"V ein zerlegbarer Tensor und o € U.

UxT"V. — TV
(o, (1®...Qv)) — oce(1®...Q0V) = (V5-11 @ ... 0 V,-1,)

Diese Operation induziert eine Operation auf A"V, denn ist (v1®...Qwv,) € VO ein
Erzeuger von Iy mit v; = vj fiir ein Paar (4, j) mit i # j, dann ist auch v,-1; = v,-1;
(fir 0 € S,) und damit

ce(v1®...®0v,) =0 mod Ip, genau dann, wenn (v ®...®v,)=0 mod Ip

Auf S"V hingegen wird diese Operation trivial.
Die Invarianten unter dieser Operation werden wir mit (77V)Y bezeichnen, sie
bilden einen Untermodul von T"V. Fiir U C S, definieren wir

Yp: V. — (T"V)Y  vermoge v s v®"
Ist U’ C U eine Untergruppe von U, dann ist
(TTV)U C (TTV)U/

ein Untermodul. Wir schreiben kiirzer S,V := (T"V)S". Méchten wir kenntlich
machen, {iber welchem Ring tensoriert wurde, so schreiben wir auch

S,(VIR) := (TeV)Sr ={z € TRV |cex =z fiir alle 0 € S,.}

Es ist SV = R und S1V = V. Ein Element = € S,V werden wir symmetrischen
Tensor nennen.

Bemerkung 2.1.1. Seien Uy C S, und Uy C S,-_k, dann gilt
(T7V)VxV2 — (TR @ (T FV)Y2 fir 0 <k <7
Sei argy = (1,..., 1) € Py eine Partition, dann definieren wir einen Modul
SV i= 80,V ©@...® 8aV = (T"V)%en
und eine Abbildung
Yoy * nv — Sapn V. vermdge (vi,...,v) = 0P @ ... ® VP
Beispiel 2.1.2. Fiir k,1 > 0 ist
SV @ SV = (TFV)Sen 2§,V
Dadurch folgt insbesondere:
SV oVe DS,V
Sind k,1 # 0, dann ist fir V # {0} offensichtlich

SV @ SV 2 SV
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Wir koénnen die soeben beschriebene Konstruktion wie folgt verallgemeinern.
Seien Vi,...,V; weitere R-Moduln, dann definieren wir fiir beliebige ky,...,k; > 0

S(klynwkl)(‘/l’ .. ,W) = Sklvl ®...Q Slel

Sei a(r;) = (ai,...,) eine Partition, und seien wy, ..., w; € V. Wir erinnern
uns an Ko, ) = Ka,, o aus Kapitelund betrachten die Abbildung 7y, ,, . Fiir
wy € Wy, ..., w; € W, definieren wir

[a r,l ]
wy W .= Z no*ya(r’l)(wl,...,wl) = Z mo(wi@al ®...0w")
NeKO‘(r,l) KEKQ(M)

Seien v,w € V und r > 0, dann ist in dieser Schreibweise

ol v®"
vwll = VROW+wRU
Bemerkung 2.1.3. Ist K’ ein weiteres Reprisentantensystem von S,./ SO‘(M)’ dann
ist
wy - wl[o‘(“”] = Z K e® 'ya(r’l) (wh - ’wl)
KREK'

Beweis. Sei 0 € S, dann ist

T O Yo (Wi w) =T @ya (Wi, wy) fiir alle 7 € 08y, O

[D‘(v‘,l)]

Wir haben zwei Spezialfille gesehen, in denen wy - - - w, ein symmetrischer

Tensor war. Mit Hilfe der letzten Bemerkung sieht man schnell, dass wy - - - wl[a“’”]

auch im Allgemeinen symmetrisch ist.

Lemma 2.1.4. wq--- wl[a("’”] eSs

agn Vst ein symmetrischer Tensor.

Beweis. Sei o € S,.. Dann ist

oK, ={cor|re Koo}
ein anderes Reprisentantensystem fiir S, /Sa(r_,). Jetzt sieht man schnell, dass
[ogr, ]
cew W = Z (Uoﬁ)o’ya(r’l)(wl,...,wl)
HGKG(M)
i
- Z k .70‘(7-,1)(w17~-~7wl)
N’EUKQ(TJ)
= _ [or, ]
- “"Ya(,,l)(wh...,wl) = wl...wl
reK

(1)

O

Diese Definition der wj - - - wl(al""’al) € S,V ldsst sich problemlos auch auf er-

weiterte Partitionen mit «; > 0 ausweiten. Wenn wir es nicht ausdriicklich sagen,
werden wir diese Schreibweise nur fiir normale Partitionen verwenden und «; > 0
voraussetzen.

Manchmal wird es sinnvoll sein, den elementarsymmetrischen Tensor aus S,V zu
betrachten, der von dem zerlegbaren Tensor v1 ® ... ® v, € V& erzeugt wird. Wie
wir wissen, gibt es ein I-Tupel (w1, ..., w;) € [I'V mit paarweise verschiedenen Vek-
toren w1, ...,w; € V und eine, durch die Reihenfolge der w; eindeutig bestimmte,
Partition a1y = (a1,..., ) € P, so dass

111®...®vr:Ho’ya(m)(wl,...,wl) fiir ein Kk € S,
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Da yaw)(wl, .wy) €S V ist, und da K,

) ein Représentantensystem von

(1)

S,,/Sa(r) ist, konnen wir sogar k € Kaw) annehmen. Das Element s € Kaw) ist
durch die Reihenfolge der w; eindeutig bestimmt, es gilt jedoch
wy - wl[a“"”] = Wy - - -wLC;"l""’a“’] fir o € S

Also macht es Sinn
[
Evy,.v0) = w1y oy
als den von v1; ® ... ® v, erzeugten elementarsymmetrischen Tensor zu bezeichnen.
Wir haben beispielsweise
Ew, .0y = l"l firveV

E,,.. = wvi... vP""’U fiir paarweise verschiedene vy,...,v, € V

LUr)

2.2. Ein Erzeugendensystem fiir symmetrische Tensoren. Sei nun V ein
R-Modul mit Basis by, ...,b,.

Lemma 2.2.1. Die Tensoren

]E(bjl,...,bjr) ]-Sjlv"'aj'r‘gn

sind ein Erzeugendensystem fiir S,.V. Oder anders formuliert: Die Tensoren

bh ce b[a(m)] mit Q1) € P(T) und 1 <[ <r

1
sind ein Erzeugendensystem von S,V .
(Man kann natirlich annehmen, dass 1 < iy <---<i; < n.)

Beweis. Wir iiberlegen uns zuniichst die R-Modulstruktur von V®" und erkennen
ver= P (b, ®...0b,)R
1<iy,..ir<n

Folglich kénnen wir jeden symmetrischen Tensor o € S,V C V€ darstellen durch
eine Linearkombination

T

Z Aliy,...ir) bil ®'~~®bir
(7;1»--477;7‘)EH

mit ag, ;) € R\{0} und einer endlichen Menge
HC{(i,...,iy) |1 <ip,... i <n}
Da x symmetrisch ist und die b;, ®...®b;, linear unabhéngig sind, gilt offensichtlich
(c7Yiy,...,07 %, e H firoeS, und (i1,...,i,) € H
Folglich ist

= ag,. i) B,
ein symmetrischer Tensor mit weniger Summanden als z, und die Behauptung folgt
induktiv. i

Eine Basis von S,V anzugeben, ist also selbst in diesem einfachen Fall etwas
schwieriger. Sei

By = {(i1,...,i)) e N'| 1 <y <+ < iy < m}

die Menge der aufsteigenden l-elementigen Teilmengen von {1,...,n}, dann sind
die

bil . bgla(r'l)] mit ((il, e 77:1), Oé(,.,l)) € U (B(n,l) X P(,.J))
=1
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wie in Lemma ein Erzeugendensystem. Wir schreiben I; fiir (iy,...,4) €

B(n,)- Sei nun

(I, ) € U (Binpy) X Perpy) =: Bron
=1

Je zwei Elemente dieser Menge sind verschieden, und jeder Basisvektor von V&
kommt in genau einer Summe genau einmal vor. Deshalb ist

SV= @ b bR
(I50(r,0))EBrin

Insbesondere kann man durch B, ,, eine R-Basis fiir S,V angeben.
Wenn wir erweiterte Partitionen zulassen, verdndert sich die Formel wie folgt:

sv= P by ... pleeml B
A(r,n) EP

In manchen Féllen sind Erzeuger weitaus einfacher anzugeben. Wir sind speziell
an dem Fall interessiert, in dem S,V von den Tensoren 7, (v) = v®" € V& erzeugt
wird.

Bemerkung 2.2.2. S,V wird von Tensoren der Form v®% = v®v (v € V) erzeugt.
Beweis. Seien v,w € V.
(vew)+(wev)=v+wlv+w)— (vev)— (ww)
O

Bemerkung 2.2.3. Ist K ein unendlicher Kérper und V ein K-Vektorraum, dann
wird S,V von den Vektoren v®" (v € V) erzeugt.

Beweis. Der Beweis zu dieser Bemerkung ist keineswegs offensichtlich, deshalb ge-
hen wir in dieser Arbeit nicht niher auf ihn ein. O

2.3. Grundringwechsel von symmetrischen Tensoren. Wir werden uns in
diesem Abschnitt eine fiir den weiteren Verlauf sehr wichtige Aussage erarbeiten.

Seien V ein R-Modul und A eine R-Algebra. Mit den symmetrischen Tensoren
in T3 (V ®g A) sind wir nach Korollar in folgender Situation:

TW(VerAd) —— TH(V)®rA

S-(V ®r AlA) Sy (VIR) ®@p A
Satz 2.3.1. Sei U C S, eine Untergruppe. Dann haben wir eine A-Isomorphie
(TA(V ®@r 4)" = (ThV)” ©r A

Beweis. Seien vy,...,v, € V,ay,...,a, € Aund o € S,. Wie man sieht, gilt unter
der kanonischen Isomorphie aus Satz [I.3.5]

ce ((Ul ®a1)®...®(vT®ar)) <—>Hai~ (ao(vl®...®vr)®1)
i=1
Damit ist ein beliebiger Tensor aus T% (V ®g A) genau dann invariant unter der
Operation von U C S,., wenn sein Bild in T} (V) ®@g A invariant ist. O
Korollar 2.3.2. Damit haben wir eine kanonische A-Isomorphie
S (VerAlA) =~ S.(VIR)®A

at,...,a
(vl®a1)...(fvl®al)[ala"'7al] —s rUl...rUl[ 1 ”@a‘l’n ...alal
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Beweis. Fiir U = S, ist dies genau die in Satz [2.3.1] angegebene Isomorphie.  [J

Korollar 2.3.3. Seien Vi,...,V; R-Moduln, k1,...,k > 0 und A eine R-Algebra.
Dann haben wir folgende A-Isomorphie:

S(kl,_“’kl)(vl QrA,...,V,®g A|A) ~ (S(khm’kl)(vl, RN V”R)) ®Rr A

Bemerkung 2.3.4. Ist A eine separable K-Algebra und F|K die Galoiserweiterung
die wir in Unterabschnitt [I.5.3]eingefiihrt haben. Dann respektiert diese Isomorphie
die Operation der Galoisgruppe von F|K.

In Zukunft wird folgende Situation noch von besonderem Interesse fiir uns sein.
Sei R[t1,...,ty] der Polynomring in m Unbestimmten iiber R, dann definieren wir

Vit1, . ytm] :=V &g R[t1,...,tm]
Bemerkung 2.3.5.
Tty VIt tm]) = TR(V) @R Rt ..., tm]
Insbesondere haben wir nach Korollar eine R[t1,...,ty]|-Isomorphie
Sr(Vts, ..o tm]|R[t1, .- s tm]) = Se(V|R) @ R[t1, ..., tm]
2.4. Algebren auf Tensorpotenzen. Sei V nun wieder ein Modul iiber dem Ring

R. Wir definieren
TRV =P TRV
r>0
Dieser R-Modul hat durch die folgende bilineare Abbildung die Struktur einer gra-
duierten R-Algebra.
Seien (v; ® ... ®v;) € V¥ und (w; ® ... ® w;) € VO zerlegbare Tensoren.
TV xTV — TV
(N®...0v), W ..0w) — (V. QUERW®...Qw)
Durch 7g (bzw. mp) wird auch S™V (bzw. A"V) zu einer graduierten R-Algebra
S*V (bzw. A*V). Die Multiplikation sieht hier wie folgt aus:
(1 Ve Vog), (wr V- Vw) — (11 V- Vo Vwp Ve V)
bzw.
(Vg Ao Avg), (wy A Awp) — (g A= Avg Awyp A=+ Awy)

Diese Struktur vererbt sich, wie wir bereits in Beispiel gesehen haben, in der
Form leider nicht auf S,V , aber wenn V frei von endlichem Rang ist, konnen wir
auf dhnliche Weise ein Produkt definieren. Sei

SV =SV

r>0

Lemma 2.4.1. Seien x € S;V und y € S§V, dann ist

Z 7-0(:1:®y) € SV
TEK

Beweis. Der Beweis hierzu ist eine leichte Abwandlung des Beweises von Lemma
Wir rechnen diese Behauptung auf elementarsymmetrischen Tensoren nach,
indem wir E,, . ,, € SiV und E,;, ..., € SiV betrachten. Der Tensor

]Evl,mﬂ)l ®Ew17'~~;wk

ist invariant unter der Operation der Untergruppe S 1) C S,
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Fiir 0 € §;44 ist 0K i, ein anderes Reprasentantensystem fiir SH;C/S(Z,;C) und es
folgt:

age < Z Te (Evl,...,vl ®Ewl,...,wk)> = Z Te (]Em,mﬂ)z ®Ew17---,wk)

TEK K TEoK ) &

= E : T.(EU17~~;UZ ®]Ew1,~~~7wk>
TGKL}Q

Wir schreiben
T kY = Z Te(z®Y)
TEKl,k

Diese Abbildung ist bilinear und kommutativ.

Beispiel 2.4.2.
(1) Sei0 <k <rund vw!F=k € SV ein elementarsymmetrischer Tensor mit
v,w € V und v # w. Dann gilt

U,w[k,r—k] — ,U®k % w®r—k

(2) Fiir v € V und k,l > 0 gilt jedoch

VO k0@ = (k1)) v®FH = (k 2’ l) L ®HH

Wir haben folgende Rechenregel:

Lemma 2.4.3. Seien vi,v3 € V.
I
(v1 4 v2)®" = Z vk Pk
k=0

Beweis. Sei M = Abb({1,...,7},{1,2}). Wir wissen aus Bemerkung dass

(1)1 + 1)2)®T = Z V§(1) ®...Q Vf(r)
feM
Jeder einzelne Summand ist ein zerlegbarer Tensor. Wir kénnen ohne Einschrénkung
v1 # v voraussetzen.
Wie wir wissen, besteht die Summe ZfeM Vi) @ ... @ vy aus 2" paarweise

verschiedenen Summanden. Der elementarsymmetrische Tensor vP* % v§"~* be-
steht aus (Z) paarweise verschiedenen Summanden. Nach dem binomischen Lehr-
satz haben die beiden Summen 3, vy1) ® ... ® vy und Y24, vk 5 TR
die gleiche Anzahl an Summanden und offensichtlich kommt jeder Summand aus
D ren VF(1) @ -+ @ Ugp(py auch einmal in der Summe Y7, V2% % PR vor. O
Bemerkung 2.4.4. Seien r,n > 0 und vy + - -+ + v, € V, dann erhélt man durch
Iteration die Formel

(’Ul + 4 /Un)®7’ — Z vy ... ,UL‘(X('V',”)]

Ar,n) EP(, 0y

Nachdem wir uns mit einzelnen Elementen dieser Algebra auseinander gesetzt
haben, werden wir uns jetzt mit den einzelnen Summanden in der direkten-Sum-
men-Zerlegung beschéftigen. Seien dazu Vi,...,V, freie R-Moduln von endlichem
Rang. Dann bezeichnen wir dhnlich wie in Abschnitt

coe(V1®...0V) =V, ®...0 V,-1, fiirces,
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Auch in diesem Fall haben wir ein besonderes Interesse an der direkten Summe

P re (VP @... VM) fir apy) = (a1,..., &) € P
KEKa(r,l)

Wir werden uns ausfiihrlich mit dem Fall [ = 2 beschéftigen und betrachten den
R-Modul

D weviT e

KEK (k,r—k)
Analog zu Lemma konnen wir sehen, dass

ThViaoVa) =P @ re (Ve V)
k=0 KEK (. r—1)

Aus Abschnitt [I.2] wissen wir, dass die Menge Ky ,_x) genau ((k,r — k)) Elemente
enthélt. Um die folgenden Ergebnisse besser formulieren zu kénnen, werden wir sie
durchnummerieren. Wir setzen

Ky = {815 s B((kr—k)) }
wobei wir annehmen, dass k1 = id ist. Die Elemente in

((k,r—k))
D rieFr eV

=1

werden wir mit

k,r—k)) (k,r—k))

st oyt +- 4l ®y'
bezeichnen, wobei 2’ @ y' € k; o (V2% @ V2" F) ist.
Offensichtlich ist
Ryt ©@y') € mj o (PP @ V) fir 1< < ((kir —k))
bzw.
i % Rk Qr—k .. ..
ki(v' @w') € (kjok;) e (VP @Vy ) fur 1 <id,j < ((k,r—k))

(Man beachte, dass ; o k; im Allgemeinen kein Element aus Ky ,_z) ist! Wir
schreiben k; o r; stellvertretend fiir das Element aus K ), das mit £; o K; in
einer Restklasse liegt.)

Wir betrachten nun den R-Modul

((k,r—=k)) Sr
(@ memrtov)

i=1

Der néchsten Bemerkung werden wir entnehmen kénnen, dass dieser R-Modul nicht
der Nullmodul ist, wenn Vi, Vo # {0} und r > 0 ist.
Fiir £ = r haben wir

((k,r—k)) S,
("® weat o) s

i=1
Bemerkung 2.4.5. Sei 0 < k < r und seien x € SgV; und y € S,_; V5, dann ist

((k,r—k)) ((k,r—k)) S,
> meene( @ metptevyh)

i=1 i=1
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Beweis. Der Beweis hierzu ist genau wie der Beweis zu Lemma [2.4.1] eine leichte
Abwandlung des Beweises von Lemma[2.1.4] Wir rechnen diese Behauptung auf ele-
mentarsymmetrischen Tensoren nach, indem wir E,, .. ., € SiViund Ey, . 0, , €
Sy Va2 betrachten. Das Element E,, . ., ®Ey, . w,_, ist invariant unter der Ope-
ration der Untergruppe S, ,—x), und folglich hiingt der Ausdruck

: : Te <]E’U1,...,’Uk ®Ew17"~ywr7k:)
TGK(k,r,k)

nicht von der Wahl von K, .y als ein Repréisentantensystem fiir S, /S ,—x) ab.
Fir o € S, ist 0 K(j ,_y) ein anderes Représentantensystem. O

Bemerkung 2.4.6. Sei 0 < k < r und

((k,r—k)) S
P @yt g g 2B g (k=) ¢ ( D rie (Vo V2®r—k)>
i=1
Dann ist
ri(z' @yt =2ty firi=1,...,((kr—k))

Beweis. Da z' @ y' + - - + 2((k:7=8) @ ¢((k:7=F) invariant unter S, ist und
ri(at @y') € (0 k) o (VPR @ V3 ™F) i 1< i j < (k7 — )
folgt die Behauptung. (|

Lemma 2.4.7. Sei 0 < k <r.

((k,r—k)) S,
Sk‘/l ® Sr_kVQ ~ ( @ Ki ® (‘/1®k Q ‘/'2®r—k))
i=1
Beweis. Sei
((k,r—k)) S,
P ST () S (LR S ( D rie (Vo V2®r—k))
i=1

Dann ist nach der letzten Bemerkung

((k,r—k))
' ® y1 L 2 ((kr—F)) ® y((kﬁ‘—k)) — Z Ki® (xl ® yl)
i=1
Das Element 2! @ y' € T*V; @ T"~*V, ist dabei ein Element aus S,Vi ® S,_jVa,
denn wenn die Summe ngipk)) k; o (2! ® y') invariant unter der Operation der
Gruppe S, ist, ist sie insbesondere invariant unter der Operation von S ,_r). Sei
0 € Skr—k) € Sp. Dann ist

((k.r—F)) ((kr—k))
m( ) "ii'($1®y1)> = Y rme(eyh

=1 i=1

und weil o o 2! ® y' € TFV; @ T"=*Vj; ist, folgt
cerl @yl =zl @yt
Nun ist

((k,r—k)) ((k,r—k))
kie(@'®y) — ey — ) ke ey

i=1 i=1
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S
die Identitéit auf (EB((k TR g io (VEF @ VP k)) . Die Abbildung

((k,r—k))
TRy — Z kie(r®y) firtyeSVi® S,V

ist offensichtlich 1njekt1v, also folgt die Behauptung. O
Offensichtlich gibt es eine kanonische R-lineare Abbildung
SV — S, (Ve W) vermoge vy ... vl[a(”)] — (v1,0)... (v, 0)lwnl
fiir elementarsymmetrische Tensoren vy . . . vl[a(""”} S, V.
Satz 2.4.8. Seien V und W freie R-Moduln von endlichem Rang und r > 0. Dann
151

@(Sle ® Sr_ Vo) ~ S (V1 © Vo)  wvermdge Zxk ® Yp — Z x5, 0) * (0, yx)
k=0

fir zp € SpV1 und y € Sp_x Vo fiir alle k=0,...,r
Beweis.

S (Vi @ Va) = (Th(V @ Vz))
r ((k,r—k)) S,
— ( @ ;e (‘/1®k ® ‘/2®T_k)>
k=0 i=1
((k,r—k))

D = ke V2®rk>>&

i=1

Q*

k=0
I

@ SkVi @ S,k Va

Lemma

Aus Lemma folgt ebenfalls d1e oben genannte Abbildungsvorschrift. O

Bemerkung 2.4.9. Sei a(,;) = (ai1,...,0;) € Py, dann gibt es offensichtlich
eine Isomorphie

S,
( P e ®...®Vl®0‘l)) ~ S Vi ®...® SV
K:EKQ(TJ)

Korollar 2.4.10. Seien Vi,...,V, freie R-Moduln, dann erhdlt man analog zu
Bemerkung[2.].4) und Satz[2.4.8 aus der letzten Bemerkung, dass

ST(@W) ~ P SuVi®...®8.,Vn)
=1

(r, ”)GP(T n)

2.5. Der Funktor S,. Den Ubergang von einem R-Modul V in einen R-Modul
Sy(V|R) kann man auch als einen kovarianten Funktor von der Kategorie der R-
Moduln in sich sehen. Wir bilden V und f: V — W fiir zwei R-Moduln V, W wie
folgt ab:

V — S.(VIR)
f2V =W w— S.(f|R) = f*|s.vir): S+ (VIR) — S.(W|R)
Fir f: V— W und g: W — U sehen wir sofort
Sp(idy) = (idy)®"|s,v = idyer|s,v = ids,v

Se(gof)=1(g0 ) |s,v = (9% 0 f&)|s,v = ¢%"|s

SrgoSif
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Wie wir in Abschnitt [2.3] gesehen haben, erhilt dieser Funktor einen Grundring-
wechsel.

Wir werden uns jetzt etwas mit den Folgerungen beschéftigen, die aus dem
Grundringwechsel resultieren. Speziell beschéiftigen wir uns mit dem Polynomring
Rlt1,...,tm]
von dem wir wissen, dass dort die Monome eine R-Basis bilden. Fiir einen beliebigen

R-Modul V haben wir
Vit . otml = @ Vet -t mitky,.. k>0
k1+4-+knm=>0
Insbesondere haben wir nach Korollar 2.3.2]
S, (Vits, - s tml| Rt o tm)) = € So(VIR) @ 1) - thr
R
Sei v1,...,v, € V. Wir setzen
Vi=viti 4 Fomtm € V[tl,...,tm]
Dann ist unter dieser kanonischen Isomorphie
7O — Z vy okl @k the e 6 (VIR) @ Rty ...yt
R
dabei sind k1, ..., kp > 0 (vgl. Bemerkung [2.4.4]).

Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes werden wir 77 (V ® A) und TRV ® A iiber
die kanonische Isomorphie aus Satz miteinander identifizieren.

Satz 2.5.1. Se:t V ein freier R-Modul vom Rang m und U C S,V ein Untermodul
mit der Figenschaft, dass

®" € U®r A fiir jede R-Algebra A und allev € V @p A

Dann st
U=S5V
Beweis. Sei A= R[t1,...,tym] und T € Vt1,...,ty,] wie oben. Wir wissen
7O — Z vy - -olkeknl @ ke € T @ Rty .t
Kyt ki =1
mit nichtnegativen ki, ..., k,,. Wir identifizieren vy - - - vyff’“"km] gemifB Abschnitt

mit einem elementarsymmetrischen Tensor aus S,.V. Unsere Annahme liefert,
dass

vy - ..1,7[7’;1,~~-’ka cU
Wir kénnen die vy, ...,v, € V beliebig variieren. Nach Bemerkung [2:2.1] lassen

wir dadurch die Tensoren v - - ~v7[51 """ knl € U ein Erzeugendensystem von S,V

durchlaufen. Folglich gilt: U = S,V (]

Satz 2.5.2. Sei V' ein freier R-Modul vom Rang m, W ein beliebiger R-Moduln
und h: S,V — W R-linear. Angenommen

ha(@®") =0 fiir jede R-Algebra A und allev € V ®@r A
Dann ist schon h = 0.
Beweis. Sei A= R[t1,...,tm) und T € Vity,...,t,] wie oben.
0 = ha(@®) = Z ha(vy - - - vffrkml @ ght o ghm)
Kyt ko =r

2 : ceeskom k m
= h(vl...vlﬁl’ ok ])@tlltfn
(-
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mit nichtnegativen ki, ..., k.
Auf Grund der linearen Unabhingigkeit der ¢¥* ... t*m folgt aus der Annahme,
dass
h(vy - - - vlfoeokmly = 0
Der Beweisschluss lduft nun analog zu dem vorhergegangenen Beweis. Wenn wir

die vy, ..., vy den Modul V' durchlaufen lassen, durchlauft vy - - vr[sl"“’km] ein Er-

zeugendensystem von S,.V. Damit ist hA(z) = 0 fiir jedes z € S, V. O

Korollar 2.5.3. Sei V ein freier R-Modul von endlichem Rang und g: S,V — W
eine weitere lineare Abbildung, dann ist insbesondere

h=g
wenn  ha(0®") = ga(0®")  fiir jede R-Algebra A und allev € V @pr A.
Mit dieser Bemerkung folgt sofort der néchste Satz:

Satz 2.5.4. Sei 'V ein freier R-Modul von endlichem Rang und f: V — W eine R-
lineare Abbildung in einen weiteren R-Modul W. Dann ist die R-lineare Abbildung

Syf: 8.V — S, W wvermége vy ... vl[a(“”] — f(vr)... f(vl)[o‘(r,l)]
die einzige R-lineare Abbildung
SV — S, W mit 0% — f4(0)®"

fiir jede R-Algebra A und alle v € V Qg A.
Ist f ein R-Isomorphismus, dann ist es auch S, f.

Beweis. Wir wissen, dass f®r| sV = S, f der Abbildungsvorschrift geniigt. Indem
wir T3 (V ® A) und TRV ® A miteinander identifizieren, identifizieren wir auch
S, (fa) mit S, fa (bzw. (f4)®" mit f§"). Dass S, f durch diese Eigenschaft eindeutig
festgelegt ist, haben wir in der Bemerkung direkt vor diesem Satz erklért.

Die Behauptungen iiber die Isomorphie sind offensichtlich. O

Beispiel 2.5.5. Seien V und W freie R-Moduln von endlichem Rang.
Die Abbildung

SV — S, (Ve W) vermoge vy ... vl[a“’”] — (v1,0) ... (v, 0)@cD]

(fiir elementarsymmetrische Tensoren vy ... vl[a(r’”] € S,V), die wir vor Satz
eingefithrt haben ist auf diese Weise aus der Abbildung
V—VoeW vermége v— (v,0)

hervorgegangen.
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3. BILINEARFORMEN

3.1. Symmetrische Bilinearformen. Sei R ein kommutativer Ring, und sei-
en V. W und M R-Moduln. Wir werden uns nun ausfiihrlich mit bilinearen Ab-
bildungen 5: V x W — M bzw. besonders mit symmetrischen Bilinearformen
B:V xV — R beschiftigen.

Lemma 3.1.1. Seien Vi,..., Vi, Wy, ... . Wi, My, ..., M; R-Moduln, und seien fiir
i =1,...,1 die Abbildungen B;: V; x W; — M; R-bilinear. Dann gibt es genau
eine bilineare Abbildung

l l l
Bro...ob: @QVix QWi — @M,
i=1 i=1 i=1

mit 51®..00(1®...0u,w ®...0w)=[F1(v,w)®...0 B (v,w)
Beweis. Die 2[-lineare Abbildung
B:Vix-- - xVixWyx---xW, — M®®...0 M
(v1,..,ow1,..wy)  — Pl w) @ .. Gi(v,wy)
induziert folgende eindeutige lineare Abbildung auf dem Tensorprodukt:
B:'Vi®@. . oVieoW,®...0W, — M ®...QM,
M. MQW ®...0w) +— [ilv,w)®...Q Bi(v,w)
Diese Abbildung entspricht eindeutig der gesuchten bilinearen Abbildung
Bi®..0B8:Vi®@..0VxW®...0W, — Mi®...0 M, O
Insbesondere gibt es durch die Isomorphie R®" ~ R zu einer Bilinearform
B:VxW—R

genau eine Bilinearform
BETVET X WO — R mit B (11 ®... Qv wy ® ... @ w,) = Hﬁ(vi,wi)

Beispiel 3.1.2. Die bilineare Abbildung
®: Endg(V) xV — V' vermoge (f,v) — f(v)
induziert eine entsprechende bilineare Abbildung auf den Tensorpotenzen
®®": Endg(V)®" x V& — VO
mit ¥ (fi®..Qfr, 1 ®...0v,) = fi(v)®...® fr(v,)

Bemerkung 3.1.3. Sei #: V x W — M eine bilineare Abbildung und o € S,..
Dann gilt fiir zwei zerlegbare Tensoren v; ® ... ®v, € V und w1 ® ... @ w, € W®"
folgende Identitét:

e ®...QV,w V... R w,) :@@W(U-vl®...®vr,atw1®...®wr)
(Das beweist diese Identitéit auch fiir beliebige Tensoren aus V®" und W®".)
Beweis.

e ®...QV,w V... R w,)
cef(v,w)®...Q L(v,w,)
B(Ug-11,Wo-11) @ ... @ B(Vg-1p, Wo-1)

= B%Wp11® ... QUy1py Wy-11 @ ... ® Wy—1y)
= ﬂ®r(00v1®...®v,«,aow1®...®wr)
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Durch diese Bemerkung erhalten wir Folgendes:

Lemma 3.1.4. Zu jeder R-bilinearen Abbildung B: V x W — M existiert eine
R-bilineare Abbildung

S0 := 6®T|STVxSTW: S, VxSW — SM
mit S B(Ew®) = Blo,w)®"

3.2. Einige Berechnungen zu S, 3. Sei V ein freier R-Modul mit Basis by, ..., b,
und W ein freier R-Modul mit Basis ¢y, ..., c¢,. Weiter sei §: V x W — M eine
R-Bilinearform. Wir berechnen zuniichst einen Spezialfall von

S8 8. VxSW—S8.M

Beispiel 3.2.1. Seien b[a“ l)] € S,V und ¢¢" € S, W elementarsymmetrische Ten-
soren. Wir erhalten Folgendes

SBBEL ey = Y AT (e (08 @ @b, )
UEK“ ..... iy
= Z oe (ﬂ(bil,cl)(gil ®...®ﬂ(bil,cl)®il)
ocEK,y, ..., i

(ﬂ(bil,q) .. '/B(bz',,cl))[o‘(”)]

In dem Spezialfall M = R erhalten wir mit Hilfe der kanonischen Isomorphie
pr: R®" ~ R
l
laern] T
SOROSTﬁ (b (l’l)vc?):((ailv‘"»all H Zkv

Beispiel 3.2.2. Seien b[ o] e S V,c ) € S, W elementarsymmetrische Ten-

N7 ’ ]1 Jk

soren. Wir werden nun Srﬂ( fff’i’l)], golé“]’“;]) ausrechnen.
Wir setzen
Bl ®@...0b, =b,®...0b;, @b, ®...2;,
und

c'1®...®c’n::cjl®...®cj1<X>cjz(8>...<8>cj,C

und wir sehen

[a(rl)] [O‘(T k)]
S ﬁ( A ]1 ch)
= > Yo BT (e ®...®b,),0 e (| ®...®c,))
€K, iy o' EK i . 4k
= Z Z ﬁ( :7*11’617’*11)®"'®6( /0*1n7cla’*1n)
o€k, iy o' €Ky, gy
= Z > ®ﬁ bt 1)
0€K;,. iy 0'EK; ..,

In dem Spezialfall M = R erhalten wir mit Hilfe der kanonischen Isomorphie
pr: R®" ~ R

OR OSTB(b[Ol(er’) 7c£01£<7jkk)]) _ Z Z H ﬁ A J/ ld)

,,,,,



DER MULTIPLIKATIVE TRANSFER AUF DEM GROTHENDIECK-WITT-RING 29

Der Tensor

Z Z ®ﬁ Lty Cor1q) € M®"

ist offensichtlich ein symmetrlscher Tensor Aber wie sieht es aus, wenn wir

[e7e Xy,
g ﬁ(b[ ( lz;]’ L( Jkkﬂ) € S.M
durch Partitionen von r angeben moéchten? Dazu werden wir mit den in Unter-
abschnitt [[.2.7] eingefithrten erweiterten Partition arbeiten und den Begriff der
symmetrischen Tensoren so benutzen, wie wir es in Abschnitt in diesem Zu-

sammenhang erwéhnt haben.

Bemerkung 3.2.3. Seien bg?.(f’;l)] € SV, CEC:(TJ"]:] € S, W Basisvektoren.
[l ] r [a(r)] (@]
RO o BT DENED DI CEUSAL TN

3 (Blbisei) ® .. @ Blbiy, ez,))

vyerl
wobei
I'= {’y € Nixk 7€ P{r,l+k)7 Z Vst = Oé;-t und Z Vst = Oéz's}
1<s<l 1<t<k
Mit Hilfe der kanonischen Isomorphie ¢r: R®" ~ R erhalten wir dann:
[ n] [a/r, ] st
¥R O Sr(ﬁ) (bn-(uilz) ,le.(“;l) ) = Z H /6 S’C“ 7
~€ET ml: ! 1<s<l
1<Zt<k
Beweis. Vgl. hierzu [7]. d
Wir werden spéter noch einen Spezialfall mit o, ;) = o/(T K = (1,...,1) nach-

rechnen.

3.3. Einige wichtige Eigenschaften von S,3. Seien VW und M R-Moduln,
sei A eine R-Algebra, und sei 8: V x W — M eine R-Bilinearform. Dann gibt es
genau eine A-bilineare Abbildung

Ba:VOrAXWRrA— M®rA mit f4(v®a,w®b) = f(v,w) @ ab
Mit Hilfe der A-bilinearen Abbildung A4: A x A — A, die durch die Multiplikation
auf A gegeben ist, konnen wir 54 wie folgt darstellen:

Bai=pe A

Bemerkung 3.3.1. Sei §': V! x W — M’ eine weitere R-bilineare Abbildung,
dann ist offensichtlich

(B&F)a=Pa® )y
Bemerkung 3.3.2. Folgendes Diagramm ist kommutativ:
(‘97'6)145 ST(V|R) AR A x SI(W|R) AR A —— S,(MIR) ®R A

S, (Ba): Sr(V @r AlA) x S,(W @5 A|A) —— S.(M g A|A)

Wenn wir T3(V ® A) und TV ® A miteinander identifizieren, erhalten wir
insbesondere
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Lemma 3.3.3. Wir haben eine R-bilineare Abbildung
S,3: SV X S, W — S, M mit (S,8) 40", @%") = Ba (7, @)
fiir jede beliebige R-Algebra A und v € V @ A, € W Q A.

Sei V' = W. Eine Bilinearform 3: V x V — R werden wir symmetrisch nennen,
wenn

B(v,w) = B(w,v) fiir alle v,w eV

Bemerkung 3.3.4. Offensichtlich sind S,.3 (bzw. 8%") und 34 symmetrisch, wenn
[ symmetrisch ist.

Wir nennen eine Bilinearform 3: V x V — R nicht ausgeartet, wenn
\Illﬁ: V — V* vermoége v f(v,—)
Uh: V— V" vermoge w i+ B(—,w)
jeweils einen R-Isomorphismus beschreibt.

Bemerkung 3.3.5. Seien V; und V5 freie R-Moduln von endlichem Rang, A eine
R-Algebra und §;: V; x V; — R fiir i = 1,2 R-Bilinearformen.

(1) Sind £ und B2 nicht ausgeartet, so ist auch 7 ® (2 nicht ausgeartet.
(2) Ist By nicht ausgeartet, so ist auch ((1)4 nicht ausgeartet.

Beweis. Fiir (1) und (2) siche z.B. |5, Chapter I, §5]. O

Die kanonische R-bilineare Abbildung
TVW VW — (V@W)

induziert eine R-bilineare Abbildung S,7myw: S,V x S, W — S.(V @ W) bzw.
eine R-lineare Abbildung

S,y SV @S W — S.(Ve W)
Dies ist gerade die R-lineare Abbildung, die von der Isomorphie
TRV @ TpW ~TRr(V @ W)
induziert wird; folglich ist ¢g, ., injektiv.

Bemerkung 3.3.6. Die R-bilineare Abbildung S,.5 faktorisiert wie folgt:

SV xS, W —2P g

S(Vew) 9, g M

Bemerkung 3.3.7. Seien V', W’ und M’ weitere R-Moduln, und sei §': V'’ x
W' — M’ eine R-bilineare Abbildung. Dann faktorisiert die R-bilineare Abbildung
S8 ® S,.3 wie folgt:

S B®S.B:8. VeSSV xSWeSW ——— SSM®S.M

Sr(BeF): S(VeV)xS,(WeW') —— S.(Me M)

3.4. Symmetrische Tensoren iiber Algebren. Sei A eine R-Algebra. Dann ope-
riert die symmetrische Gruppe S,., wie wir in Abschnitt gesehen haben, auf 7" A.

Srﬂvwl
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3.4.1. Der S,.A-Modul S,V. Sei V ein A-Modul. Dann ist V' insbesondere ein R-
Modul, und durch die Skalarmultiplikation

AXxV —V vermoge a,v — av

ist eine R-bilineare Abbildung gegeben. Diese kénnen wir wie in Abschnitt
fortsetzen und erhalten eine bilineare Abbildung

A®r><v®r N V®T
a1 RX®.. 00,1 Q.. 00, +— a1 Q... av,

Sei z € A®" und z € V®", dann ist nach Bemerkung zx €S, V, falls z € S, A
und x € S, V. Damit erhalten wir eine Abbildung

SrA xS,V — S.V vermoge z,r — zx

Wir haben also eine S, A-Modul-Struktur auf S,V gegeben.
Seien W, M ebenfalls A-Moduln.

Bemerkung 3.4.1. Sei f: V — W eine A-lineare Abbildung bzw. 5: VxW —
M eine A-bilineare Abbildung. Dann ist die Abbildung

Spf: SV — S W bzw. S.8:85.VxSW —S5M
S, A-linear bzw. S, A-bilinear.
3.4.2. Die R-Algebra S, A. Durch die Multiplikation
Ax A— A vermoége a,b— ab

ist eine R-bilineare Abbildung gegeben. Wir werden sie wie im letzten Unterab-
schnitt auf S, A fortsetzen und sehen eine R-bilineare Abbildung

SrA X S.A— S, A vermodge a,b+— ab

Wir haben also durch die Multiplikation auf T A auch eine R-Algebra-Struktur auf
SrA gegeben mit 1g 4 = lrra.

Ebenso wird Sy, , A fiir a(.;) € P(.1) durch komponentenweise Multiplikation
zu einer R-Algebra. S, , A ist nicht nur eine R-Algebra, es ldsst sich bereits aus
der Definition

r A\Sa r -
S"‘(»«,Z)A = (II"A)™ o D (11 A)S =S, A

erkennen, dass S, , A eine S, A-Algebra ist. Genauer ist S, A, als das Ten-
sorprodukt der Algebren S,, (i = 1,...,1), ebenfalls eine R-Algebra, die S,.A als

R-Unteralgebra enthélt. Wir kénnen die Spur-Abbildung dieser Algebren fiir belie-
bige [ > 1 definieren durch

SapnAd — SpA
ad®..@d — Z ke(a'®...@d) fira' €S, AG=1,...1)
KEK,

@(rl)
Im Fall [ = 2, ist dies genau die Abbildung 7T;;, die von der R-bilinearen Abbildung
SEpA X SiA — Sk A vermoge (x,y) — x*xy

induziert wird. Wir erhalten
Tir: SpA®SA — Sk A mit Tu(z@y)=x*y

(Diese Abbildungen konnen selbstversténdlich auch fiir R-Moduln statt fiir R-
Algebren definiert werden.)
In diesem Kontext kénnen wir Korollar 2:3.2] wie folgt formulieren:
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Satz 3.4.2. Sei B eine weitere R-Algebra und o1y € P ). Dann sind folgende
B-Algebren isomorph:

San(AIR)®@r B~ S, ,(A®r B|B)
Beweis. Diese Aussage folgt mit Hilfe von Satz [I.3.5] sofort aus Korollar 2:3:2] O
Hier noch ein Ergebnis fiir freie Algebren:
Lemma 3.4.3. Sei A frei von endlichem Rang, und seien 0 < 4, j. Dann haben wir
in Tt A folgende Inklusion von R-Unteralgebren:
SinAC(SiA® 197).8;, ;A
Beweis. Da S(; j)A = S;A® SjA ist, geniigt es zu zeigen, dass
197® S;A C (S;A®1%79) . 8, ;A
Wir werden zeigen, dass fiir jede freie R-Algebra A gilt
(x) 1%@@@®F %1977 ¢ ($,A21%9). 5, ;A firr€e Aund0<k<j
Da fiir jede beliebige R-Algebra B das Tensorprodukt A® B eine freie B-Algebra
ist, ist insbesondere
1®" 2% ¢ (S;{(A® B|B)®1%7) - S, j(A® B|B) firalez € A® B
Wir werden auch jetzt die beiden R-Algebren S,.(A ® B|B) und S, (A|R) ® B mit-

einander identifizieren und sehen
19 © 7% € (S;(A® B|B) ©1%7) - Siy j(A® B|B) = (S;A®1%7 - S, ;A) ® B
Damit folgt aus Satz sofort, dass
19" ® S;AC (S;A®1%7) - 5,1 ;A
Sei x € A. Wir zeigen (x), indem wir einen Induktionsbeweis nach k fithren.
Induktionsanfang: k=0
191 @ 197 = 1917 ¢ SivjAC (S;A® 1®j) - Siy; A
Induktionsvoraussetzung: Fiirn <k — 1 ist
1®i X (l‘®n * 1®j—n) c (SlA X 1®j)5i+j14
Induktionsschritt: (kK —1) — k
Wir kénnen den Tensor %%  197+7=% € G, A in folgende Summanden aufteilen:
k—1
(ac®k %191 F g 1®j) + Z(a@k—l % 18— (k=1 @ 181, 1®j—l) + <1®i ® F % 1®j—k)
=1
Wir gehen die Terme der Reihe nach durch. Der erste Term (z®% x 191=% @ 197 jst
offensichtlich ein Element aus (S;A ® 197) - S;,; A.
Auf den mittleren Term konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden.

(:C®kfl % 1®i7(k7l) ® SC®Z % 1®j*l) — (x®k7l " 1®if(kfl) ® 1®j) . (1®2 ® I’®l % 1®j*l)

Offensichtlich ist (z®*~! % 19=(k=0) & 197) € ;A ® 197 und nach der Induktions-
voraussetzung ist (127 @ 2® % 19971) € (9,4 ® 197)S;; A.
Also ist auch
k-1
2Ok 4 (®@iti—k _ (($®k £ 1917k ©187) 1§ (28 « 1911 g @k 4 1®j+l—k)>
=1

~

_ (1®i ® .’17®k % 1®j—k) e (SZA ® 1®j)5i+jA
U
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3.5. Symmetrische Tensoren iiber besonderen Ringen. Sei A = II?R und
e1,...,eq die orthogonalen Idempotente mit Z?:l e; = 1.
3.5.1. Die Algebra Sq(I1’R). In Abschnitt haben wir gezeigt, dass
~ [o(r,]
S, A~ . e "R

((il)"'7il):a(r,l))eBr,d
Mit Hilfe von Lemma kann man schnell verifizieren, dass es sich bei den
eg(ll‘(f’;l’] € S, A um orthogonale Idempotente handelt. Aus Bemerkung folgt
dann, dass es durch diese Basis moglich ist, das Einselement wie folgt darzustellen:

d o

o =(Ne)7= Yy

i=1 ((F1,5%1), 7 1 )EBr 4

(Natiirlich ist 140» = 1g,4. Wir fithren den Index nur mit, wenn wir die entspre-
chende Zerlegung des Einselementes kenntlich machen wollen.)
Wir werden diese Schreibweise nun etwas abdndern, damit wir spater einfacher
damit umgehen konnen. Wir sagen
A en]
E = {eil

iy

((i1, . i), o)) € Br,d}

Die einzelnen Elemente E € &, sind orthogonale Idempotente mit ) ;. e B =1,
und wir sehen
S, A~ P ES,A
Ecé&,

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass fiir jede Partition a(, ;) € Py
die R-Algebra S, A eine Unteralgebra von S, , , A ist. Wir werden uns auch hier
mit dem Spezialfall A = II?R beschiftigen. Allgemein kénnen wir das Einselement
der Algebra S A wie folgt angeben:

a(r,1)

15““(7“,1)"4:1S'11A®"'®1SalA: Z Z E1®®El
Ei€€a, Ei€&q,

Dabei sind die F; ® ... ® E; nach Bemerkung orthogonale Idempotente in
Sagn A
Bemerkung 3.5.1.

SaonA = @B - P E1o...0E-Sa,,A

E1€€a, Ei€&y,

@ EB F19...9FE-R

Elegal Ele&,l

Sei nun 7 = d, und seien

Ei=eevmlcg o4 g = el cg g

11101k, 11Uk
Wir definieren
[Vll ces Y1k see s Vlk ]
E:=e¢ .70 YeSA

111 Bk -l
als den elementarsymmetrische Tensor, der von den (im Allgemeinen nicht paar-
weise verschiedenen) idempotenten Elementen e;,,,..., €, ;.- €iy,--- iy, €A
erzeugt wird. (Die einzelnen e; treten dabei selbstversténdlich in der vorgegebenen
Anzahl auf.)
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Bemerkung 3.5.2. Sei eg.?,(f’;l)] € S3A. Aus Bemerkung folgt sofort, dass

[0‘(7-,1)] _
[ARER7] =E

Fi®..9F - ¢
! : 0 sonst

1107

o] _ { Fi1®...E fallse

Insbesondereist EFi®...9E - E=FE ®...® E; € A®".
Offensichtlich ist
E1®...®Elsa(ryl)A:E1®...®E1R:E1®...®E1Sdz4

3.5.2. Symmetrische Tensoren tiber einem Modul dber TIR. Sei in diesem Ab-
schnitt V ein freier A-Modul mit Basis bq,...,b,, dann ist V auch ein R-Modul
mit R-Basis
ejbi 1§Z§’n,1§j§d
Da A=@, &R, ist V=@, eV als R-Modul.
Um S, (V|R) besser verstehen zu kénnen, iiberlegen wir zunéchst

TEV = @ (bilejl ® Tt ® birejT)R

1<i1..ip<n
15514, <d

Aus der Zerlegung des Einselements in S;(A|R) folgt eine Zerlegung von Sq(V|R)
in eine direkte Summe
S.(V|R) = aonlg (VIR
~(VIR) = @ €y Or( |R)
((ilauwil)aa(r,l))EB(T,Z)

[1,...,1]

Bemerkung 3.5.3. Dae; 7" € S, A ein idempotentes Element ist, gilt

v e el 1]S,«(V\R) genau dann, wenn v € S.(V|R) mit e[i’.i:',’rl}v =

11...ir )

Lemma 3.5.4. Seie,;, ...eg?(”)] € S, A ein elementarsymmetrischer Tensor, dann

gilt
ey e S V2 S, (60 V) ® ... ® Suy(eq V)
Beweis. Aus Korollar wissen wir, dass

Sr<é§eiV) :éa @ Sy e Ve...08, eV
i=1

=1 Y& »)€EPw1
1<ip<--<iy<n

Wir haben ausgerechnet, dass

SvleilV ®R...Q S%eilV ~ @ K e ((eil V)@’Yl ®...Q (eil V)®'Yl)
KEK’\/(’V‘,Z)

Nun sehen wir, dass der einzige Untermodul, der durch die Multiplikation mit

€ip - ) picht annulliert wird, der Modul S, (€;, V) ®...® Sq,(e;, V) ist (vgl.

K3

Bemerkllmg 1.5.2)). O

Sei W ein weiterer A-Modul mit Basis ¢1,...,¢,, und 8: V. x W — M eine
A-bilineare Abbildung in ein A-Modul M. Wir haben schon gesehen, wie wir 5 zu
einer bilinearen Abbildung

SrB: S,V xSW — S5.M

fortsetzen kénnen.
Wir moéchten nun, wie bereits in Abschnitt angekiindigt, S,.3 auf zwei sehr
speziellen Elementen ausrechnen.
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Beispiel 3.5.5. Seien
e1b;, ...erbgi’“"l],elcjl .. .ercg-lr""’l] €S,V
mit 1< ip,.nyip <0yl < jisenn,jr < m.
Sr(B) (elbil . erbgi"”’l], e1cj, - - .e,«cg-lr""’l])

= per (elbil .. .erbgi"“’l], €icj, ... € c[.l""’l])

" r
= Z Z BE (o e (e1hi, ® ... @ exb;,), 0" o (e1¢, @ ... @ ercy,))
oc€S, 0'ES,
= Z Z 60711601711ﬁ(b071i1,Ca/fljl) ®...Q0 eo.—lrea./—lrﬁ(bo.—ll'r7 Ca./—ljr)
0ES, 0'ES,
= Z 60—11ﬁ(b0—1i1 5 coﬁlj]) ®X...Q eU*ITﬁ(bU*IiM chljr)
cES,
— Z erlﬁ(bil,cj‘l)®.~-®erﬁ(bir7cjr)
ceS,

= 616(611,%'1) .. 'erﬂ(biﬂcjr)[l"“’l]
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4. DIE NORM VON MODULN UND SYMMETRISCHEN BILINEARFORMEN

Seien V und W freie R-Moduln von endlichem Rang, und sei A eine freie R-
Algebra von endlichem Rang. Wir werden von nun an die beiden R-Moduln

S (V®A) und S,V®A

iiber die in Korollar gezeigte kanonische Isomorphie miteinander identifizieren.
Das hat unter anderem zur Folge, dass wir in Zukunft auch zwei Abbildungen als
gleich ansehen, wenn sie sich nur um diese kanonische Isomorphie unterscheiden.

4.1. Ein Algebra-Homomorphismus fiir symmetrische Tensoren. Ziel die-
ses Abschnittes ist es, einen Homomorphismus anzugeben, mit dessen Hilfe wir
spéter die Norm eines Vektorraumes beschreiben kénnen.

Wir werden uns in diesem Abschnitt verstirkt mit End(V) beschéftigen und
werden deshalb einige abkiirzende Notationen einfiithren. Fiir einen elementarsym-

metrischen Tensor f ... fl[a”’”] € S(End(V)) und v1 ® ... ® v, € V& schreiben
wir
o e v e @) = > (mf{@al ®...®fl®“l)(v1 ®...0v)

NEKO‘(T,Z)

Fiir zwei zerlegbare Tensoren f; ® ... ® f. € End(V)®" und vy A -+ Av,. € A"V
schreiben wir

fr@ @ frvr Ao Avp) = fi(vr) A A fr(or)
bzw.

Froo £l g nn) = 30 (/ioff@al®...®fl®al)(vl/\~-~/\vr)

neKag,

Wir kommen nun zu der vorhin angekiindigten Abbildung.

Lemma 4.1.1. Folgende Abbildungsvorschrift fir elementarsymmetrische Tenso-
ren fleenl € S (Endg(V)) definiert einen Algebra-Homomorphismus:

or: Sp(Endr(V)) — Endg(AR(V))
fro ool ((m Ao Avp) e fro FEO A vr))
Beweis. Fiir r = 0,1 ist dies offensichtlich.

Sei r > 2. Die linearen Abbildungen & (siehe Beispiel , ts und 7y fithren

uns zu folgendem kommutativen Diagramm:

End(V)®r @ V& —2 yer

LS®idV®TT lﬂ'/\

S, (End(V)) @ VE" — ATV

Wir setzen 9, := mp 0 ® o (tg ® idyer) und iiberpriifen nun, ob g, wie gewiinscht
faktorisiert:

Sy (End(V)) @ V& 2 ATV

S, (End(V)) @ AV ——— A"V

idST(End(V))®TI'AJ(

Sei fi... fl[a(“”] =: flewl € S, (End(V)) ein elementarsymmetrischer Tensor und
V1 ® - -+ ® v, ein Erzeuger von Iy mit v; = v; fiir ein Paar (¢,j) mit ¢ # j. Wir



DER MULTIPLIKATIVE TRANSFER AUF DEM GROTHENDIECK-WITT-RING 37

betrachten die Komposition 7 := 7y; o 79;. Es ist klar, dass 7 e f[a<"'>] = f["‘w')]. Mit
72 = id erhalten wir nach Bemerkung m
fleoly @, 0@v,) = (refltol(ne...0uv,)

= B(refltmlgre(v®...®v,))
ol ® ... v,

Also kénnen wir uns auf den Fall (v @ v @ v3 @ ... ® v,) € VO beschréinken.
Nach Bemerkung ist f®f ein Erzeuger von So V. Also erzeugen die Tensoren

fRfRg®...0g, mit f€End(V) und g3®...® g, € End(V)® 2
den Untermodul S5V ® End(V)®"=2 C End(V)®". Es ist
fW)@fv)®gs3(v3) ®...Q gr(v,) =0 mod Ty

Wir benutzen die Inklusion So(End V) @ End(V)®7=2 > S, (End V) aus Beispiel
und sehen, dass das Gleiche auch fiir beliebiges fl*™! € S, (End(V)) gelten
muss.

Folglich wird jedes Element aus Iy durch ein Element fl*®l € S,.(EndV) auf
ein Element aus I, abgebildet, und die Abbildung

or: Sr(End(V)) — End(A"V)
ist wohldefiniert. O
Korollar 4.1.2.

(1) Wir haben einen Algebra-Homomorphismus
0r: SpA — Endgr(A"A)
mit a®" —s ((vl/\o-o/\vr)»—>ar(v1/\-~/\’ur)) firaeR

(2) Sei V frei vom Rang n, dann induziert o, einen Algebra-Homomorphismus
v: Sp(End(V)) — R mit " —— det(f) fir f € End(V)
Beweis. Die Existenz folgt in beiden Fillen recht schnell aus Lemma [£.11]
(1) Mit Hilfe des Algebra-Homomorphismus A, aus Bemerkung kénnen wir
or wie folgt angeben:
57” = 0r© Sr)\o

mit
. ~- o] [(rp)]
Sr(Ae): Sp(A) — S, (End(A)) vermdge a;, ...a;, " — Aai, "'/\aiz( D

(2) Benutzen wir die Isomorphie §: End(A"V) — R aus Abschnitt dann
ist v = g, 0 §. Offensichtlich ist v(f®") = det(f). O

Alle drei Homomorphismen, die wir in diesem Abschnitt eingefiihrt haben, un-
terliegen natiirlich der Eindeutigkeitsaussage, die wir in Satz (bzw. dem an-
schliefenden Korollar) formuliert haben.

4.2. Die Norm eines Moduls. Sei R ein Ring und A eine R-Algebra. Mit
Ni:A—R vermoge Np(z) = det(),) firze A

bezeichnen wir die Algebren-Norm von A {iber R. Wenn aus dem Kontext eindeutig

hervorgeht, um welche Ringe es sich handelt, werden wir auch N statt N ﬁ schreiben.

Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes werden wir A als frei vom Rang n vor-
aussetzen.

Lemma 4.2.1. Wir haben einen R-Algebra-Homomorphismus
va: SyA— R mit va(a®") = Np(a) fir alle a € A



DER MULTIPLIKATIVE TRANSFER AUF DEM GROTHENDIECK-WITT-RING 38

Beweis. Die Existenz folgt - dhnlich wie Korollar - aus dem folgenden Dia-
gramm:

A
S, A R, R

Sn()\o)l 5T:

S, (End(A)) —2— End(A™A)
wobei ¢: End(A"A) — R die Isomorphie aus Abschnitt ist.
Es gilt: v (a®") = v(A&") = det(\,) = N5 (a) O

Lemma 4.2.2. [st B eine weitere R-Algebra, dann kommutiert das folgende Dia-
gramm:
va®B. S, (A®g B|B) —— B

(Vﬁ)B: S”(A|R) RRr B —— B
Insbesondere ist

A®B:(

Vp A)

VR)B

(e}
CLE (n,0))

Beweis. Seiay ... € S, A ein elementarsymmetrischer Tensor, dann ist

Sn(A|R)® B3 ay . ..aE‘“(""’] ®l=a;®1...qy @ 1%l € S, (A® B|B)

Aufgrund der universellen Eigenschaft von (v4)p geniigt es, sich davon zu iiberzeu-
gen, dass

via(ay ... aEa("’”]) = Vg®B(a1 ®1...q; @10l
Das lasst sich leicht nachrechnen. O

Wir kénnen nun folgenden zentralen Satz formulieren:

Satz 4.2.3. Sei A eine freie R-Algebra von Rang n. Dann haben wir einen eindeu-
tigen R-Algebra-Homomorphismus

va: S,A— R

(va)p(@®") = Ni®P (@) fiir jede R-Algebra B und a € A® B.

Beweis. Die Existenz haben wir durch Lemma [4.2.1) und Lemma [4.2.2| geklart.
Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma 4.2.2|, denn nach Satz|2.5.2|ist 1/1’% die einzige
Abbildung mit

(va)p(@®") = va®P@®") = Nj®P@)  fiir jede R-Algebra Bund @ € A® B
0

Sei V ein freier A-Modul von endlichem Rang. Wir werden V' als R-Modul anse-
hen und wollen uns nun mit der S,, A-Modulstruktur von S,,V auseinandersetzen.
Den R-Modul

NE(V) =S, (VIR) ®s, (ajr) R
werden wir die Norm des Moduls V nennen. Dabei sehen wir R via vg als S, A-
Modul an. Wenn aus dem Kontext eindeutig hervorgeht, um welche Ringe es sich

handelt, werden wir auch N(V) statt N4(V) schreiben. Wie wir leicht sehen,
kénnen wir den A-Modul V' in den R-Modul A/(V') abbilden durch

iv: V. — NZ(V) vermédge v — v®4 @1
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Es ist offensichtlich N3 (A) ~ R. Ist a®" € S, A und vl...vl[a("’”] € S,V ein
elementarsymmetrischer Tensor, so gilt
avy ... avl[a("’”] ®@1=(a®"-v.. .vl[a("’”]) @l=wv... vl[a("’”] ® N(a)
Funktoriell gesehen ist die Norm N als Komposition der beiden Funktoren
(— ®s,4 R)o(Sn—)

ein Funktor von der Kategorie der A-Moduln in die Kategorie der R-Moduln.
Wie man schnell sieht, respektiert die Norm einen Grundringwechsel.

Bemerkung 4.2.4. Sei B eine R-Algebra. Wir haben folgende kanonische B-Iso-
morphie:

(Sn(VIR) ®s,(air) R) @ B —  (Su(VIR) ®r B) ®(s,,(aR)9x5) (R @R B)
vermoge (v ... vl[a“"”] ®a)®@b — (vq... vl[a("’”] ®1)® (a®b)
fir a € R, b € B und elementarsymmetrische Tensoren v; ... vl[a("‘”] € S,(V|R).
Damit kénnen wir folgenden Satz beweisen:

Satz 4.2.5. Sei A eine freie R-Algebra vom Rang n, B eine beliebige R-Algebra
und V' ein freier A-Modul von endlichem Rang. Dann haben wir eine kanonische
B-Isomorphie

NG®B(VeB) ~ NA(V)®@rB
vermdge ((v1 @by)... (v ® b)leenl g 1) — (vr... vl[a(“”] ®1) @b b
fiir elementarsymmetrische Tensoren (v;®b1) ... (v,@b)l*ele1 € Na®B(VeB).
Beweis. Aus der letzten Bemerkung [£:2.4] folgt:
NE®P(V@rB) = Su(V ®r B|B) ®s,(aprn5) B

= (Su(VIR)®r B) @s,(aimern) (ROr B)

~ (S,(V|R) ®s,ar) R) ®r B

= NE(V)orB

Wie man sieht, wird ein elementarsymmetrischer Tensor wie gewiinscht abgebildet.
O

Wir werden in Zukunft die beiden R-Moduln aus dem letzten Satz miteinander
identifizieren und kénnen nun eine wichtige Aussage fiir die Norm einer A-linearen
Abbildung formulieren.

Satz 4.2.6. Sei A eine freie R-Algebra vom Rang n, W ein beliebiger A-Modul
und V' ein freier A-Modul von endlichem Rang. Zu jeder A-linearen Abbildung
ffV—w
gibt es genau eine R-lineare Abbildung
NEf NE(V) — NG (W)
mit
NEHe@E® ©1) = @) ®1 eNL®P(W @ B)

fiir jede R-Algebra B und v € V & B.
Insbesondere ist

N £ =NE®P fp
Ist f ein Isomorphismus, dann ist es auch N'(f).
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Beweis. Wir setzen
Nif=S,(fIR)r viavi: S,A— R

Die Eindeutigkeitsaussage ist eine Umformulierung der Eindeutigkeitsaussage
iiber S, f aus Satz[2.5.4 mittels der universellen Eigenschaft des Grundringwechsels.
Die Aussage iiber die Isomorphie folgt ebenfalls mittels der universellen Eigen-
schaft des Grundringwechsels aus Satz O

Korollar 4.2.7. Insbesondere gibt es zu jeder A-Linearform f:V — A genau
eine R-Linearform
NEfNE(V) — R
mat
NEf)B (®*" ®1) = Na®B(fp(0)) fir jede R-Algebra B und v e V ® B

denn, wie wir bereits wissen, ist NS@’B(A ® B) ~ B.

4.3. Die Norm spezieller Moduln. Sei A = II?R, und seien ey, . .., eq die ortho-
gonalen Idempotente ey, ..., eq mit Zgzl e; = 1. Weiter sei V ein freier A-Modul
vom Rang n.

4.3.1. Die Norm der Algebra TI?R. Wir werden uns nun iiberlegen, wie der Kern

von Vé aussieht. Dazu schauen wir uns die Komposition der beiden Abbildungen

0r: S;A— End(A"A) und 6: End(A"A) — R
etwas genauer an. Wie wir wissen, ist Z/é =0 04.

Lemma 4.3.1. Sei a1y € P, eine Partition von r. Dann ist

oty

400, (ei1 7777 z]z) #0 genau dann, wenn 1 =d und agg = (1,...,1)

Insbesondere ist Vﬁ(e[ll.f:d"”) =1.

Beweis. Sei o) = (u,...,q;). Dann sind nach Bemerkung die einzigen

Tensoren in V®", die nicht von g, (e[o‘(mﬂ

i u) annulliert werden, von der Form

ke (e?ial ®...® e%‘”) mit £ € Ko ()

Sei ohne Einschrénkung i1 < --- < 4;. Dann ist der einzige Tensor in A" A, der nicht
[a(r,l)]

von g, (eA

i1 iz) annulliert wird, der Tensor

A A
ﬂ'A(e%al ®...® ef?“’) =ep M Ao Ney™

Dieser ist genau dann gleich Null in A" A, wenn (aq,...,aq) # (1,...,1).
Ist d < r, so wissen wir, dass A" A = 0 ist.
(1,..

Fiir d > r gibt es zu jedem Tensor e; "

AT A, so dass

'i’rl] € S, A ein Basiselement e;, A---Ae;j, €

el

e N Ae, 0

Insbesondere ist der Endomorphismus o, (e[-l""’l]

i) kein Isomorphismus, und die De-
terminante, die man fiir das Ergebnis unter der Isomorphie § berechnen muss, ist
Null.

1

Ist d = r, dann bildet §d(el_f'_;i"1]) den einzigen Basisvektor

e1N---Neg

auf sich ab. Es ist die Identitit auf A?A, damit ist §d(e[11.fi;i"1]) ein Isomorphismus,

und wir haben unter ¢ das Ergebnis ¢ o Ed(e[ll.f:;i"l]) =1. O
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In dieser Situation ist

d
SiA=@ @ LoV

=1 Q(d,1) E'P(dyl)
1<ip << <d

und damit
N(A) = SsA@g,a R=el" R~ R

Dadurch sehen wir, dass Blld(l/R) C R alleine durch die Unteralgebra e[ll,f:;i"l] R in
SqA bestimmt wird. Insbesondere haben wir fiir das Einselement in AV/(A)

vy =lgael=e""ot

4.3.2. Die Norm eines freien Moduls iber TI*R. Wir werden uns in diesem Unter-
abschnitt mit einem Satz beschéftigen, der im weiteren Verlauf eine zentrale Rolle
einnehmen wird.

Satz 4.3.2. Sei A =1II?R, und seien ey, ..., eq die orthogonalen Idempotente mit
25:1 e; = 1. Weiter sei V ein freier A-Modul vom Rang n. Dann haben wir fol-
genden R-Isomorphismus

NI?(V) —e1V®p...0reqV mit 12?1 @1 —ev®...Qequ firveV

Insbesondere ist N4(V) ein R-Modul vom Rang d".

Der Beweis bedarf einiger Vorbereitung, doch einen groflen Teil davon haben wir
schon in Abschnitt [3.5.2] geleistet. Wir iiberlegen uns jetzt, wie die (Unter-)Moduln

e[ad y .S,V C e[ad l] - V®4 qussehen.

11 Zl

Lemma 4.3.3. Sez 1<iqp...4 <d.

(1) e[ll,?:;i"l]sd(V\R) Rs,arpy B~ eVRgr...0rpeV
vermoge elb' ...€q b[-l"”’l] ®1 —— eb; ®...0eqb;,
fiir e1b;, .. edb[ -l e e 1]S (VIR)
(2) IS (VIR) ®@s,am B = 0 falls gy # (L,...,1)
Beweis. Sei x € ei?.(f"l;ll)]Sd(V|R). Dann ist nach Bemerkung
[a(d,l)] r=x

i1

Nach Lemma ist v(e; Lo -(le)]) = 0 und damit:

e[a(d l)]x® 1=z ® (e £a(d z)]) -0

(1) Dies folgt unmittelbar aus Lemma [3.5.4 u Man kann sich die Aussage aber auch
wie folgt tiberlegen:
Wir kénnen jeden Tensor aus e1 y ]Sd(V|R) darstellen durch

e[lljié’l]x mit = € Sy(V|R)

Aus Bemerkung wissen wir, dass wir jeden symmetrischen Tensor aus Sq(V|R)
als Linearkombination der folgenden Tensoren schreiben koénnen:

einby e b0 mit 1<y i <dy 1< g1 < nound gy € Pl

LA ]!

Der Bemerkung [T.5.2] kénnen wir entnehmen, dass die einzigen Basiselemente von
Sr(V|R), die durch die Multiplikation mit 6[1 "'Ui’l] nicht annulliert werden, von der
folgenden Form sind:

erby, ... el e el s (VIR)
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Fiir diese Tensoren ist nach Bemerkung|3.5.3
(el ) (exbyy - eabll ) = eabyy bl

und nach Bemerkung gilt Vﬁ(e[llf::"dl]) = 1. Damit kann die R-Isomorphie wie
folgt angegeben werden:

S, (VIR) @syam R =~ elV®r...QpeaV
e1b;, .. .edbi’“"” ®1 — e1b; @...Qeqby,
]

Wie dem Beweis zu Lemma leicht zu entnehmen ist, kénnen wir zu jedem
o € S, eine entsprechende Isomorphie angeben:

e Sa(VIR) @syaim) R~ ealV & ... @ eqaV
Insbesondere bilden die Vektoren

eibiy -.ceabl N @1 mit i, .. ig € {1, n)
eine R-Basis von N4 (V).

Nun folgt der ausstehende Beweis sehr schnell.

Beweis. (von Satz [4.3.2)

SaV ®g,4 R Pemd ( @ eE?_(_‘f;ll)]SdV> ®s,4 R
((41,--581),00(a,1) ) EBa,

_ @ ( (J/(d l)]SdV ®SdA R)
((41,s81),00(a,1) ) EBa

L
emmf:am Ve eV

Sei v = Y7 | a;b; € V. Wir rechnen nun nach, was mit dem Element ¥4 ®1 e
N (V) unter diesem Isomorphismus geschieht. Nach Lemma [4.3.3|(2) ist

n d
®d
v®d ®1= (ZZaibiej) ®1= Z 61bi1ai1 . 6dbzd Ed 1] ®1

i=1 j=1 1<i1,...ig<n
und
n n
e1VR...QReqv = E elbilail®...® E elbidaid = E elbilail®...®elbidaid
i1=1 ig=1 1<i1,...,44<n

Wie wir schon gesehen haben, bildet der Isomorphismus aus Lemma [4.3.3(|1)) diese
beiden Elemente aufeinander ab.

i

1]
61bi1ai1 . edbld ia ®1 <—>elbi1ai1 ®...®€1bidaid

O

Korollar 4.3.4. Sei W ein weiterer freier A-Modul von endlichem Rang. Dann ist

NIQ(V@)AW) ~ N,‘?(V)@RN;-?(W)
mit (vewW)®? el — Ee1)e W% ®l) firveV,weW
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Beweis. Aus dem letzten Lemma folgt

NEV @4 W) ~ er(VoaW)®g...0rea(VoaW)

Bem L.51 (e1V@re1W)®pr ... R0r (eqaV @p egW)

~ (61V®R...®R€dV) ®R(61W®R...®R6dW)
~  NR(V)@rNE(W)
Folgt man den einzelnen Isomorphismen, dann sieht man, dass ein Element

(vew)®?®1e NGV ®4 W) offensichtlich wie erwartet abgebildet wird. O

4.4. Die Norm im Falle einer separablen Algebra. Sei L eine separable K-
Algebra der Dimension d, V ein freier L-Modul vom Rang n und F|K die Galoiser-
weiterung, die wir in Unterabschnitt eingefithrt haben. Wir werden in diesem
Abschnitt die beiden F-Algebren II?F und L ® x F miteinander identifizieren.

Bemerkung 4.4.1. V ®g F ist ein freier L ® ¢ F-Modul vom Rang n.

Beweis. Ist by,...,b, eine K-Basis von L, dann ist by ® 1,...,b, ® 1 eine L Qi F-
Basis von V @ F. O

Satz 4.4.2. Sei L eine separable K-Algebra der Dimension d und V ein freier
L-Modul vom Rang n. Sei F|K die bereits erwihnte Galoiserweiterung, und seien
e1,...,eq € IF die orthogonalen Idempotente mit Z?:l e; = 1. Dann haben wir
eine kanonische F-Isomorphie

NI%(V)(@KF ~ 61(V®KF)®F...®F€d(V®KF)
mit (W¥421)01 — wel)...Qevel) firveV

Insbesondere ist NE(V) ein K-Vektorraum der Dimension d™.

Beweis. Esist L&y F' = II"F. Nach Bemerkung ist Vg F ein freier L F-
Modul. Wie wir sehen, folgt aus Satz dass

NE(WV) @k F~ NET(V @k F) = NF F(V @k F)
damit kénnen wir Satz anwenden, um zu sehen, dass
NEFW o F)~e(VOg F)®p...0r eq(V @k F)

wobei e, ..., eq € I?F die orthogonalen Idempotente sind.

Um zu verifizieren, dass das Element (v2?®1)®1 € NE(V)®@x F wie gefordert
abgebildet wird, miissen wir nur den Isomorphismen aus Satz und Satz
folgen.

Kommen wir nun zur Dimension dieses K-Vektorraumes. Wir wissen aus Unter-

abschnitt [I.3.1] dass
dimg NE(V) = dimp (NVE(V) @k F) = dimp (VFF (V@ F))

Nach Bemerkung ist V ®k F ein freier L Qg F-Modul vom Rang n. Damit
folgt sofort, dass der K-Vektorraum A% (V) die Dimension d" hat. O

Sei G die Galoisgruppe von F|K (vgl. Unterabschnitt [1.5.3]). Wir wissen, dass
die Invarianten unter der Galoisoperation in N5 (V) ® x F genau die Tensoren der
folgenden Form sind:

ER1ENE(V)ox F mit £ € NE(V)
Bemerkung 4.4.3. Die Isomorphie
NEV)@x F =~ NEP<E(V @ F) = Sa(V @1, FIF) ®s,(Loxrir) F

ist vertréiglich mit der Galoisoperation, die von G auf beide Rdume induziert wird.
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Satz 4.4.4. Sei L eine separable K-Algebra der Dimension d, und seien V. W freie
L-Moduln von endlichem Rang. Dann ist

Ng(VeLW) =~ Ng(V)ox Ng(W)
Beweis. Wir konnen die Situation durch folgendes Diagramm veranschaulichen:
Ng(V oL w) — Ng(V) @k Ng(W)

| |

WEV @ W) o F)) 2 (WE(V) @k NE(W)) @k F)°

NEWV@LW)oxg F —— (NE(V) @k F)@p (NE(W) @k F)

~ ~

NEEE Qrexr) W) —— NEEEWY @p NEEE (W)

~ ~

®f:1 ei(V' @uexrm W) — (@?:1 €z‘V’) ®F (®?:1 eiW/)

Dabei sind ey, ..., eq die orthogonalen Idempotente aus II%F mit Z?Zl e; = 1 und
wir setzen V' :==V Qg F bzw. W/ := W Qg F.
Wir miissen uns nun iiberlegen, dass alle Isomorphismen die Operation der Ga-
loisgruppe respektieren. Fiir die Isomorphie
d

Qei(V' Owawm W) = (éeiV’) ®r (é)eiW/)
i=1 i=1

i=1

ist es offensichtlich. Dass die Operation die beiden Isomorphismen
NEV@LW)or F ~ NEEF(Veg W)ek F)
~ NEEE((V ok F) ®weer) (W @k F))
und
WE(V) @k F) @p (NEW) @k F) = Ng®<F(V @k F) @p NE2<T (W @k F)

respektiert, folgt aus der letzten Bemerkung. Wir miissen uns also nur noch mit
der Isomorphie

NFI:@KF(V Rk F)~e1(VRg F)®...Qeq(V kg F)
beschéftigen. Da

N;‘@KF(V RK F) ~eq.. .egl’""l]sd(v QK F|F) Sy (LOK F|F) F

ist, ldsst sich die Vertriglichkeit in diesem Fall anhand der in Lemma [4.3.3)(1)
angegebenen Isomorphie nachrechnen. O

4.5. Die Norm einer bilinearen Abbildung. Sei R ein Ring, A eine freie R-
Algebra vom Rang n und 8': V x W — A eine Bilinearform auf den A-Moduln
V,W. Wie wir bereits in Abschnitt [I.2] gesehen haben, kénnen wir die A-Linearform
wg: V®a W — A zu einer R-Linearform

N(pg): NV@a W) — R mit (v@w)*" @1+ N(§'(v,w))
fiir v € V,w € W fortsetzten. Wir werden nun sehen, dass es auch moglich ist, diese

Fortsetzung R-bilinear auf den Normen der A-Moduln V,W zu definieren. Dabei
gehen wir zunéchst etwas allgemeiner vor.
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Sei M ein weiterer A-Modul und 3: V x W — M eine R-bilineare Abbildung.
Man erinnere sich an die bilineare Abbildung

SpB: SRV x SyW — S, M
aus Satz und an die Abbildung v4: S, A — R aus Satz Wir betrachten
(SnB)r: (S,V Xs,A R) x (S, W XS, A R) — (S, M XS, A R)
und erhalten dadurch eine bilineare Abbildung
NEB: N (W) x Nig (V) — N (M)

die auf der Norm N3 (V) des Moduls V definiert ist. Diese bilineare Abbildung
werden wir die Norm der bilinearen Abbildung 3 nennen. Geht aus dem Kontext
hervor, um welche Ringe es sich handelt, so schreiben wir manchmal auch N3
anstatt N7 3.

N(V) x N(W) NB N(M)
(SnV @s,4 R) x (SuW @5,4 B) 208 8, M &g, 4 R

Bemerkung 4.5.1. Der injektive Homomorphismus S,V ® S, W — S,.(V @ W)
induziert einen injektiven Homomorphismus

NV)QNW) — NV QW)
und @g faktorisiert wie folgt:

NV)QNW) 2225 N(M)

l H

NVew) 2 narn

Wir kénnen die bis hierhin erarbeiteten Ergebnisse in folgendem Satz zusam-
menfassen:

Satz 4.5.2. Sei A eine freie R-Algebra vom Rang n, und seien V,W A-Moduln. Zu
jeder A-bilinearen Abbildung B:V x W — M gibt es eine R-bilineare Abbildung

NEB: NE (V) x N (W) — N (M)
mit
((alv)®” ® 1, (aaw)®" ® 1) — Nﬁ(alag) (Bo,w)®" @1)
fiir ay,as € A undv € V,iw € W.
Sei B eine weitere R-Algebra, dann gilt auch hier

NEB) B = N2
Beweis. Offensichtlich erfiillt A ﬁ‘,@ die oben genannte Bedingung. O

Satz 4.5.3. Sei A eine freie R-Algebra, seien V, V', W, W' M, M’ freie A-Moduln
von endlichem Rang, und seien 3: V X W — M und ': V! x W' — M’ zwei
A-bilineare Abbildungen. Dann faktorisiert Nj 3 @ N3 wie folgt:

NV @ NV x NOW) @ N(W') XEENE nrvny o N (M)

l l

N !
NVevYx Nwew)  XE9 nme M)
Beweis. Dies folgt aus Bemerkung O
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Korollar 4.5.4. Sei A eine separable K-Algebra der Dimension d, oder sei A =
HR. Dann kénnen wir N(V) @ N(W) und N(V @ W) durch die kanonischen
Isomorphismen aus Satz[].4.4) bzw. Korollar [[.3]] miteinander identifizieren. Ins-
besondere gilt

Neg=ong und NBRNF =N(B@ )

Wie wir bereist angekiindigt haben, interessiert uns besonders der Fall M = A.
In diesem Fall ist § eine A-Bilinearform, und wir erhalten mittels der Isomorphie
¢: N#(A) ~ R eine R-Bilinearform

NE(V) x NG(W) — R

die wir ebenfalls mit N ;g [ bezeichnen wollen. Genau genommen handelt es sich in
diesem Fall um die Abbildung

Ngﬂ =@o (Sn(ﬂ))R
Insbesondere gibt es zu jeder A-Bilinearform eine R-Bilinearform
NE(B): NE (V) x N (W) — R
mit
NE(B) (v®" @ 1, w®" @ 1) = N (B(v, w)) firveViweW
Lemma 4.5.5. Sei 3: V xV — M eine A-bilineare Abbildung. Dann gilt:
Ist B eine symmetrische bilineare Abbildung, dann ist auch Nﬁ(ﬂ) symmetrisch.

Beweis. Dies folgt direkt aus Bemerkung [3.3.4 O

4.5.1. Die Norm von Bilinearformen tber Produktalgebren. Wir werden uns kurz
mit der Situation aus Unterabschnitt [3.5.1] auseinandersetzen. Sei deshalb A = IR
mit den orthogonalen Idempotenten ey, ..., eq mit Z‘::l e; = 1.

Seien V, W und M freie A-Moduln von endlichem Rang, und sei 5: VxW — M
eine A-bilineare Abbildung, dann definieren wir

Bi =0 firi=1,...,d
Seien v € ¢;V,w € ¢;W. Dann ist v = e;v (bzw. w = e¢;w), und wir erhalten
Bi(v,w) = Blesv, ew) = e2B(v,w) = e;B(v,w) € e;M
Schlieflich haben wir eine (offensichtlich R-bilineare) Abbildung
Bi:e;VxeW — e, M

e;Vxe,W

Bemerkung 4.5.6. Ist 3: V x V — A nicht ausgeartet, so sind auch
BiieVxeV— R(=eA) firi=1,...,d
nicht ausgeartet.

Wir werden NV (V) und e1V ® ... ® e4V iiber die kanonische Isomorphie aus
Satz 3.2l miteinander identifizieren.

Satz 4.5.7. In dieser Situation ist
NAEB) =61 ®...® By

Beweis. Wir iiberpriifen die Behauptung anhand der entsprechenden linearen Ab-
bildungen.

NV) @ N (W) BRACIZEN N (M)
ZlSatz ZlSatz
Lp®§'l=1 Bi

(€1V®...®6dV)®(61W®...®€dW) etM®...0esM
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Seil<iy,...,iqg<n,1<7j1,...,5¢ <mund
e1b;, ...edbgi"”’l] € SqV und eicy, ...edci’“"l] e SgWw
Dann sehen wir anhand von Beispiel [3.5.5] dass
e1b;, - .edbg’“"l] ®1®ercj .. .edcg»ld’”"l] ®1eNV)NW)
zum einen iiber
e1B(bi,,c5,) - eaBbiy, c;) V@1 e N(M)
auf
e1f(bi,,cj,) ®...®eqB(biy, cj,) = (i, cj,) ®...QBalbi,, cj,) EeaM®...QeqM
und zum anderen iiber
eib;, ®...®egb;, ®eicj;, ®...®eqcj, €aVR...Q0eV@elWR...QeW
ebenfalls auf
B1(biy,cj,) ® ... ® Balbiy,cj,) €M ®...®eqM
abgebildet wird. O

Korollar 4.5.8. Sei 3: V xV — A eine nicht ausgeartete A-Bilinearform, dann
ist auch N4 () nicht ausgeartet.

4.5.2. Die Norm wvon Bilinearformen tber separablen Algebren. Wir werden uns
nun mit einer letzten wichtigen Aussage iiber Bilinearformen beschéftigen.

Satz 4.5.9. Sei L eine separable K-Algebra endlicher Dimension, V ein freies
L-Modul von endlichem Rang und 5:V XV — L eine nicht ausgeartete L-
Bilinearform. Dann ist auch die K-Bilinearform

NEB: NE(V)x NE(V) — K
nicht ausgeartet.

Beweis. Wir wissen, dass fiir die Galoiserweiterung F|K die bilineare Abbildung
NE®L(Br) nicht ausgeartet ist (siehe Korollar [4.5.8)).
Unter der Isomorphie

NEELV@F)~ NE(V)@ F st NECH(Br) = (NEB)F
und auch die bilineare Abbildung N3 ist nicht ausgeartet. O
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5. DER MULTIPLIKATIVE TRANSFER AUF DEM GROTHENDIECK-WITT-RING

5.1. Eine Erweiterung fiir den Begriff der Norm eines Moduls.

5.1.1. Die Erweiterung fiir Algebren. Sei A eine freie R-Algebra vom Rang r und
B eine beliebige R-Algebra.

Sei ag.;y € Prpy- Wir haben in Abschnitt schon die Ringerweiterung
SayA D SrA kennengelernt. In diesem Abschnitt werden wir uns mit folgender
Konstruktion auseinandersetzen:

Ca(r,z)(A|R) = Soc(r,z)(A|R) ®ST(A\R) R

Offensichtlich ist C.(A|R) = N4 (A) ~ R.
Wie wir gleich sehen werden, respektiert diese Konstruktion einen Grundring-
wechsel.

Bemerkung 5.1.1. Sei a(, ;) = (ai,...,q;) € P(;). Dann haben wir eine kanoni-
sche B-Isomorphie

(Sagp (AIR) ®s,(a1r) B) ®r B = (Sa,.,, (A|R) ®r B) ®(s,(a|r)2rB) (R @R B)

vermoge
(a[f‘”‘l'k“] ®...® alh(“l’k“] ®a)® b (a[;/(“l’h)] ®...8 aEW””’“”] ®1)® (1® ab)

fiir alle @ € R,b € B und elementarsymmetrische agﬁ/(ai’k”] €S, Aftiri=1,...,1L
Lemma 5.1.2. Wir haben folgende B-Isomorphie:

Cafpy(AIR) @ B ~Cy, ,, (A @R B|B)
mit

(a[17(011k1)} ®...® aE’Y(lekl)} ® 1) Q1 +— (al ® 1)[7(a1,k1)] R...Q (al ® 1)[W(al,k1>] ®1

fiir elementarsymmetrische Tensoren aEV(ai’k”] € Sy,A firi=1,...,1.
Bewets.
Ca(oy(AIR) @r B = (SQ(H) (A|R) ®s,4 R) @r B
PIEE (Saqe (AIR) @1 B) (s, (aimyz ) (R En B)
Satz [.4.2]

= Sagy (A®r B|B) ®s,.(agrB|B) B
= CO‘(T,Z)(A ®pr B|B)

Folgt man den genannten Isomorphismen, dann sieht man schnell, dass Elemente
aus C (A|R) ® r B wie erwartet abgebildet werden. O

(r,1)

Fiir den Rest dieses Unterabschnitts werden wir uns mit dem Spezialfall A =
IR und dessen Folgerungen auseinandersetzen. Sei a(q,1) € Payy- Wir betrachten
nun C,, , ,, A. Im Riickblick auf Bemerkung @ seien

X (d,1)

Bi=eiles, A B =i e, A

t11- 7/1k 1 7/Lk

und sei
[Wu Y1k e Vik ]
E=e, 007§ A

111Uk oLk
der elementarsymmetrische Tensor, der von den (im Allgemeinen nicht paarweise
verschiedenen) idempotenten Elementen e;,,,..., €, ..., €y, € A erzeugt wird.
Es sei an dieser Stelle Folgendes erwéhnt:
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Bemerkung 5.1.3.

1,...,1
A(E):{ 1 falls E= el
0 sonst

Beweis. Dies ist eine Umformulierung von Lemma [4.3.1 O
Wir erinnern uns an Unterabschnitt bzw. Bemerkung|3.5.1] Dort haben wir

gesehen, dass
SounA= @ - P E1®...9E R
E1€€q, Ei€€q,

Also ist nach Bemerkung [3.5.2]

Ca(d,L)A = @ (El R...0E;- R) ®Ks,A R
(El,...,EL)EE
~ @ Fi1®...9FE R
(El,..‘,El)GE

mit
&= {(El,...,El)|Ej € Saj fir 1 <j <!lund {i117"'7i1k17~'~7ilk1} = {1,,d}}
Aus unseren Uberlegungen folgt sofort:

Lemma 5.1.4. &€ ist eine R-Basis von C A. Insbesondere ist C A ein freier

R-Modul vom Rang

ap+ -+ Qg+ -y al
Rangp, (Ca(,yA) = ( o ) . ( a2 ) (al>

Korollar 5.1.5. Sei K ein Korper und L eine separable K-Algebra der Dimen-
sion d. Dann hat C L die Dimension

A(d,1) (d,1)

(d,1)

. ay+ -+ a+ -+ o (o]
dimie € 1) = (©F ) (BT ()

Beweis. Dies folgt dhnlich wie Satz indem man Cq,

schen Abschluss K von K (oder einer geeigneten Galoiserweiterung) tensoriert. Wir
haben in Lemma [5.1.2] gesehen, dass

(L) mit dem algebrai-

(Ca(d,l)L) ®K ? = Ca(d,z) (L ®K F) = Ca(d,,l,) (HdF)
Wir wissen aus Unterabschnitt dass
dimg Co, ) L = dimg(Ca, , L @k K) = dimg Co,,, (1K)
und somit folgt die Behauptung aus dem letzten Lemma. O

5.1.2. Die Erweiterung fiir Moduln. Sei auch in diesem Unterabschnitt A eine freie
R-Algebra vom Rang d, und seien Vi, ...,V freie A-Moduln von endlichem Rang.
Wir wissen, dass die V; auch als R-Moduln gesehen werden kénnen, und haben fiir
ai,...,a; > 0schon die Konstruktion S, ... a,)(V1,. .., Vi|R) kennengelernt (siche
Abschnitt . Saian (V1,. .., VI|R) ist auf natiirliche Weise ein Sy, ,, (A|R)-Modul.
Wir definieren

Coru (Vi VIIR) 1= Sy (Vi VIIR) ©s.,,, (a1) Cogay (AIR)

@,
Offensichtlich ist Cq(Vi|R) = NA (V1).

Bemerkung 5.1.6. Diese Konstruktion hat #hnliche Eigenschaften, wie wir sie
schon fiir die Norm von Moduln nachgerechnet haben.
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(1) Seien V{,..., V) weitere freie A-Moduln, dann haben wir einen injektiven
R-Homomorphismus:

Ca(d,z)(vlﬁ Tt Vl) ® Ca(d,z)(vlla AR Vl/) - Ca(d,z)(vl ® V1/7 Tt Vl ® Vl/)

(Wie wir spéter sehen werden, ist diese Abbildung sogar ein Isomorphis-
mus, wenn A = II?R ist, oder wenn A eine separable K-Algebra ist. Siehe

Satz [F17)

(2) Sei B eine R-Algebra, dann haben wir eine kanonische B-Isomorphie
CaiaryV1,.- s VIIR) @R B ~Co, ,,(V1 ®r B, ...,V ®r B|B)
Es folgt noch eine Eigenschaft, die wir in dhnlicher Form schon in Kapitel

(Satz [4.3.2) gesehen haben.
Satz 5.1.7. Sei A =TI¢R, gy = (a1, ..., 1) € Py, und seien Vi, ...,V freie
A-Moduln von endlichem Rang. Dann ist
Cowry Vs Vi) P EiSa,Vi®...0 EiSa Vi
(El ..... E],)Gg

Nach Lemma|3.5.4| wissen wir, dass

EjSajVj ~ 62-].1Vj ®...Q eijaj ‘/j f?i’l’ Ej = 6[1,...,1]

4j1seeijog

Beweis. Mit der Darstellung von Cq, , A aus dem letzten Unterabschnitt konnen
wir Coyy (Va, -+, Vi) wie folgt darstellen:

Sawy (Vi V) @s, 4 < P (E1®..®E- R)®s,a R)
(El,‘..,El)Eg

(Dabei ist £ wie vorhin.) Nun ist
Sa(d,z)(vlv“'avz): @ ElSa1V1®-~®ElSalVl
Eq€éy,... . Ei1€8

und die F1 ® ... E; € S, mit By € &1,..., E; € & sind orthogonale Idempo-

tente, so dass
Sa(d,l) (V17 ct W) ®S A COé(d‘l)A

(d,1)

()
= B (BSVie..@ES,V)@s,,, 4 (B1@. . @ E - R)
(El,.‘.,Ez)GS
und wir erkennen, dass die Behauptung erfiillt ist. 1

5.2. Der Spezialfall C(;, 4_1)A. Sei A eine freie R-Algebra vom Rang d und k < d.
Wir betrachten folgenden R-Algebra-Homomorphismus:

gkt SkA I C(k,d—k)A

l I

SEAR®1 —— SLAQR Sq_rA

vermoge (r) = (z® 1% F) @ 1 fir z € S, A.
Offensichtlich ist vg = Vf%.

Bemerkung 5.2.1. Der Homomorphismus 7, ist surjektiv.
Beweis. Lemma besagt, dass es zu a € Sy A ® S4_ A symmetrische Tensoren
xz; € SgAund y; € S4A (i =1,...,n) gibt, so dass

a=) (2:®1%7%) -y,
i=1
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Esist ((z; @ 1997F) . y) @ 1 = (2; ® 1997%) @ v33 (yi) € Ck,a—k)A, und wir haben

Z (via(ys) - i) € SpA
i=1
als mogliches Urbild von a ® 1 € C(j,q—r)A- O
Seien 4,7 > 0 und i + j < d. Wir werden uns nun mit zwei Spezialfillen
beschiftigen, in denen die Spur-Abbildung
Tij: SiA® S;A — Sip;A
eine Abbildung

~

Tij: Clia—iyA® Cja—jA — Cliyja—i—jA

induziert.

5.2.1. C(;,a—i)A einer Produktalgebra A. Sei A = IIR. Wir kénnen folgende Aus-
sage iiber den Kern von v, machen:

Bemerkung 5.2.2. Kernv, wird erzeugt von den Elementen
€£a(k ol €&, mit Ok, 1) #(1,..., 1)
[ Xk, l)

Beweis. Wie wir bereits gesehen haben, bilden die e;
Unter v, wird wie folgt abgebildet:

BE?A(,}?;?] . (BE?A(,]?;?] ©199%) g1 = Z (e ET(kzll)] 9B ®1
E€&q i

Nun ist, wie wir bereits in der Vorbereitung von Korollar gesehen haben,
Clk,d—k)A = @ Ei®E>-R

€ & eine Basis von S A.

(Ey,E2)€€
mit £ = { El,Eg }El € gk7E2 € &g, und {illa ey 1,121 - igl/} = {1 . ,d}}
Folglich sind die Bilder von zwei Basiselementen e[ *: ”] # 5?““ Jl/, von SipA
linear unabhéngig.
Aus Bemerkung und Bemerkung wissen wir, dass
e dt= (3 deen)dit 4o
EcEq_k
genau dann, wenn o) = (1,...,1). Damit folgt die Behauptung. O

Wir betrachten nun die Abbildung
v; @vj: SiA® SjA — Cia—iA R Cja—j)A
Bemerkung 5.2.3. Es ist
T;,;(Kernv; ® v;) C Kernv,
Beweis. Kernv; ® v; wird erzeugt von den Elementen z ® y € S(; j A mit

z € Kernv; und y € S;A4 oder y € Kernv; und z € S; A

Sei ohne Einschrinkung eEC @ ” € & mit oy # (1,...,1) ein Erzeuger von Kern v,

so ist offensichtlich
Tij(z@ ey am) W) # 3
und damit nach der letzten Bemerkung - ein Element aus Kern v, ;.

Wir sehen also, dass die Erzeuger von Kernv; ® v; nach Kernv;,; abgebildet
werden. 0
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Wie wir im folgenden Satz sehen werden, folgt aus dieser Bemerkung die Existenz
einer solchen Abbildung 7;; fiir den Spezialfall A = II?R.

SiA® S;A % SiyiA

viQUj l Vitj l

Tij: CliaiyA ® Clja—i) A —— Clitja—i—pA

Satz 5.2.4. Sei A = I1%. Dann induziert die Spur-Abbildung T;; eine eindeutige
Abbildung

Tij: Clia—n A ® Cja—pA — Clitja-i-pnA
Diese ist C(itj,q—i—j)A-linear und es gilt
Vivjo Ty =Ty o (W @7)

Beweis. Nach Bemerkung sind die Abbildungen v; und v; surjektiv. Folglich
ist auch die Abbildung 7; ® v; surjektiv und wir finden zu jedem Element

¢ e C(i,d—i)A & C(j,d_j)A
ein Urbild
n
d o @yr € SA@SA  mitzy € SAund yp € SjAfiir k=1,...,n
k=1

Nach der letzten Bemerkung legt die folgende Gleichung die Abbildung ’ZA;»]» eindeutig
fest:

T(€) = 5i+j<z7§j($k ® yk)) = Zgi+j (Tij (z1 @ yr)) O
k=1 k=1

5.2.2. C(k,a—k) einer separablen K-Algebra. Ist L eine separable K-Algebra von
Rang d, dann existiert, wie wir in Unterabschnitt gesehen haben, eine Ga-
loiserweiterung F|K mit L @ F ~ II?F. Wir werden in diesem Unterabschnitt
die beiden F-Algebren iiber diese Isomorphie miteinander identifizieren. Die Ga-
loisgruppe von F|K werden wir mit G bezeichnen.

Sei 0 <4 < d. Wir wissen, dass C(; 4—;)(L|K) einen Grundringwechsel respektiert,
demnach ist

Clia—i)(LIK) @k F =~ C(ia—i)(L @ F|F) = C(i g—i)([1"F|F)

Weiter sei 0 < 7 < d mit ¢++7 < d. Dann existiert, wie wir im letzten Unterabschnitt
gesehen haben, die gewiinschte Abbildung

ﬁj: Cli,i—i)(L @k FIF) ®@C(j,a—jy(L @k F|F) — C(iyj,d—i—j)(L @K F|F)

Wir bezeichnen die Abbildung in diesem Unterabschnitt mit ﬁj, damit wir sie
besser von der gesuchten Abbildung

ﬁjl Ci,a—i) (LK) ® Cja—jy (LIK) — Cigj,a—i—j) (LI K)

unterscheiden kénnen.
AuBlerdem haben wir eine kanonische Isomorphie

Clta—k)(LIK) = (Cira—ry (LK) @ F)9  vermdge { — €@ 1
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Lemma 5.2.5. Die Isomorphie
Clrya—i)(L @ F|F) >~ C(yq—)(L|K) @ F

respektiert die Operation der Galoisgruppe G von F|K.
Insbesondere ist

g
Clia—t)(L ® F|F)9 ~ (Cityg—) (LI K) @ F)
Beweis. Es ist

C(k,dfk) (L ® FlF)

Stk,d—k) (L ®k F|F) ®g,(Lexrir) F

(Stk,d—k) (LK) @k F) @511 m)0x F (K @K F)
~  (Skda—t) (LK) ®s,11x) K) @ F)

= Cra—r)(LIK)®K F

12

Die Isomorphie
Ska—k) (L @K FIF) ®syLoxrir) F = (Ska—k) (LK) @sy1x) K) @K F)
((11 ® 1)[04(,”1)] ® (w® 1)[7(d—k,12>]) ®Qa — (U[Ot(k,ll)] ® wla=r.12)] ®1)®a
fir @ € F und elementarsymmetrische Tensoren (v ® 1)*xw] € S (L @ F|F)

und (w @ 1)0e-kwl e §; (L @k F|F) ist, wie man sieht, mit der Operation
vertraglich. O

Lemma 5.2.6. Fs gilt

Tijog:gOTij furgeg
Damit ist insbesondere
Tii (Cisra—iy (M F|F)9 @ C(j.a-jy (I F|F)9) C Clisjai—yy F|F)¢

Beweis. Um diese Behauptung einfacher folgern zu kénnen, werden wir die folgen-
den beiden Abbildungen betrachten:

T;;: Tp(F) @ TLI'F)  — T (I°F) vermége z @y — > ke (z@y)
KEK; j
Vi: TH(MF) — TR(IIF)  vermoge R
fiir zwei Tensoren z € Th(IIYF) und y € TI{;(HdF).
Es ist offensichtlich, dass
7;; und Vi’si(

Tid‘si(HdF)@sj(HdF) = mipy = Vi

Seien z1,...,z; € [IF, g € G und o € S;.
Wir sehen schnell, dass

ceg(z1®...0x;) =g(T5-11) @ ... 0 g(xy-1;) =g(o e (11 ®...®z;))
Dadurch erkennen wir, dass
goTij=T;0g  (bzw., dass goT;; =Tjog)
Dass g o ; = 1; 0 g ist, sehen wir sofort, denn
Satz 5.2.7. Sei 0 < i < d, und sei 0 < j < d, so dass i + j < d. Weiter sei
L eine separable K-Algebra, dann induziert die Spur T eine C(itjq—i—j)(LIK)-
lineare Abbildung

~

Tij: Cliya—iy (LK) @ C(j,a—j) (LK) — Clitj,a—i—y) (LK)
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Beweis. Wir kénnen jedem x € C(; 4—;)(L|K) auf kanonische Weise ein
Y € Cla—r)(F|F)9

zuordnen. Wir wissen aus Satz [5.2.4] dass wir eine solche Abbildung auf Produkt-
algebren definieren konnen. Die Abbildung Zj wird durch das folgende Diagramm
erklart:

~

Tij: Clia—iy(LIK)®Cja—j)(LIK)  ———  Cliyja—iy) (LK)

| 1

! l

T
Clia—iy(I'F|F) @ Cja—jy(M'FIF)  ——  Cliyja—i—j)(I1'F|F)
U
Bemerkung 5.2.8. Wir haben ﬁj so konstruiert, dass folgendes Diagramm kom-

mutiert:

7ij
SULIK) @ SLIK)  — Siy(LIK)

’ﬁi®’17k—iJ/ ﬁkl
T
Cira—i)(LIK) ® Cja—j)(LIK) —— Clitj,a—i—j)(LIK)
Wir kommen nun zu einer schonen Formel fiir die Norm:

Korollar 5.2.9. Sei L eine separable K -Algebra der Dimension d. Seien x,y € L,
und sei k < d.

k
($+y Zﬁk 1 1 ®Zk7i(y®k7i))
=0

Da g = NE ist, ist insbesondere

d

NK '/E+y :th\;d z z ®Vd ( ®d_i))
=0

(Diese Formel gilt natiirlich auch falls L = TIYR eine Produktalgebra ist.)

Beweis.

U ((z +9)®") = Ti—i(2®" @ y®F1))

kg?

@
Il
<

i (Tin—i(2® @ y®Fh)

I
ivgle
N

Bem[5.2.8l =~ ~ i ~ i
1524 Tit—i (73(2%%) @ Ty (y®F 1))

-
Il
=]
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5.3. Der Grothendieck-Witt-Ring. Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Ring-
Struktur auf bestimmten Aquivalenzklassen von reguliren symmetrischen Bilinear-
formen zu definieren. Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum endlicher Dimen-
sion. Wir nehmen an, dass char K # 2 ist. Sei

B:VxV—K

eine symmetrische Bilinearform iiber K, dann nennen wir (V, 3) einen K-bilinearen
Raum. Spielt der zugrunde liegende Vektorraum in unserer Betrachtung keine Rolle,
so schreiben wir auch nur § anstatt (V, ). Ist 8 nicht ausgeartet (wir sagen auch
reguldr), so nennen wir (V, 3) einen nicht ausgearteten bilinearen Raum (oder einen
reguldren bilinearen Raum). Wir definieren

dimK(V, ﬁ) = dimK 5 = dimK \%

Ist (V/, ') ein weiterer K-bilinearer Raum, so heiflen (V,3) und (V',3') (bzw. 8
und 3') isometrisch

(V.B) ~(V',3') (baw. B~ f)
wenn es einen Isomorphismus ®: V' — V' gibt, so dass
B(®(),®(w)) = B(v,w) fiir alle v,w € V

Offensichtlich ist die Isometrie von bilinearen Réumen (bzw. Bilinearformen) eine
Aquivalenzrelation.

Seien (V,3) und (V’, 8") zwei K-bilineare Rdume, dann kénnen wir auf folgende
Weise eine bilineare Abbildung auf V & V'’ definieren:

B LB ((v,0),(ww)) =B w)+ @ w) firv,weVe w eV’
Den daraus resultierenden bilinearen Raum werden wir mit
(VLV.,BLE)
bezeichnen.
Bemerkung 5.3.1. (Der Witt’sche Kiirzungssatz) Seien 1, 31, O2 und 35 K-biline-
are Rdume. Gilt dann
Pr LB~ Py LBy und By~ p
so ist
By ~ [y

Sei Bilyeq (K) die Menge aller reguléren K-bilinearen Réume. Wir werden weiter
auf der Menge der reguldren K-bilinearen Rdume eine Semiringstruktur definieren.
Wir haben mit 'L’ schon eine Verkniipfung auf Bil,.,(K) kennengelernt. Nun wer-
den wir eine weitere erkliren. Wir wissen schon aus Abschnitt [3.1] dass wir zwei
reguldren symmetrischen Bilinearformen

G1:VixVi— K und fo: Vox Vo — K
eine regulére symmetrische Bilinearform
br@B:VieVeoxVieol, — K
B1 @ Ba(v1 @ v2,wy @wz) = PBr(vr, wr)B2(v2, wa)
fiir v1,w; € V7 und vy, ws € Va, zuordnen konnen.

Bemerkung 5.3.2. Seien [, 31,02 und (5 regulidre K-bilineare Réume. Dann
folgt aus

Br~p und B2~ By
dass

Br®Pe~Pr@B, und [y L Go~ P LG
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Beide Verkniipfungen sind offensichtlich assoziativ und kommutativ, sie erfiillen
das Distributivgesetz, und wir haben zwei neutrale Elemente, zum einen den Null-
raum bzgl. *L’, und zum anderen (1) bzgl. ’®’. Damit ist Bil,.,(K) ein Semiring.
Da beide Verkniipfungen vorhandene Isometrien respektieren, setzt sich diese Semi-
ringstruktur auch auf die Isometrieklassen fort. Nach dem Witt’schen Kiirzungssatz
geniigen beide Semiringe der Kiirzungseigenschaft.

Von nun an werden wir nur noch Isometrieklassen von reguléren symmetrischen
Bilinearformen betrachten. Sei 3 eine regulére symmetrische Bilinearform, dann be-
zeichnen wir mit [J] ihre Isometrieklasse. Die Menge der Isometrieklassen reguldrer
symmetrischer Bilinearformen iiber K werden wir mit Bil(K') bezeichnen. Wir wer-
den oftmals auf den Isometrieklassen rechnen, ohne es explizit zu erwdhnen. Den
Grothendieck-Ring von Bil(K) (bzgl. ' L") werden wir mit

GW (K)

bezeichnen und Grothendieck- Witt-Ring tiber K nennen. Man beachte, dass auf-
grund des Witt’schen Kiirzungssatzes die Abbildung einer Isometrieklasse in den
Grothendieck-Witt-Ring injektiv ist. Wir fithren keine neue Notation fiir Elemente
aus dem Grothendieck-Witt-Ring ein und werden die Elemente weiterhin mit [53]
bezeichnen. Wenn wir Differenzen von Bilinearformen hinschreiben, so meinen wir
damit ihre Differenz im Grothendieck-Witt-Ring.

(Vgl. fiir diesen Abschnitt die ersten Kapitel aus [11].)

5.4. Eine Erweiterung der Norm auf bilineare Abbildungen. Sei A eine
R-Algebra und 0 < k < d. Wir haben uns schon iiberlegt, dass wir SyA als einen
Unterring von Sy q—, A auffassen kénnen, und definieren dazu den entsprechenden
Homomorphismus

L : SdA i Sk',d—kA

Sei Qg = (a1,...,0q) € P(r,l) und £ < aq. Dann ist
Oék = (k, ap — k, Qg, ... 7OZ[) S P(d,l+1)
und ¢y, induziert wie folgt einen Homomorphismus auf Cq, ) A:
/L\k: Ca(d,l)A — C(XkA
L ®id
S(X(d.z)A X5, A R M SakA X5, A R
Sei nun A frei vom Rang d, und seien Vi, ..., V| freie A-Moduln von endlichem
Rang. Wir erinnern uns an Sq, ,, (V1,..., Vi|R) und definieren
CaiaryVay- -, VIIR) = S, ,,(V1, .., VIIR) By A Capuni

Lemma 5.4.1. Sei W ein weiterer A-Modul von endlichem Rang. Dann gilt:
d
Capwny W&V Vay. ., V) = P Cor (W, VA, V)
k=0

Beweis. Aus Satz [2:4.8| wissen wir, dass
ay
Son (W& V1) ~ (kW ® Sa, £ V1)
k=0
bzw., dass

aq

So‘(d,l)(W@V17V27"'7W) :@Sak(m‘/l,‘é,"/z)

k=0
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Auflerdem ist
S kA ®g aC

(d,1) ®(d,1)

A= SakA ®s,A R = CakA
Damit erhalten wir

Ca(cu)(W eV, Vs, .. ,VE)

R

a<d,1)A Ca(d-,l)A

[e%1
P Sor (W, VA, V) @5
k=0

~ P Sar (W Vi, V) @5 a Sar A5, , A Cagany A
k=0

Qg
= PSSk (WW1,.... ) @5, , Car A
k=0

g
= PcluWn,.... V)
k=0

O

Wir werden nun dieses Ergebnis auf Bilinearformen iibertragen. Dazu miissen
wir zunéichst folgende bilineare Abbildung erkldren:

Caian(Bry--,B1)
Seien fiir 1 <14 <[ die Abbildungen 3;: V; xV; — A Bilinearformen. Wir haben
schon gesehen, dass wir zu jeder dieser Bilinearformen eine bilineare Abbildung
Se; (Bi): Sa; Vi X So, Vi — 5S4, A
bekommen. Wir definieren

Sa(d7l)(617~ . 7ﬁl): Soc(d’l)(vlw . 7‘/1) X Sa(dyl)(‘/l7 . a‘/l) B S

X(d,1)

A

komponentenweise auf den einzelnen S,,V; fiir 1 <i </[.
Des Weiteren definieren wir

Ca(d‘l,) (/317 M 7ﬂl) : Ca(d,l) (V17 M ‘/l) X Coz(dwl) (V17 M ‘/l) I Ca(d,I)A
analog zu den A-Moduln durch

C(X(d,l)(ﬁlw'wﬂl) = (Sa(dvl)(ﬁla"'aﬁl))c A

o
Dabei nutzen wir die natiirliche Sy, , A-Modulstruktur von C,,, ,, A aus. Wir kén-
nen Co, (B1, ..., B) auch als eine R-Bilinearform ansehen, denn per Definition ist
Cagy A = R. Offensichtlich ist Ca(81) = N (B1).
Wir werden fiir den Rest dieses Abschnittes die Moduln
Copwry Vi, Vi) md €D - @ BV 0.0 BV
FE1€&, Ei €&
iiber die Isomorphie aus Satz miteinander identifizieren.
Bemerkung 5.4.2. Die meisten Eigenschaften, die wir vorhin schon fiir die Norm

von Bilinearformen nachgerechnet haben, bleiben auch in dieser Konstruktion er-
halten.

(1) Fiiri=1,...,lseien f}: V! xV! — A weitere A-Bilinearformen auf freien
A-Moduln V; von endlichem Rang, dann faktorisiert

Ca(dvl)(/@h'"aﬁl) ®Ca(dyl)(ﬂi7"'7ﬁl/) iiber Ca(dyl)(ﬁl ®ﬁg_a"'7ﬁl ®ﬂl/)

(Wenn A = ITYR oder wenn A eine separable K-Algebra ist, sind die beiden
Abbildungen sogar bis auf Isomorphie gleich.)
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(2) Ist B eine weitere R-Algebra, dann ist unter der Isomorphie aus Bemer-

kung [5.1.6]
Caany(Bis--561)B = Capuyy ((B1)B, -5 (B1)B)

Der folgende Satz ergibt sich schnell aus Satz
Satz 5.4.3. Sei A = II4R, a@ny = (a1,...,q0) € Prayy, seien Vi,..., Vi freie

A-Moduln von endlichem Rang, und seien firi=1,...,1

Bi: VixV; — A

A-Bilinearformen. Dann gilt

Caray (B1s- -1 B) iR LBAET @@ B

- (E1,..., E;) €
wobei
®a; . 1ol
Ejﬁj W= eiﬂﬁj ... €ija, ﬁj mat Ej =€ijq - egj&j )
Beweis. Man kann Cy, , (81, .., 3;) mit Hilfe der Formel aus Beispiel aus-
rechnen. 0O

Korollar 5.4.4. Wenn A =II%R oder wenn A eine separable K-Algebra ist, dann

qgilt:

Coz(d,l) (/617 s 7ﬂl)
ist eine nicht ausgeartete Cq, , -Bilinearform (bzw. eine nicht ausgeartete R-Bili-
nearform), wenn die Abbildungen (i, ..., B nicht ausgeartet sind.

Beweis. Fiir A = I1¢ folgt dies direkt aus dem letzten Satz. Die vorangegangene
Bemerkung und der letzte Satz liefern uns die nétigen Mittel, damit wir die
Behauptung im separablen Fall analog zu Satz [£.5.9] beweisen konnen. a

Lemma 5.4.5. Sei W ein weiterer freier A-Modul von endlichem Rang und
B:WxW— A

eine weitere A-Bilinearform. Dann ist

d
Ca(d,z)(ﬁLﬁlﬁ"'vﬁl) = J—Ic:O Cozk(ﬁaﬁlv"'aﬁl)

Bewets. Dies ist eine leichte Folgerung aus Lemma [5.4.1 (]

5.5. Polynomiale Abbildungen. In diesem Abschnitt werden wir den Begriff des
Polynoms auf Halbgruppen erweitern. Er ist fast vollstindig der Arbeit [10] von
M. Rost entnommen. Vergleiche aber auch |3, Proposition 1.6] von S. Joukhovitski.
Wir werden in diesem Abschnitt einige Ergebnisse benutzen, die wir uns bereits im
ersten Kapitel erarbeitet haben. Man beachte, dass wir sie dort fiir multiplikative
Gruppen formuliert haben, sie hier jedoch fiir additive Gruppen benutzen.

Sei A eine Halbgruppe und B eine abelsche Gruppe. Zu einer beliebigen Abbil-
dung f: A — B definieren wir

Ayft A— B vermdge A, f(y) = f(z +y) — f(y) firy € A
Bemerkung 5.5.1. Sei v € Z[A] und f: A — B eine Abbildung. Dann ist

—

A f:Z[A] — B mit A, f(7) = f((ex — 1)7)
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. . n
Beweis. Sei v =), m;e,, € Z[A].

AL F(v) @(Zmieyi> = mildof (i)
i=1 i=1

- Zmz flx+y)— Zmz f(yi)
i=1 =1

n n
= f(Zmze»Lﬂ/z) - f(Zmieyi>
i=1 i=1

= fle7) = F(7) = F(ex — 1))

Wir werden nun polynomiale Abbildungen auf Halbgruppen definieren:
(1) Wir nennen die Nullabbildung

p: A— B mit p(x) =0 fiir allex € A

eine polynomiale Abbildung vom Grad —1.

(2) Fiir n > 0 nennen wir eine Abbildung p: A — B eine polynomiale Abbil-
dung vom Grad < n, wenn die Abbildung A,p fiir alle x € A eine polyno-
miale Abbildung vom Grad <mn — 1 ist.

(3) Wir nennen eine Abbildung polynomial, wenn es ein n € NU {—1} gibt, so
dass sie eine polynomiale Abbildung vom Grad < n ist

Mit P,(A, B) (bzw. P(A, B)) werden wir die polynomialen Abbildungen vom
Grad < n von A nach B (bzw. die polynomiale Abbildungen von A nach B) be-
zeichnen. Offensichtlich sind die Halbgruppen-Homomorphismen von A nach B po-
lynomialen Abbildungen vom Grad < 1.

Seien p € P, (A, B), ¢ € P,,(A,B) und v € A. Wir definieren

(r+a)(v) =p() +aq(v)

Man sieht sofort, dass p 4+ ¢ eine polynomiale Abbildung vom Grad < max(n,m)
ist. Damit ist P, (A, B) (bzw. P(A, B)) eine Gruppe.

Seien R, S kommutative Ringe und ¢: (R,+) — (5, +) eine polynomiale Ab-
bildung. Dann nennen wir g multiplikativ, wenn

(M1) ¢(1) =1

(M2) g(ab) =q(a)q(d) fur alle a,b € R

Sei p: A — B eine polynomiale Abbildung. Wir werden nun polynomiale Ab-
bildungen mit Hilfe von Gruppenkomplettierungen charakterisieren.

Erinnern wir uns an den Homomorphismus

€a: Z[A] — Z vermoge e, — 1 firz € A
mit Kerney = I4.

Bemerkung 5.5.2. Fiir n > —1 sind folgende Aussagen fquivalent:

—

(1) Ap(Iy) = 0 firalleze A

(2) Pz = 0

Beweis. Diese Behauptung folgt, weil IZH = I4-I7% ist und I4 von den Elementen
der Form (e, — 1) € Z[A] erzeugt wird, schnell aus der letzten Bemerkung. O

Lemma 5.5.3. FEine Abbildung p: A — B ist genau dann eine polynomiale Ab-
bildung vom Grad < n, wenn
AT =0
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Beweis. (durch Induktion nach n)
Induktionsanfang: n = —1
Offensichtlich ist p: A — B genau dann polynomial vom Grad —1, wenn

p: Z[A] — B
polynomial vom Grad —1 ist. Auflerdem ist
1% = 7]A]

Induktionsschritt: n — n +1

p ist eine polynomiale Abbildung vom Grad < n + 1 genau dann, wenn fiir alle
x € A die Abbildung A.p eine polynomiale Abbildung vom Grad < n ist. Dies ist
nach der Induktionsvoraussetzung genau dann der Fall, wenn

—

Ap(I3) =0 firallexe A
Nach Bemerkung ist dies gleichbedeutend mit
BT =0
O

Sei v € Z[A], dann bezeichnen wir mit [y],, seine Restklasse in Z[A]/I. Weiter
sei 6 € I und p € P, (A, B), dann erkennen wir anhand des letzten Lemmas

~,

ply +6) =p(v) +p(6) = p()
Insbesondere ist die Abbildung
ZIA)) I — B vermdge v — p(7’) fiir v € Z[A]

wohldefiniert.

Seien f,g € Hom(Z[A]/I', B) und v € Z[A]/I1!. Auch auf der Menge
Hom(Z[A])/I}, B) ist, vermoge (f + g)(v) = f(v) + g(7), eine Gruppenstruktur
definiert.

Korollar 5.5.4. Folgende Abbildung ist ein Gruppen-Isomorphismus:
P,(A,B) — Hom(Z[A]/I}™, B)
p o (v mod If* — p(v))

Beweis. Seien p,q € P, (A, B). Nach Lemma ist die Abbildung wohldefiniert.
Die Abbildung ist ein Gruppen-Homomorphismus, denn

p+qg — (v mod I w pia(y))
=(y mod I — B(7)) + (v mod I} — G(v))
Seien p,q € P,(A, B) mit
p(Y) =q(v) fir alle o/ € Z[A]/T;
so ist auch
p(z) =pley) = qlez) = q(x) firallez e A

Die Abbildung ist damit injektiv.
Ist andererseits f € Hom(Z[A]/I}T", B), so definiert

F') = f(n)  fiir v € Z[A]
eine lineare Abbildung von Z[A] nach B mit f/(I;™') = 0. Wir definieren
pr: A— B vermige z — f'(e,) fiir z € A

Esist py = f’ und damit ist py nach Lemma eine polynomiale Abbildung vom
Grad < n. Wir haben dadurch die Surjektivitéit bewiesen. O
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Den folgenden Satz kann man auch als eine Verallgemeinerung von Bemer-
kung ansehen (vgl. Lemma [5.5.7)):

Satz 5.5.5. Zu jeder polynomialen Abbildung p: A — B gibt es eine eindeutig
bestimmte polynomiale Abbildung

p:A— B
Ist p vom Grad < n, so ist p vom Grad < n.

Beweis. Fir x € A ist e, — 1 € I4 und somit e, mod IXH invertierbar fiir n > 0.
Insbesondere ist A C Z[A] eine multiplikative Teilmenge, und wir sehen

ZIA|/ Ty = ATH(Z[A TEH)
Nach Korollar wissen wir, dass
ATHZIAY IR = (AT ZIAD (AT
AuBlerdem haben wir in Unterabschnitt gesehen, dass
AT'Z[A] ~ Z[A]  und dass AT~ [0

Damit ist
LA ~ (A ZIA) /(AT ~ Z[A] /1
Unter dieser Isomorphie erhalten wir zu jeder polynomialen Abbildung p genau eine
polynomiale Abbildung p.
Offensichtlich ist p: A — B polynomial vom Grad < n, wenn p: A — B
polynomial vom Grad < n ist. (|

Wir werden diese Erweiterung nun explizit angeben:

Bemerkung 5.5.6. Fiirn > —1,a,2 € Aund p: A — B polynomial vom Grad n
gilt:

! n+1
(1) e[a7x](1—ez)n+1 = Z(l)k< N )e[a_,_;m,x]

k=0
(2) /p\(e[a,aﬁ](l - ez)n+1) =0
Beweis. (1) Wir benutzen die Rechenregeln aus Bemerkung [1.1.10

et = S = S (M) e

k=0 k=0
AuBerdem ist nach Bemerkung [1.1.10] und Satz
€la,z]€kz = €latkz,x]

Demnach gilt

n+1 7’L+1
e[a,z](l - €$)7L+1 = Z ( k )(_l)ke[aJrkz,x]

k=0
(2) Da (1 —e,)"H € I%H ist, ist auch efy 4)(1 — e;)" ™ € I%H. Damit folgt aus

Lemma dass
Plefan(1—ex)" ™) =0

Lemma 5.5.7. p: A — B berechnet sich wie folgt:

_ . n+1 i -
pla—1z) = kz:;)(—l)k (k‘ N 1>p(a + kx) fira—z € A
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Beweis. Aus der letzten Bemerkung [5.5.6(1) ergibt sich unter Zuhilfenahme der
Bemerkung dass

X /n +1
e[a,z](l - ew)n+l = Z ( k )(_l)ke[aJrk:L’,w]

k=0

n+1 n+
=  €la,x) + Z ) e[a+km z]

= €z T Z
k=

Nun ist nach Bemerkung 2)

~ ~ — (n+1
0 = ﬁ(e[a,m](l - ew)n+1) = p( la,z] Z (Z + 1> k+1ea+kw)

n+
iy [

o
N

k=0
Also ist
n
=~ =~ n+1
Paq) = P(Z (k i 1) (_1)kea+kx>
k=0
" /n+ 1> AP
= Z (_1) p(eaJrkz)
= k+1
und es folgt die Behauptung. O

(Zu diesem Abschnitt vgl. die ersten beiden Abschnitte in [10].)

5.6. Die Norm auf Bilinearformen als polynomiale Abbildung. Ziel dieses
letzten Abschnittes ist es, zu einer gegebenen separablen Korpererweiterung eine
multiplikative Abbildung von dem Grothendieck-Witt-Ring der Korpererweiterung
in den Grothendieck-Witt-Ring des Grundkoérpers zu erkldren und ihre Existenz zu
beweisen. Sei dazu K ein Kérper mit char K # 2.

Sei L|K eine separable Korpererweiterung vom Grad d und o q,;) € Paa,- Fir
1 <4 < [ seien V; L-Vektorrdume endlicher Dimension und 3;: V; x V; — L
Bilinearformen.

Bemerkung 5.6.1. Fiir 1 <i <[ seien (;: V/ x V! — L weitere Bilinearformen
mit 8; ~ B}. Dann ist

Ca(dyl)(ﬂh v 7ﬁl) ~ Cot(d)l)(/@L v 75{)

Beweis. Cay,(B1;---,01) wird aus den 3] durch Tensorprodukte und Grundring-
wechsel konstruiert. Diese beiden Operationen sind, wie wir in Abschnitt be-
merkt haben, mit der Isometrie vertréglich. ]

Beispiel 5.6.2. Seien 3: V xV — L und #: W x W — L isometrische Biline-
arformen. Dann gilt insbesondere

Ng(B) ~ Ng(8')
Lemma 5.6.3. Seien a1,...,a; > 0. Dann ist die Abbildung
n'Bi(L) — GW(K)
vermage (8], [8]) — [Claran (P15 B1)]

in B; polynomial vom Grad oy fir1 <i<I.
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Bewets. Korollar und die letzte Bemerkung zeigen, dass die Abbildung wohl-
definiert ist. Die Behauptung lésst sich mit einfachen Mitteln aus Lemma [5.4.5
ableiten. Man nehme ohne Einschrankung an, dass ¢ = 1 ist und fithre dann einen
Induktionsbeweis nach ;. O

Satz 5.6.4. Zu jeder separablen Korpererweiterung L|K der Dimension d gibt es
eine eindeutige polynomiale Abbildung vom Grad d
Nig: GW(L) — GW(K)  mit Ng([8]) = Ng(B)]
Diese ist multiplikativ, und es gilt
dimg Ng([5]) = (dimg[5])?

Beweis. Genau wie bei den Moduln, ist C4(3) = Nk (3). Eine separable Kérperer-
weiterung ist insbesondere eine separable K-Algebra, also konnen wir dem letzten
Lemma entnehmen, dass die Abbildung

Bil(L) — GW(K)  vermdge Ng([]) = [Ng(8)]
polynomial vom Grad d ist. Folglich existiert nach Satz[5.5.5 eine eindeutige poly-
nomiale Abbildung vom Grad d

Nig: GW(L) — GW(K)  mit Ng([8]) = WVg(9)]

In Abschnitt haben wir gesehen, dass das Tensorprodukt auf den Isometrie-
klassen wohldefiniert ist, und nach Korollar erhilt die Norm N% das Tensor-
produkt von Bilinearformen. Also ist die Abbildung N multiplikativ.

Die Aussage iiber die Dimension von N%([3]) folgt aus Satz O
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