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Einleitung

Die Frage, fiir welche n € N die Gleichung
(4 F )+ ) =2+ 2w (1)

durch geeignete reelle positiv definite Bilinearformen zi, 2, ..., z, in den unabhéngigen
Variablen z1,,...,%n,y1,Y2,- .-, Yn gelost werden kann, wurde 1898 von A. Hurwitz
in seiner Arbeit “Uber die Komposition der quadratischen Formen von beliebig vielen
Variablen” ([5]) gekldrt. Er stellte fest, dafl das Problem, quadratische Formen zu be-
stimmen, die Komposition erlauben, im wesentlichen identisch ist mit der Frage, Glei-
chungen der Form (1) zu lésen. Dabei bedeutet Komposition, daf fiir einen quadrati-
schen Raum (V) N) eine bilineare Abbildung V' x V' — V| (x,y) — zy existiert, so dafl
N(zy) = N(z)N(y) fir z, y € V gilt. Hurwitz ersetzte fiir reguldre quadratische Formen
©, ¥ und y die Gleichung

o1y )Yy Yn) = X (21,45 20)

durch die Gleichung (1), indem er die quadratischen Formen durch lineare Transforma-
tion der Variablen in Summen von Quadraten tberfithrte. Dann zeigte er, dal eine
Kompositionstheorie neben dem trivialen Fall n = 1 nur fiir n = 2 (bindre Formen),
n = 4 (quaternidre Formen) und n = 8 (Formen mit 8 Variablen) existiert.

1943 bewies B. Eckmann in seiner Arbeit “Gruppentheoretischer Beweis des Satzes
von Hurwitz-Radon ueber die Komposition quadratischer Formen” ([4]) die Aussage mit
Hilfe von grundlegenden Satzen der Darstellungstheorie der endlichen Gruppen neu. Er
lie3 fiir die Koeffizienten x1, xs, ..., Ty, Y1, Y2, - - . , Yn auch komplexe Zahlen zu und zeigte,
daB jede Losung der komplexen Aufgabe dquivalent zu einer reellen Losung ist.

Einen Beweis mit Clifford-Algebren lieferte C. Chevalley 1954 in “The algebraic
theory of spinors” ([2]) fiir Kérper mit beliebiger Charakteristik.

N. Jacobson bezeichnete 1958 in seiner Arbeit “Composition algebras and their auto-
morphisms” ([6]) unitére Algebren mit quadratischer Form, die beziiglich des Produkts
multiplikativ ist, als Kompositionsalgebren. In seinem Theorem 1 bewies er fiir beliebige
Korper der Charakteristik ungleich 2 mit Hilfe der Cayley-Dickson-Verdopplung, dafl
Kompositionsalgebren nur der Grundkorper F, quadratische Erweiterungen, Quaternio-
nenalgebren oder Cayley-Algebren sein konnen.

In der Veroffentlichung “The arithmetics of octaves and of the group G3” ([1]) verall-
gemeinerten F. van der Blij und T. A. Springer 1959 den Beweis von Jacobson auf den
Fall von Korpern mit Charakeristik 2.

M. Rost lieferte 1996 in “On the dimension of a composition algebra” ([9]) einen neuen
Beweis tiber die moglichen Dimensionen einer Kompositionsalgebra, der mit Tensoren
arbeitet. Vor dem Hintergrund dieser Veroffentlichung entstand diese Diplomarbeit:
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EINLEITUNG 4

Anstelle von unitaren Kompositionsalgebren wird tibergegangen zu Vektorproduktal-
gebren. Auf diesen werden gewisse Tensoren Ry, ..., R4 definiert und in Satz 2.4 wird
gezeigt, daBl Ry = 0 ist. Bezeichnet man mit d die Dimension der Vektorproduktalgebra,
so ergibt sich daraus durch Tensorrechnung im Grundkérper die folgende Aussage:

d(d —1)(d - 3)(d—T7) = 0.

Im Fall Charakteristik Null erhalt man daraus fiir eine unitare Kompositionsalgebra C' die
bekannte Tatsache, dafl dim C' = 1, 2, 4 oder 8 ist. Ferner wird gezeigt, dafl es assoziative
Kompositionsalgebren nur im ein-, zwei- oder vierdimensionalen Fall und kommutative
Kompositionsalgebren nur fiir die Dimensionen 1 und 2 gibt.

Zuséatzlich kann man die Multiplikationstabelle fiir Vektorproduktalgebren angeben
und daraus auf die Multiplikationstabelle fiir unitare Kompositionsalgebren schlieflen.

) Uber die Vorgehensweise in den einzelnen Kapiteln méochte ich hier einen kurzen
Uberblick geben.

Das erste Kapitel dient der Einfithrung der beiden Begriffe “Kompositionsalgebra”
und “Vektorproduktalgebra” und es wird gezeigt, dafi Kompositionsalgebren mit Eins
und Vektorproduktalgebren aquivalente Bezeichnungen sind.

Im zweiten Kapitel werden fiir Vektorproduktalgebren Tensoren definiert, mit de-
ren Hilfe Aussagen tiber die Kommutativitat bzw. Assoziativitat der dazu dquivalenten
Kompositionsalgebren getroffen werden kénnen.

Im dritten Kapitel wird gezeigt, dafi fiir eine Vektorproduktalgebra mit der Dimension
d in F die Beziehung d(d — 1)(d — 3)(d — 7) = 0 gilt.

Im vierten Kapitel werden die Strukturen der Vektorproduktalgebren naher betrach-
tet.

An dieser Stelle mochte ich mich noch bei Herrn Dr. Markus Rost bedanken, der mich
in das Gebiet der quadratischen Formen eingefiihrt hat und mich bei der Anfertigung
dieser Arbeit unterstiitzt hat.

Susanne Maurer



KAPITEL 1

Vorbereitungen

In diesem Kapitel werden Kompositionsalgebren und Vektorproduktalgebren ein-
gefiihrt. Satz 1.21 beschreibt die Konstruktion einer Vektorproduktalgebra aus einer
unitaren Kompositionsalgebra und Satz 1.23 den umgekehrten Weg. Daraus kann man
dann schlieflen, dafli Kompositionsalgebren mit Eins und Vektorproduktalgebren dquiva-
lente Begriffe sind.

In dieser Arbeit ist F' stets ein Korper mit char F' # 2. V bezeichne stets einen
endlich-dimensionalen Vektorraum tiber F'.

Im folgenden Absatz wird an einige Notationen der Bilinearformen und quadratischen
Formen erinnert. Eine Zusammenfassung dazu findet sich auch in [10] oder [11].

Definition 1.1. Sei V' ein Vektorraum tiber F'. Eine Abbildung N: V — F heifit
quadratische Form auf V, wenn N(A\v) = A?- N(v) ist fiir alle A € F' und alle v € V und
wenn fur alle v, w € V

(N (v +w) = N(v) = N(w))

(v,w)y =

N | —

eine Bilinearform ist.
Das Paar (V, N) heifit quadratischer Raum und (, )x heifit die N zugeordnete Bili-
nearform.

Definition 1.2. Sei (V,(, )) ein symmetrischer bilinearer Raum iiber F'. Die Abbil-
dung
Niy: V. — F, Niy(v) == (v,v)
ist eine quadratische Form auf V. Sie heifit die (,) zugeordnete quadratische Form.

Lemma 1.3. Sei V' ein Vektorraum dber F', (, ) eine symmetrische Bilinearform auf
V und N eine quadratische Form auf V. Dann gilt: (,)n,, = (,) und N, = N.

REFERENZ: [10, S. 3] O

Definition 1.4. Sei (V,(,)) ein symmetrischer bilinearer Raum iiber F.
(1) Fiir eine Teilmenge W C V ist das orthogonale Komplement W+ definiert durch

W :={veV|{v,w)=0fir allew € W }.

Offensichtlich ist W+ ein linearer Unterraum von V.
(2) (V,(,)) heiit reguldr, falls V+ = {0} ist.

Lemma 1.5. Sei (V,(,)) ein symmetrischer bilinearer Raum tber F' und bezeichne
V* den Dualraum zu V. Dann gilt:

(V,(,)) ist requlir <= ¢: V — V*, v+ (0 (v,w)) ist bijektiv.
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1. VORBEREITUNGEN 6

REFERENZ: [10, S. 7] O

Lemma 1.6. Sei (V,(,)) ein symmetrischer bilinearer reguldrer Raum tber F und
W ein requldarer Unterraum von V. Dann gilt:

(1) V=Wwiwt,
(2) (W ()M wixwe) ist requldr.

REFERENZ: [10, S. 7] O

Definition 1.7. Eine Kompositionsalgebra tiber F ist ein Tripel (C,-, N) bestehend
aus einem F-Vektorraum C' zusammen mit einer bilinearen Abbildung

CxC—C, (x,y) — x -y
und einer regularen quadratischen Form
N:(C — F,
so daf gilt:
(KA1) N(zx-y)=N(z)-N(y) fir alle z, y € C.

Eine Kompositionsalgebra (C, -, N) heifit unitdr oder Kompositionsalgebra mit Fins,
wenn ein e # (0 € C' existiert, so daf} gilt:

(KA2) z-e=e-xz=xfiralexeC.

Bemerkung 1.8. In einer unitdren Kompositionsalgebra (C, -, N) bezeichnet e stets
das eindeutig bestimmte Element aus C' mit x - e =e-x =« fir alle z € C.

Die in dieser Arbeit behandelten Aussagen tiber die moglichen Dimensionen von
unitaren Kompositionsalgebren gelten auch schon fiir Kompositionsalgebren, da man
in einer Kompositionsalgebra durch Anderung der Multiplikation ein Einselement auf
folgende Weise erhalten kann:

Proposition 1.9. Sei (C,-, N) eine Kompositionsalgebra iber F mit C' # 0. Dann
gibt es eine bilineare Abbildung

0:CxC— C, (x,y) — z oy,
so daf$ (C,o, N) eine unitire Kompositionsalgebra ist.
REFERENZ: (3, 7] O

Definition 1.10. Eine Vektorproduktalgebra tiber F ist ein Tripel (V, X, (, )) beste-
hend aus einem F-Vektorraum V' zusammen mit einer bilinearen Abbildung

VxV—V, (u,v) — u X v
und einer regularen symmetrischen Bilinearform
VxV —F, (u,v) — (u,v),
so daf gilt:
(VPA' 1)  (uxv,w) = (u,v x w) fiir alle u, v, w € V,

(VPA2) wvxov=0fiiralevelV,
(VPA 3)  (uxwv)xu=N(u)v— (u,v)u fir alle u, v € V,
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wobei N die (, ) zugeordnete quadratische Form ist.

Fiir einen symmetrischen bilinearen Raum (V) (, )) tiber F' heifit eine bilineare Ab-
bildung x ein Kreuzprodukt auf V', falls die Regeln (VPA 1), (VPA 2) und (VPA 3)
gelten.

Definition 1.11. Sei (V, x, (, )) eine Vektorproduktalgebra iiber F. Eine Teilmenge
W C V heifit Vektorprodukt-Unteralgebra von V iiber F', wenn W ein Untervektorraum
des Vektorraumes V ist, wenn sich die Operation x: V x V — V zu einer Operation
W x W — W beschrénken 148t und wenn die Einschrénkung von (, ) auf W

<7>|W><W: WxW — F
regular ist.

Bemerkung 1.12. Sei (V, X, (,)) eine Vektorproduktalgebra iiber F' und W C V
eine Vektorprodukt-Unteralgebra von V' iiber F', so ist W zusammen mit den aus V
induzierten Abbildungen selbst eine Vektorproduktalgebra iiber F'.

Lemma 1.13. Sei (V, x,(,)) eine Vektorproduktalgebra tiber F. Fine Teilmenge
W C V st genau dann eine Vektorprodukt-Unteralgebra von V' uber F', wenn gilt:
(1) W #0,
(2) Fiir alle w, w'" € W und alle \, p € F ist \w + pw' € W,
(3) Fiir jedes w, w' € W ist w x w' € W,
(4) Fir jedes w € W mit w # 0 existiert ein w' € W mit (w,w') # 0.
BEWEIS. Offensichtlich sind die Bedingungen notwendig. Sie sind sogar hinreichend,

denn aus 1. und 2. folgt zunachst, dafl W ein Vektorraum ist. Wegen 3. l1afit sich die
Abbildung x auf W beschrianken und wegen 4. ist (, )|wxw regulér. O

Proposition 1.14. Sei V' ein Vektorraum dber F und a: V x V. x V. — F eine

Trilinearform. Sind fur beliebige v, w € V' zwei der drei folgenden Bedingungen
a(v,v,w) =0
a(v,w,v) =0
a(v,w,w) =0

erfillt, dann ist o schon alternierend.

BEWEIS. Vorbemerkung: Sei U: V" — F eine Multilinearform, (vy,...,v,) € V"
beliebig und 4, j € {1,...,n} mit ¢ # j. Sei ferner 7, ; € S,, die Transposition, welche die
Elemente 7 und j vertauscht. Dann gilt:

Fiir v; = vj ist W(vy,...,v,) =0 V(vy,...,00) = =V (V7 ;(1)s -+ Ui y(n)

Fiir den Beweis von "=" der Vorbemerkung sei ohne Einschrankung i =1 und 7 =2
gegeben. Dann gilt:

0 - \Ij(vl + V2, U1 + U2,V3, ... 7UTL) = \Ij(Ul,UQ,’U37 ... 7Un) + \II(U27U17U37 L 7Un)

und man erhélt fiir die Transposition 715 € S,

\Ij(vh e ,Un) = _\IJ(UTLz(lﬁ s 71}71,2(”))'
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Umgekehrt sei v; = v; fiir 4, j € {1,...,n} mit i # j gegeben. Dann ist v, ) = v; fiir
alle [ € {1,...,n} und also
U(vy,...,v,) = —=W(vg,...,05).

Da in der Arbeit char F' # 2 vorausgesetzt ist, folgt ¥(vy,...,v,) = 0.

Damit ist die Vorbemerkung gezeigt.

Sei 0. E. a(v,w,w) = a(v,w,v) = 0 fir alle v, w € V. Nach der Vorbemerkung ist
dies aquivalent zu

OZ<U1’1)2’U3) - —Oé(Ul,Ug,/UQ) und O[('Ul,UQ,Ug) - —Oé(Ug,UQ,Ul)
fiir alle (v1, ve,v3) € V3. Daraus erhalt man
(v, v, v3) = —a(v1,v3,v2) = (v, v3,v1) = —(v2,v1,V3)

und nach der Vorbemerkung folgt dann «(v,v,w) = 0 fiir alle v, w € V. Also ist «
alternierend. O

Notation 1.15. Fir einen bilinearen Raum (V,(,)) tdber F und eine bilineare Ab-
bildung V- x V. — V, (u,v) — u X v bezeichnet f im weiteren Verlauf der Arbeit die
Abbildung, die durch

[V XV XV —F (u,v,w) — (u X v, w)
gegeben ist.

Proposition 1.16. Sei (V,(,)) ein requldrer symmetrischer bilinearer Raum tiber F
und V. xV =V, (u,v) — u X v eine bilineare Abbildung auf V.. Dann gilt: f ist genau
dann alternierend, wenn die Rechenregeln (VPA 1) und (VPA 2) gelten.

BEWEIS. Ist f alternierend und v € V' beliebig, so gilt fir alle w € V
0= f(v,v,w) = (v X v,w).
Da die Bilinearform regulér ist, folgt (VPA 2). Die Eigenschaft (VPA 1) gilt wegen
(uxv,w) = f(u,v,w) = f(v,w,u) = (v X w,u) = (u,v X w).

Umgekehrt folgt aus (VPA 2), daBl f(u,u,v) =0 fiir v € V. Ferner gilt:

flu,v,u) = (u x v,u) = (u,u X v) (VA1) (u X u,vy = f(u,u,v) =0.
Also ist f nach Lemma 1.14 alternierend. 0

Proposition 1.17. Sei (V, x,(,)) eine Vektorproduktalgebra iber F' und seien v,
w € V. Dann gilt:

VX W= —w XV ( “Schiefsymmetrie”).

BEWEIS. Wegen (VPA 2) gilt v x v = 0 fiir alle v € V. Also erhélt man fiir beliebige
v,weV
O=(@w+w) X (v+w)=(vx0v)+ (vXxw)+ (wxv)+ (wxw)
= (vxw)+ (w xv),

da das Kreuzprodukt bilinear ist. 0
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Proposition 1.18. Sei (V,(,)) ein requldrer symmetrischer bilinearer Raum tiber F
und V. xV =V, (u,v) — u X v eine bilineare Abbildung auf V.

(1) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) Es gilt (VPA 3),
(b) ux (vxw)+wx (vxu)=2- (uwv— (uv)w— (wvyu fir ale u, v,
weV.
(2) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) N(v x w) = N(v)N(w) — {(v,w)? fir alle v, w €V,
(b) (v X w,v x u) = N(v){w,u) — (v,w){v,u) fir aleu, v, w € V.

BEWEIS.  Zu 1: (1a) = (1b): Fiir v € V definiere ¢, ¢;: V — V, (i = 1, 2) durch
q(u) == (u X v) X u,
¢ (u) = (u,u)v,
q2(u) = (u, v)u.

Da (VPA 3) gilt, folgt ¢ = ¢1 — go. Weil die Abbildungen ¢, ¢; (i = 1, 2) qua-
dratisch sind, kann man polarisieren. Man erhélt die folgenden Bilinearformen:

b, w) = sla(u+w) — alu) — g(w)] = 3w x v) x ut (uxv) x u]

lé7é[ux(vxw)—l—w><(v><u)]a

by (u,w) = (u, wv,
bo(u, w) = %[(u,ww + (w, v)ul.

Die Behauptung folgt nun, da b(u, w) = by(u, w) — by(u, w) ist.
(1b) = (1la): klar (setze w := u).
Zu 2: (2a) = (2b): Analog zu 1. mit
o(w) == N(v x w),
q1(w) := N(v)N(w),
g (w) = (v, w)%
(2b) = (2a): klar (setze u := w).
O
Fiir Vektorproduktalgebren kénnen die Axiome (VPA 1), (VPA 2) und (VPA 3) durch

zwei andere ersetzt werden, die besser die Idee eines Vektorprodukts wiedergeben:

Lemma 1.19. Sei (V,(,)) ein requldrer symmetrischer bilinearer Raum tiber F' und
VXV =V, (uv) — uxuv ene bilineare Abbildung auf V. Dann sind die Aussagen
(VPA 1), (VPA 2) und (VPA 3) dquivalent zu

(VPA 1)  (vxw,v)=(vxw,w)=0 firalev, weV,
(VPA2) N(vxw)=N() Nw)— (v,w)? fir alev, weV.
BEWEIS. Gezeigt wird

(1) (VPA 1) und (VPA 2) <= (VPA 1)
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(2) (VPA 1) = ((VPA 3) <= (VPA 2/))
Zu 1: Sei f die in 1.15 angegebene Trilinearform. Gelten die Regeln (VPA 1) und
(VPA 2), so ist nach Proposition 1.16 f alternierend und also

fo,w,v) = (v x w,v) =0
fo,w,w) = (v x w,w) = 0.

Umgekehrt folgt aus (VPA 1), daB fur allev, w € V' f(v,w,v) = f(v,w,w) =
0 ist. Nach 1.14 ist also f alternierend und damit gelten nach Proposition 1.16
die Regeln (VPA 1) und (VPA 2).
Zu 2: Wegen Proposition 1.18 2. ist (VPA 2’) dquivalent zu

(v X w,v xu) =N(v){w,u) — (v,w){v,u) fiir alleuw,v,w € V.

Wegen (VPA 1) und der Bilinearitét von (, ) kann man diese Gleichung umfor-
men zu

(v x w) X v,u) = (N)w — (v,w)v,u) fur alleu,v,w € V.
Da (, ) regular ist, folgt fiir alle v, w € V
(v X w)xv=Nw-— (v,w)w,

womit die Aquivalenz gezeigt ist.

Notation 1.20. Fir eine unitire Kompositionsalgebra (C,-, N) iber F setze
Ver={zeC|(e,z)y=0}.
Fiir eine Vektorproduktalgebra (V, x,(,)) tber F' setze
Cy =FalV.

Satz 1.21. Sei (C,-,N) eine unitire Kompositionsalgebra tiber F. Bezeichnet ()
die N zugeordnete Bilinearform und definiert man eine bilineare Abbildung auf Vi

x: Vo x Vo — Vo, (u,v) — u-v—(u-v,e)e,

so ist (Vo, x, (,)) eine Vektorproduktalgebra iber F' und es gilt fir u, v € Ve:
(u-v,e) = —(u,v).

BeEwEIS. Fiir u, v € Vi ist u x v € Vg, denn

(u-v—{(u-v,e)e,e) =(u-v,e) —(u-v,e)e,e) =0.

Dies zeigt die Existenz der Abbildung x. Offensichtlich ist die Abbildung x bilinear und

die Einschrankung von (, ) auf Vi x Vi ist bilinear, symmetrisch und reguldr. Um zu
zeigen, dal (Vg, X, (,)) eine Vektorproduktalgebra tiber F' ist, reicht es, nach Lemma
1.19, die Regeln (VPA 1’) und (VPA 2') nachzuweisen. Seien dazu x := ae + u, y :=

be + v € C beliebig gewahlt mit a, b € F', u, v € V. Dann gilt:

x -y = (ae+ u)(be +v) = abe + av + bu + u - v
=abe +av+bu+uxv+(u-vee
= (ab+ (u-v,e))e+av+bu+uxv
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und
N(x) = N(ae + u) = a*(e, e) + 2ale,u) + (u,u) = a® + N(u).
Da (KA 1) gilt, folgt
0=N(z-y) - N(z)-N(y)
= (ab+ (u-v,e))* + N(av + bu +u x v) — (a® + N(u)) (b* + N(v))
= 2ab[(u - v, e) + (u,v)] + 2a{v,u x v) + 2b{u, u X v)
+[(u-v,e)* + N(ux v) — N(u) - N(v)].
Setzt man in dieser Gleichung a = 0 und b = 0, so erhalt man
N(ux v) = N(u)N(v) — (u-v,e) (1.1)
Fir a = 0 gilt dann mit (1.1)

(u,u x vy =0 (1.2)
und analog erhalt man fiir b =0
(v,u x v) =0. (1.3)
Mit (1.1), (1.2) und (1.3) folgt die Gleichung
(u-v,e) = —(u,v). (1.4)
Aus (1.2) und (1.3) folgt somit (VPA 1’) und aus (1.1) und (1.4) (VPA 2’). Also ist
(Ve, %, (., )) eine Vektorproduktalgebra iiber F. |

Bemerkung 1.22. Fiir eine unitdre Kompositionsalgebra (C,-, N) {iber F' und wu,
v € Vi bezeichnet u x v das in Satz 1.21 definierte Kreuzprodukt auf V.

Satz 1.23. Sei (V, x,(,)) eine Vektorproduktalgebra tiber F. Setze e := (1,0) € Cy.
Fira,be F undv, w €V sei eine bilineare Abbildung auf Cy gegeben durch

- Cy x Cy — Oy,
(ae +v,be + w) — (ab— (v,w))e + aw + bv +v X w
und eine quadratische Form auf Cy durch
N:Cy — F, ae +v— a®+ (v, v).
Dann ist (Cy,-, N) eine unitdre Kompositionsalgebra iber F' mit Einselement e.

BEwEIS. Offensichtlich ist die angegebene Abbildung - bilinear.

DaF — F,aw~ a>und V — F, v — (v,v) regulire quadratische Formen auf F
bzw. V sind, ist nach [10, S. 10] N als Summe von reguldren quadratischen Formen eine
reguldre quadratische Form auf Cy = F @ V.

Im folgenden werden die Regeln (KA 1) und (KA 2) iiberpriift.

Seien dazu x := ae + v, y :=be+w mit a, b € F, v, w € V gegeben. Dann gilt:

r-e=(ae+v)-e=(1-a—(@w0)e+a-0+1-v+vx0=
=ae+v=ux.

Analog folgt e - x = x.
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Fir die Multiplikativitat der Norm ist zu zeigen:
N ((ae +v) - (be + w)) = N(ae + v)N(be + w).
Dies gilt wegen
N ((ae +v) - (be + w))
= N(ab — (v, w))* + {aw + bv + v X w, aw + bv + v X W)
= a®b* — 2ab(v, w) + (v, w)* + a*(w, w) + b*(v,v)
+ N(v x w) + 2ab(v, w) + 2a{w,v x w) + 2b(v,v X w)
= a’b® + a*(w, w) + b*(v,v) + (v, v){w, w)
= (a® + (v,0))(b* + (w,w)) = N(ae + v)N (be + w).

Bei der Rechnung wurden die Regeln (VPA 1) und (VPA 2’) aus Lemma 1.19 benutzt.
Insgesamt erhélt man also, dafi (Cy, -, N) eine unitdre Kompositionsalgebra iiber F' ist.
O

Bemerkung 1.24. Fiir eine Vektorproduktalgebra (V, x, (,)) iiber F und u, v € V
bezeichne w - v die bilineare Abbildung auf Cy,, die nach Satz 1.23 durch

u-v=—(u,v)e+uxuv
gegeben ist.

Proposition 1.25. Sei (V, x,(,)) eine Vektorproduktalgebra tiber F und seien u,
v € V. Dann gilt fur das Produkt in C' :

uv —vu = 2(u X v).
BEWEIS. Nach Satz 1.23 ist
uv = —(u,vye + u X v,
vu = —(v,uye + v X u.
Subtrahiert man (1.6) von (1.5), so liefert dies
uv—vu:uxv—vxu1é72(u><v),
und also die Behauptung. ([l

Notation 1.26. Fiir eine Vektorproduktalgebra (V, x,(,)) bezeichne C(V, x, (,))
die in Satz 1.23 konstruierte unitdre Kompositionsalgebra (Cy, -, N).

Fiir eine unitire Kompositionsalgebra (C,-, N) bezeichne V(C,-, N) die in Satz 1.21
konstruierte Vektorproduktalgebra (Ve, X, (,)).

Die Notationen fiir Kompositionsalgebren und Vektorproduktalgebren bezeichnen die
gleichen Strukturen, wie das folgende Korollar zeigt:

Korollar 1.27. Es ist V(C(V, x, (,))) = (V. x, (. )) und C(V(C,-,N)) = (C, -, N).
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BEWEIS. Zunéchst wird gezeigt, dal Vi, =V ist.

“D”: Sei v € V beliebig gegeben. Da Cy = F @V ist, ist v € Cy und (e,v) = 0, also
ist v e VCV-

“C”: Seiv € Vo, d. h. o =ae+vmita € F,v eV und (¢,0) = 0. Dann gilt
0= {(e,0) =a-N(e)+ (e,v) =a und also ist v € V.

Insgesamt gilt Vi, = V.

Bezeichnet x’ die in Satz 1.21 definierte bilineare Abbildung Ve, x Vi, — Vi, und
(,): Ve, x Ve, — F die definierte Bilinearform, dann gilt fiir v, w € Vg,

vx'w=v-w+ (v,w)e lés—(v,w>e—l—v X w ~+ (v, w)e

und
(o)’ = 3 (N(@+w) = N(o) = N(w)
1.23 % (v +w,v+w) — (v,v) — (w,w)) = (v,w).

Also ist V(C(V, x,{, 1)) = (V, x,{,)).

Dafl Cy,, = C ist, sieht man folgendermaflen ein:

Sei z € CYy,,, dann ist  von der Form z = ae+v mit a € F und v € Vo C C, und also
ist x € C. Fiir die umgekehrte Inklusion 148t sich jedes x € C schreiben als © = ae + v
mit ¢ € F und v € V mit (e, v) = 0.

Es bezeichnet o die in Satz 1.23 definierte bilineare Abbildung Cy,, x Cy, — Cy,, und
N die definierte quadratische Form auf Cy.. Furz,y € Cy,, v = ae+v, y = be +w mit
a,be F, v, we Vo gilt dann:

roy = (ae+v)o (be+w) 128 (ab — (v,w))e + aw + bv +v X w

2 ab — (v, w)e + aw + v+ v-w + (v, we

=(ae+v) - (be+w)=z-y
und
N(z) = N(ae +v) 2 > + (v,0) = a® + N(v)
= a’N(e) + 2ale,v) + N(v) = N(ae +v) = N(z).
o, deeV

Damit ist gezeigt, dal C(V(C,-,N)) = (C,-, N) ist. O



KAPITEL 2

Die Tensoren R,

In diesem Kapitel werden auf einer Vektorproduktalgebra die Tensoren Ry,...,R4
definiert. In Satz 2.4 werden damit Aussagen iiber die Kommutativitat und Assoziativitét
der Kompositionsalgebren getroffen. Ferner wird die im weiteren Verlauf der Arbeit
benotigte Aussage, daBl Ry = 0 ist, bewiesen.

Definition 2.1. Sei (V, x, (, )) eine Vektorproduktalgebra tiber F. Die Tensoren
R,: V¥ —V
sind fir n = 1, 2, 3, 4 definiert als
Ry(v) :== v,
) i=v X w,
R3(u®@v®@w) = (uxv)xXw—v{uw)+u(v,w),
)

R4(’U1 ®U2®'U3®t = Rg(?]l ®U2®U3) Xt
3 3

Vi (Vig1 X Vigo,t) + Z Vit1 X Vipa(vi, 1),

=1 =1

wobei 7 mod 3 betrachtet wird.
Proposition 2.2. Die Abbildung R3 ist alternierend.

BEWEIS. Seien v, w € V gegeben. Dann gilt:

R3(v®@v®@ w) (V22 (v xv) xw—v{v,w) +v{v,w) =0,

Ri(v@w®v) = (vxw)xv—w(vv)+uv(w,v)

V2D N(w)w — (v, w)o — N(v)w + viw,v) = 0.

Also ist R3 nach Lemma 1.14 alternierend. O
Definition 2.3. Sei R ein Ring und A eine R-Algebra. Fir x, y € A heifit
[,y] =2y — yz
der Kommutator von x und y und fir x, y, 2 € A heifit
{z,y,2} = (zy)z — 2(yz)
der Assoziator von z, y und z.

Satz 2.4. Fir eine Vektorproduktalgebra (V, x,(,)) dber F gilt:
14
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(1) Firv, w €V ist 2+ Ry(v @ w) der Kommutator in Cy .
Insbesondere gilt: Ry =0 <= C(V, x,(,)) ist kommutativ.

(2) Firv, w, z€V ist 2- R3(v®@ w ® z) der Assoziator in Cly .
Insbesondere gilt: Ry =0 <= C(V, x,(,)) ist assoziativ.

BEWEIS.  Zu 1: Nach Proposition 1.25 ist v x w = 1(vw — wv) fiir v, w € V und
daraus erhélt man 2 - Ry(v ®@ w) = vw —wv = [v,w]. Also ist Ry = 0 dquivalent
zu der Aussage, daf§ die bilineare Abbildung -: V x V — C} symmetrisch ist.
Da Cy = F @V und F ein Korper ist, folgt die Behauptung.

Zu 2: Seien u, v, w € V. Da nach Satz 1.21 vw = v X w — (v, w)e gilt, erhalt man fiir
u, v, w e V:

{u,v,w} = (W)w — u(vw) = (u x v — (u,v)e)w — u(v X w — (v, w)e)
=(uxv) w—(u,v)w—u-(vxw)+ (v,wu
=(uxv)xXw—(uxv,we— (uv)w

—u X (vxw)+ (u,vxw)e+ (v,w)u

e (uxv)xw—(uxv,we— (uv)w

+w x (v xXu)—2{u,w)v+ (u, v)w + (w,v)u
+ (u,v X whe + (v, w)u
=2 - (uxv)xw+2- - (v,wyu—2-(u,wHp
=2 - R3(u®@v®w),
womit der erste Teil der Aussage gezeigt ist.
Also ist R3 = 0 aquivalent zu der Aussage, da3 V' bzgl. der bilinearen Abbil-
dung -: V xV — Cy assoziativ ist. Daraus folgt die Behauptung, da Cy, = F®V

und F' ein Korper ist.
Zu 3: Definiere fir u, v, w € V:

A(u,v,w) := (u X v) X w+ux (vXw).
Nach Proposition 1.18 1. ist dann:
Au,v,w) =2 (u, w)v — {(u, v)w — (w, v)yu.
Es gilt:

A(u x vyw,t) — Alu,v,w X t) +u x A(v,w, t) — Au,v X w,t) + Alu,v,w) X t
=((uxv)xw)xt+(uxv)x(wxt)—(uxv)X(wxt)—ux(vx(wxt))
+ux (vxw)xt)+ux(vx(wxt)—(ux(vxw))xt—ux((vxw)xt)
+ ((uxv) xw) xt+ (ux(vxw))xt
=2 - ((uxv)xw)xt (2.1)
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Die Aussage Ry = 0 ist folgende:
2 ((uxv)xw)xt=2(u,wyvxt—2(v,w)u xt+2{vxw,t)u
+ 2(w X u, t)v + 2(u X v, t)w — 2(u, t)v X w
— 2(v, tH)w X u — 2(w, tyu X v.
Dies erhélt man mittels (2.1) auf die folgende Weise:
LS. =A(uxv,w,t)— A(u,v,w X t) +u x A(v,w,t)
— A(u,v x w,t) + Au,v,w) X t
= 2(u X v, tyw — (u X v, w)t — {t,w)u X v
-2 u, v)w X t+ (w x t,v)u

w)

u,w X thv + (
+2 v,w)u X t— (t,wyu X v

(

(

v, t)u X w—
-2 u, v X w)t + (t,v X wu
+ 2(u, w)v X t — (u,v)w X t — (w,v)u X t

= 2(u X v, tyw — 2(t, wyu X v — 2{(u, w X thyv + 2(v, thu X w

u, tyv X w +

o~ — o~ o~
o~ o~~~

—2(v,wyu X t — 2(u, t)v X w + 2(u, w)v X t + 2{(w x t,v)u

=r. S.

und damit ist der Satz bewiesen.

16



KAPITEL 3

Dimension von Vektorproduktalgebren

In diesem Kapitel werden auf einer d-dimensionalen Vektorproduktalgebra (V, x, (,))
fiir n = 1, 2, 3, 4 die Abbildungen Q,, € (V®"*+D)* definiert und deren Normen betrach-
tet. Mit Hilfe der im vorigen Kapitel gezeigten Aussage, dafl der Tensor R, identisch
Null ist, ergibt sich im Grundkorper die Gleichung

d(d —1)(d - 3)(d —T7) = 0.

Daraus kann man dann fiir Kérper der Charakteristik Null den Satz von Hurwitz bewei-
sen und zusatzliche Aussagen tiber die moglichen Dimensionen von kommutativen und
assoziativen Kompositionsalgebren treffen.

Im folgenden wird an einige fiir den spateren Verlauf der Arbeit bendtigte Aussagen im
Zusammenhang mit den Bilinearformen von Tensorprodukten und Dualrdumen erinnert:

Fiir bilineare Rédume (V, (, )v) und (W, (, )w) tiber F ist die Bilinearform auf V @ W
gegeben durch

(v @w, v @uWvew = (v, V) - (w, W Hw

fur alle v, v € V und alle w, w" € W. Also ist (V ® W, (, )vew) ein bilinearer Raum
tiber F. Sind (V, (, )v) und (W, (, )w) regulére symmetrische bilineare Raume, dann ist
(V@ W, (,)vew) auch ein regulirer symmetrischer bilinearer Raum (vgl. [8, S. 10]).

Ist d :== dimV, d := dim W, (e;)¢ eine Orthonormalbasis von V und (f;)¢ eine
Orthonormalbasis von W, so ist (e; ® f;);; eine Orthonormalbasis von V ® W, denn fiir
k,me{l,...,d} und fur I, n € {1,...,d'} gilt

(er @ fr,em @ fa)vew = (er em)v - (fi, fa)w = Ok1)(mm)-

Ist (V, (, )v) ein regulérer symmetrischer bilinearer Raum iiber /' und bezeichnet man
mit V* den zu V dualen Raum, dann gibt es wegen der Regularitat einen Isomorphismus
0: V. — V* mit p(v)(w) := (v,w) (vgl. 1.5). Die Umkehrabbildung ¢! weist jeder
Linearform f € V* das Element Zle f(ei)e; aus V zu, wobei (e;)¢ eine Orthonormalbasis
von V ist. Es a8t sich leicht nachrechnen, daf ¢ und ¢ ~! zueinander inverse Abbildungen
sind. Aus (V, (, )y) erhilt man folgende Bilinearform auf V*

(v VIV = F

d

(@.8) = 3 ale)) - Ble),

i=1
wobei (V*, (, )y+) ist ein regulérer symmetrischer bilinearer Raum tiber F ist.

17
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Ist (e;)4 eine Orthonormalbasis von V und e;* fiiri € {1,...,d} der Homomorphismus
mit e;*(e;) = d;;, dann ist (e;*)¢ eine Orthonormalbasis von (V*, (,)y+), denn

d
(e e e =Y _ei*(en)e;*(ex) = 0.

k=1
Ferner gelten die Rechenregeln:
Proposition 3.1. Sei (V,(,)) ein symmetrischer bilinearer Raum tber F, d die

Dimension von V., N die {,) zugeordnete quadratische Form auf V und (e;)¢ eine Or-
thonormalbasis von V. Dann qilt:

(1) v= Z?:1<U7 ei) " €,
(2) N(v) = 20, (v,e).
BEWEIS. Da (e;)? eine Basis von V ist, hat jedes v € V eine Darstellung v = Zle i€
mit A\; € F.
Zu 1: Fir j € {1,...,d} ist

d
(v,e;) Z)\ €i,€;) Z Aiei,ej) = A
i=1

Daraus erhilt man v = ¢ Ne; = S8 (v, ¢;) - €.

Zu 2: Bs gilt N(v) = N(O% her) = S8, Nhve) = S5 A2 = 34 (0,6)? und
somit gilt die Behauptung.

0

Notation 3.2. Sei (V, x,(,)) eine Vektorproduktalgebra iber F, vi,...,v,11 € V
und n =1,2,3,4. Dann bezeichnen @, und N, die Abbildungen

VI ® - @ Upyq (Rn(v1®---®vn),vn+l>
und

N = NV®(”+1) (Qn)

Fiir die leichtere Berechnung der N, sei ohne Einschrankung statt einer Orthogo-
nalbasis von V iiber F' eine Orthonormalbasis (e;)%, von V iiber einem algebraischen
Abschlufl von F' gegeben.

Lemma 3.3. Sei (V, %, (,)) eine Vektorproduktalgebra iber F' und d die Dimension
von V. Sei (e;)L, eine Orthonormalbaszs von V und (g;)9~, die von (e;), induzierte
Orthonormalbasis von VE™. Dann gilt firn =1, 2, 3, 4:

d d" ar
anzz Qn9j®ez 2:2N(R
j=

i=1 j=1

wobei N die () zugeordnete quadratische Form ist.
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BEWEIS. Fiir (e;){_; und (g;)%, bezeichne ((g; ® e;)*);; die zu (g; ® e;);; gehorige
duale Basis. Dann ist ((g; ®¢;)*);,; eine Orthonormalbasis von (V" ®V')*. Damit erhalt
man:

Nyengyy(Qn) = Z (Qn (95 ® €)") yongyy

]
= Z Z Qn, (91 ® ex)” >(V®"®V)*(gl ® ex)”, (gj ® ei)*>%v®"®v)*
(2]

Z Z Z Qn(gs®er) - (g1 ® €k) (9s @ €:)) (g ® er)", (95 @ )" ) fyengyy-
4,5 7,8

—5<k71><r,s)

4.J

_Z (ZQn g1 Q ey 5(” kl) :Z(Qn(gj®ei))2'

0]

Die zweite Glelchhelt der Behauptung folgt aus:

N, = Z Qulg; @ e’ =) (Rulgj),ei)’ =) (Z (Bn(g;); 6z‘>2>

1,J J=1
d”’L

"2 N(Ralgy)).

J=1

Fiir den Beweis des Satzes 3.6 werden in den folgenden Hilfssétzen einige technische
Vorbereitungen getroffen.

Hilfssatz 3.4. Sei (V, x,(,)) eine Vektorproduktalgebra tiber F' mit d = dim V' und
(e;)d, eine Orthonormalbasis von V, seiv € V. Dann gilt:

(1) Zl e X (vxe)=(d—1u,
(2) Zl  N(vxe)=(d=1)N(v),
(3) Zwk (N (e x ¢5) xe) = (d—1)*-d - 1p,
(4) Z'ij; 1 (ej)<€i7 61€>2 =d*- I,
() Zuk (e X eg) X e, e5) (e er) = (d = 1)d - 1p,
( ) Zzgk 1<elv€k><ejvek><€j7ei> =d- 1F~
BEWEIS.  Zu 1: Wegen (VPA 3) gilt
e; X (v xe;) = N(e)v— (e;,v)e;

und damit erhalt man
d

Zei X (v X ¢e) :ZN(ei)v—Z@i,vﬁai gy —v=(d—1)-v

i=1 i=1 i=1
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Zu 2:
d VPA 2/ a
Y Nxe) VETSIN@N(E) — Y (v,e)? *Ed- N(v) - N(v)
i=1 i=1 i=1
= (d=1)N(v)
Zu 3:
d d d
> N(leixe) xer)=> (ZN ((e; x ;) x ek))
1,7,k=1 1,5=1 \k=1
d d
2
= (d-1 e xej)=(d—1)) (Z N(e; x e]))
- i=1 \j=1
d
2(d-12Y N(e)=(d—1)*d-1r
i=1
Zu 4
d d d d d
Z N(ej)(ei,ex)” = Z N(ej) - Z eisen)’ Z Z (e ei)? =d* - 1p.
= — ; N—— — —
i,5,k=1 j=1 i,k=1 —0 fiir ik 7j=1 =1
Zu 5:
d d
Z; ((e; X ;) X en,e;) (e, ep)? Z Z e X e;) X €;),e;)
i.jk=1 =0 furi#k j=1 =1

—1)) N(ej) = (d—1)d- 1p.

Zu 6: Da (e;,e;) = 0 fiir @ # j, gilt:

d

Z (i ex)(ej, exn)(ej, €) = Z(ei,ei)Q =d-1p.

i,5,k=1 i=1

O

Hilfssatz 3.5. Fur eine Vektorproduktalgebra (V, x,(,)) tber F mit d = dimV und
eine Orthonormalbasis (e;)%, von V gilt:
(1) Z?]kl 1 N(ej x ex){es en)? =d*(d— 1) - 1p,
(2) Zwm 165 X e, e X e){ei, e)lej, ) = —d(d = 1) - 1,
(3) Z”kl 1 N(ei)(ej x ex,e)® = d*(d—1) - 1p,
(4) E”kz (ej X e, e)ler x e, e)(e;,e) =—dd—1)-1p.
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BEWEIS. Zu 1:

d d
N(e; x e) e, e)? = N(e; x e €;
‘ Z_ ( J k < l> Z_ J k ( )
Laki=1 =0 fiir il i k=1
d d d
=2 (Z Ne; x ek>> Y@= DN(e) = (d = D1
ij=1 \k=1 ij=1
Zu 2:
d d
Z (ej X ek, e X €;) (e, e)(ej, e) = Z (e; X ex,er, x e)N(ep)?
i k=1 0 ) odor k=1
=0 flir £l oder j#I
d d
=Y (ZN er X € ) 22N (d - 1)N(ey) = —d(d — 1) - 1p.
k=1 \I=1 k=1
Zu 3:
d d
Z N(ei)(e; X ex,e)* =d - Z X e, e’ =d- Z (Z e; X ek,el)2>
i k=1 jk =1 jk=1 \i=1
d d
P2 A>T N(ey x o) E Z =d®d—1)-1p.
Zu 4:
d
Z (ej X ek, e (er X €;,er) (€, €5)
g k=1 R
=0 flir i#£j
d d
Z e; X ex, e ler x ej,e)N(ej) = — Z (ej x ey, er)?
k=1
=2 —d(d —1)-1p.

Satz 3.6. Fir eine Vektorproduktalgebra (V, x,(,)) dber F' mit d = dim V' gilt:
Ny =d-1p
No=d(d—-1) 1p
Ny=d(d—1)(d—-3)-1p
Ny=d(d—-1)(d—=3)(d—T7)1p

BEWEIS. Sei (e;)%; eine Orthonormalbasis von V iiber F. Die Aussage fiir Ny ist
klar, da

d

d

=1
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Fir N, gilt dann:

Ny Z NN (Byes@e)) =Y (Z (ei % e») (A= DN(e) =dd 1) 1p.

ij=1 i=1

Fur N5 erhalt man:

d d
3.3
Ny = Z N (Rs(e;®e; @ey)) = Z N ((e; x e;) X e, — ej{e;, ex) + e;{ex, e;))
irj k=1 irj, k=1
d d d
= > N((eixej) xex)+ Y Nlejlenen)+ Y Nlei)ler ;)
i, k=1 i, k=1 i, k=1
:d(dfl)g-;;nach?).él?). :d2-1p?1gch3.44‘ =d2-1p?lgch3.44‘
d d
-2 Z ((e; x e;) x eg, e;)(e;, ex) +2 - Z ((ei x e;) X e, e;)(ej, ex)
irj, k=1 i, k=1
N -~ 7 N -~ 7
=d(d—1)-1p nach 3.45. =—d(d—1)-1p nach 3.45.
d
— 2+ ) (e en)(es en)(ej, €)
irj k=1

= (d(d —1)* + & +Fd2 éd{d —1) —2d(d — 1) —2d) - 1p
(d—1)*+2d* —4d(d—1) = 2d) - 1p = (d(d — 1)(d — 1 —4) +2d(d — 1)) - 1
=d(d—1)(d —3) - 1p.

Jetzt wird noch gezeigt, dal Ny = d(d —1)(d —3)(d —7) - 1p ist:

d
N4 3:3 Z N (R4(€i & €; X e K 61))
l

i?ij:? :1
d

= N(R3(e; ®ej @ex) X e —eie; X eg,e) —ejlex X e, ep)
ijkl=1
—ex(e; X ej,e) + e X exei, er) + e X e;ej, e)

+e; X ej{ex, )
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d
= Z N(Rg(el ® €; Y €k) X 61)
ijk =1
d
+ Z N (e;{e; x ex,er) +ejler X e, e) +exle; X ej,€r))
+ N (e; x exei,er) + e X ei(ej, e) + € X ejex, €r))

-2 Z (Rs(e; ®e; @ ey) X e,

ig =1
61‘<6j X ek,€l> + €j<6k X ei,el> + €k<€i X €, 61>>

d
+2- Z (R3(e; @ e; ®er) X ey,
ik l=1
e; X ex(e;, er) +ep X e;{ej,e) +e; X ej{ex, e))
d
-2 Z (eile; x e, er) +ejler X e, e) +exle; X ej,er),
ij kl=1

e; X eglei, er) + e X e{ej, e) +e; X ej{ex, er)).

Im folgenden werden, um eine tibersichtliche Darstellung zu erhalten, die Summanden
der letzten Zeilen einzeln berechnet. Dabei ist es von Vorteil, bei einigen Summanden
eine Umindizierung vorzunehmen, um sie anschlieend besser zusammenfassen zu konnen.
Der erste Summand ergibt dann

d d d
Z N (Rs(e; ®ej ®ey) X €) = Z (ZN (Rs(e; ® e ® ey,) X el))
i k=1 igk=1 \i=1
d
2N (d-1) N (By(e;®e;®@ex)) = (d— 1) Ny =d(d —1)*(d - 3) - 1p.
i k=1

Fiir den zweiten Summanden gilt:

d
Z N (e;{e; x ex,er) + ejler X e;,e) + exle; X ej,€r))
ijkd=1
d d
=3 Z (ej x e, e))*N(e;) +3-2- Z (ej X ek, e)(er X e;,er)(e;, e;)
ikl=1 igkl=1

3-d*(d—1)-1p+6-(—d(d—1))-1p =3d(d — 1)(d — 2) - 1p.

3.53. und 4.
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Fir den dritten Summanden erhalt man:

d

Z N (e; x exei,er) + e X eiej, e) +e; X ejlex, 1))
ijk =1
d d

=3 Z N(e; x ex){ei, e)* +3-2- Z (e; X ek, er X €;) (e, e)(e;, er)

i,5,k,1=1 i,k =1

3.5 1:11nd23d2<d_1)1F_6d(d_1)1F:3d(d—1)(d—2)1F

Fiir den vierten Summanden hat man:

d
Z (Rs(e; ® e; ® ex) X ey,
ik d=1
ei{ej X eg,er) +ejlex X e;,€) + eple; X ej,e))
d
=3- Z (R3(e; @ e; ® er) X e, e)(ej X ex, e)
i kel=1
d
=3 Z (Rs(er @ €j @ €;) X e, e1)(ej X eg, )
i,k =1
d
=3- Z (((er x €j) x €;) X e;,e1)(ej X ek, €r)
ijoked=1
d
-3 Z (e, e;) (e; X e;,er)(e; X eg, er)
LIRA=L o fiir itk
d
+3- Z (ej,e;) (er X e;,e1)(ej X e, ep)
T NS~
bIRI=L o gis it
d
=3- Z (e; X ((ej X er) X €;),e)(ej X e, er)
irjoked=1
d d
-3 Z (ej x e, e))* —3 Z (ej x ep,er)?
7,k 1=1 7.k, l1=1
(VPA 3) d d
=3 Z (ej x ey, e))> —3- Z (ei,ej X ex) (€i,er) (ej X ex,ep)
.. _ L _ N——
,5,k,l=1 1,7,k,l=1 —0 fiir il
d

—6- Z (ej x ep, er)?

Jkl=1
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d d
=3d- Z (ej X ep,e))> —9- Z (ej x ey, er)?
Jikl=1 Jkl=1
d
"2 3(d—3)- > N(ejxer) =3(d—3)(d—1)1p
jk=1
Der flinfte Summand ergibt:
d
Z (Rs(e; @ e; ®ex) X e, ej X epei, e) + e X (e, er) + e X ejlex, e))
i k=1
d
=3 <6,’, 6l> <R3(6,’ X €; X Gk) X ey, €; X €k>
W%l::l —0 fiir il
d
=-3- Z (Rs(er ®@e; @e;),e; x (e X eg))
i k=1
d d
=-3- Z ((er x €;) X e, e; x (e X eg)) +3- Z (ex, i) (€, e; X (e X eg))
ij,k=1 ivj k=1 m
d
-3 Z (ej, ;) (ex, e; X (e X eg))
k=]
=0 fiir j#4
d d d
=3 ) N(eix(ejxex)+3-> Nlejxe)—3-> —N(eixey)
i k=1 ij=1 ik=1

3.4 2.
=" (

—3-dd—1)?+3-dd—1)+3-d(d—1))-1p
= 3d(d—1)(d—1—1=1)-1p = =3d(d — 1)(d — 3) - 1.

Fiir den letzten Summanden gilt:

d

Z (ei(ej X eg,er) +ejlex X e;,e) +eple; X e, €,
04 k,l=1

e; X ex(e;, e) +ep X e;{ej, e) +e; X e;j{ex, e))

25
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d d
Z (ej X ex,er) (e, er) (e, e; X eg) + Z (ej X ek, e (e, er) (e, ex X €;)
L= S—— L= ——
4,9,k 0=1 —0 fiir i1 ,5,k,l=1 -0
d d
+ Z (ej X ex, er)(ex, er) (i, e; X €j) + Z (er X e, er)(e;, er) (ej,ej X eg)
g k=1 5 i k=1 5
d d
+ Z (er X e;,€p) (ej,er) (ej,ex X e;) + Z (er % e;,e)(ex, er) (e;,e; X €j)
) ‘- — = —_——
3,9,k l=1 —0 fiir j£1 ,5,k,l=1 -0
d d
+ Z e; X €j,e;)(e;, e) (e, ej X eg) + Z (ei X ej,e)(e;, er) (ex, er X €;)
ik l=1 T 0,4,k =1 T
d
+ Z e; X €j,ep) (ex,er) (e, e X e;)
——
bk i=1 —Ofurk;él
d d
Z ej X ek, e;)’ + Z er X e, e4)? Z (ei X ej,€ex)
i,5,k=1 i,5,k=1 i,7,k=1
2 3dd—1)-1

Insgesamt erhalt man dann:
Ny = (d(d — 1)*(d — 3) + 3d(d — 1)(d — 2) + 3d(d — 1)(d — 2)
—6d(d—1)(d—3)—6d(d—1)(d—3) —6d(d—1))-1p
=(dd—-1)(d—-3)(d—1—-6—-6)+dd—1)(6(d—2)—6)) 1p
=(dd—-1)(d—3)(d—13)+d(d—1)-6(d—3)) - 1F
)

O

Korollar 3.7. Sei (V, x,(,)) eine Vektorproduktalgebra iber F' mit char F' = 0 und
d=dimV. Dann ist d =0, 1, 3 oder 7.

BEWEIS. Nach Satz 2.4 3. ist R4 = 0 und somit erhélt man Q)4 = 0, also ist

N4 - V®5 (Q4) - 0

Wegen Satz 3.6 gilt Ny = d(d —1)(d —3)(d — 7) - 1p und fiir char F' = 0 ist dann d = 0,
1, 3 oder 7. 0

Korollar 3.8. Sei (C, -, N) eine unitdre Kompositionsalgebra iber F' und char F' = 0,
soist dimC' =1, 2, 4 oder 8.

Ferner gilt:

Ist C' kommutativ, dann ist dimC =1 oder 2.

Ist C' assoziativ, dann ist dimC' =1, 2 oder 4.
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Beweis. Nach Korollar 3.7 gilt fiir V(C,-, N), dafl dim Vi = 0, 1, 3 oder 7 ist und
deshalb ist dim C' = 1, 2, 4 oder 8.
Ist (C,-, N) kommutativ (bzw. assoziativ), dann ist nach Satz 2.4 Ry = 0 (bzw.
R; =0). Also gilt
Ny = Nyyea (Qa) = Nyesy: (0) = 0
(bzw.
N3 = N(V®4)*(Q3) = N(V®4)* (O) - O)
Wegen Satz 3.6 ist Ny = d(d — 1) - 1p (bzw. N3 = d(d — 1)(d — 3) - 1), auBerdem ist
char F' = 0 nach Voraussetzung, woraus die Behauptung folgt. ([l



KAPITEL 4

Struktur von Vektorproduktalgebren

In diesem Kapitel werden auf einer Vektorproduktalgebra (V) x, (,)) fir n =1, 2, 3,
4 die Abbildungen P, definiert und in den Satzen 4.2, 4.8, 4.13 und 4.17 die Vektorpro-
duktalgebren iiber ihre Erzeugenden naher bestimmt. Damit und mit der in Satz 1.23
angegebenen Multiplikation fiir unitare Kompositionsalgebren konnen dann die Multipli-
kationstabellen fiir Quaternionen- und Oktavenalgebren angegeben werden.

Definition 4.1. Fiir eine Vektorproduktalgebra (V) x, (,)) iiber F und n =1, 2, 3,
4 definiere P,: V" — I durch

Pn(Ul, Ce ,’Un) = N(Rn(’Ul R X Un)),
wobei N die (, ) zugeordnete quadratische Form ist.

Satz 4.2. Sei (V,x,(,)) eine Vektorproduktalgebra iber F' mit P, = 0. Dann ist
V = {0}.

Beweis. Nach Voraussetzung ist P(v) = N(v) = (v,v) =0 fiir alle v € V.
Also gilt fiir w € V:

(v,w) = & (N(v+w) — N(v) — N(w)) = 0.

2
Da (, ) regulér ist, folgt die Behauptung. O
Korollar 4.3. Fir eine Vektorproduktalgebra (V, %, (,)) tber F' mit P, = 0 ist auch
Ri=0firl<i<Aund P, =0 fiir2<j<4. [
Definition 4.4. Fiir einen bilinearen Raum (V,(,)) iber F und vy, ..., v, € V
heifit GSD(vy, ..., v,) die Gram-Schmitt-Determinante von vy, ..., v,, d. h.
(vi,v1) (v1,v2) ... (v1,0,)

(vg,v1) (vo,v2) ... (vg,vp)

GSD(vq,...,v,) = det
(Un,v1) (Un,v2) ... (Un,Up)
Bemerkung 4.5. Es ist P»(v,w) = GSD(v,w) = N(v)N(w) — (v, w)?.
Lemma 4.6. Sei (V, %, (,)) eine Vektorproduktalgebra iber F, seien vy, ..., v, € V.
Dann gilt:
(1) GSD(Ul, R ,Un) = GSD(UU(U, .. ,UU(n)) f’d?" o€ Sn,
(2) Fiir a € F ist GSD(vy, ..., 0;_1, a0 Vi1, - -, 0p) = a2 GSD(vy, ..., 04, ..., 0),

(3) Fiir A\, u € F ist GSD(Avy + pvg, v3) = A2-GSD(vy, vo) und GSD(vy, Ay + pvg) =
,u2 . GSD(?}hUQ).

28
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BEWEIS.  Zu 1: Sei 7;; € S, die Transposition mit 7(i) = j, 7(j) =i und 7(k) = k
fir k € {1,...,n}\{4,j}. Dannentsteht GSD(v (1), ..., Vr@m)) aus GSD(vy, ..., vy,)
durch Vertauschen der i-ten mit der j-ten Zeile und durch Vertauschen der i-ten
mit der j-ten Spalte. Also ist GSD(v-q), ..., Vrm)) = GSD(vy, ..., v,), woraus
die Behauptung fiir jede Permutation o € S, gilt, denn jede Permutation 143t
sich als Hintereinanderausfithrung von endlich vielen Transpositionen auffassen.

Zu 2: Wegen 1. kann man o. B. d. A. i = 1 annehmen. Dann gilt:

a*(vi,v1) alvy,ve) ... alvy,v,)
a(vg, v vo,U2) ... (vg,0,
GSD(avy, vy, . .., v,) = det < 2_ v 2, 2) _ < 2. )
a{vy,v1)  (Up,v2) ... (U, V)
a(vy,v1) (v,v2) ... (v1,0,)
alvg,v1) (vg,v3) ... (vg,vy)
=a-det ) : .

a(n, 1) (Un, Va) (Un, Un)

<Ulavl> <’U17'U2> <U1,Un>

, U Vg, U Vg, Up

— a2 - det 2 1> <2. 2> <2 >
(Un,v1)  (Up,v2) ..o (Up,Un)

Zu 3: Es ist

N(Avy + pvg)  (Avg + g, vg)
(v, Ay + pvg) N (vg)

= (AN (v1) + p>N(v2) + 2Au{v1, v2) ) N(v2) — (Av1,v2) + N (v2))?
= N (N(v1)N(v2) — (v1,v2)?) = A* GSD(vy, v2).
Wegen 1. und dem soeben gezeigten gilt:
GSD(v1, Ay + pwvs) = GSD(pwg + Avy, v1) = p? - GSD(vy, v1)
= 112 - GSD(vy, v3).

GSD(Avy + pwvs, v9) = det (

O

Lemma 4.7. Sei (V, x,(,)) eine Vektorproduktalgebra tiber F, seien vy, ve, vz € V.
Dann gilt:

(1) Pg(vl,'l)g,’l)g) = Pg(’l)g(l),’l)g(g),’l)g(g)) f’lﬂ" o€ Sg,

(2) Ps(v1 + v3,v2,v3) = P3(v1,v2 + v5,v3) = P3(v1,v2,v3 + vp) = P3(v1,v,v3) fiir
i€42,3},j€{1,3}, ke {1,2},

(3) P3(U1 + (UQ X ’U3)7U2, Ug) = P3<U1, Vg + (Ul X ’03)7 U3) = Pg(Ul, Vg, U3 + (Ul X ’02)) =
P3(U1,02,U3)7

(4) P3(U1 —)\Ui,Ug,Ug) = Pg(l}l,’l)g —,ul)j,’U?,) = P3(’U1,1}2,U3 —Tl)k) = Pg(’Ul,Ug,Ug) fUT’
ie€{2,3}, je{1,3}, ke {l,2} und \, p, T € F.
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BEWEIS.  Zu 1: Die Aussage folgt, da P; = N(R3) und R3 nach Proposition 2.2
alternierend ist.
Zu 2: Es gentigt zu zeigen, dal Ps(vy +v;, v, v3) = Psy(v1, v9,v3) fiir i € {2, 3} gilt. Die
weiteren Aussagen folgen daraus mit 1. Mittels Proposition 2.2 erhalt man
P3(?}1 + V9, ’Ug,vg) =N (Rg ((Ul + ’UQ) X V9 Q 05))
=N (Rg(’l]l X Vg & U3) + Rg(l)g Q Vy X ’Ug))
=N (Rg(?)l X (%) X Ug)) = Pg(vl, Vg, U3>
und analog
Py(v1 +v3,v2,v3) = N (R3(v) ® v2 ® v3) + R3(v3 @ v2 ® v3)) = P3(v1, v2,v3).
Zu 3: Es ist
P3(v1 + (v X v3),v9,v3) = N (R3 ((v1 + (vg X v3)) ® v ® v3))
= N (R3(v1 ® v2 ® v3) + R3((v2 X v3) ® v2 ® v3))

22N (R3(v1 ® v2 ® v3)) = Ps(v1,v2,v3).

Die restlichen Aussagen folgen daraus mit 1.
Zu 4: Es gilt fir A € F:

P3(v1 — Mg, v9,v3) = N (Rs(v1 @ 13 @ v3) — A - R3(v2 @ v3 @ v3)) £ Ps(v1,v2,v3).

Die restlichen Aussagen folgen daraus mit 1.

U

Satz 4.8. Sei (V,x,(,)) eine Vektorproduktalgebra iber F mit P, £ 0, P, = 0.
Dann existiert ein v € V- mit N(v) # 0, so dafs V = F - v ist.

BEWEIS. Da P, # 0 ist, existiert ein v € V mit P;(v) = N(v) # 0. Dann ist v # 0
und F' - v ist eine Vektorprodukt-Unteralgebra von V.
Nach Lemma 1.6 ist V = F-v @ (F -v)t. Fir w € (F-v)* ist dann N(w) = 0, denn
0= Py(v,w) = N()N(w) — (v,w)* = N(v)N(w),

d. h. Nfz.,y+ =0. DaV und F-v regulér sind, ist nach Lemma 1.6 auch (F-v)* regulr.
Insgesamt gilt V = F - v. U

Korollar 4.9. Fir eine Vektorproduktalgebra (V, x,(,)) dber F mit P, Z 0 und
Po=0ist Ry =0 fir2<i<4und P; =0 fir j € {3,4}.

BEWwEIs. Nach Satz 4.8 existiert ein v € V mit N(v) # 0, so da8 V' = F' - v ist. Fiir
beliebige w, w’, w” € V gibt es also eine Darstellung w := Av, v’ := pv und w” := 70
mit A\, p, 7 € F. Dann gilt:

Ro(w @ w') = Au(v X v) (VEA2)

und
Ry3(w@w @uw") = (wx w') x w" —w(w,w") +ww,w")

(VPA 2)

= A\ut(v X v) X v — Aut(v,v) + Aut(v, v) 0.
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Nach Satz 2.4 3. ist Ry = 0. Da P, = Ny(R,) fir n = 1,...,4, folgt daraus die
Behauptung. 0

Lemma 4.10. Fir eine Vektorproduktalgebra (V, x, (,)) dber F und fir Vektoren v,
w €V mit GSD(v,w) # 0 existiert ein v' € V. mit N(v') # 0, so daff GSD(v',v) # 0
oder GSD(v', w) # 0 ist.

BEWEIS. Angenommen, fiir alle v' € V' von der Form v := av + bw mit a,b € F gelte
N@')=0,d. h.
a’N(v) 4+ V>N (w) + 2ab{v, w) = 0.
Dann folgt fir a = 1 und b = 0, dal N(v) = 0 ist. Fiir a = 0 und b = 1 gilt N(w) = 0.
Daraus erhédlt man fir e = 1 und b = 1, dafl (v, w) = 0 ist. Dies steht im Widerspruch
zu GSD(v,w) # 0. Also existiert ein v’ € F'- v+ F - w mit N(v') # 0.
Wegen N(v') # 0 ist dann v' # 0. Sei ohne Einschrankung a # 0. Dann ist

GSD(v',w) = GSD(av + bw,w) “E* a* - GSD(v, w).

Da GSD(v,w) # 0 vorausgesetzt war und a # 0 angenommen wurde, ist GSD(v’, w) # 0.
Fiir b # 0 folgt analog mit Lemma 4.6 3. die Aussage 0 # GSD(v',v) = b*-GSD(v, w).
U

Lemma 4.11. Fir eine Vektorproduktalgebra (V, x, (,)) dber F und fiir Vektoren v,
w €V mit GSD(v,w) # 0 existieren v', w' € V- -mit N(v') #0, N(w') # 0, (v/,w') =0
und GSD(v', w') # 0.

BEWEIS. Nach Lemma 4.10 existiert ein v’ € V mit N(v’) # 0 und o. E. GSD(v/, w) #
0. Definiert man nun

r . <Ula w> /
w' = w — N(v’)v’
dann gilt:
N _ (W', w) , (' w)
N(w'") = N( )—I—N(N( /)U> —2<w, N(v’)v>
B - <"U/,w>2
~ NN w)
Da GSD(v',w) # 0 ist, folgt N(w') # 0.
Ferner ist
<U/7w/> — <’Ul,w> _ <,U/’ <]/l\)/_€/;1/))>v,> —
und daher
GSD(v',w') = GSD(v',w — % N LS GSD(V, w) £ 0

0

Notation 4.12. Fir eine Vektorproduktalgebra (V,x,(,)) tber F, vi,vy,v3 € V
bezeichne V,, ,, den von vy, vy und v; X vg erzeugten Untervektorraum von V- und V,, v, v,
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den von vy, vy, U3, V1 X Vg, Uy X U3, U3 X U1 und R3(v1 @va®@us) erzeugten Untervektorraum
von V', d. h.

‘/;117’02 = SpanF{vh VU2, V1 X U?}a
Vo waws i= SPanp{v1, U, U, V1 X U, Uy X U3, U3 X U1, R3(v1 ® va @ v3)}.
Satz 4.13. Sei (V, x,(,)) eine Vektorproduktalgebra iber F mit P, #0, Py = 0.
Dann ezistieren v, w € V. mit N(v) # 0, N(w) # 0, (v,w) =0, so daff V =V,,, ist.

BEWEIS. Da Py(v,w) # 0 ist, gibt es nach Lemma 4.11 v, w € V mit N(v) # 0,
N(w) # 0, (v,w) =0 und Ps(v,w) = GSD(v,w) # 0.

Dann ist V, , eine Vektorprodukt-Unteralgebra von V', denn V,,,, ist abgeschlossen
bzgl. x:

vXov=0>0
wXxw=2~0

(vxw) X (vxw)=0

v X w = —w X v (nach Proposition 1.17)
(vxw)Xxv=—-vXx(vxw)=N@wuw
w X (vXw)=—(vxw)xw=N(wh

und V, ,, ist regular, denn nach Voraussetzung ist
Nw) #0, N(w) #0, N(v x w) = Py(v,w) # 0, (v,w) =0
und wegen (VPA 1') gilt
(v,v x w) =0, (w,v x w) =0.

Dabher ist V,,, eine Vektorprodukt-Unteralgebra von V' iiber F' mit der Multiplikations-
tabelle:

X ‘ v w v X W
v 0 vXwWw —aw
w —v X w 0 b
VX W aw —bv 0

mit a ;== N(v), b:= N(w) € F*.
Waihle nun u € VMUL. Dann gilt:
0= Py(v,w,u) =N ((vxXw)xu—w(v,u)+viw,u))

(VPA 2/)

((v x w) x u) N(v x w)N(u) — (v x w,u)?

=N

= N(u)N(v x w).
Da N(v x w) = Py(v,w) # 0 ist, folgt also N(u) = 0 fiir beliebige u € V", d. h.
N|VU7“)J_ = 0, also VM,l = {0}. Nach Lemma 1.6 ist V =V, ® Vw,l, woraus sich
V =V, ergibt. O

Korollar 4.14. Fir eine Vektorproduktalgebra (V, x,(,)) dber F' mit Py # 0 und
P; =0 ¢gilt R3 =0.
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BEWEIS. Nach Satz 4.13 existieren v, w € V, so da V =V,,,, ist. Nach Proposition
2.2 ist der Tensor Rj alternierend und wegen (VPA 2) und (VPA 1') gilt
Ri(v@w®@v xw)=(vxw)X(vxw)—wvvxw)+v(wvxw)=0.

R3 faktorisiert also iiber

Lo

NV Ly
wobei v A w A (v x w) Erzeugendensystem von A®V ist und es gilt
Ris(vAwA(vxw)=R3(v@w®vxw)=0.
Daher ist ker(Rs) = A\*V, also Ry = 0 und Rs = 0. O

Lemma 4.15. Sei (V, x,(,)) eine Vektorproduktalgebra tiber I mit Py # 0. Dann
existieren v, w, z € V- mit N(v) # 0, N(w) # 0, N(z) # 0, (v,w) =0, z L V,,, und
Psy(v,w, z) #0.

BEWEIS. Sei
Ay = { (v, v9,v3) € V| P3(v1,v9,v3) # 0},
Az = {(v1,02,v3) € A1 | N(v1) # 0},
Az :={(v1,v9,v3) € Ay | (vg,v1) = 0und (v3,v1) =01},
Ay = {(v1,v2,v3) € A3 | N(v2) # 0},
A5 = {(v1,v9,v3) € Ay | (v3,02) =01},
= { (v1,v2,03) € A5 | (v3,01 X v2) =0}.

Gezeigt wird: Aus Ai # () folgt Ay # D furi=1,...,5.
Dann erhdlt man fiir (vy, v, v3) € Ag

0 # P3(U17U2,U3) = N ((v1 X v) X v3 — v2(v3, V1) + v1(Va, V3))

N (v X v2)N(v3) = (v1 X vg,v3)°
N (v)N(v2)N (vs3).
Aus N(v1) # 0 und N(vy) # 0 folgt N(vs3) # 0. Damit ist die Aussage gezeigt.

Al ?é @ = AQ 7é @Z

Da A; # () ist, existiert (vy,ve,v3) € V3 mit P3(vy,v9,v3) # 0. Gilt hierfiir bereits
N(v;) # 0 fur ein 7 € {1,2,3}, dann ist man nach Lemma 4.7 1. fertig.

Zwischenbehauptung: Ist (v;,v;) # 0fiiri # j € {1,2,3}, dann ist (v;4v;,v;,v5) € As
fiir k € {1,2,3) mit k # i, ;.

Beweis der Zwischenbehauptung: Es ist

47 2.
Ps(v; +vj,v5,v0,) =" Py(v,v5,0) # 0

und
N(UZ‘ + ’Uj) = N(Uz) + N(Uj) + 2<?Ji, Uj> = 2<’UZ‘, Uj) 7& 0.
Damit ist die Zwischenbehauptung gezeigt.
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Man kann also ohne Einschrankung (v, ve, v3) € Ay mit N(v;) = 0 fir allei € {1, 2,3}
und (v;,v;) =0 fiir i # j € {1, 2,3} annehmen. Dann erhélt man

0 7& P3(Ul,1)2,1)3) = N((Ul X Ug) X ’03)
= N(Ul X ’Ug)N(Ug) — <’U1 X UQ,U3>2 = —<U1 X ’UQ,U3>2,

d. h. (v; x vj,v) # 0 fiir 4, 5,k € {1,2, 3} paarweise verschieden.

Dann ist (v; + (vj X vg), v;,v%) € Ag mit 4, j, k € {1,2,3} paarweise verschieden, denn
nach Lemma 4.7 3. ist

Ps(v; + (vj X vg),vj,v5) = P3(vi, v, v5) # 0
und
N(v; + (v; X vg)) = N(v;) + N(v; X vg) + 2(v;, v; X vg)
= 2(v;,v; X vg) #0

und deshalb ist Ay # 0.

AQ 7é @ = A3 7é @2

Fiir (v1, va,v3) € Ag mit (vg,v1) # 0 ist (vy, vy — %1(’;’12; v1,v3) € Ay, denn nach Lemma
4.7 4. ist

(v1, va)
N(vr)

Ps(v1,v9 — v1,v3) = Psy(vy,v9,03) # 0.

Ferner gilt

(v1,v2)
(va N (o) U1, U1
Fir (vi,v9,v3) € Ag mit (vg,v) = 0 und (vs,v;) # 0 erhélt man analog, dafl
(Ul,’Ug,Ug — <;\)[1(’:f)>1)1) € A3 ist.
A3 7é @ = A4 7é @Z
Gilt fiir (vy,v9,v3) € A3 bereits N(vg) # 0 oder N(vs) # 0, dann ist wegen Lemma
47 1. Ay # (. Sei also N(v5) = 0 und N(v3) = 0. Ist (v3,v9) # 0, dann erhélt man

wegen Lemma 4.7 2. Ps(vy, vg, 09 + v3) # 0 und
(v1,v2 + v3) = (v1,02) + (v1,v3) =0
N(’Ug + Ug) = N(Ug) + N(’Ug) + 2<U2,’03> = 2<’02,03> 7é 0.

Also ist (v, va,ve + v3) € Ay.
Sei ohne Einschrénkung (vy,vq,v3) € A mit N(v) = 0, N(v3) = 0 und (vq,v3) = 0
vorausgesetzt. Dann gilt:
0 7é Pg(Ul,UQ,Ug) = N((’Ul X Uz) X Ug) = N(’Ul X UQ)N(’Ug) — <Ul X UQ,’U3>2

= —<’U1 X ’l)2,?]3>2.

> = <U27U1> — <U1,Ug> =0.

Daraus erhalt man wegen Lemma 4.7 1. (v; x vj,v;) # 0 fir 4,5, k € {1,2,3} paarweise
verschieden.

Dann ist (vy,vs + (v1 X v3),v3) € Ay, denn wegen Lemma 4.7 3. ist P3(vy,v9 + (v1 X
v3),v3) = P3(vy,vs,v3) # 0 und nach Voraussetzung ist N(vy) # 0 und (vq,v3) = 0.
AuBlerdem ist (v, vy + (v1 X v3)) = 0 und

N(U2 -+ (1)1 X ’03)) = N(’Ug) + N(Ul X ?)3) -+ 2<’02,’Ul X U3> = 2<'U2,U1 X U3> % 0.
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d. h. Ay # 0.
Ay # )= As # 0:
Wihle (v, va,v3) € Ay mit (vs,v9) # 0. Dann gilt wegen Lemma 4.7 4.
Vg, U
P3(U17@2,’U3 - <]\72(v23)> Uz) = P3(U1, U27U3) # 0.
Ferner erhalt man
(v, v3) (va, v3)
— = — =0
(U1,U3 N(U2) 2) <017U3> N(UQ) < 1,Uz>
Vo, U
(Uz,US - <N2(1123)> ’02> = <1)27/03> - <U27’U3> =0
Also ist (Ul, V9,V3 — <;\)[2(’;};)> Ug) € A5.
A5 7é Q) = A(; 7é @i

(v1 Xv2,v3)

Fiir (v, v9,v3) € Ay mit (v, v1 X v9) # 0 ist (vy, vg, v3— NS

(v1 X v9)) € Ag, denn

(U1 X Vg, U3>

Pg('Ul,'UQ,'U3 - N(Ul % 'UQ) (Ul X U2>> = P3(U17U27U3) % 07
<U1 X Ug,’U3> <Ul X UQ,Ug)
I I LT - SR D A =0
<Ul,U3 N(Ul % UQ) (Ul X U?)) <U17'U3> N('Ul « UZ) <U1,Ul X U2> )
U1 X Vg, U V1 X Vg,V
s = S 0 1) = (o) = S ) =,

Dabei wurde die Regel (VPA 1’) benutzt. AuBerdem gilt:

<U1 X Vg, Ug)
N(Ul X 1)2)

Also ist Ag # ) und damit ist das Lemma bewiesen. O

<U1 X Vg, V3 — (Ul X ’U2)> = <U1 X UQ,’U3> — <’Ul X UQ,’U3> = 0.

Lemma 4.16. Sei (V, x,(,)) eine Vektorproduktalgebra iber F. Fir v, w, z € V
mit N(v) # 0, N(w) # 0, N(z) # 0, v L w, z L V,, ist dann (Vyw., X, (,)) eine
Vektorprodukt-Unteralgebra von (V, x, (,)) uber F.

BEwEIS. Um zu zeigen, daB (V, .., X, (,)) eine Vektorprodukt-Unteralgebra von
(V,x,(,)) ist, wird zundchst die Orthogonalitit von je zwei Vektoren nachgewiesen.
Seien dazu

v =0, Vg = w, Vg = 2z,

vy =0 X w, Vs = w X 2, Vg 1= 2 X U,

vy = Ri(v@w®z) = (vxw) Xz
Nach Voraussetzung ist (vy,va) = (v1,v3) = (vg,v3) = (v3,v4) = 0 und wegen (VPA 1')
ist (v1,v4) = (v1,v6) = (vo,v4) = (Va,v5) = (v3,v5) = (v3,06) = 0. AuBlerdem erhélt man

(v1,v5) = (v, W X 2) (V2 U (vxw,z)y=0
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und N
PA 1
(v9,v6) = (W, z X V) = (2 X v, W) (VA )(z,v x w) =0,

da z L V, ,vorausgesetzt war.
Ferner gilt

(VPA 1)

(vg,v5) = (U X W, W X ) (v X w) X w, z) 4 —(w x (v X w), z)

(V2 9) —N(w){v,z) =0
und analog folgt (vs,vs) = —N(2)(v,z) = 0 und (vg,v4) = —N(v)(z,w) = 0. Zu zeigen
bleibt noch die Orthogonalitét von v; mit v; fiir ¢ € {4,5,6}. Es ist
(vi,v7) = (0 x w, R w @ 2) = (0 xw) x (v x w), ) 20

und, da Rj alternierend ist (vgl. 2.2), folgt (vs,v7) = (vg,v7) = 0. Also sind die 7
Vektoren paarweise orthogonal.

Da nach Voraussetzung N(v;) # 0 fiir 7 € {1,2,3} und (v;,v;) = 0 fiir ¢ # j mit 1,
Jje{1,2,...,7}, gilt auch N(v;) #0 fiiri € {4,...,7}.

Insgesamt ist also V,,,, . ein regularer Untervektorraum von V.

Zu zeigen bleibt noch die multiplikative Abgeschlossenheit von V,,,, .. Es gilt:

(VPA 2)

vy X v =v xXv=0,
Ul X Uy = U X W = Uy,
VI X U3 =0UX2=—2XU=—Ug,
v Xvy=vX (vxw)=—(vxw)xv=—=Nww=—N(v)vg,
v Xvg =0 X (2 Xv) =N(v)z=N(v)vs.
Da Rj alternierend ist (vgl. 2.2), folgt:
nxXvs=vX(wxz)=—(wxz)Xxv=—-R3(w®zR0v) =
=-R;(vRuw®z)=—vr,
X=X R3(v@uw®z)=0vX R3(w®zR0)
=0v X ((wxz)xv)=Nwuwxz=N(v)vs.
Durch Permutation erhélt man v; x v; € V,,,,, fiir i € {2,3}, j € {1,2,...,7}.
Fiir vy gilt mit Proposition 2.2:
vy Xvs=(vxw) X (wxz)=R(v@w® (w X 2))
= —R3((wxz2)@w®v)=—((wxXz)Xw)Xwv
=—N(w)z x v =—N(w)vg,
vy Xvg =V Xw)X(zx0v)=R3(vRwWX (2 xX0))
=-—Ri(v®(zxv)@w)=—(vXx(2x0v)xw=-N(v)z Xw
= N(v)w x z = N(v)vs,
vy Xvr=wWxw)x ((vxw)xz)=—((vxw)xz)x(vVXw) =
=—N(vxw)z=—N(v)N(w)vs

und die restlichen Produkte ergeben sich durch Permutation.
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Die vollstdndige Multiplikationstabelle lautet also fir a := N(v), b := N(w), ¢ :=
N(z) mit a, b, c € F*:

X v w 2
v 0 VX W -z XV
w —U X Ww 0 w Xz
z Z XV —w X z 0
v X w aw —bv Ri(v®@w® z)
w X z R3(v®@w® z) bz —cw
Z X0 —az R3(v®@w® z) cv
R3(v®@w® z) —aw X z —bz X v —cv X w
X v X w w X z Z X0 Ri(v®@w® z)
v —aw —R3(v@w® z2) az aw X z
w bu —bz —R3(v®@w® 2) bz X v
z —R3(v®@w ® z) cw —cv cv X w
v X W 0 —bz xv aw X z —abz
w X z bz x v 0 —cv X W —bcv
ZXv —aw X z cv X w 0 —acw
R3(v®@w® z) abz bev acw 0

Damit wurde gezeigt, dal (Vyw.z X|vy 0.l v . xve..) €ine Vektorprodukt-Unter-
algebra der Vektorproduktalgebra (V, x, (, )) ist. O

Satz 4.17. Sei (V, x,(,)) eine Vektorproduktalgebra iber F mit Py 2 0. Dann exi-
stieren v, w, z € V mit N(v) # 0, N(w) # 0, N(z) # 0, (v,w) =0 und z L V, ., so dafs
V =Vyuw: ist.

BEWEIS. Nach Lemma 4.15 existieren v, w, z € V mit N(v) # 0, N(w) # 0, N(z) #
0,vLw,zLlV,,ud P(v,w,z) #0.

Also ist auch R3(v ® w ® z) # 0. Nach Lemma 4.16 ist (V, .., X, (, )) eine Vektor-
produktalgebra.

Da R, = 0 ist (vgl. Satz 2.4 3.), ist auch Py = N(Ry) = 0. Wihle t € V,,,.~, dann
gilt:

0=Pi(v,w,2,t) =N (Ry(v@uw®z®t) =N (R;(v®@w® z) xt)
= Py(v,w,2)N(t) — (Rs(v @ w ® 2),t)?
= P3(v,w, 2)N(t).

Da P3(v,w, z) # 0 ist, folgt also N(¢) =0, d. h. N [y, ~+=0, also V,,, . = {0}. Danach
Lemma 1.6 V =V, . ® V;,,w,f ist, folgt also V' =V, .. O

Die Multiplikationstabellen fiir Kompositionsalgebren erhélt man dann direkt aus den
in diesem Kapitel gezeigten Aussagen:
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Die Multiplikationstabelle fiir Quaternionenalgebren (C, -, N') mit der Standarbasis e,
i, j, kund « :== N(i), 8 := N(j) lautet:

. ‘ e 1 j k
ele 1 J k
i1 —ae k -y
Jjlj —k —pe pi
klk «a —pi —afe

und die Multiplikationstabelle fiir Cayley-Algebren (C,
€1, .., ez und o := N(ey), B := N(ez), v := N(es) ist:

-, N) mit der Standarbasis e,

€1 €9 €3 €4 €5 € €7
€ €1 €9 €3 €4 €5 € €7
e1| e —ae (N —eg —Qaey —ey aes aes
ey lea —eqy —fe €5 Be —Bes  —ey Peg
€3 | €3 €6 —€s —he —ey YE€2 —7€1 Yeq
esles ey fe er  —afe —feg aes —afles
€5 | €5 €7 Pes —vyes Beg —Bye —ves —Byer
€g | €g —Q€3 €7 Ye1 —AQes Y€y —Qaye —Qyeg
er|er —aes —fes —veqs afles  [yer  ayex —afvye
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